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diferansiyel denklem halinde 6zellikle de kismi tiirev igceren denklemler olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Bu tiir problemlerin belli sartlar altinda varsa ¢ézlimiiniin veya en azindan
coziilebilir olup olmadigi fiziksel muhakemeyle ispati yeterli degildir. Bunun yaninda

elbette matematiksel olarak da kanitlanmas1 gerekir.

Incelenen problemde aranan fonksiyonun ve tiirevlerinin tanimlandig1 araligin ug
degerlerinin birbirine esit olmasi periyodik sinir sart1 olarak adlandirilir. Bu calismada
periyodik smir sartli ve tabii baslangic sartlari da verilen yar1 lineer hiperbolik denklemli

baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢éziimiiniin varligini ve tekligini incelenmektedir.
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hissettiren aileme tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET

PERIYODIK SINIR SARTLI YARI LINEER HIiPERBOLIiK DENKLEMLER iCIN
FOURIER YONTEMIi

Fatma TATLI ADAL

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Dog¢. Dr. Kadir KUTLU

Bu c¢aligmanin ana konusu yari lineer hiperbolik denklemli baglangig ve periyodik sinir deger
(karigik) probleminin D := {(x,t)| 0 < x < 27, 0 <t < T < oo} bolgesinde ¢dziimiiniin varligi ve
tekligini gostermektir. Problem asagidaki sekilde verilmektedir:

*u  ,0%u

3z ¢ ﬁ:f(x,t,u); (0<t<T;0<x<2m; —0 < u < ™)

u(x,0) = p(x),us(x,0) =y(x); (0<x<2m)

u(0,t) = u2m, t),u,(0,t) = u,(2m,t); (0<t<T)

Burada ¢(x) ve ¥(x), [0,2r] arahiginda, f(x,t,u), DX(—o0, ) bolgesinde tanimli ve gerekli
ozelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x, t) ise aranan (¢6ziim) fonksiyondur. Coziimde ileride
aciklayacagimiz Fourier yonteminden yararlaniyoruz. Coziimiin varliginin ve tekliginin ispatinda ise

klasik yontem olan art arda yaklagimlar metodundan faydalaniyoruz.

2017, 50 sayfa
Anahtar Kelimeler: Fourier Yontemi, Periyodik Kosullar, Yar1 Lineer Hiperbolik Denklemler, Test

Fonksiyonu, Dirichlet Sartlari.

v



ABSTRACT

FOURIER METHOD FOR SEMI LINEAR HYPERBOLIC EQUATIONS WITH
PERIODIC CONDITION

Fatma TATLI ADAL

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kadir KUTLU

The main topic of this work is to show the existence and unigueness of the solution of the semi-lineer
hyperbolic equation with the initial and periodic boundary value (mixed) problem in the
domain D :={(x,t)|]0 <x < 2m, 0<t <T < oo}. The problem is as follows:

*u  ,0%u

3z ¢ ﬁ:f(x,t,u); (0<t<T;0<x<2m —0 <u < ™)

u(x,0) = p(x),us(x,0) =y(x); (0<x<2m)

u(0,t) = u2m, t),u,(0,t) = u,(2m,t); (0<t<T)

Here ¢(x) and (x) are the known function which are defined on the interval [0,2r] and f (x, t, u)
is the known function which is defined on the domain DX (—o0,00). These functions satisfy the
necessary conditions. u(x, t) is the desired solution function. For the solution, we use the Fourier
method which we will explain later. For the proof of the existence and uniqueness of the solution,

we use the classical method of successive approximations.

2017, 50 pages
Keyword: Fourier Method, Periodic Conditions. Semi Linear Hyperbolic Equations. Test

Function, Dirichlet Conditions
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Diizgiin Yakinsak Fonksiyon Serileri

Tanmm 1.1.1. Bir E € R kiimesi {izerinde tanimli {f,,} fonksiyon dizisinin kismi
toplamlar dizisi E iizerinde diizgiin yakinsak ise {f,} dizisinin olusturdugu fonksiyon

serisi E de diizgiin yakinsaktir denir.

Su halde f(x) = Ya—; fn(x) fonksiyon serisinin diizgiin yakinsamasi i¢in gerek
ve yeter sart {s,} kismi toplamlar dizisinin diizgiin yakinsak olmasidir. Yani Vx € E
degeri i¢in ve Ve > 0 sayisina Vn = N(¢) igin |f(x) — s,| < € olacak sekilde bir N (&)
dogal sayisinin x € E noktasina bagli olmaksizin karsilik getirilebilmesidir. Burada

Sp(x) = Zﬁ:l fk(X) dir.

Bir bagka ifadeyle serinin diizgiin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € E
degeri i¢in ve Ve > 0 sayisina Vn = N(¢g) icin | =,41 fr(x)] < € olacak sekilde bir
N (&) € N sayisinin karsilik getirilebilmesidir (Saban, 1981).

Ornek 1.1.1. E = (—1,1) araliginda Y%, x™ fonksiyon serisinin diizgiin yakinsakligini

inceleyelim.

n —

Vx € E igin seri noktasal yakinsar ve toplaminin Y57, x i oldugunu biliyoruz.

0 d xN+1
S wean  e
1—x

k=N+1 k=0
. -t
olur. Eger bir x, = 2 ~N+1 € E alirsak

i (11 1
T % 2
k=N+1

elde edilir. Buna gore verilen fonksiyon serisi E de diizgiin yakinsak degildir.

Teorem 1.1.1. {f,,}, E kiimesinde tanimli bir reel fonksiyon dizisi ve {M,,} bir reel sayi
dizisi olsun. Vx € E ve VYn €N i¢in |f,(x)| < M, ve Yo_; M, serisi yakinsak ise

Yimeq fn(x) serisi E’de mutlak ve diizgiin yakisaktir.



sinnx
n2

sinnx
n2

Ornek 1.1.2. ¥,

n2

serisini gz Oniine alalim. Vx € R ve Vn € N i¢in

dir ve Zf{;l% serisi yakinsak oldugundan Teorem 1.1.1. geregi verilen seri mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

Uyan 1.1.1. Teorem 1.1.1.°¢ diizgiin yakinsak seriler i¢in Weierstrass majorant kriteri

denir.

Teorem 1.1.2. Y'.7°_, f (x) fonksiyon serisi E = [a, b] araliginda diizgiin yakinsak ve bu

aralikta Vn € N i¢in,

fxfn(t) dt, X € [a, b]

mevcutsa
ij:fn(t) dt = infn(t) dt, x€[ab]
dir.

Teorem 1.1.2 diizgiin yakinsaklik halinde serinin terim terime integre

edilebilecegini soyler.
Teorem 1.1.3. Vn € N i¢gin E’de tamiml {f,,} ve {g,,} iki fonksiyon dizisi olmak {izere
1/q

) o] 1/p , o

1 1
Dlhgal <[ D1AP) (Dllgal®]  =+-=1pa>0
- - - p q
n=1 n=1 n=1

dir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir (Saban, 1981).

1.2. Ortogonal ve Ortonormal Fonksiyon Aileleri

C([a, b]) ile [a, b] kapal1 araliginda tanimlanmis ve bu aralikta siirekli reel degerli

fonksiyonlarm kiimesini gosterelim.

f,g € C([a, b]) olmak iizere,



b
(f,g) = f FG)g(0dx

ifadesi C([a, b]) XC([a, b]) kiimesinden R reel sayilar kiimesine bir doniisiimdiir. Bu
doniisiimiin pozitif tanimli bir i¢ ¢carpim oldugu gosterilebilir (Saban, 1981). Dolayisiyla
C([a, b]) i¢ carpimi haiz bir vektdr uzayidir. Bu i¢ ¢carpima karsilik gelen norm ise

b 1/2
0= ([ o)

dir. ||f1l, ile de gosterilen bu norma reel degerli siirekli fonksiyonlar uzaymdaki L, normu

denir.

Teorem 1.2.1. f ve g € C([a, b]) olsun. Bu durumda

IKfo ) < MIfllzllgll2

dir. Bu esitsizlige Cauchy esitsizligi denir.

I¢ garpim (f, g) = f; f (x)g(x)dx seklinde tanimlandiginda Cauchy esitsizligini

< (fbfz(x)dx>1/2 <fbg2(x)dx>1/2

seklinde de ifade edebiliriz.

b
[ reog@ax

Teorem 1.2.2. (Gronwall esitsizligi) Negatif olmayan f, g ve h € C([a, b]) fonksiyonlari
X

h(x) < f(x) +] g®h(t)dt, X € [a, b]
a

integral esitsizligini saglasin. Bu durumda

h(x) < f(x) + fxf(t)g(t)ef:h(s)dsdt, x € [a, b]

dir.

Tanmm 1.2.1. C([a, b]) uzayinda Vn,m € N,n # m igin (f;, f;n) = 0 olacak sekilde

mevcut { f,, }.en fonksiyon ailesine [a, b] araliginda ortogonal (dik) fonksiyon ailesi denir.

3



Ornek 1.2.1.

1 d"[(x*-1)"]
Pnx) = 2nn! dxm

seklinde tanimlanan {®,,(x)} polinom dizisine Legendre polinomlar: denir.n = 0,1,2 ...
i¢in

1
dy(x) =1, D, (x)=x, D,(x)= E(5x3 —3x), ...

elde edilir. ®,, fonksiyonlar1 R’de siirekli fonksiyonlardir. [—1,1] aralifinda ortogonal

oldugunu gosterelim.

1 1 1 1 1
f 1-xdx =0, f 1-=(5x3—3x)dx =0, f x =(5x3—3x)dx =0
-1 1 2 g 2

oldugu kolaylikla goriilebilir.
Simdin = 0,1,2, ... i¢in
g = (x*=1"
alalim. Tiirev almak suretiyle
(x2-1)g —2nxg =0
elde edilir. Buradan tekrar tiirev alarak
(x2—-1)g" —2(n—1)xg' —2ng =0
elde edilir ve tiimevarimla
x?—1Dg**D —2(n—k - Dxg**V —2[n+ (n—1) + -+ —-k)]g® =0
elde edilir.
Son esitlikte k = n igin
(x? = 1) g™ — 2xg™* D — 2n(n + 1)g™ = 0

olur. Bu arada



dg d"
dx™  dx™

g™ = [(x? — )" =2"-nl- D, (x)

olmasindan

gt =2l @, '(x), g™ =2"-nl-d,"(x)
elde edilir, yani her n = 0,1,2, ... i¢in Legendre polinomlari
(1—x2)d,," (x) — 2xP,'(x) + n(n—1)P,(x) =0

bagintisini saglar. Boylece her n,m = 0,1,2, ... i¢in

O, [(1 —x2)D,," (x) — 2xD,' (x) + n(n — 1) P, (x)] =0 (1.1)
D, [(1 = x2)D,," (x) — 2xPp," (%) + n(n — D P, ()] = 0 (1.2)
elde edilir.

M (x) = P7(x) P (%) — Py (X) D1 (x)

alirsak,

M'(x) = D5 () Prn (x) — P (X) Py ()

bagintis1 yardimiyla (1.1) ve (1.2) esitliklerinin farki

(1—xH)M'(x) — 2xM(x) = [m(m + 1) —n(n + 1)] D, (x) D, (x)]
d
dx [(1 = x)M )] = [m(m + 1) — n(n + )] Py, (x) Py (x)]

seklinde yazilabilir. Her iki tarafi [—1,1] araliginda integre edersek

A-x)HOM@)|L, =[mm+1) —n(n+ 1)]] d,,(x) D, (x)dx

0=[m(m+1) —nn+ 1)][ D, (x)P,,(x)dx

-1
olur.

Bu halde m # n igin



[} @)@, (0)dx = 0, mn =012, .
elde edilir. O halde
((Dm; (Dn> =0

olmak zorundadir. O halde Legendre polinomlarindan olusan {®, (x)} ailesi [—1,1]

araliginda taniml1 ortogonal bir fonksiyon ailesidir (Saban, 1981).

Tamim 1.2.2. C([a, b]) uzayinda Vn,m € N i¢in (f;, fr,) = 6nm olacak sekilde mevcut

{f}nen fonksiyon ailesine [a, b] araliginda ortonormal fonksiyon ailesi denir. Burada

dir.

Ornek 1.2.2.

vn € Ni¢in ¢, (x) = cosnx
n = 0igin @y(x) =1

vn € Nig¢in ¢_,(x) = sinnx

seklinde tanimlanan {gop (x)}pEZ fonksiyon ailesi [0,27] araliginda ele alinsin.
m # 0 igin fozn cos’mxdx =m, m=0igin fozn dx = 2m,

.. 2w .,
m # 0igin [~ sin®mx dx =7

oldugundan

n(x) () —n(x)
P ao(0) =T a () =

vn € Nicin a,(x) =

almak suretiyle tanimlanan {ap (x)}pEZ fonksiyonu C([a, b]) uzayinda ortonormal bir

fonksiyon ailesidir.



1.3. Fourier Katsayilari ve Fourier Serisi

Tamim 1.3.1. Vn € N i¢in ||@, || # 0, ¢, ve f € C(|a, b]) olsun. Bu durumda

_ )
m (Pn) Pn)

sayisina f fonksiyonunun ¢,, fonksiyonuna gore Fourier Katsayus: denir.

Ornek 1.3.1. f(x) = x fonksiyonunun {®,,(x)},enu(o; Legendre polinomlarina karsilik

gelen Fourier katsayilarini hesaplayalim.

AR [ f0%@dr [x-tdx
0 (Dg, Dp) f_llcbo(x)(bo(x)dx f_lll-ldx

)

x? dx 5 ). (Bx3—x)dx
:f_l—:l Cc, = 2 1 :0, C3:0,.--

1 1 ) 2 =
J_ x?dx %f_ll(9x4 — 6x2 + 1)dx

bulunur. f(x) fonksiyonunun @, (x)’e esit oldugu g6z oniine alinirsa

=0 ¢,=1ve Vn=23,.. i¢cin ¢, =0 elde edilecegi Legendre polinomlarinin

ortogonalliginin agik bir sonucudur.

Tamm 1.3.2. Vn € N igin ¢, ve f € C([a,b]) ve ayrica {¢,(x)},ey bir ortonormal

fonksiyon ailesi olsun.

oo

O~ ) cnton()

n=1

¢y katsayilarinin f fonksiyonunun ¢,, fonksiyonlarina gére Fourier katsayilart oldugunu

ifade eder.

o)

PR

n=1

serisine f fonksiyonunun {¢@,,(x)},eny ortonormal fonksiyon ailesine gore Fourier serisi

denir.



Teorem 1.3.1. {¢,(x)}en, C([a, b] uzayinda bir ortonormal fonksiyon ailesi, f ayni

uzayda bir fonksiyon ve c,, f’in ¢, e gore Fourier katsayisi olsun. Bu durumda

[o2]
D lenl? < U112
n=1

dir. Bu esitsizlige Bessel esitsizIligi denir.

[-m, m] araliginda tanimli ve pargali siirekli reel degerli fonksiyonlardan olusan

F([—m, m])uzaymn ele alalim. Bu uzayda ortogonal fonksiyon ailesi olarak
vn € N igin ¢, (x) = cosnx, n = 0 i¢in PYy(x) = 1 ve Vn € N igin _,(x) = sinnx

almak suretiyle {,, (x)}pEZ ortogonal fonksiyon ailesi alalim. Bu durumda

co

FO~ ) enth@)

n=1
ifadesi yukarida agiklanan {I/Jp (x)} y ortogonal fonksiyon ailesi olduguna gore

peE

i%%m

n=1

serisine f fonksiyonunun trigonometrik Fourier serisi veya kisaca f fonksiyonunun

Fourier serisi denir.

f € F([—m, m]) olmak iizere f fonksiyonunun

s

o= f@wwa  pez
-

seklinde tanimlanan Fourier katsayilar1

_ao_lf”()d B _1[”() d
Co= =5 _,fo X, Cn_a"_n_nfx cos nx dx,

1 s
C_p, =b, =gf f(x)sinnxdx,n €N
—T

seklini alir. Bu durumda f fonksiyonunun Fourier serisi
8



a
f(x)~ ?0 + Z (a, cosnx + b, sinnx) (1.3)
n=1
olur.

Fourier serileriyle ilgili esas problem asagidaki iki sorunun cevabiyla ilgilidir:

1. (1.3) bagntisi ile verilen seri hangi sartlarda yakinsaktir?

2. Hangi sartlarda bu seri f(x) fonksiyonuna yakinsar?
Bu sorularin cevabini agagidaki teorem vermektedir.

Teorem 1.3.1. [—m, m] araliginda pargali siirekli bir f fonksiyonunun Fourier serisi

yakinsak ve

a
fx) = 70 + Z (a, cosnx + b, sinnx)
n=1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o)

fnfz(x)dx = ga(z) +n2(a,21 + b2)

n=1
olmasidir.

Uyan 1.3.1. Trigonometrik Fourier serisi s6z konusu oldugunda Bessel esitsizligi
aZ had 1 b4
%o, z(a,% +b2) < —f F2(x)dx
2 ] T g
n=

halini alir.

Genel olarak, f fonksiyonunun saglamasi gereken sartlara Dirichlet sartlar: denir.
Bu sartlarin saglanmasi halinde esas problemin ¢oziilebilirligini gdsteren teoremlere de

Fourier teoremi denir.

Teorem 1.3.2. f fonksiyonu 2r periyotlu, R’de pargali siirekli ve birinci tiirevi de R’de
parcali stirekli olan bir periyodik fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Fourier

serisi yakinsak ve x € R i¢in



fOeH)+f(x-)
2

sayisina esittir. Burada + ve - igareti sag ve sol limitleri gostermektedir.

Uyarn 1.3.2. a) f fonksiyonunun siirekli oldugu x noktalarinda Fourier serisi yakinsak ve

toplamu f(x)’tir.

b) f fonksiyonunun siireksiz oldugu x noktalarinda Fourier serisi yine yakinsak ve
toplami

fGH)+f(x-),

. ye esittir.

¢) f fonksiyonu - rr’de siireksiz ise periyodiklikten dolayr m’de de siireksizdir. Teorem

1.3.2.”den dolay1 f fonksiyonunun Fourier serisi -  veya  noktalarinda yakinsak ve

f=m+)+ f(n-)
2

sayisina esittir (Saban, 1981).
Ornek 1.3.2. f(x) = x + x? fonksiyonu [—m, 7] araliginda Fourier serisi ile ¢akisacagi
aciktir. Fourier serisinin katsayilari

a, m?

—1jn+2d— —1Jn+2 dx = = (~1)"
> = o _n(x x“) X ==, an—n_n(x x“) cos nx x—nz( o,

b—ljn + x2) si d—2 1)1
n—n_n(x x“) sinnx x—n( )

bulunur. O halde

_”2+4§:(—1)n( n )
fx)= 3 1 — cosnx — o sinnx
n=

elde edilir. x = +m i¢in Uyar1 1.3.1. ¢) den Fourier toplam1

(-t +7m?) + (r+1?)

f=m) = f(m) = > = n?

dir. Bu durumda

10



2_n2+4i(—1)" 1n:n2_i1
=3 n2 =1 6 Luan?

1.4. Art Arda Yaklasimlar Metodu

Tamm 1.4.1. XY diizleminde konveks bir D bolgesinde herhangi iki (x,y;) ve (x,y,)

nokta ¢ifti alalim. D’de tanimli ve siirekli bir f(x, y) fonksiyonu igin

I G y2) = f Oyl < Cly, — il
esitsizligi gergeklesecek sekilde bir C > 0 sayisi varsa f(x, y) fonksiyonu D bolgesinde
y’ye gore Lipschitz sartin1 gercekler denir. Simdi

yl =f(X,y), y(xO) =Yo (14)

baslangi¢ deger problemini goz 6niine alalim. f(x,y) fonksiyonu xy diizleminde bir D
bolgesinde tanimli olsun. Bu problemin D bdlgesinde ¢éziimiiniin varligi gostermek igin
¢esitli metotlar vardir. Bu yontemlerden art arda yaklasimlar yontemi ayni zamanda

¢oztimiin kendisini de vermektedir. y, dan baglayarak

X

Vi (x) =y, +] ft,ye1(©)dt, k=12,.. (1.5)
Xo

ile {yx (x)} fonksiyon dizisini tanimlayalim.

k =1 ig¢in

X
ly1(x) = ¥ol = SJ If (t, yo)ldt < M|x — xo| < Mp <b

X0

j f(ty0(0))dt

olur. Simdi k =n i¢in f(x,y,(x)) tanimh ve sirekli ve |y,(x) —yo| < b sartim

sagladigin farz edelim. k + ligin

X
Wne1 (6 = yol = sj £ (6 y)lde < Mlx — xo] < Mp < b

X0

J f (6 (0))dt

dir. Kisaca E:|x — x| < p, |y —yol < o dersek (x,yk+1(x)) €eECD, k=1,2,..
olur. Sonug olarak {yj(x)}dizisi |x — xo| < p i¢in tanimli |y, (x) — yo| < b esitsizligini

gergekler.
11



Simdi {y; (x)} dizisinin yakinsakligin1 gosterelim. Bunun i¢in

Y() = Yo+ D (9 = yaa (9] (16)

serisini gbz Oniine alip bu serinin |x — x| < p i¢in diizglin yakinsadigini ve limitinin

stirekli oldugunu gosterelim. (1.5) ifadesinden

ly1(x) — ol =

f £t yo(D)dt

X
SfV@wMMSMM—%I
X0

M(Clx = xo))* _ M(Cp)?

<
o 2!1C - 21C

[y2(x) = y1(0)| =

f[ﬂthUD—f@Jdﬂﬂm

elde edilir. k = n igin

M(Clx —xD" _ M(CP)"
n!'C - nlC

[V (%) = yn1 ()| <
dogru olsun. n + 1 i¢in

M(Clx = x)"**
(n+D!C

[Yn41(x) =y ()| =

| 1) = £ yna@ de| <

- M(Cp)n+1
T (n+D!C

elde edilir.

M (Cp)n+1

~—~— olan seridir. Teorem
C (n+1)!

Boylece (1.6) serisinin majorantt genel terimi

1.1.1.’e gore (1.6) serisi |x — x,| < p i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir Yani y(x) =

lim y, (x) diizgiin olarak mevcuttur. f(x,y), D iizerinde diizgiin siirekli oldugundan
n—->oo

|x — xo| < pigin lim f(x, y,(x)) = f(x,y(x)) dir. Boylece (1.5) ifadesinden
n—oo

lim y, (x) = yo(x) + lim J f(t,yn-1(®))dt =yo(x) + J lim £(t,yp1 (6))dt

=Yoot f;;f(t,y(t))dt dir. Bu durumda,

12



y(x) = yo + f f(t.y@®))de (1.7)

elde edilir. Sagdaki integralde f fonksiyonu t’nin siirekli fonksiyonudur. O halde x’e gore

turetilebilirdir ve tirevi ise,

dy
i f(x,y()

dir, Yani (1.7) ile verilen y(x) fonksiyonu (1.4) probleminin ¢éziimiidiir.

Cozimiin tekligini gosterelim. |x — x| < p i¢in (1.4) probleminin y(x,) = y,

olan bir baska y(x) ¢6ziimii olsun. O halde

70 =0 + | (6 7(0)de

Xo
olur. Yukardaki islemlere benzer sekilde |x — x| < p igin

M(Clx — xo])" < M(Cp)"
n!'C - nlC

[yn(x) =y ()| <

elde edilir. Buradan n — oo alirsak |y(x) —y(x)| < 0 ve bu durumda y(x) = y(x)

bulunur. Boylece asagidaki teoremi elde etmis olduk.

Teorem 1.4.1. Reel degerli f (x, y) fonksiyonu D = {(x,¥)|lx — xo| < a, |y — y,| < b}
bolgesinde siirekli olup y’ye gore Lipschitz sartin1 gergeklesin. Ayrica D’de f(x,y)

sinirli olsun yani |f(x,y)| < M. p = % olmak tiizere (1.4) baslangi¢ deger probleminin

|x — x0| < p icin ¢6ziimii var ve tektir (Tuncer, 1969).
Uyan 1.4.1. Teorem 1.4.1.”¢ art arda yaklasimlar veya Picard-Lindelof teoremi denir.
Uyan 1.4.2. y(x) = y(x) oldugundan |x — x,| < p i¢in

M(Clx — xo|)"
n'cC

[y () =yl <
esitsizligi y(x) yerine y,, (x) alindiginda aradaki hatay1 gosterir.

Ornek 1.4.1.y" = 273/ denklemini y(1) = 1 baslangi¢ sart1 altinda art arda yaklasimlar

yontemiyle ¢ozelim.
13



D:|x —1| < a, |y — 1| < b dikdortgen bdlgesini goz oniine alalim.

2
< ‘m V2 —y1)

2
If (6 y2) = flx=y)l = ‘; (Y2 = 1)
olur. Buradan C = ﬁ olup Lipschitz sart1 ger¢eklenir. (1.5) ifadesinden

k=1,2,..,n—1igin

*2-1
yl(x)=1+f Tdt=1+logx
1

X

2
y,(x) =1 +f ?(1 +logt)dt =1 + 2logx + 2log? x

1

2 2n—1
— — 2 Foo L
yn_l(x)—1+210gx+2!log x + +(n_1)!log

n-1 x

dogru olsun. n. adimda

x 2 2n—1

2 2
= — — 2 ..l — - n—1
mx) =1 +f t(1+210gt+ 2!log t+ -+ = 1)!log t)dt

1

logt = u degisken doniisiimii uygularsak;

logx 22 on-1
= v+ 4— gn-1
yn(x)—1+2]1 <1+2u+2!u + +(n_1)!u )du

2 on n 2k

Yn(x) = 1+210gx+zlog2x+-~~+mlog"x= Elog"x
k=0

elde edilir. Buradan n — oo almirsa y, (x) - y(x) = e21°8% = x2,

1.5. ikinci Mertebeden Yar1 Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin mertebesi denklemde goriilen en yiliksek

basamaktan kismi tiirevin mertebesi olarak tanimlanir. Bilinmeyen fonksiyon ve bu

fonksiyonun tiirevlerine gére denklem birinci dereceden ise denkleme lineer kismi tiirevli

diferansiyel denklem denir. Eger denklem lineer degilse denkleme lineer olmayan kismi

tiirevli diferansiyel denklem diyoruz.
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Kismu tiirevli diferansiyel denklemler adi tiirevli denklemlerden farkli olarak daha
ileri siniflandirmaya sahiptir; kismi tiirevli bir diferansiyel denklem, denklemde goriilen
en yiiksek mertebeden tiirevlere gore lineer ise, denkleme yari lineer denklem denir
(Caglayan ve Celebi., 2010). Bu durumda denklemdeki daha diisiik mertebeden tiirevlerin
ve bagimli degiskenlerin bulunus seklinin bir 6nemi yoktur. Yari lineer bir kismi tiirevli
diferansiyel denklem genel olarak

AQG Y Uy + 2B(X, Y)Uyy + C(X, YUYy, = F(x,y,U, Uy, Uy) (1.8)

seklinde ifade edilebilir. Burada A,B ve C x ve y’ye gore iki defa siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

A(X,y) = Bz(x'y) —A(x,y)C(x,y)
olmak tizere (1.8) denklemi

a) A> 0 ise hiperbolik,
b) A= 0 ise parabolik,

c) A< 0 ise eliptik denklem olarak adlandirilir.

Bazen (1.8) denklemi katsay1 fonksiyonunun tanimli oldugu bolgeye gore farkli
tipte olabilir. Ornegin;

Vlgx — XUyy, = F(X, Y, U, Uy, Uy)

denklemi ilk ceyrek ve flgilincli g¢eyrek diizlemde (x >0, y >0 ve x <0, y <0)
hiperbolik, diger ¢eyrek diizlemlerde eliptiktir (Boyce and DiPrima.,1977; Tichanov and
Samarskii., 1990).

1.6. Periyodik Simir Deger Problemleri

Ikinci mertebeden adi tiirevli

P(x)y" + Q(x)y" + R(x)y = G(x) (1.9)

lineer diferansiyel denklemini géz Oniine alalim. Burada x € [a, b] i¢in P,Q,R ve G
fonksiyonlart stirekli fonksiyonlardir. Eger (1.9) denklemine periyodik sinir sartlari

denilen
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y(a) = y(b)

y'(a) =y'(b)
sartlar1 ilave edilirse (1.9), (1.10) problemine periyodik sinir deger problemi denir (Allan,
2002).

(1.10)

Ornek 1.6.1. Periyodik sinir sartlar1 altinda homojen difiizyon (1s1 yayilimi) denklemini

g0z Online alalim:

a’uy, =u, 0<x<2l, t>0,
u(x,0)=f(x), 0<x<2l

u(0,t) =u(2l,t), u,(0,t) =u,(2,t), t=0.

Problemin ¢oziimiinii

u(x, t) = 0( ) + z [ucn(t) cos +usn(t) sm? (1.12)

seklinde arayalim. Burada f(x) integrallenebilir ve uy(t), uc, (t) ve ug, (t) t’ye gore en
az bir defa siirekli tiirevi olan fonksiyonlardir. u(x, t)’yi denklemde yerine yazalim:

o(t)

nmx

+ Z Uen (t) cos — + Ugn () sin——

c ann nmx . nmx
+ Z [ucn(t) cos e + ug, (t) sin T] = 0.
n=1

Bu esitligi sirasiyla 1, cos # ,sin % , k=12, ..1lecarpip [0,2]] araliginda x’e

gore integral alip, ortogonalligi de dikkate alirsak;

up(t) =0,

e (£) + (@)2 Uen(£) = 0,

2

anrt
() + (=) um(® =0, n=12,.

l
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olmak iizere birinci mertebeden sabit katsayili sonsuz sayida denklemlerden olusan

homojen denklem sistemi elde edilir.

Baslangi¢ sartin1 dikkate alirsak;

Uy (0 ¢ nmwx nmwx
u(x,0)=f(x) = 0; ) + Z [ucn(O) cos —— + ug, (0) sinT
n=1
esitligini 1, cosk%x,sink%x, k=1,2,.. ile carpip x’e gore [0,2l] aralifinda integral
alirsak;

1 21
w® =7 [ =y
0
1 (2 nx
Uen (@) =7 [ £ cos™TdE = fin
0

1 2 _ nmx
U, (0) = Tf f(& sdeE =fon, n=12,..
0

Boylece verilen problem asagidaki baslangic deger problemlerine indirgenmis

oldu. Her bir problemi sirasiyla ¢ézelim.
1) up(®) = 0, ue(0) = fy,

uo(t) = fo,

2) utn(® + (25) tten(®) = 0, en(0) = i,

antm

ucn(t) = fcne_(T)Zt,

anm 2
3) u;n(t) + (T) usn(t) =0, usn(o) = fons

anm

Ugn () = fsne_(

elde edilir. (1.11) ifadesinde yerine yazalim.
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[ee]
() nmx nmx
%+ e fcn cos— + fg,, Sin—— ;

n=1

N|\h

u(x,t) =
veya

u(x,t) = %foﬂf@) E + Zglozle‘(g)zt (cos—fcos + smifsm nnx)] de.

l l l

Buradan,

(Lt == .fﬂ() 1+i ann nm d
u(x, ; f( _1e cosl(f x) |d¢
elde edilir.

¢ —x )-—2 _16 COST(E—x)

dersek;

1 21
uGe =7 [ FOGCE-x0ds
0

olarak bulunur.

o (anmy? nm
Ze_( ) tcosT(f—x)
n=1

fonksiyon serisinin t > t, > 0 ve 0 < x < 2l i¢in mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu
kolayca goriiliir. Boylece u(x, t) ¢6ziimii siirekli bir fonksiyondur. u(x, t)’nin denklemi

ve sinir sartlarini sagladigi gosterilebilir.
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2. YAPILAN CALISMALAR
Bu ¢alismada,
V(x,t) €D :={(x,t)] 0 < x < 2m, 0 <t < T}olmak iizere asagidaki

0%u 262u
ﬁ—a sz(x,t,u); (0<t<T; 0<x<2m —0<u< ™)

u(x,0) = @(x),u;(x,0) =(x); (0<x<2m)
u(0,t) = u(2m, t),u,(0,t) = u,,(2m,t); (0<t<T)

baslangi¢ ve periyodik sinir deger (karisik) problemin ¢oziimiiniin varlik ve tekligini B

Banach uzayinda inceliyoruz.

Burada ¢(x) ve ¥(x), [0,2m] araliginda, f(x,t,u), DX(—o0, o) bolgesinde
taniml1 ve gerekli 6zelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir. u(x,t) ise aranan (¢6ziim)

fonksiyondur.

Problemin ¢6ziimii degisken katsayili Fourier serisi olarak bilinen

u(x, t) = uoz(t) + Z [Ucn (t) cos nx + ug, (t) sin nx]

n=1

seklinde aranir. Bilinmeyen ug (t), u., (t) Ve ug, (t) katsayilarini belirlemek i¢in bulunan
sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemler sistemi i¢in baslangic deger problemi
bilinen (Lagrange-sabitlerin degisimi-) yontemlerle ¢oziilmektedir. Elde edilen ¢oziimiin

de art arda yaklagimlar metodu kullanilarak varlig1 ve tekligi gosterilmektedir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

Bu kisimda
0°u  ,0%u
2 V32 flo,t,bu); (0<t<T;0<x<2m; —0 < u< o) (3.1)
u(x,0) = (x),u:(x,0) =¢(x); (0<x<2n) (3.2
u(0,t) = u(2m, t),u,(0,t) = u, 2m,t); (0<t<T) (3.3)

Yari lineer hiperbolik denklem i¢in periyodik sinir sartl karisik probleminin 6nce

zay1f ¢6ziimiinii tanimlayalim. (3.1) denklemini v(x, t) ile ¢arpip integral alalim.
j on[utt — a?uy, — f(x, t,u)]v(x, t)dxdt = 0 (3.4)
o Jo
v(x,T) = v:(x,T) = 0; v(0,t) = v(2m,t); v, (0,t) = v, (2m,t)
(3.4) ifadesinde kismi integrasyon alip sinir sartlarini uygularsak;

62 T ZU
. TR dt = —v(x,0) Y(x) + v.(x,0)p(x) +f Usa dt

olur. Boylece,

Zn 2 21 2 21 av(x O) 21
72 —vdxdt = u—dxdt + o(x) dx — v(x,0)dx
0 0

Jt
elde edilir.
Benzer sekilde,
oy 92y
i Frd dx —L us3 dx

olur. (3.4) esitliginden,

20



T r2m
.f J. [utt - azuxx - f(x; t, u)]U(X, t)dxdt
0 0

:J;) J;) n[u(vtt - azvxx) — f(x, t,wv]dxdt (3.5

2T
+ [ ToGwn 0) = pGov 3l = 0
0
elde edilir.

Tamm3.1.D = {(x,t)| 0 < x < 2m, 0 <t < T < oo} bdlgesinde siirekli, x’e t’ye gore
(denklemin igerdigi mertebeden) siirekli kismi tiirevlere sahip ve v(x, T) = v:(x,T) =
0, v(0,t) = v(2m,t), v, (0,t) = v, (2m, t) sartlarinm1 saglayan v(x,t) fonksiyonuna test
fonksiyonu denir.

Tamm 3.2. Keyfi v(x,t) test fonksiyonu icin (3.5) esitligini saglayan u(x,t) € C(D)
fonksiyonuna (3.1)-(3.3) probleminin zayif genellestirilmis ¢oziimii denir (Chandirov,
1970).

Simdi (3.1)-(3.3) probleminin zayif genellestirilmis ¢oziimiine bakalim. Cozimi

u(x, t) = uoz(t) + z [Uen (t) cos nx + ugy, (t) sin nx] (3.6)

n=1

seklinde arayalim. Burada u,(t), u.,(t) ve ug,(t) bilinmeyen katsayilardir (Fourier
katsayilar1). Bigimsel olarak (3.6) ile verilen u(x,t) fonksiyonunu (3.1) denkleminde

yazalim.

2O 4y [(uh(©) + a®n?uc, () cosnx + (uh (6) + a?n’ug, (6)) sinnx] =

f(x,t, u(’T(t) + Yo [uen (t) cos nx + ug, (t) sin nx]).

Her iki tarafi 1, cos kx,sinkx, k = 1,2, ... ile garpip [0,2m] araliginda integral

alirsak;
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1 2T
uy(e) = = f (6,6, Au(E, ) dé
0

21
Wi (0) + @i, () = - |76ttt 0) cosns dg (3.7
0

2
ul, (t) + a®n?ug, (t) = %f f(&t,Au(é, b)) sinnédE, n=12,...
0

sonsuz integro-diferansiyel denklemler sistemi elde edilir. (3.2) baslangi¢ sartlarini1 géz

iniine alirsak (3.7) sisteminin baslangic sartlari;

uo(0) = @0, up(0) =1
Uen(0) = @eny Uen (0) = Py (3.8)

usn(O) = (psn:u;n(o) = Ysn, n=12..

u(®) | Yreq[uck (t) cos k& + ug (t) sin k€] olarak alindi. (3.7)

olur. Burada Au(¢, t) = >

sistemindeki f(&,¢t, Au(&,t)) fonksiyonu (3.8) sisteminin Fourier katsayilari oldugu

asikardir.

1 21
f® = | re e auc 0)as
1 21
fen(®) = Ef f(&t,Au(E,t)) cosné dé
0

1 2T
fsn(®) = ;j (&t Au(E, D)) sinné dé,n=12,...
0

2

1
0, n(® = [ () cosns

0

21

Po(t) = %L

1
Psn(t) = ;jo (&) sinnédé,n=1,2,..

21T

1 1 2T
w® =1 | 0@, Vo= [ VO eosnaz

1 21 .
Yon(t) = ;fo Y(&)sinnédé,n=1,2,..
22



Bu durumda (3.7), (3,8) problemini asagidaki sekilde ele alabiliriz.

ug (6) = fo(t); ue(0) = @o, up(0) =g

un (@) + (@) ?ucn(6) = fen (8); U (0) = @y U (0) = Pen

Usn () + (@)U (t) = fsn(8); Usn(0) = Py Usn(0) = Y, = 1,2, ...

Ikinci basamaktan sonsuz sayida sabit katsayili lineer denklemlerden olusan baslangi¢

deger problemi elde edilir. Bu sistemi sabitlerin degisimi yontemiyle ¢ozersek;

t
o (6) = @0 + ot + j (¢ - Dfp(0)dr
0

t

1
Uen (t) = Qg cOsant + %sin ant + —f fen(@) sinan(t — ) dt 3.9
an an J,

1 t
Ugn (t) = @gy cos ant + %sin ant + —f fsn(T) sinan(t — 1) dt
an an J,
n=1.2,..

elde edilir. Burada f; (1), f,,(7) Ve f;, (T) yerine yazilirsa;

uo(t) = @o + Yot +1ftf2n(t - 1) f(& 1, Au(é, 1)) dédr
TJo Jo

Uen (t) = @cn cOsant + % sin ant
n

1 t r2m
+ —J j f(& 1, Au(E 1)) sinan(t — 1) cos né dédt
0o Jo

anrt

Ugn () = Qs cOs ant + % sin ant

1 t r21
+—f f f (&7, Au(E, ) sinan(t — 1) sinng ddr
0 Y0

anm
n=12,..
¢Oziimii elde edilir.

(Coziimiin varligini ve tekligini incelemek igin,
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@)} = {u"—(t), Upq (), Usy (), woe) Ugn (£), Usy (D), ... } fonksiyon dizilerinden

1 I
> MaXe[o,r] luo(®)| + X=1 maxeepo,r]lten (O) | + max,epo ryltisn (£)| < 00

esitsizligini saglayanlarin kiimesini B ile gosterip, normu da
lu()llp = maXtE[OT lup ()] + Z maxeo 7| Ucn ()| + Maxeepo 1y ltisn (H)| <
n=1

alalim. Kolayca gosterilebilir ki B bir Banach uzayidir (Edwards, 1994).

(3.9) sisteminin B de ¢6ziim oldugunu incelemek i¢in art arda yaklasimlar

metodunu kullanacagiz. Yaklasim bagintilarini

t 21

ul ) = u @) += j f -0 fE 5 u(k D4 Z(u(k D (¢) cosmé
w D (¢) sinmé)dédr

ud (=@ + ot

t
ul () = uD (1) + ﬁ f f R ——— Z (uln ™ (£) cosm
00 m=1

+u (k D (t) sinmé) cosné sinan(t — t) dédt

(0)(t) = Q. COSant + l/;—nsm ant

(k)(t) = u(o)(t) + #J‘ f f(&, T + Z (u(k 2 (1) cosmé
0 0

ug (0 sinmé)) sinné sinan(t - 7) dédr

1p

(0)(t) = Qs cosant +—=sinant, n= 1,2, ...

seklinde alalim. Basitlik i¢in,
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AuB (&,1) = Lo 20, ( ® 1) cosmé + u(¢) sin mE)

olarak alalim.

MmaXop<r<r |,;/lu(k) |

uP @] + ) maxgzeer

m=1

1 k k
< Emaxoqg uﬁ,i (T)| + maXo<r<r u§n3 (T)|

=a®¢E |, 0<§<2m 0<T<T.

{; )(t) u(k)(t) u(k) ®, ... (k) (t) u(k) (®), } — {ﬁ(k) (t)}
ile gosterelim.

Sistemin Once maxostsTlﬁ(k)(t)l < oo sagladigmi yani 7™ (t) € B oldugunu

Ispat edelim.
||u(0)(t) || = —maXo<t<T U, )(t)|
+ Y M 0] + M i 80) *)
m=1
< 2<|<oo|+ |¢0|T>+Z(|<om|+ Pl 1 gl + lpif)

¢ (x) ve P(x) sagdaki seri yakinsak olacak sekilde segilir. Buradan maxostsﬂﬁ(o)(t)l <

+o0 yani #(®(t) € B olur.

Simdi k = 1,2, ... i¢in esitsizliklere bakalim.

t 21

1 1
WO =ul O+ [ [ €= D0EnAaOED) - (67,0 dedr
00

21

1 t
+o j j (t — DF(€,7,0) dédr,
00
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licgen esitsizliginden

[P @)| < [ @) + 2 |fi J27C = DI 7 A0 (D) = £(E,7,0)] déde

1 t 2@
+E f f (t—=1)f (&, 1,0)dédr|.
00
Sag tarafa t’ya gore Cauchy esitsizligi uygulayalim.

< |u@| +2[f, ¢ = 02 a1 & T A€ 1)

1

~f (&7, 0)) dg12dv)z + 2 [ [t — 12 dr]% ( S w00 dr)g.

Bu sefer ’ye gore Cauchy esitsizligi uygularsak (fonksiyonlardan birini 1 olarak

alimmaktadir.)

1 T3 t - 1 21
<[u’©+1 g< f (] i f [/ AU €, 0)

2 1 T3

— FE T, 02 A7 Pdn)z +- |2 (7T 12d ) (7 £ T 0) ) do)e =

t 2m 1/2
[us? )] < [ug” @©] + f F(f [ renaoen - o>]2d5dr>
00

1/2

+§\/§m (Js 137 £2 (& 7, 0)dédr)

Lipschitz sartin1 uygularsak

t 2w %
2T3 273
< [ + /§< [] b%r)(ﬂu@(ar))dedr> b [ It Ol
00

bulunur. Buradan,
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lusP @) < | @]

(3.10)
2T3 _0)
+ 5= (16 Ol [T O, + 11 Gt Olls, )
elde edilir. Benzer yolla u (t) yi degerlendirelim
t 2m oo
1 ul” 0
m(t) = u(o)(t) + —f f f(&t,— Yo ( . (T) cosmé + u (1') sinm¢))
anm 2
00 m=

Xsin an(t — t) cos n¢ dédt

uSh (0] < [ul ()] +

21

ﬁ ] sinan(t — 1) ] [£ (&, 7, Au® (&, 1)) — f(§,7,0)] cosné dédr
0 0

+# |f0t sinan(t — 1) foznf(f, 7,0) cosné dfdr|_

7’ya gore Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

¢ 2
<f sin?(t — 1) d‘[> X
0

t 1/2
(j [(F(6. 7, AU (£, D)) = £(£,7,0)) cosn dg]” dT) '
0

1

¢ 2 t 2m 12
#(l sin? an(t — T)dT> <ff [f (€, 7,0) cos n¢ d¢]? dT)
0

0 0

t 2m 1/2
\/—
t o (f f (f &1, AU, D) — f(§,7,0)) cosng d]?d )
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t 2w

m( f f £(£,7,0) cos né d€J2dx)2.

Boylece n = 1,2, ... lizerinden toplam alirsak,

[00] o

Shizio] S

n=1 n=1

\ff I 1 t 1 2n
72%([%[ (f (&, 7, AU (&, 1)) — f(&,7,0)) cos né d€]2d1'>
n=1 0 0

t 2T 1/2

+\/_T§:l f[%f (f(&,7,0) cosné d&]?dr
0

1
2

a n
n=1 0

Toplam ve integrali yer degistirip, Holder esitsizligini uygulayalim.
1

> ol s Yol +I(> L) x

n=1 n=1 n=1

|

1

fore) t 2 2 oo
1 T 1
(2 | [; [ ¢ auc - f(froncosnedf] dr) +§<Zn—>
n=1g n=1
o t 27 1/2
> [& [ r.n0cosng agia
n=1g 0
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2 1/2

T - 1
=7 fz E (f (&7, AuD(€,1)) — f(€,7,0)) cosné dé| dr

. . 1/2
+g\/§ IZ% f(&,7,0) cosné d&]?d :
0

n=1 0
Bessel esitsizligini uygulayalim.

o oo A

EICEPI

n=1 =

t 2m 1/2
+E\/; fjf(ETO)dfdr .

Lipschitz sartin1 uygulayalim.

o o t 2w

WO + f b2 (&, 1) (AuD(E,1))? déd
2l ol s ol o | [ | oo ase
%Jg(f: INEGDDN

€ [0, T] araliginda maksimum alalim,

n=1|U
> n | T _
< z u = /a(llb(x, Ol [[ZO® |, + 1 Gt 0,
n=1
Benzer sekilde,
n=1|U

c m | T _0)
< Y[R ®] +2 | = AbGx Ol [Z@ O, + 17 Gt

n=1

(3.10), (3.11), (3.12) esitsizliklerinden
29

t 2

T

+ 2 e [ [ renam©@m - e n o
00

1/2

(3.11)

(3.12)



11(0)(t) 0
WL YT

/2T3 2m | T _
+< 3—n+7\/;> (16 O, IEO Ol + 1 Gt Do) )

elde edilir. Buradan t’ye gore maksimum alirsak

[z ®ll,

2T3 3m | T
< ||77(0)(75)||B + ( /g + 7\/%) (||b(X. t)||L2(D)||a(O)(t)||B +If(x, ¢, 0)||L2(D))
veya

2T s
[z, < (1 + /Q(T +-)lIb(x, t>||L2<D>> [z,
2T s
|5 (T + ) I Gt Ol < o0

bulunur. Benzer yolla;

[Z® @Il

_ 2T T _
< [Z@ ||, + j;(T +=) (I G, Ol [ED O, + 1 Gt Ol y) < o0

bulunur.

Siireci devam ettirirsek

[zl

B 2T T o
< [[Z@ ||, + j;(ﬂa)(nb(x. Ol [[Z* VO, + 1 G 6, 0l 09) < o0
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elde edilir. Simdi ardisik yaklagimlar i¢in sirasiyla

ud ) - uf? 0, ~u®l k=012

(k) (t)|

farklarii degerlendirelim.

t 2m

4§ — )] = f f (£ = Df 6,1, AUO (E, D)dEde
1 t 2m
<—|[ | €= 006 n a0 - 1 odsr
00

t 2m
1
+E ]j(t—r)f(f,T,O)dEdT
0 0

t’ye gore Cauchy esitsizligini uygulayalim.

t 2

|u(()1)(t) — ugo)(t)| < f(t —1)%dt | X

0

1
2 2

t 2T
[ | ¢t n a6 nonag| ar

1
2 2m 2 2

t
+ f(t—r)zdr ! ff(E,T,O)dE dr

0

t

Sag taraftaki integralleri hesaplayip bu sefer X’e gore Cauchy esitsizligini

uygulayalim.

2T3 t 2m 1/2
] ] [f (&1, AU D) - f(§,7,0)] dedr |+
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T3 t 2w 1/2
/ fffz(E,T,O)dEdr .
00

Lipschitz sartin1 kullanirsak

1
t 2m 2 t 2@
2T3
—_ (0)
RE: f f bA(E,7) (AU (§, 1) dgdr | + f £2(&,7, 0)dédz

0

N[~

[uy

’2T3 / t 2m % ) t 2m 3
.f f bz(fi T) dEdT maXOStST|Uqru(0) (t)l + f f fZ(g’ T, O)df |
\ 00 0 0 /

Netice olarak

[usP ) - ui (1)

2T3
/g(nb(x, Ol [[EC@, + 117G Oll, o)

elde edilir. Simdi diger degerlendirmelere bakalim,

(3.13)

IA

t 2w
20| < —|[ [ 160 au0 0y cosns dgan
00

t 2m
1 1
<—(|[ | v na©E ) - 765,00 cosné dgan
0 0

1 s
+|| = | f( 1,0)cosnédédr|)

t’ye gore Cauchy esitsizligini uygulayalim.

(0) (t)|
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2 1/2

Vil (1T
S a_n J. ;J. (f(f! Tldqu(O) (f: T)) _f(s;, T, 0)) CoS Tlf df dt
0 0
1
VT (1 2
ol G| UEr0csnsasyar

0 0

n = 1,2, ... lizerinden toplam alip Hélder esitsizligini uygulayalim.

Yn=1|

(0)(t)|

< T3 2B UG A0 ) = £(6,7,0)) cosn g2

1
2 2

+7T§:%f %jnf(f,r,O)cosnEdf dt
0 0

1r 2 1/2

o t

1
> 5] € nan@E ) -6 o cosng de | ar
=10 0

- 1/2
1 2T 2 /

ij %J(f(f,r,O)cosnfdf dr
=10 0

1

=

Esitsizligin sag tarafinda toplamla integralin degisebilir oldugunu varsayip

(gerekli sartlardan sonra belirtilecek) Bessel esitsizligini uygulayalim.

i u uggl)(t)|
. N ) 1/2
gﬁ j 2. J (f (6,7, AU (D) = f(§,7,0)) cosné d§ | dr
0 n=1
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2 2

ff(E,T,O)cosnEdf dt
0

ST

o\n
S

1/2

T 1
(f ¢ 7, AuO(E,1)) — f(§,7,0))%dédT

Nz

IA
SHES
O\I

/I

1/2

t 2
+ bfbffz(E,T,O)dfdr

Lipschitz sartin1 uygulayalim

(0) (t)|

f t 2m 2 ]

T | |

<= J;I[ f f b*(§,m) dgdr | [[a@ @, + IIf (x't'o)”Lz(D)Jl'
00

Sonug olarak,

uG)(6) = ul) ()]

n=1

(3.14)
m | T _
= /a(llbm Ol [ZO Ol + 11 Gt Ol 00)
elde edilir. Benzer sekilde
Z Ugy (0)(t)|
n=1
(3.15)
m | T _
< /5(||b<x, Ol [[EO@ |, + 117 G £, 0ll, )

(3.13), (3.14) ve (3.15) esitsizliklerinden
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(0]

1
SO - ul @]+ 1l - uS@] + ~u®]
e (3.16)
2T T _
< j;(T +=) (b6 Ol [Z@ @O, + 1 Gt Ol 0y) = Ar
Burada 0 < Ay < o oldugu agiktir. O halde (3.16) esitsizliginden
1w © N ) O
§|u0 (t) —u, (t)|+Z[u —u, (t)| (t)”<A
n=1
Buradan
|70 @) - 7@ @)l < Ar. (3.17)
bulunur.

Simdi |u(()2) (t) — u(()l) (t)| farkin1 degerlendirelim.

21T

1 t
uP© - uP O] = |- [ [ =00 A€ 0) - 16 0dsde|
00

Iki defa Cauchy esitsizligi ardindan Lipschitz sartin1 uygularsak

12 /¢ om 1/2

t
1
[e—orar) | [ | renauE ) - 1 au® i
0 0

0

t 2m 1z
SE . f f [ (6,7, AU, D) = (7, A €, 1) )1Pdgde

t 2m
SE(ff bZ(f,r)d{dr)%||u§“(t)—uéo)(t)HB
00

(3.17) esitsizligi dikkate alinirsa

|”(2)(t) 1)(t)| /—Arllb(x Oz, - (3.18)
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Simdi (1)  (t)| farklarini degerlendirelim.

ul () —uG) ()|

_ u(l) (t)|

t 2w
an f f (FG 7 AU @, D) = f(E 7, AU (6, 1)) cos né dédr|.
00

t’ye gore Cauchy esitsizligi alalim.

2 1/2

\/T t 1 2n
= f n f [f (€1, AuDE, D) = f(§,7, AU (€ )] cosng dE | de
0 0]

n = 1,2, ... icin toplam alip Holder esitsizligini uygulayalim.

1
o

VT (e 12
Z Uen u’(g}l)(t)| < 7(2 ﬁ) X
n=1 n=1
t o 21 I
|2 2z f (F& 1 A D) = F§ T AU (1)) cosng df | de
0 n= 1

Bessel esitsizligini uygulayalim.

t 2m :
sﬁg f f (f& T, AuD (D) = f (&7, Au® ¢, D) ) 2dédr | .
00

Lipschitz sartin1 da uygulayalim.

t 21 1/2
= Jg [ [ penaar ) [Ro-Rol,
00

esitsizligini de goz Oniine alirsak
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DS o-uQo <= F Arllb(e, Ol 0 (3.19)

n=1

Benzer yolla,
PN A GEGI / Arllb(, Dl (3:20)
n=1

olur. Bulunan (3.15), (3.16) ve (3.17) esitsizlikleri yardimiyla

Y@ - uP®] + Y (2 - Q0] + 20 - uP o))
Z@() — 2@ ()| < \/6? (T gL )ATIIb(x Ol o) (3.21)

Benzer sekilde

[us” @ - u§? )|

t 2w 1z
2T3
= /ﬁ f f (f (€7, AP (€, D) = f(§,7, AuD (£, 7)))2dEdr
00

Lipschitz uygulayalim.
1
t 2m 2
2T3 2
S | [ e nlan@en - au e ol ds
00
1
T3 t 2@ 2
e j j b2(E,7) [1P (1) — 1D (1)|" déde
00

Son esitsizlikte (3.21) esitsizligini dikkate alip gereken islemi yapalim;

|ug3)(t) - ug”(t)|
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1

é_fjg@ +20) ar (an2<6, I Of an (&, 1) déd) dEdT>2 =
T 21 1/2
r ( ar (142 \F K f f p2(6, aganar | [ b, T)dfdn)
t 2m 2\ /2
AT< — \/SE] <%l!0f b%f,r)d{dr])

Sonug olarak
’ T 2m\ | T 1
|u(3)(t) - u(()Z)(t)l <T 3 Ar (T + > ’3—] \/; [1b(x, t)”fz(u) (3.22)

ve

—ul) ()|

1/2

2m 2
VT [ (1
5%([ (;f (fE 7, AuP (&, 1) — f (&1, AuP (£, 1)) cos né df) dr)
0

0

n’ye gore toplam alip Holder, Bessel ve Lipschitz esitsizliklerini uygularsak,

S @0 <2 (1 s G En a®E ) -

1/2

F(&, 1, AuD (£, 1)) cosné dE)Z dr)

1/2
<z f (f f(f(frcﬂu<2><f ) = (6 1AV 1))’ d€d>

1

t 2w 2
%( || reol®® -1 dfdr) -
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(3.21) esitsizligi gbz Oniine alinirsa,

(2)(t)|

1/2

ng J.f b%(¢,7) |Ar (T+ \F ff b?(¢,1,)dédt, | dédT
00
S \/g <AT (r+%) E) (FE[S7 2 b2(6, v dedns | @[ 7 2 b2(E v dg dra])

o 1/2
S 0 —uo] <2 [Z(ar (r+2) [£) (15 70266 vasr])
veya
D S0 -uRw)
n=1
(3.23)
<7r T F (T+27r) T\ 1 1b( g
“aJém\T al.6m |21 % Ol
Benzer sekilde
@ J/l ( 2_”> )L
Zum o)< [ ar(r+3) | = (3.24)
n=

(3.22), (3.23) ve (3.24) esitsizliklerinden

%lu((f)(t) —ulP ()] + i IE
n=1

<T TA <T+2T[) T+2T[ TA (T_I_Zn) T 1||b t||2
123" al|3n a . é6m " a/ . 6m|21 Ce OIL, )-

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra,

(2)(t)|]

ul ()] +[u
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2

1
7 IbCx, OIIZ, ) (3.25)

[u® @) —a @) < Ar

T (T 4 Zn)
61T a
elde edilir. Benzer yolla

t 2w %
[us?® - w0 < /%( f f b2(E,0) [a® () —ﬁ(z)(t)|d§dr>

(3.25) esitsizligi dikkate alinirsa,

1/2
2T 21 /

o ] (] o]
L ] 00 00

Slis

2
b2 (¢, Tl)dfdrll dfdr)

1/2

T 21 2 T T
%(I Lfof bz(f,rl)dqu‘ deOsz(f,rl)dEan

3
t 2
27T
\/;‘ 3|<ffb2(f,1)d5dr>.
00
Buradan,

2
2T3 21 T 1
[us? @© - w0 < /EAT ( +7) /a‘ 716G DI, (3.26)

Benzer sekilde

(3) (t)|
T (2 1%, AU (6, 1) — £ AU (E, 1) cosné der)”
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toplam alip gerekli esitsizlikleri uyguladiktan sonra,

1
00 t 2m 2
/T
1u£f3(t) (3)(t)| = f f b2(§,0) |[a® (1) — 7@ (0)|" dédr
n= 00

(3.25) esitsizliginden,

1/2
21 2 /

f}nbz(f.f) ff b2(&,1,)dédr, | déde
00 00

o
3
/-~

~
+
2|
N—
|
3
Slie

1/2
2n /

b?(¢,ty)dédt,| d ff b?(¢,1,)dédt,
00

21

]

Sonug olarak

o

(o]

D 20|
n=1
2 (3.27)
n A T 1 b 3
<% (14 5) o] M@0l
ve benzer sekilde
Z u (3) (t)|
n=1
(3.28)

2
T T A <T+2T[> T 1 (e D3
Tajérn T a/.ém| 31 @ Ol )

(3.26), (3.27) ve (3.28) esitsizliklerinden,

ud? () —ul (0)] + i [|u
n=1

(3) (1) |

41
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2 2
1 |273 2T T 2T T 2T T 1 3
<(1Eu|re ) 2 42 Ea[r2) B )mmeon o
Diizenlersek,
_ _ 21 T 1 3
7@ — 2D 0| < Ar (T + 7) &l e Oe

elde edilir. Timevarimla

k t 2w
000 a0 0] < ag | (1 + ) j% =| [ [ v Dasar
“\o o

k)2

veya

k
1 21 ’ T
—(k —(k k —
||u( +1)(t) _ u( )(t)”B S ?AT (T + 7) a ”b(x, t)”LZ(D)’ k = 0,1,2,

elde edilir. Sonug olarak, b(x,t) € L,(D), f(x,t,0) € L,(D), |f(x, t,u) — f(x, t,v)| <
b(x,t)|ulx,t) —v(x,t)| ve @(x), P(x) (*) sartim1 sagladiginda

{% 10, u® 0, u®®), ., u® O, u ), ... } = {@®(0)

dizisi B Banach uzayinda diizgiin yakinsaktir.
K
7209(6) = 1O (o) + Z(ao) ) — ai=0())
j=1

olmak tzere

1
lim 79 (¢) = u(t) = {Euo(t),ucl(t),usl(t). cees U (), U (8), }

u(t)’nin (3.9) sistemini sagladigini gosterelim.

1
S [l —uo 0] =
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W) = (&1, AuE, 1)))dEdr|.

T’ya gore Cauchy esitsizligini kullanalim,

<%j:<f [ f (f(ETc/lu(k)(f,r))—f(f,f,cflu(f,r)))dgl df)_

Diger degerlendirmelere bakalim,

— ey ()] =

t r2m
— f ] (f (¢, 7, Au(&,1)) — f(&, 7, Au(E, 1)) sin an(t — T) cosn & dédr

anm |Jo Jo

1

< i(fotsinz(t - T)d‘t')zx

an

<1

1/2

t 1 21 z
(f [; | (f(f.r,cﬂu<k>(f.r>>—f(f,r.cﬂu(f.ﬂ))cosnfdf] df)
0 0

1

Sin <] l Jzn fT Au (¢, T)) f(f T, Au(é, r)) cosnfdfl dT) .

Benzer olarak,

— g (8)| <

iﬁ(fot ELZH (f (E, T,c/lu(k)(f,r)) — f (&1, Au(g, T))) sinnfdfl dT) :

an

n = 1,2, ... igin toplam alip, taraf tarafa toplarsak,

oo

[0 — )]+ (Jul

n=1

GO — uen (0| +

— U ()|)
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=

P BL (raoiso)-remason)a] «)

VT 1/ (t[1 (2m 2\
[ (e en) s o) osncae]

VT~ 1/( (t[1 2" . 2\
+ E(fo l;j; (f(gmdqu(k)(g,r))—f(f,r,&lu(f,r)))smnfdfl dr) :

Holder esitsizligini uygulayalim,

t 2 2
s% T;( f l% f (f(&7Au®) - f(&,7,Au)) df‘ dr)
0 0

|

1/2

1 - 2
V(o1 ot 7
+7(z ﬁ> <Z fo . f (f(&1,AU®) = £(£,7,Au)) cosnfdf] dr)
n=1 n=1 | 0

1/2

L [ 2
e} 1 5 o) ¢ 12ﬂ
Z;) (ZJ T J (f(& 1, AuP) = f(&,7,Au)) sinnfdf‘ dT>
0
)

Toplam ve integralleri degisip Bessel esitsizligini uygulayalim.

t 21 2 %
113 |1
gzgo l;j (f(f,r,c/lu("))—f(f,r,c/lu))df] dr)
0 0

1

t 21 2
T( (1
+g IE (! Ef (£ (&7, Au®) — £(&,7,Au)) d 5df>
0

N[

+

ST

IS
Q-

0

( f (f (67 Au®) = £ (&7, Aw) d fdr) .
0
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Birinci integrale tekrar Cauchy esitsizligini uygulayalim.

1
t 2w 5
1 |T3 |2
SEJ;\/; ff(f(f'f»dqu(k))—f(f,T,u‘lu))szdr
00
2 T t 2m 1
+E\/;<ff (F (&1, Au®) = £(£,7,Au)) d Edr

2

1

t 21 2
=(r+2) jg [ | tmaut® - sy agar |

00

Lipschitz sartindan,

1
t 2m 2
S(T+%”) % f f b2(&,7) (c/lu(k)(f,r)—Jlu(f,r))zdfdr
00
5 T t 2w 2
=(T+7”) - J j b2(¢,7) [a% (v) — a(o)|dédr
00

Tiimevarim hipotezi geregi ]lim ||ﬁ(k)(t) - ﬁ(t)” = 0 oldugundan u(t) (3.9)

sistemini saglar.

(Cozlimiin tekligini gosterelim.

5(8) = {222, 11(8), Va1 (8), -, Ven (), ven (0, |

2

(3.9) sisteminin bir diger ¢6zliimii olsun.

1 1 t 2w
Sluo(® = w©l = o [ [ €= Dm0 - 67 A g
00
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1
2

2/ ¢t[ 2n 2
(f(t—r)%ir) <f [%f (f(f,r,c/lu)—f(f,r,c/lv)) dE] dr) .
ol 0

1 1 (|1 T ’
2 luo(® = w(0)] <5 E(f [ﬂ (f(f,r,ﬂu)—f(é,r,ﬂv))d% dr)

t 2T 2 %
1 T3 1
SE ?<! <gJ- b(f,r)l:ﬁlu—ﬂvld{) dr> .

t 2w
f ] (F(¢,7,Au) — f(&, 7, AV))sinn(t — 7) cos né dédr
00

va—x

1
2

1
[uen (t) = ven (O)| = E

1
¢ 2/ t[ 2m 2\ 2
S%(f sin? an(t—r)dr) <f l%f (f(f,T.v‘lu)—f(f.r,o‘lv))cosnfdf] ) )
ol o

0

1
2

t[ 2w 2
[ten (£) — ven ()] s (f [ f (f (& 1, AW) — f(§, 7, Av)) cosné df] dT)
0 0

Benzer olarak,

1
t

21 2 2
|Ugn (t) — Vgn (D] < %ﬁ([ [%f (f(&,1,AW) — f(§, 7, Av)) sinné dg‘] dr> :
0

0

n = 1,2, ... icin toplam alip Holder esitsizligi uygulayalim.

t 2w 1/2
2
|u(t) —v(t)| < <T + —\/:> (ff b%(&,7)|u(t) — v(t)|2d5d1>
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2t27r

la() —ov@®P<| T+ %T\/g ff b2(¢,D)u(t) — v(t)|*dédr.

0

Burada Gronwall esitsizligini uygularsak;

2T

t
maxg<r<, |U(t) — B(t)]|? < Oxexpff b%(&,t)dédr = 0,
00

elde edilir. Boylece maxg<;<|ti(t) — 7(t)|? = 0 = u(t) = ¥(t) bulunur. Yani ¢dziim

tektir. Boylece asagidaki teoremleri elde etmis olduk;
Teorem 3.1. Asagidaki sartlarin saglandigini farz edelim;

f (x,t,u) biitiin bagimsiz degiskenlerine gore DX (—o0, 0) bdlgesinde siirekli,
|f(x,t,u) — f(x,t,v)| < b(x,t)|lu—v|, b(x,t) € L,(D), b(x,t) =0,

c. f(x1t,0)€Ly,(D),

d. ¢(0) = ¢(2m), ¢'(0) = ¢'(2m), (x) € C*[0,27], Y(0) = Y(2m); P(x) €
C[0,2m].

T &

Bu durumda (3.9) sistemi B Banach uzayinda tek ¢oziime sahiptir.

Teorem 3.2. Teorem 3.1.%in sartlar1 gergeklessin. Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin
tek bir zayif genellestirilmis ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim katsayir fonksiyonlart D =
{(x, )]0 <x <2m, 0<t<T < o} de siirekli olan diizgiin yakinsak (3.6) serisi ile

verilir.
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3. SONUC ve ONERILER
Yar1 lineer hiperbolik baslangi¢ deger ve periyodik sinir deger sarth

0%u 262u
ﬁ—a sz(x,t,u); (0<t<T; 0<x<2m —0<u< ™)

u(x,0) = @), u;(x,0) =y(x); (0<x<2n)
u(0,t) = u(2m,t), u,(0,t) = u,,(2m,t); (0<t<T)
V(x,t) €D :={(xt)| 0 < x < 2m, 0<t<T}

(f € DX(—o0,0) ve Lipschitz sartini saglar) probleminin (zayif) genellestirilmis

¢Oziimiiniin varhig1 ve tekligini gosterilmistir.

Genelde lineer olmayan kismi tiirevli denklemler igin bir genel ¢6ziim vermek
imkansiz oldugundan lineer ve yari lineer (parabolik, hiperbolik veya eliptik) denklemler
pratikte onem arz etmektedir. Bu tiir denklemlerin farkli baslangic ve sinir veya her iki
(karigik) sartlarda farkli yontemler uygulayarak pek ¢ok arastirmacinin inceleme konusu
olmustur (6rnegin Lavrenyuk and Ptashnyk, 1999; Bouziani and Mesloub, 2002; Halilov
and Ciftci, 2009 vs.) ancak Fourier yontemiyle periyodik sinir sartli problemler nispeten

daha az aragtirilmistir.

Fourier yontemi, yar1 dogrusal ve dogrusal olmayan parabolik, hiperbolik veya
daha ytiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin periyodik sinir sartli
karigik problemlerin ¢6ziimiine de uygulanabilir. Daha giiclii genellestirilmis ¢6ziim
tanimlanip varlig1 ve tekligi incelenebilir. Fakat bu arastirma, yiiksek lisans konusu

olmaktan ziyade doktora diizeyinde yapilabilir.
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