T.C.
RECEP TAYYIiP ERDOGAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

CARPIM KAFESLERIi UZERINDE GUCLU NEGASYONLAR VE S-
GEREKTIRME OPERATORLERININ DIREKT CARPIMI VE
BAZI UYGULAMALARI

ECE KURKCU

TEZ DANISMANI
DR. OGR. UYESI M. AKIF INCE
TEZ JURILERI
DR. OGR. UYESI UMIT DENiZ
DR. OGR. UYESI UMIT ERTUGRUL

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

RiZE-2018
Her Hakki Sakhdir



T.C
RECEP TAYYIiP ERDOGAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

CARPIM KAFESLERI UZERINDE GUCLU NEGASYONLAR VE S-
GEREKTIiRME OPERATORLERININ DiREKT CARPIMI VE BAZI
UYGULAMALARI

Dr. Ogr. Uyesi M. Akif INCE danismanliginda, Ece KURKCU tarafindan hazirlanan bu
caligma, Enstitii Yonetim Kurulu karartyla olusturulan jiiri tarafindan4 ./0€ /@@arihinde
Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Unvam Adi Soyadi Imzas
Baskan : Dr. Ogr. Uyesi M. Akif INCE \JA

Yy
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Umit DENIZ

Uye . Dr. Ogr. Uyesi Umit ERTUGRUL ]




ONSOZ
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OZET

CARPIM KAFESLERI UZERINDE GUCLU NEGASYONLAR VE S-
GEREKTIRME OPERATORLERININ DIREKT CARPIMI VE BAZI
UYGULAMALARI

Ece KURKCU

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi M. Akif INCE

Bu calismada c¢arpim kafesleri {izerinde giiglii negasyonlar ve S-gerektirme
operatdrlerinin direkt ¢arpimi ve bazi uygulamalari iizerine ¢alisildi. Tlk kisimda kismen
sirali kiimeler, kafesler ve iiggensel normlar incelendi. Ikinci kisimda ise negasyonlar,
carpim kafeslerinde gii¢lii negasyonlarin direkt parcalanislari, negasyonlar yardimiyla
elde edilen (Uni-nullnorm, Null-uninorm) dualitesi ve son olarak giiclii negasyonlar
yardimiyla tanimlanan S-gerektirme operatorlerinin ¢arpim kafesleri iizerindeki direkt

parcalaniglari incelendi.
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ABSTRACT

STRONG NEGATIONS ON PRODUCT LATTICES AND DIRECT PRODUCTS
OF S- IMPLICATIONS OPERATORS AND SOME APPLICATIONS

Ece KURKCU

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. M. Akif INCE

In this study, we worked on strong negations of product lattice and direct product of S-
implications and some applications. In the first section, we examined some partially
ordered sets, lattices and triangular norms. In the second section, we examined
negations, direct partitions of strong negations on product lattices, the duality of (uni-
nullnorm, null-uninorm) obtained by negations and lastly direct partitions of S-
implications on product lattices obtained by strong negations.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Fuzzy kiime teorisinde, t-normlar ve t-conormlar biyik olgiide fuzzy alt
kiimelerin ayr1 ayr1 kesisim ve birlesimini ifade ettigi kabul edilir. Fuzzy mantikta, bir
tam kafes tlizerine t-normlar, t-conormlar ve giiglii negasyonlar “ve”, “ya da” ve “degil”
olarak modellenir. Bu operatorler bir¢cok uygulamada énemli bir rol oynamaktadir. Bilgi
biliminin bir¢ok bransinda bu giiglii araglara sikca rastlanir. (Ornegin; fuzzy kontrolii,
oyun teorisi, ndron ve sinirsel aglar, vb.) Bahsedilen islemlerin yapisini daha ayrintili
anlamak bilgi biliminin tiim bu branslarinda daha iyi modellemek i¢in ¢ok Snemlidir.
Bu calismada carpim kafesleri {izerinde negasyon operatorlerinin daha ayrintili
anlagilmasina odaklanilacaktir. Gehrke (1996), her ara(sinir) degerli negasyonun [0,1]
birim aralig1 iizerinde bir f negasyonu i¢in n(x,y) = (B (y), f(x)) formunda oldugunu

gosterdi.

Bu calismada, tam kafesler iizerinde giiclii negasyonlarin i¢ direkt g¢arpimlari
konsepti incelenecektir. Tam kafesler tizerinde giiglii negasyonlarin i¢ ve dis direkt
carpimlart arasindaki iligki {izerine ¢aligilacaktir. (0,1) ve (1,0) elemanlari ¢arpim
kafesleri Tlizerinde giicli negasyonlarmm direkt parcalanisinda Onemli bir rol
oynamaktadir. n(0,1) = (1,0) seklinde, c¢arpim Kkafesleri iizerindeki giigli
negasyonlarin direkt pargalaniglari igin gerek ve yeter sartlardan biri gosterilecektir. (ya

da buna denk olarak n(1,0) = (0,1))

Bilindigi gibi t-norm ve t-conormlar birbirinin dual islemleridir. Bir uninormun
(nullnormun) dual operatoriiniin yine bir uninorm (nullnorm) olmasina karsin,
uninormlar ve nullnormlar igin t-normlar ve t-conormlar arasindaki dualiteye benzer bir
konsept yoktur. Fakat bu calismada bir giiclii negasyon yardimiyla, uni-nullnorm ve
null-uninorm denen, uninorm ve nullnormlarin genellestirilmesi olan, operatorlerin
birbirinin duali (n-duali) oldugu gosterilerek t-norm-t-conorm dual ¢ifti gibi uni-

nullnorm-null-uninorm dual ¢ifti elde edilecektir.



Fuzzy mantiginda, gerektirmeler genellikle, t-normlardan, t-conormlardan ve
giiclii negasyonlardan tiiretilen ve gerektirme islemleri (operatorleri) olarak adlandirilan
uygun fonksiyonlarla gosterilir. Bu gerektirme operatorlerini (islemlerini) tanimlamanin
en yaygin yollarindan birisi su sekildedir: S-gerektirmesi olarak adlandirilan, verilen bir
S t-conormu ve n giiglii negasyonu igin Is(x,y) = S(n(x),y) dir. Bu ¢alismada t-
conormlarin ve giiglii negasyonlarin direkt ayrigtirtlabilirligi kullanilarak, S-gerektirme

operatdrlerinin direkt ayristirilabilirligi tizerine ¢alisilacaktir.

1.2. Kismen Sirah Kiimeler (Birkhoff, 1948)

Tanim 1.2.1. P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y,z € P,

Pl x <x (Yansima)
P2.x<yvey<xisex=y (Ters Simetri)
Pl.x<yvey<zisex<z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagintisina P lizerinde bir siralama (veya kismen siralama) denir.
Uzerinde bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen

sirali kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Egerx < yvex # yise x <y yazilir ve ‘x, y de 6z olarak igerilir’ olarak ifade
edilir. x < y bagintis1t y > x olarak da yazilir ve ‘y, x de igerilir’ olarak ifade edilir.

Benzer sekilde x < y, y > x olarak da yazilir.
Uyan 1.2.1. (P, <) bir kismen sirali kiime olsun.

Bir a € P elemani her x € P, a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa bu
elemanin tek oldugu agiktir. Boylece bir eleman (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve

P’nin en kii¢iik elemani1 olarak adlandirilir.

Bir b € P elemani her x € P, x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa 1 ile
gosterilir ve P’ nin en biiyiik elemani olarak adlandirilir. Boyle bir eleman mevcutsa tek

oldugu agiktir.



Eger 0 ve 1 elemanlar1 mevcutsa, her x € P, 0 < x < 1 oldugundan 0 ve 1’e

evrensel sinirlar denir.

Tamm 1.2.2. (P,<) bir kismen sirali kiime olsun. Her x,y € P, x < y veya

y < x ise (P, <) kismen sirali kiimesine tam sirali kiime veya zincir denir.

Tanmm 1.2.3. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. 6:P — Q
doniistimiine sira korur doniisiim veya izoton denir:< Her x,y € P, x <; y ise

0(x) <, 6(y) dir.
(P,<;) ve (Q, <) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir:< Her x,y € P,

0(x) <, 8(y) © x <, y saglayacak sekilde birebir ve orten bir 8: P — Q doniisiimi
mevcuttur. (P, <) ve (Q, <,) kismen sirali kiimeleri izomorf ise bu durum P = Q ile

gosterilir.

(P,<;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir

otomorfi denir.

Tamm 1.2.4. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. Bir 8: P — Q

fonksiyonuna ters sira korur veya antiton denir:< x,y € P igin,
[x <1y ise8(y) <, 0(x)] ve[0(x) <, 0(y) isey <; x]

gerektirmeleri saglanir. 6 antiton, 1-1 ve orten bir doniisiim ise 6 doniisiimiine dual

izomorfi denir.

Tamm 1.2.5. (P, <) bir kismen sirali kiime, X S P ve a € X olsun. Eger her
x €X, a<xise bu a elemanma X kiimesnin en kiiciik elemanidir denir ve EkeX ile

gosterilir. X kiimesinin en biiyiik eleman1 dual olarak tanimlanir ve EbeX ile gosterilir.

a € X olsun. Eger x < a olacak sekilde x € X mevcut degil ise a elemanina X
kiimesinin bir minimal elemani denir. X kiimesinde maksimal eleman dual olarak

tanimlanir.

En kiiclik eleman bir minimal eleman ve en biiylik eleman da bir maksimal

elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez.



Tamm 1.2.6. (P, <) bir kismen sirali kiime ve X € P olsun.

i a€P veherx € X, x < a ise a elemanina X kiimesinin bir uist sinir1 denir.
X kiimesinin tist sirlarmin kiimesi X ile gosterilir. X in herhangi bir ¢ iist
siirt igin a < ¢ ise, a elemanina X kiimesinin en kiigiik iist sinir1 veya
supremumu denir. a = supX veya a =V X ile gosterilir.

i. bePveher x€eX, b<x ise b elemanma X kiimesinin bir alt sinir1 denir.
X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. X in herhangi bir d alt
siirt i¢in d < b ise, b elemanma X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya

infimumu denir. b = infX veya b =A X ile gosterilir.

1.3. Kafesler (Birkhoff, 1948)

Tanim 1.3.1. (P, <) bir kismen sirali kiime olsun. Her x,y € P, sup{x,y} ve

inf{x, y} mevcut ise P ye kafes denir.

P kafesinde x,y € P igin xVy:=sup{x,y} ve xAy:=inf{x,y} ile

gosterilir.

Eger (P,<) bir kafes ise v ve A islemleri P {iizerinde ikili islemlerdir.

Dolayisiyla (P,V,A) bir cebirsel yapidir.

Tanim 1.3.2. Bir L kafesine tam kafes denir:< L nin her X alt kiimesi L de bir
en kiigiik list sinira ve bir en biiyiik alt sinira sahiptir, yani her X € L alt kiimesi i¢in

supX veinfX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tanim 1.3.2 de X = L alindiginda bostan farkli her tam kafesin en
kiiclik elemaninin ve en biiylik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle her tam

kafes siirlidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Tammm 1.3.3. L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L kafesinin bir alt

kafesidir denir:< Hera,b € X,aAb € X veaV b € X dir.



Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak,
(L, <) birkafesve a,b € Li¢in a < b ise [a,b] :={x € L | a < x < b} ile tanimlanan

[a, b] kapali aralig: bir alt kafestir.

Tamm 1.3.4. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen siral1 kiime olsun. P ve Q kismen
siralt kiimelerinin P X Q = {(x,y) | x € P,y € Q} seklinde tanimlanan P X Q kartezyen

carpim kiimesi her x;,x, € P ve y;,y, € Q,

(x1,y1) S (e, y2) ©x <1 x5, vey; < ),

bagintisi altinda kismen siral1 bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen sirali kiimesine P ve

Q kismen sirali kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.3.1. L ve M iki kafes olsun. L x M direkt ¢arpimi da yine bir kafestir.
Burada (xl, yl)l (xz, yz) ELXM lgln

(x1,y1) V (x2,¥2) = (1 V X3, 51 V ¥2)
(x1, y1) A (x2,¥2) = (54 Axg, 1 AY2)
dir.
Bir kafeste A ve Vv ikili islemleri dnemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.

Lemma 1.3.1. P kismen siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) her x, y, z € P i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir:

LlL.xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2 xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiditatif)
L3 (xAy)Az=xA(yAz), xVy)Vz=xV(yVz), (Birlesme)
L4 xA(xVy)=xV(xAy) =x. (Yok etme)

Ustelik x < y ifadesix Ay = x ve x Vy =y sartlarinin her birine denktir.



Lemma 1.3.2. P, 0 en kii¢iik elemanina sahip kismen sirali bir kiime ise her

x € P,

OAx=0ve OVx=x

dir. Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her x € P i¢in
xANl=xvexvl=1

dir.

Lemma 1.3.3. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri siray1 korur,

yani bir L kafesinde x,y, z € L igin
y<zise xA\y<xAzve xVy<xVz
saglanir.
Lemma 1.3.4. L bir kafes olsun. Her x,y,z € L,
xANyVvz)=Z((xAy)V(xAz)
xViyAz) <(xVYy)A(xVz)
esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.3.5. L bir kafes olsun. Her x,y,z € L i¢in modiiler esitsizlik olarak

bilinen
x<zisexV(yAz)<(xVy Az
esitsizligi saglanir.

Teorem 1.3.2.(L, <,AV) bir kafestir & A ve V ikili islemleri L1-L4 6zelliklerini

saglar.
Teorem 1.3.3. Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

LS . Herx,y,z€L,xA(yvz)=(xAy)V (xAZz),



L5" . Herx,y,z€L,xV(yAz)=(xVy) A(xV2).

Tamim 1.3.5. Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5’ 6zelligi (bdylece L5 )

saglanir.

Tammm 1.3.6. L bir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir: & Her

X,y,Z€L,
L6. x<zisexV(yAz)=(xVy) Az
saglanir.

Tamm 1.3.7. L bir smirh kafes ve x,y € L olsun. y elemanma x elemaninin

komplementi denirr< xAy=0 ve xVy=1 dir. Bu durumda x elemanimnin

4

komplementi x” ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise boyle kafeslere

komplementli kafes denir.

Tanim 1.3.8. x € L elemanma bir atom denir (< x, L\{0} kiimesinin bir

minimal elemanidir.

Tanim 1.3.9. x € L elemanina bir koatom denir :& x, L\{1} kiimesinin bir

maksimal elemanidir.

Tanmm 1.3.10. L smrlt kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir:< L

dagilmali ve komplementli bir kafestir.

Teorem 1.3.4. L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemanmin bir tek x'

komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L,
L7.xAx'=0ve xvx' =1,

L8. (x")' = «x,

L9. (xAy) =x"Vy ve (xVy) =x"Ay'

ozellikleri saglanir.



Tamm 1.3.11. L bir tam kafes. X € L olsun. X e L nin bir tam-alt kafesi denir

o HerAc X,VA,AA L de tanimlandiklar1 haliyle X te mevcutturlar.

Ornek 1.3.1. L=[-11] X = {x €R| |x| < g} u{-1,1} A= (o,%) c X

icinXte VyA=1amalLdeV,A= % oldugundan X L nin tam-alt kafesi degildir.

Uyan1 1.3.1. L bir tam kafes, X L nin herhangi bir tam-alt kafesi olsun. @ € X
oldugundan, tam-alt kafesin tanimma gére A@ =1, V@ = 0 € X olup X L nin evrensel

sinirlarini igcermek zorundadir.

1.4. Uggensel Normlar (Klement, 2000)

Tamm 1.4.1. L sinirli kafes olsun. T:L? —» L fonksiyonuna bir iiggensel norm

(kisaca t —norm) denir ;<
. Birlesme :
Her x,y,z € L, T(x, T(y, Z)) =T(T(x,y),2).
ii. Degisme :
Herx,y €L, T(x,y)=T(,x);
iii. Monotonluk :
x,v,Z€EL x<y=T(x,2) <T(y,2);
Iv. Sinir sart1 :
Herx €L, T(x,1)=x.

sartlar1 saglanir.



Ornek 1.4.1. Bazi 6zel t-normlar;
Tm(x,y) = min(x, y)
T,(x,y) = x.y
T, (x,y) = max(x +y — 1,0)

0, (xy)€[01[?

To0oy) = {min(x, y), AT

Tamm 1.4.2. L smirh kafes olsun. S:L? — L fonksiyonuna bir {iggensel conorm

(kisaca t —conorm) denir ;<
. Birlesme:
Herx,y,z€ L, S(x,S(y,2)) =S(S(x,y),2)
ii. Degisme:
Herx,y €L, S(x,y)=S(y,x)
iii. Monotonluk:
x,y,Z€EL y<z= S5(,y) <S5(,z)
iv. Sinir sartt:
Herx e L, S(x,0)=x.

sartlar1 saglanir.

Ornek 1.4.2. Bazi 6zel t-conormlar:
Sm(x,y) = max(x,y)

S, y)=x+y—xy



S, (x,y) = min(x + y,1)

1,(x,y) € 10,17

So(xy) = { max(x,y),A.T
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimin hazirlanmasinda (Karagal, 2006) ve (Feng vd., 2017)

kaynaklarindan faydalanilmistir.

2.1. Negasyonlar

Bu ¢aligma boyunca, aksi belirtilmedik¢e (L, <) daima en biiylik ve en kii¢iik

elemanlar 1 ve 0 olacak sekilde bir tam kafesi temsil edecektir.
Tanim 2.1.1.
I. n: L — L fonksiyonuna negasyon denir :<
x,y €ELigcinx <y=n(y) <n(x).
ii. n: L — L negasyonuna gii¢clii negasyon denir :<
Her x € L, n(n(x)) = X.
Boylece tanimdan n(0) = 1 ve n(1) = 0 oldugu elde edilir.

Uyan 2.1.1. Bir giiclii negasyon 1-1 fonksiyondur. Gergekten eger n, L kafesi

tizerinde bir giiglii negasyonsa ve n(x) = n(y) olacak sekilde x,y € L ise, o halde
x = n(n(x)) = n(n(y)) = y dir.

Teorem 2.1.1. x; € L, j € J olsun. Eger n, L lizerinde bir gii¢lii negasyonsa, 0

halde

i n(Vies %) =Ajes n(x)),

ii. n(Ajes %) =Vies ().
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ispat:

I. n L tizerinde bir gii¢lii negasyon olsun.

n \/aj S/\n(aj)

jej je]
ve
n /\n(aj) ZVaj
jej jej
olur.
Ve boylece
n \/aj =>n|n /\n(aj) =/\n(aj)
Jj€J jel JjeJ
Bundan dolayi,
(V) Ao
jej jeJ

ii. n L iizerinde bir gliglii negasyon olsun.

n /\aj 2\/n(aj)

j€J jEJ

ve

n \/n(aj) S/\aj
j€J jE€J

olur. Ve boylece
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n /\aj <n n\/n(aj) =\/n(aj)

Jj€j JjEJ JjEJ
Bundan dolayi,
(Ao)= Vo

jej jej

Tammm 2.1.2. L iizerinde bir | gerektirmesi asagidaki iki kosulu saglayan L

tizerinde bir ikili islemdir:
(I HeryelL, I(1,y)=yvel(0,y) =1,
(12) x4, %5,y € L,x; < x, = [(x1,y) < 1(x5,7),

(13) x,y1,y2 EL,y1 <y, = I(x,y1) < 1(x,Y,).

Ornek 2.1.1. S-gerektirmeleri, klasik gerektirme fikrine dayanir (P — Q,P’'V Q
olarak tamimlanir.) ve her x,y € L, I5(x,y) = S(n(x),y) seklinde gosterilir. Burada S

bir t-conorm ve n bir giiglii negasyondur.

2.2. Carpim Kafeslerinde Giiclii Negasyonlarin Direkt Parcalanmislar:

Bir giiclii negasyon, t-norm ve t-conormlarla baglantili bir genel De Morgan
kural1 ortaya konmasina imkan saglar. Bu bdliimde, giiclii negasyonlarin direkt

carpimlari ve direkt pargalanislari incelenecektir.

Onerme 2.2.1. n, L iizerinde bir giiclii negasyon olsun. Bu takdirde

i. Eger, x, L de bir atomsa; n(x), L’ de bir koatomdur.

ii. Eger x, L de bir koatomsa; n(x), L’ de bir atomdur.
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iii. Eger | atomlar kiimesi ve R koatomlar kiimesi (L’nin) ise, bu takdirde

f:] = R, x = n(x) donilisiimii birebirdir.
Ispat:

i. n, L lizerinde bir giiclii negasyon, x, L de bir atom olsun. O halde x L\{0}
kiimesinin bir minimal elemanidir. y < x olan y € L\{0} mevcut degildir. Varsayalim

ki n(x) koatom olmasin. O halde n(x) < y < 1 olan y € L mevcuttur. Buradan,
n(n(x)) > n(y) >n(1) = 0.

n gliclii negasyon oldugundan,

x>n(y)>0

elde edilir. Bu durum x in atom olmas: ile ¢elisir. Sonug¢ olarak x, L de bir atomsa;

n(x), L’de bir koatomdur.

ii. n, L tizerinde bir gii¢lii negasyon, x, L de bir koatom olsun. O halde x L\{1}
kiimesinin bir maksimal elemanmidir. x < y olan y € L\{1} mevcut degildir. Varsayalim

Ki n(x) atom olmasin. O halde 0 < y < n(x) olan y € L mevcuttur. Buradan
1=n(0) >n(y) > n(n(x)).

n gilicli negasyon oldugundan,

1>n(y)>x

elde edilir. Bu durum x in koatom olmasi ile ¢elisir. Sonug olarak x, L de bir koatomsa;

n(x), L’de bir atomdur.

iii. J atomlar kiimesi ve R koatomlar kiimesi (L’nin) olsun.
f:] = R, x - n(x) donilisiimiinii ele alalim.
f(x1) = f(xy) olsun. O halde,

n(x1) = n(xz)
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n(n(xy)) = n(n(xy))
X1 = Xy (n giiclii negasyon oldugundan)
elde edilir. Sonug olarak f doniisiimii birebirdir.

Herhangi bir L tam kafesi i¢in, L iizerine tanimli, her zaman bir gii¢lii negasyon

mevcut olmayabilir. Bunun i¢in asagidaki 6érnek verilir.

Ornek 2.21. 0<x<z<1, 0<y<z<l, xAy =0, xVy=z
olsun. L ={0,x,y,z,1} kafesi gozoniine almsin. {x,y} kiimesi L nin atomlarinin
kiimesi; {z} kiimesi L nin koatomlarmin kiimesidir. n nin L tzerinde bir giigli
negasyon oldugunu farz edelim. O zaman, Onerme 2.2.1(iii) geregi, birebir olan

fi{x,y} = {z} fonksiyon vardir. Bu imkansizdir.

1

\
A
Y

Simdi kafeslerin direkt ¢arpimi kavramini incelenecektir. Lq,L,,...,L, tam

kafesler olsun. . L; X L, X ...X L, kartezyen ¢arpiminda infimum ve supremum sdyle

tanimlanir:
TeQ TeQ i€{1,2,..,n}
TeQ TeQ i€{1,2,...,n}



vVQ= {XT = (xl-[,.xZT, ...,an),T € Q} c Ll X L2 X . X Ln.

Yukarida tanimlanan infumum ve supremumla birlikte L; X L, X ... X Ly
kartezyen ¢arpimi bir tam kafes olusturur. Bu kafes L,,L,, ..., L, kafeslerinin direkt

carpimi olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.2. Ly,Ly, L nin tam alt kafesleri; n, L; fizerinde bir giiclii
negasyon ve n, L, iizerinde bir gii¢lii negasyon olsun. Her x € L, x; € L; ve x; € L,
Oyleki x = x; Ax, var olsun. O zaman asagidaki sekilde tanimlanan n:L — L

fonksiyonu L tizerinde bir giiglii negasyondur:
X1 A x5 = x oldugunda n(x) = n;(x1) Any(xy).

Ispat: Her x € L, n(n(x)) = x oldugu gdsterilmeli. Keyfi bir x € L almsin.
Hipotez geregi x = x; Ax, Ve n(x) = ny(x;) Any(x;) olacak sekilde x; € L; ve

x; € Ly var olsun. O zaman n(n(x)) = ny(ny(x1)) Any,(na(x,)) = %, Ax, = x olur.

x < y olacak sekilde x,y € L alalim. x = x; Ax,; x; € L; Ve x, € Lyvey =y, A

Y2: Y1 € Ly ve y, € L, olsun. Negasyon tanimindan;

n(y) =ni (Y1) Ana(¥2) S ny(xg Ay Ana(xa Ayy) =nlxg Ay Axp Ay,) =
n(x Ay) =n(x)

Boylece n, L lizerinde bir gii¢lii negasyondur.
Gliclii negasyonlar i¢in i¢ direkt ¢arpiminin tanimi asagidaki sekilde verilecektir.
Bu tanim, evrensel cebirsel yapilar i¢in i¢ direkt carpimin 6zel bir durumudur.

Tamm 2.2.1. Onerme 2.2.2 de insa edilen n; ve n, giiclii negasyonlarmin i¢

direkt carpimi olarak adlandirilir ve n; & n, seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.2. n bir L kafesi lizerinde, n* bir M kafesi tizerinde giiglii negasyonlar
olsunlar. Her a €L, H(n(a)) =n*(H(a)) olacak sekilde H:L — M bir kafes

izomorfisi mevcutsa n ve n* negasyonlarina izomorftur denir.
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Onerme 2.2.3. L, L, tam kafesler, L =L, x L, ve n L iizerinde bir giiclii

negasyon olsun. O halde;

i.  n(0,1) = (1,0) & n(1,0) = (0,1)
ii. n(0,1) = (0,1) & n(1,0) = (1,0)

Ispat: i. maddesi, giiclii negasyonun tamimindan agik oldugu icin yalnizca ii.
maddesi gosterilecektir.
ii. ‘="n(0,1) = (0,1) ve n(1,0) = (k,t)olsun.k € L; t € L,. Teorem 2.1.1
geregi sunlar elde edilir:
(0,0) =n(1,1) =n((1,0) v (0,1)) =n(1,0) An(0,1) = (k,t) A(0,1) = (0,1),
(1,1) =n(0,0) = n((1,0) A (0,1)) = n(1,0) vn(0,1) = (k, ) v (0,1) = (k, 1).
Bu yiizden k = 1, t = 0 elde edilir.

‘<’ n(1,0) = (1,0) ve n(0,1) = (p,q) olsun. p € L; q € L,. Teorem 2.1.1 geregi
asagidakiler elde edilir:

(0,0) =n(1,1) = n((1,0) v (0,1)) = n(1,0) An(0,1) = (1,0) A (p,q) = (p,0),
(1,1) = n(0,0) = n((1,0) A (0,1)) = n(1,0) vn(0,1) = (1,0) vV (p,q) = (1,q).
Bu yiizden p = 0, ¢ = 1 elde edilir.

Asagidaki teorem yardimiyla kafeslerin kartezyen ¢arpimi iizerinde giiclii

negasyonlarin direkt carpimi karakterize edilecektir.

Teorem 2.2.1. L, ve L, iki tam kafes, L = L; X L, bunlarin direkt garpim kafesi

ve n L iizerinde bir gii¢lii negasyon olsun. Asagidaki kosullar denktir.

I n(0,1) = (1,0) (yadan(1,0) = (0,1))
ii. n Ly Uzerinde bir n; gi¢li negasyonunun ve L, iizerinde bir n, giiglii

negasyonunun direkt carpimudir.
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iii. n, Ly X {1} tizerinde bir ny* gli¢lii negasyonunun ve {1} X L, iizerinde

bir n,* gliglii negasyonunun i¢ direkt garpimudir.
ispat:
i =il ay, €Ly, cx, €Lyiginxy €Ly ven(xy, 1) = (ay,,cy,) Olsun.

n(x;,1) <n(0,1) = (1,0) oldugundan, c,, = 0 ve n(x;, 1) = (ay,,0) dir. Asagidaki

fonksiyon goz oniine alinsin:
nyiLy = Ly xg 2 ny(xg) = Ay, (n(x,, 1) = (axl'o))

n, fonksiyonu iyi tanimhdir. Gergekten x4, y; € Ly, x; = y; olsun. Buradan
n1(x1) = Ay, 1 1(x1, 1) = (ay,,0) ve ny(y1) = a,, ; n(y1, 1) = (a,,,0) olur.

x; =y = (x,1) = (1, 1) @ n(xy, 1) = n(y,, 1) = ay, = a,, elde edilir ki buradan

Keyfi bir x; € L igin nl( n, ( xl)) = x; oldugunu kanitlayalim.

n(x1) = ay,; n(x;,1) = (ay,,0) oldugu biliniyor. (ay,,1) > (a,,,0) oldugundan,
n(axl, 1) < n(axl,O) = (x4,1) dir. Diger taraftan n(axl, 1) =n(n(xy),1) =
(nl( nl(xl)), 0) dir. nl( Ny ( xl)) = k olarak alinirsa, (k,0) = n(a,,,1) < (x1,1) ve

X1 = k elde edilir.

teL,meL, i¢in n(x;,0)=(t,m) olsun. n(0,1) = (1,0) oldugundan,
Onerme 2.2.3 (i) geregi, n(1,0) = (0,1) elde edilir. n(1,0) = (0,1) esitligini
kullanarak, (t,m) = n(x,,0) = n(1,0) = (0,1) elde edilir ve béylece m = 1 olur. Bu
yiizden, (t,1) = n(xy,0) dir. Diger taraftan, n(xy,0) > n(x;,1) = (ay,,0) dir ve bu
yiizden n(x;,0) = (ay,,1) dir. Buradan (x;,0) = n(n(xy,0)) < n(axl, 1) = (k,0)
elde edilir. Boylece x; < k dir. Buradan x; = k oldugu gosterilmis olur ki bu

nl( N ( xl)) = x; oldugu anlamna gelir.

X1, V1 € Ly ve x; < y; olsun. nqy( xq) = ny(y1) oldugu gosterilmeli.
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(x1,1) < (y4,1) oldugundan,
(ax,,0) =n(x1,1) = n(yy, 1) = (ay,,0)
n(x) = ay, = a,, =n(y1)
Boylece n; in L, lizerinde bir giiglii negasyon oldugu elde edilir.
Ay, € Ly, ¢y, € Ly icin x, € Ly Ve n(1,x;) = (ay,, Cy,) Olsun.

n(1,x;) <n(1,0) = (0,1) oldugundan, a, =0 ve n(1,x;) = (0,c,,) dir. Asagidaki

fonksiyon goz 6niine alinsin:
NyiLly = Ly, x5 & np(xy) = Cx, (n(1,x;) = (0O, sz))

n, fonksiyonu iyi tanimlidir. Gergekten x,,y, € Ly, x, = y, olsun. Buradan
Ny (x2) = ¢y, s (1, x3) = (0,¢x,) Ve N2(¥2) = ¢y, s n(1,y,) = (0,¢y,) olur.
X, =y, = (L,xy) = (L,y,) @ n(l,x) =n(l,y;) = ¢y, = ¢y,

Keyfi bir x, € L i¢in nz( ny( xz)) = x, oldugunu kanitlayalim.

ny(x2) = cx,; n(1,x3) = (0,¢y,) oldugu biliniyor. (1,c,,) > (0,c,,) oldugundan,
n(1,cy,) <n(0,cy,) = (1,x,) dir. Diger taraftan n(1, sz) =n(1,n,(xy)) =
(0, nz(nz(xz))) dir. nz(nz(xz)) = [ olarak almirsa, (0,1) =n(1,c,,) < (1,x) ve

x, = [ elde edilir.

pEL,q€L, igin n(0,x;)=(p,q) olsun. n(0,1) = (1,0) oldugundan,
(p,q) = n(0,x,) =n(0,1) = (1,0) elde edilir ve boylece p =1 olur. Bu yiizden,
(1,q) = n(0, xp)dir. Diger taraftan, n(0,x,) > n(1,x;) = (0,cy,) dir ve bu yiizden
n(0,x;) = (1,c,,)  dir. Buradan (0,x;) = n(n(O, xz)) < n(l, sz) = (0,0) elde
edilir. Boylece x, <[ dir. x, =1 oldugu gosterilmis olur ki bu nz(nz(xz)) =X,

oldugu anlamina gelir.

X2, V2 € Ly Ve x, <y, olsun. ny(x3) = n,(y,) oldugu gosterilmeli. (1,x,) <

(1,y,) oldugundan
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(0’ sz) = n(]" xZ) 2 n(l’yZ) = (0’ Cyz)
ny(X2) = €y, = €y, = N2(¥2)
Boylece n, in L, lizerinde bir giiclii negasyon oldugu elde edilir.

n=n; Xn, esitligini ispat etmek igin, (x1,x,) € L; X L, olsun. O halde

Teorem 2.1.1ile n; ve n, nin tamimlar geregi,

n(xy, xz) = n((xp DA, xz)) =n(xy, 1) Vn(l,x;) = (ax,,0) vV (0, by,)

= (Ax,» by,) = (M1 (x1),m2(x2)) = 1y X Np(%xq1,X3)
elde edilir. Boylece n = n; X n, dir.
ii = iii n =ny; Xn,olsun. L; X {1} tizerinde n; *, ny (x4, 1) = (n;(x1),1)
olarak tanimlansin. L, X {1} lizerinde n, * bir gii¢lii negasyondur. Gergekten:
Her (x,1) € Ly X {1}, n1*(n1*(x1: 1)) = (ny(ny(x1)),1) = (x1,1).
(x1,1),(¥1,1) € Ly x {1} i¢in (x4, 1) < (y4,1) olsun.

Buradan x; < y; olur. n; bir giiglii negasyon oldugundan n,(x;) = n;(y;) olur ve
buradan (n;(x;),1) = (n;(y,),1) elde edilir ki bu n;*(x;,1) = n;"(y1,1) oldugu
anlamma gelir. Boylece n;* m L; X {1} lizerinde bir giiglii negasyon oldugu

gosterilmis olur.

Benzer sekilde {1} X L, {izerinde n, *(1,x;) = (1,n,(x,)) olarak tanimlanirsa

{1} X L, iizerinde n, * bir giiclii negasyondur. Gergekten :
Her (1,x;) € {1} X L, nz*(nz*(l,xz)) = (1, n2(n2(x2))) = (1, x2).
(1,x3), (1, y2) €{1} XL, (1,x3) < (1,y) olsun.

Buradan x, <y, olur. n, gigli negasyon oldugundan n,(x,) = n,(y,) olur ve
buradan (1,n,(x;)) = (1,n,(y,)) elde edilir ki bu n,*(1,x,) = n,"(1,y,) oldugu

anlamina gelir.
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Boylece n, * m {1} X L, tizerinde bir gii¢lii negasyon oldugu gosterilmis olur.
(x1,%,) € Ly X L, olsun. Bu takdirde,

n(xy, x;) = (nl( x1),M;5( xz)) = (M (x), DA (1,712( xz)) =ny (%1, 1) Any *(1,x7)
Bun =n; * ® n, * oldugu anlamina gelir.

iii >1i ny"ven,™ Ly x{1} ve {1} xL, 1lzerinde giglii negasyonlar

oldugundan, n,*(0,1) = (1,1) ve n,*(1,1) = (1,0) olur ve boylece
elde edilir.

Uyan 2.2.1. Onerme 2.2.2 nin dualini kullanarak tam kafesler iizerinde giiglii
negasyonlarin bir diger i¢ direkt ¢arpimi Olusturulursa Teorem 2.2.1 deki sonuglarin

aynisi elde edilir. Clinkii bu durumda, 1. ve ii. aynidir fakat iii. su sekilde degisir:

iii. n, L; X {0} tizerindeki n,’ gii¢lii negasyonu ve {0} X L, lizerindeki n,’

giiclii negasyonun i¢ direkt ¢arpimudir.

Ly X {1} ftzerinde n,;* gi¢li negasyonu L, X {0} lizerinde n," gigli
negasyonuna izomorf ve {1} x L, iizerinde n,* gii¢lii negasyonu L, X {0} iizerinde
n,' giiclii negasyonuna izomorf oldugundan, Onerme 2.2.2 ile veya duali ile calismak

arasinda higbir fark yoktur.

Onerme 2.2.4. L = [0,1]? ve n, L iizerine bir giiclii negasyon olsun. O halde
n(0,1) = (1,0) yadan(0,1) = (0,1)

Ispat: Teorem 2.1.1 geregi asagidaki sonuglar elde edilir:
(0,0) =n(1,1) =n((1,0) v (0,1)) = n(1,0) An(0,1)
(1,1) =n(0,0) = n((1,0) A (0,1)) = n(1,0) v n(0,1).

Boylece n(0,1), n(1,0) € [0,1]®> elemanlar: birbirlerinin komplementidirler.
[0,1]?> i¢cinde komplementli tiim elemanlarin kiimesi {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} ve
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n(0,1) (0,0) dan ve (1,1) den farkli oldugundan, n(0,1) = (1,0) veya n(0,1) = (0,1)
dir.

Ornek 2.2.2. n:[0,1]%2 - [0,1]%, n(x,y) = (1 —y,1—x) olsun. O halde n
[0,1]? iizerinde bir giiclii negasyondur. n(1,0) = (1,0) oldugundan, Teorem 2.2.1

geregi n [0,1] tizerinde iki gii¢lii negasyonun bir direkt ¢arpimi degildir.

2.3. Negasyonlar Yardimiyla Elde Edilen (Uni-nullnorm, Null-uninorm) Dualitesi

Tamm 2.3.1. U: [0,1]? - [0,1] ikili islemine bir uninorm denir :& U degismeli,
birlesmeli, azalmayan ve her x € [0,1], U(x,e) = x olan e € [0,1] nétral elemana

sahiptir.

Acik¢a e = 1 igin U bir t —norm, e = 0 igin U bir t —conormdur.

Tammm 2.3.2.N:[0,1]> - [0,1] ikili islemine bir nullnorm denir :© N
degismeli, birlesmeli, azalmayan ve her x € [0,1], N(x,a) = a olan a € [0,1] sifirlayan

elemana sahiptir oyle ki:

i Her x € [0,a], N(x,0) = x,
ii. Her x € [a,1], N(x,1) = x.

Acikca, a = 0 ise N bir t-norm, a = 1 ise N bir t-conormdur.

Boylece uninormlar ve nullnormlar t-norm ve t-conormlarin birer genellestirmesidir.

Tamm 2.3.3. V:[0,1]? - [0,1] degismeli bir ikili islem olsun.

0<e <ac<e, <1o0lan{e,e;}, elemanlarina V nin 2- nétral eleman1 denir:<
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Her x € [0,a], V(e x) = x
Her x € [a, 1], V(e,, x) = x.

Tamm 2.3.4. U:[0,1]?> - [0,1] ikili islemine bir 2-uninorm denire U

degismeli, birlesmeli, azalmayan ve {e;, e, }, 2- nétral elemana sahiptir.

Uyan 2.3.1. t-normlar ve t-conormlar 2-uninormlarin 6zel durumlaridir. Bir 2-
uninorm, e; =a=e,=1veya 0 =e; =a <e, =1 ise bir t-norm, eger e; =a =

e; =0veya0 =e; <a=e, =1isebir t-conormdur.

Tamm 2.3.5. UN:[0,1]? - [0,1] ikili islemine bir uni-nullnorm denir:< UN,
a € [0,1] elemaninin [e, 1] tlizerinde sifirlayan oldugu, {e, 1}, 2-n6tral elemana sahip

olan bir 2-uninormdur.
Tanimin sonucu olarak,

0<e<a<l1ligin

Her x € [0,a], UN(e, x) = x,

Her x € [a,1], UN(x,1) = x,

Her x € [e,1], UN(x,a) = a.

Tanm 2.3.6. NU:[0,1]?> - [0,1] ikili islemine bir null-uninorm denir:< NU,
a € [0,1] elemanmin [0, e] tizerinde sifirlayan oldugu, {0, e}, 2-nétral elemana sahip

olan bir 2-uninormdur.
Tanimin sonucu olarak,

0<a<e<lign

Her x € [0,a], NU(0,x) = x,

Her x € [a,1], NU(x,e) = x,

Her x € [0,e], NU(x,a) = a.
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Uyan 2.3.2. {e,1}, 2- noétral elemanli bir uni-nullnorm UN, e =0 ise bir
nullnorm, a = 1 ise bir uninorm, e = 0 ve a =1 ise bir t-conorm, e = a = 0 veya
e = a = 1 ise bir t-normdur. {0, e}, 2-nétral elemanli bir null-uninorm NU, e = 1 ise
bir nullnorm, a = 0 ise bir uninorm, e =1 ve a = 0 ise bir t-norm, e = a = 0 veya

e = a = 1 ise bir t-conormdur.

Tammm 2.3.7. Bir {e, 1},({0,e},) 2-nétral elemanli uni-nullnorma (null-

uninorma) tamdir denire= 0<e<a<1l(0<a<e<1).

Tamm 2.3.8. V:[0,1]*> - [0,1] bir ikili islem ve n:[0,1] - [0,1] bir giiclii

negasyon olsun. V* ikili islemine V nin n —dualidir denir:< V*:[0,1]? - [0,1] ikili

islemi V*(x,y) =n (V(n(x),n(y))) seklinde tanimlidir.

Teorem 2.3.1. n:[0,1] — [0,1] bir giiclii negasyon olsun. Eger UN:[0,1]?> -
[0,1] ikili islemi {e, 1}, 2-notral elemanli bir tam uni-nullnorm ise bu takdirde UN nin

n- duali olan UN™ ikili islemi {0, n(e) },(q) 2-nétral elemanl bir tam null-uninormdur.

Ispat: UN:[0,1]?> - [0,1] {e, 1}, 2-nétral elemanli bir tam uni-nullnorm olsun.
UN*:[0,1]? - [0,1], UN nin n-duali oldugundan, UN*(x,y) = n(UN(n(x),n(y)))
dir.

UN degisme 6zelligini sagladigindan,

her x,y € [0,1], UN(n(x),n(y)) = UN(n(y),n(x)).

UN*(x,y) = n(UN((x),n(»))) = n (UN(n(y), n(x))) = UN" (7, %)
elde edilir. Boylece UN™* degismelidir.

UN* m birlesme 6zelligini gostermek igin x,y, z € [0,1] keyfi alinsin.

UN*(UN*(x,y),2) = n (UN (n(Un*(x, y)),n(z)))

- n<UN (n (n(UN(n<x>,n<y>))),n(z>)>
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n (UN (UN (n(x),n(y)), n(z))) (n giiclii negasyon oldugundan)
=n (U N (n(x), UN (n(y), n(z)))). (UN birlesmeli oldugundan)
Ote yandan

UN*(x,UN*(y,2)) = n ("(x)' UN (n(UN"(, ZD))

=n (n(x), UN <" (v (vmny )'"(Z))»))

n (n(x), UN (U N(n(), n(z)))) (n giiglii negasyon oldugundan)

n (UN(n(x), UN(n(y),n(2)))) ~ (UN birlesmeli oldugundan)
elde edilir. Boylece birlesme 6zelligi gosterilmis olur.
Azalmayanlik 6zelligi i¢in x,y, z € [0,1] ve y < z olsun.

UN*(x,y) = n(UN(n(x),n(»)))

y <z ve n giigli negasyon oldugundan n(z) < n(y), UN azalmayan oldugundan
UN(n(x),n(z)) < UN(n(x),n(y)) olur.

n artmayan oldugundan n (UN(n(x),n(y))) <n (UN(n(x),n(z))). Buradan

UN*(x,y) < UN™(x, z) elde edilir.

Simdi n(e) nin [n(a),1] de UN* m nétral elemani oldugu gosterilsin. Her
x € [0,a], UN, {e, 1}, 2-nétral elemanl uni-nullnorm oldugundan UN (e, x) = x dir.

Buradan n(UN (e, x)) = n(x) elde edilir.

n gli¢lii negasyon oldugundan,
n (UN(n(n(e)),n(n(x)))) = n(x) ve buradan,
UN*(n(e),n(x)) = n(x) bulunur.
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0 < x < a oldugundan,
n(a) < n(x) <n(0) = 1.

y = n(x) € [n(a), 1] olarak alinirsa, her y € [n(a), 1], UN*(n(e),y) = y olup

n(e) nin [n(a), 1] de noétral eleman oldugu elde edilir.

Simdi 0 in [0,n(a)] da nétral eleman oldugu gosterilsin. UN, {e, 1}, 2-notral

elemanli uni-nullnorm oldugundan her x € [a, 1], UN(x,1) = x oldugu elde edilir.
n gli¢lii negasyon oldugundan,

UN(n(n(x)),n(n(1))) = x
Buradan

n (UN (n(n(x)),n(n(l)))) = n(x)
n(1) = 0 oldugundan,

n(x) = UN*(n(x),n(1)) = UN*(n(x),0).

a < x <1 oldugundan n(1) = 0 < n(x) < n(a).

y =n(x) € [0,n(a)] olarak tamimlanirsa her y € [0,n(a)], UN*(y,0) =y

olup 0 n [0,n(a)] da nétral eleman oldugu elde edilir.

Son olarak n(a) nin UN* m [0,n(e)] lizerinde sifirlayan1 oldugu gosterilsin.
UN {e, 1}, 2-nétral elemanli ve [e, 1] de a sifirlayanl bir uni-nullnorm oldugundan

her x € [e, 1], UN(a, x) = a dir.

n giiclii negasyon oldugundan,

UN (n(n(a)),n(n(x))) = a dir.

Buradan
n <UN (n(n(a)),n(n(x)))) = n(a) ve boylece
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UN*(n(a),n(x)) = n(a) esitligi bulunur.
n giiclii negasyon ve e < x < 1 oldugundan n(1) = 0 < n(x) < n(e).

y =n(x) € [0,n(e)] olarak tanimlanirsa her y € [0,n(e)], UN*(n(a),y) =

n(a) olur ve bu n(a) nin [0, n(e)] tizerinde UN™* 1n sifirlayani oldugunu gosterir.

UN tam uni-nullnorm oldugundan 0 <e <a <1 dir. n gigli negasyon
oldugundan n(1) < n(a) < n(e) < n(0) elde edilir. Boylece 0 < n(a) <n(e) <1
dir.

Sonug olarak UN"m {0,n(e)},(q) 2-notral elemanli ve [0,n(e)] iizerinde n(a)

sifirlayanli bir tam null-uninorm oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.3.2. n:[0,1] - [0,1] bir giiglii negasyon olsun. Eger

NU:[0,1]? - [0,1] ikili islemi {0, e}, 2-nétral elemanli bir tam null-uninorm ise bu
takdirde NU nin n-duali olan NU" ikili islemi {n(e), 1},(q) 2-notral elemanh bir tam

uni-nullnormdur.

Ispat: NU:[0,1]? - [0,1] {e, 1}, 2-notral elemanli bir tam null-uninorm olsun.
NU*:[0,1]2 - [0,1], NU nin n-duali oldugundan, NU*(x,y) = n(NU(n(x),n(y)))
dir.

NU degisme 6zelligini sagladigindan, her x,y € [0,1],
NUn(x),n() = NU(n(),n(x)).
NU*(x,y) = n(NU(n(x), n(y))) =n (NU(n(y),n(x))) = NU*(y, x)
olur ve boylece NU™ degismelidir.

NU* 1n birlesme 6zelligini gostermek igin x,y, z € [0,1] keyfi alinsin.
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NU*(NU* G, ), 2) = n (WU (n(NU* (6, )),n(2)))

—n (NU <n (n (NU(nCo), n(y)))) m(z)))

=n (N U (N U(n(x),n(»)), n(z))) (n gii¢lii negasyon oldugundan)
= n(NU(n(x), NU((y),n(2)))). (NU birlesmeli oldugundan)
Ote yandan

NU*(x, NU*(,2)) = n (NU (n(x), (n(NU*(y, z)))))

- ( - (n(x), (n(n (v, n(Z)))))))

n <N U (n (%), (N U (n (y), n(z))))) (n gii¢lii negasyon oldugundan)

n (NU(n(x), NU(n(y),n(2))) ) (NU birlesmeli oldugundan)

elde edilir. Boylece birlesme 6zelligi gosterilmis olur.
Azalmayanlik 6zelligi i¢in x,y,z € [0,1] ve y < z olsun.
NU*(x,y) = n(NU(n(x), n(y))).
y < z ve n gii¢lii negasyon oldugundan,

n(z) < n(y).

NU azalmayan oldugundan,
NU(n(x),n(z)) < NU(n(x),n(y)).

n artmayan oldugundan,
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n (NU(n(),n(»))) < n(NU(n(),n(2)).
Buradan NU*(x,y) < NU*(x, z) elde edilir.

Simdi n(e) nin [0,n(a)] de NU* i notral elemani oldugu gosterilsin. Her
x € [a,1], NU, {0,e}, 2-nétral elemanl null-uninorm oldugundan NU(e,x) = x tir.
Buradan n(NU (e, x)) = n(x).

n gliclii negasyon oldugundan,
n (NU(n(n(e)),n(n(x)))) = n(x) ve buradan,
NU*(n(e),n(x)) = n(x) bulunur.

a < x < 1 oldugundan,
0 =n(1) < n(x) <n(a).

y = n(x) € [n(a), 1] olarak alinirsa, her y € [0,n(a)] i¢in NU*(n(e),y) =y

olup n(e) nin [0, n(a)] de notral eleman oldugu elde edilir.

Simdi 1 in [n(a), 1] da notral eleman oldugu gosterilsin. NU, {0,1}, 2-nétral

elemanli null-uninorm oldugundan,
Her x € [0,a], NU(0,x) = x. Buradan n(NU(0, x)) = n(x) elde edilir.
n giiclii negasyon oldugundan,
n(NU(n(n(0)),n(n(x)))) = n(x).
Buradan,
NU*(n(0),n(x)) = n(x).
n(0) = 1 oldugundan,
NU*(n(0),n(x)) = NU*(1,n(x)) = n(x).

0 < x < a oldugundan n(a) < n(x) <n(0) = 1.
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y :=n(x) € [n(a),1] olarak tanimlanirsa her y € [n(a),1], NU*(1,y) =y

olup 1in [n(a), 1] de notral eleman oldugu elde edilir.
Son olarak n(a) nin NU* 1n [n(e), 1] tizerinde sifirlayani oldugu gosterilsin.

NU {0,e}, 2-ndtral elemanli ve [0,e] de a sifirlayanli bir null-uninorm

oldugundan her x € [0,e], NU(a,x) = a.

n gliclii negasyon oldugundan,

NU (n(n(a)),n(n(x))) = q dir.

Buradan,

n (NU (n(n(a)),n(n(x)))) = n(a) ve boylece
NU*(n(a),n(x)) = n(a) esitligi bulunur.
n gii¢lii negasyon ve 0 < x < e oldugundan n(e) < n(x) < n(0) = 1 dir.

y :=n(x) € [n(e), 1] olarak tanimlanirsa her y € [n(e),1], NU*(n(a),y) =

n(a) olur ve bu n(a) nin [n(e), 1] tizerinde NU* n sifirlayani oldugunu gosterir.

NU tam null-uninorm oldugundan 0 < a <e <1 dir. n gigli negasyon
oldugundan n(1) < n(e) <n(a) < n(1) elde edilir. Boylece 0 < n(e) <n(a) <1
dir.

Sonug olarak NU*m {n(e), 1},(q) 2-nétral elemanli ve [n(e), 1] iizerinde n(a)

stfirlayanli bir tam uni-nullnorm oldugu gésterilmis olur.
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2.4. Giiclii Negasyonlar Yardimiyla Tanimlanan S-Gerektirme Operatorlerinin

Carpim Kafesleri Uzerindeki Direkt Parcalamslar

Oncelikle L = L; X L, carpim kafesleri iizerindeki bir t-norm, L, iizerindeki ve

L, tizerindeki t-normlarin direkt carpimlaridir< Her (x,y), (z,t) € L,

T((x,¥),(zt)) = T((x,0),(z,0)) vT((0,5),(0,1)) (2)
oldugu (Karacal, 2005) Uyar1 1 de verilmistir.
Dual olarak t-conormlar i¢in asagidakiler verilir.

L = L; X L, ¢arpim kafesi lizerindeki bir t-conorm L; iizerindeki ve L,

tizerindeki t-conormlarin direkt ¢arpimlaridir < Her (x,y), (z,t) € L,

S((x,), (z,0) = S((x, 1), (z D) AS((L,y), (1, 1)) ©)

Asagidaki onerme ispatsiz olarak verilecektir.

Onerme 2.4.1. L,ve L,, L nin birer tam alt kafesi, I, L, iizerinde, I, L, iizerinde
bir gerektirme olsun. Eger her x € L, x = x; A x5 olacak sekilde x; € L; ve x, € L,
teklikle belirli ise bu taktirde asagidaki sekilde tanimlanan I: L X L — L doniisimii L

tizerinde bir gerektirmedir:

I1(x,y) = 11 (%1, y1) ANp(X2,¥2), X =X, AX2 , Y =Y1 NY2, X, ¥; € Li, 1 € {1,2}.

Tammm 2.4.1. Yukaridaki Onermede verilen [ gerektirmesine I; ve I,

gerektirmelerinin i¢ direkt ¢arpimi denir ve I; ®I, ile gdsterilir.

Onerme 2.4.2. L, ve L, iki kafes L = L, X L,, I, L, iizerinde, I, L, iizerinde
birer gerektirme olsunlar. Bu taktirde Ive I, sirasiyla I 4 (Ly X {1}) ve I 1 ({1} X L,)
na izomorftur. Dahasi I =11 (L; X {1})®I | ({1} X L,) dur.
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Tersine I =11 (L, x {1)D®I | ({1} x L,) olsun. Bu taktirde I =1, X I, dir.
Burada I; L, tzerinde, I, L, lzerinde bir gerektirmedir 6yle ki I; ve I, sirasiyla
Il (L x{1}) vell ({1} x L,) ye izomorftur.

Ispat: Her x; € L;, x, € L,,
10, 1) = 1((x, DALD) = [0ey, D A L(L1) = (g, 1)
ve
I(L,x) =I((LD A (L xp) = (1L,1) AL(L, %) = 1,(1,x3)

oldugundan Il (L; x{1}) =, 1), 11 ({1} xL,)=(1,1,) dir. Boylece I
(Ly x{1}) ve Il ({1} X L,) sirasiyla L; X {1} ve {1} X L, tizerinde birer gerektirme

olup sirastyla I; ve I, ye izomorftur. Tanim 2.4.1 geregi
I=11(L; x{1)H&I ! ({1} x Ly) dir.

Onermenin tersinin ispati, her (x,y) € L; X L, elemany, (x,y) = (x,1) A (1,y)

olarak yazilabildiginden Onerme 2.4.1 ile agiktur.

Sonug¢ 2.4.1. L = L, X L, carpim kafesi {izerinde bir I gerektirmesi L, lizerinde

bir gerektirmenin ve L, tizerinde bir gerektirmenin direkt carpimidir &

Her (x,v),(z,t) € L,

1((e ), (2 0) = 1((x D, (2, D) A1((1,),(1,0)) (4)
ve L; x {1}, {1} X L,, L, X L, tizerinde I altinda kapalidir.

Uyan 2.4.1. Esitlik (4), L, x {1}, {1} X L, nin, L, X L, tizerinde I altinda
kapali oldugu anlamina gelmez. Ornegin; L; = {O,%, 1}, 0< % <1 ve L, ={0,1},

0 < 1olsun. I, L; X L, lizerinde asagidaki sekilde tanimlansin:

32



((1,1), (x,y)=(0,0)
(L), (xy)=(01)
1((x,9),(z,0)) =51, (xy)=(0)
(z,t), (x,y)=(1L1)
(0,0), aksi taktirde

Inn L; XL, tizerinde bir gerektirme oldugu ve (4) esitligini sagladigi
gésterilebilir. | (G 1), (3, 1)) = (0,0) oldugundan, L, x {1}, I altinda kapali degildir.

I, L, tizerinde I; ve I, gerektirmelerinin direkt carpimi olsun. O halde,

0,0) = I <(% 1),(0,1)) E (11 (%,0),12(1,1)> — (11 (%o) 1)

oldugu elde edilir. Bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak |, L; tizerinde bir I; gerektirmesi, L,

izerinde bir I, gerektirmesinin direkt carpimi olamaz.

Lemma 2.4.1. L = L, X Ly, n bir giiglii negasyon, S bir t-conorm olmak {izere

her (x,¥),(zt) EL=1L; XLy, I((xy),(zt)=S(n(xy), (z¢t) S-gerektirmesi
g0z Oniine alinsin. Eger Is (4) esitligini saglar ise bu takdirde n, L, iizerinde n, giiglii

negasyonunun ve L, iizerinde n, gii¢lii negasyonunun direkt ¢arpimidar.

Ispat: Teorem 2.2.1 den dolay1 yalmzca n(0,1) = (1,0) esitliginin saglandigim

gostermek yeterlidir.

n(0,1) = (t, k) ve n(1,0) = (t*,k*) ve I5((0,1),(0,1)) = (¢, d) olsun. (4) esitligi ve
I((1,1),(1,0)) = (1,0) esitligi kullanilarak

15((0,1),(0,0)) = I5((0,1), (0,1)) A Is((1,1),(1,0)) = (¢, d) A (1,0) = (¢, 0)
elde edilir.
Diger taraftan I nin tanin geregi
(c,0) = I5((0,1),(0,0)) = S(n(0,1),(0,0)) = (¢, k).

Boylece k = 0 ve n(0,1) = (t, 0). Benzer sekilde n(1,0) = (0, k™).
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Teorem 2.1.1 den
(t, k") = (£,0) v (0,k*) =n(0,1) v n(1,0) = n((0,1) A (1,0)) = n(0,0) = (1,1).

Béylece n(0,1) = (1,0) ve n(1,0) = (0,1).

Lemma 2.4.2. L; ve L, iki tam kafes, L; X L, carpim kafesi tizerinde Is bir S-
gerektirmesi olsun. Eger Ig, L, {izerinde I (x,z) = S;(ny(x),z) S;-gerektirmesinin ve

L, tizerinde I, (y, t) = S;(ny(y), t) S,-gerektirmesinin direkt carpimi ise,
S(n(x, 1), (2, 1) = S((ny(x), 1), (2, 1)) ve
s(n(,),(1,D) =S ((1,n2(y)), (1, t)) dir.

Ispat:

S(n(x, 1),z D) = Ii((x, 1), (2 1) = I, X Is,((x, 1), (z,1)) = (151 (x, z),152(1,1))
= (Is, (x,2),1).

Diger taraftan

SO0, (D) = (1 0, (2, D) = 15((6,0), (2. 1) = s, XI5, (.0, (2, 1)
= (15,02 15,0.1) = (15,0 ), 1)

Sy, (1,0) = (L), (1L,0) = Is, x I5,((1,y),(1,0) = (I, (LD, 15,7, 0)

= (1,152 >, t)).

Diger taraftan

34



S((L (3, (1,0) = S(n(0,), (1,0) = I5((0.3), (1,O)) = Is, x I5,((0,), (1,1))
~ (150,15, 0.0) = (LI5,2.0).

Teorem 2.4.1. L, ve L, iki tam kafes, L, X L, carpim Kkafesi tiizerinde
I((x,y),(z,t)) = S(n(x,y),(zt)) bir S-gerektirmesi olsun. O halde asagidakiler
denktir:

I. n L, iizerinde n,; gic¢li negasyonunun ve L, iizerinde n, gigcli
negasyonunun direkt ¢arpimidir ve S, L, iizerinde bir §; t-conorm ve L,
tizerinde bir S, t-conormun direkt ¢arpimidir.

ii. Is, Ly lizerinde Is, S;-gerektirmesinin ve L, iizerinde Is, S,-gerektirmesinin
direkt carpimudir.

iii. Is, Ly x {1} tizerinde Isl (L; X {1}) S (L; X {1})-gerektirmesinin ve
{1} X L, tizerinde I I ({1} X L,) S ({1} X L,)-gerektirmesinin i¢ direkt
carpimudir.

Ispat:

i=ii n=n;xXn, ve S=8; xS, olsun. I ve I, Is (x,2):=S;(ny(x),z) ve

Is,(y,£): = S,(ny(y), t) seklinde tanimlansm.

15((,y), (2,8) = $(n(x,y), z.0) = § (1 (), (), (z,0))
$1 %5, (MG, 1.0)), (2,)) = (5:(n,(3), 2), 5, (2 (7), ) =
(15,06, 2,15, (0, 8) ) = I, ¥ I, ((x,9), (2 D)).

Boylece Is = Ig, x Is, elde edilir.

ii > iii Is L, lzerinde Is, S; gerektirmesinin ve L, lizerinde Is, S, gerektirmesinin
direkt carpimi oldugundan I (4) esitligini saglar. Lemma 2.4.1 den, n L, lizerinde n,

giiclii negasyonunun ve L, lizerinde n, gii¢lii negasyonunun direkt ¢arpimudir.
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SV (L x{1}) ve S| ({1} X L,) t-conorm oldugunu gostermek i¢in herhangi x € L,
y € Ly i¢in S((0,1), (x, 1)) = (x,1) ve S((1,0),(1,¥)) = (1,¥) oldugunu kanitlamak
yeterlidir. I nin tanimi, n(0,1) = (1,0) ve (4) esitligi kullanilarak

5((0,1), (x, 1)) = Is(n(0,1), (x, 1)) = I5((1,0), (x, 1))

=I5((1,1), (x, 1)) AL((1,0), (1,1)) = (x, 1) AS(n(1,0), (1,1))
=DAAQ1)=(x1)

elde edilir.

Keyfi y €L, igin S ((1,0), 1, y)) = (1,y) oldugu benzer sekilde gosterilir.
Boylece S| (L; x{1}) ve S ({1} X L,) swrastyla L; X {1} ve {1} X L, lizerinde t-

conormlardir.
Lemma 2.4.2 kullanilarak
(1, (z 1) =Sn(x1),(z1) = S((nx),1),(z1) =S(nix1),(1))

ve

I((Ly), (1) =Sy, 1D))=S5 ((an(y)), (1, t)) = S(n3(1,9), (1,1)).
Burada, nj ve nj swrasiyla, nj(x,1) = (ny(x),1) ve n3(1,y) = (1,n,(y)) seklinde

verilen L; x {1} ve {1} X L, lizerinde gii¢lii negasyonlardir.

Bundan dolay1 I | (L X {1}), Ly x {1} tizerinde S | (L, X {1}) gerektirmesidir
vell ({1} x L,) {1} X L, tizerinde S | ({1} X L,) gerektirmesidir.

(tl,tZ) €L lgln IS ((xl’, Xz'), (yl,l yzl)) = (tl,tZ) O|Sun

(t1, tz) = 15((x1,x2), (}’1»372)) = (151 (x1,¥1), Is, (xz'YZ))
= (151 (x1,¥1), 1) A (1' L, (xz,YZ))

= IS((xlf 1)' (ylt 1)) A IS ((1' xZ,)' (1' yZ))

Sonug olarak I =11 (L; X {1})Q I 1 ({1} X L,) oldugu elde edilir.
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iii =i Lemma 2.4.1 den n pargalanabilirdir. (4) esitliginden I5((ny(x),1), (2, 1)) =
I5((n,(x),0), (2, 1)) ve Is (1,1, (3)), (1,6)) = Is ((0,n,(3)), (1, ©)) dii.

(@), (z,0) = Is(n(x,y), 2 0) = I (. (), 0, (), (2,0))
= I5((u (0, 1, (2 D) Als ((1L,n(3)), (1,D))
= Is((u (), 0), (2 D) A Is ((0.7,(1)), (1,0))

= Is(n(x, 1), (z, 1)) AL(n(1,), (1,1))
=S5((x,1),(z 1)) AS((1,9),(1,1)).

(3) esitligi saglandigindan, S nin pargalanabilir oldugu elde edilir.

Sonug¢ 2.4.2. L, ve L, iki tam kafes ve L = L; X L, ¢arpim kafesi iizerinde I bir
S gerektirmesi olsun. Is, L, lizerinde Ig, S;-gerektirmesinin ve L, iizerinde I5, S,-

gerektirmesinin direkt ¢arpimidir & Her (x,y),(z,t) € L,

IS((xr y): (Z' t)) = IS((x' 1)' (Z, 1)) A IS((]-' y), (1' t))

Uyant 2.4.2. S gerektirmelerinin tanimi, L; X {1} ve {1} XL, nin L; X L,

tizerinde tanimli Ig altinda kapali olmasin1 gerektirir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu caligmada, tam kafesler iizerinde gii¢lii negasyonlarin i¢ direkt ¢arpimlar1 konsepti
karakterize edildi. Tam kafesler iizerinde gii¢lii negasyonlarin i¢ ve dis direkt garpimlari
arasindaki iligski ortaya kondu. Bir gii¢lii negasyon yardimiyla, uni-nullnorm ve null-
uninorm denen, uninorm ve nullnormlarin genellestirilmesi olan, operatdrlerin birbirinin
duali (n-duali) oldugu gosterilerek t-norm-t-conorm dual ¢ifti gibi uni-nullnorm-null-
uninorm dual ¢ifti elde edildi. t-conormlarin ve gilicli negasyonlarin direkt
ayristirilabilirligi  kullanilarak, S-gerektirme operatorlerinin direkt ayristirilabilirligi

karakterize edildi.
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4. ONERILER

[0,1] birim reel aralik {izerinde null-uninorm ve uni-nullnormlar yardimiyla tanimlanan
n-duallik kavraminin, sirli kafesler iizerinde nasil tanimlanabilecegi arastirilabilir.
Ayrica Teorem 2.4.1 ve Sonug 2.4.2 de verilen, ¢arpim kafesleri tizerinde tanimli olup
direkt carpim olmayan t-normlarin insasi i¢in ortaya konan metodun ¢arpim kafesleri
tizerinde tanimli R-gerektirme ve QL-gerektirme operatorleri igin gegerli olup

olmayacag arastirilabilir.
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