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OZET

SINIRLI KISMEN SIRALI KUMELER UZERINDE UCGENSEL NORMLARIN
DIREKT CARPIMI VE CEBIRSEL OZELLIKLERI

Ilknur GENC

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Dr. Ogr. Uyesi M. Akif INCE

Bu ¢aligmada, tiggensel normlarin sonlu zincirler, ¢arpim kafesleri, reel birim aralik ve simirli
kismen siral1 kiimeler iizerindeki dzellikleri incelenmistir. idempotent elemanlar, sifir bélenler ve
nilpotent elemanlar kiimesinin bir t-normla ve birbirleriyle olan iligkileri ortaya konmustur. T-
normlarin Arsimedyan o6zelligi, 6zellikle kosegen esitsizlikle olan iliskisiyle ele alinmustir.
Calismanin ana konusu carpim kismen sirali kiimeleri {izerindeki t-normlarin direkt ¢arpimdir.
Sifir bolensiz t-normlarin direkt ¢arpiminin da yine sifir bolensiz oldugu gosterilir. Arsimedyan
0zelliginin daha zayif bir versiyonu ortaya konmus ve boyle pseudo-arsimedyan t-normlarin direkt
carpiminin da yine pseudo-arsimedyan oldugu gosterilmistir. Sifir bélenler kiimesinin taniminda
oldugu gibi kisaltma kuralinin bir genellestirilmesi verilmistir. Kisaltma 6zelligini saglayan t-
normlarin direkt carpiminin da yine kisaltma 6zelligini sagladigi goriilmiistiir. Bir carpim kafesi
tizerindeki t-normlarin direkt ¢arpimi bazi 6zel morfizma davranisi gosteren t-normlar olarak
karakterize edilirler. Sonug olarak, birim reel kare durumundaki doniisiimler, bir otomorfizma

mantigryla direkt carpim yapisini korurlar.

2018, 43 sayfa
Anahtar Kelimeler: Pseudo Arsimedyan Ozelligi, Direkt Carpim, Nilpotent Eleman, Kismen

Sirali Kiime, Uggensel Norm.



ABSTRACT

DIRECT PRODUCT AND ALGEBRAIC PROPERTIES OF TRINGULAR NORMS ON
BOUNDED PARTIALLY ORDERED SETS

Ilknur GENC

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. M. Akif INCE

In this study, triangular norms are studied in the general setting of bounded partially ordered sets,
with accent on finite chains, product lattices and the real unit square. The sets of idempotent
elements, zero divisors and nilpotent elements associated to a t-norm are introduced and related to
each other. The Archimedean property of t-norms is discussed, in particular its intercourse to the
diagonal inequality. The main subject of the study is the direct product of t-norms on product
posets. It is shown that the direct product of t-norms without zero divisors is again a t-norm without
zero divisors. A ineffective version of the Archimedean property is presented and it is shown that
the direct product of such pseudo-Archimedean t-norms is again pseudo-Archimedean. A
generalization of the cancellation law is put forward, in the same logic as the definition of the set
of zero divisors. It is shown that the direct product of cancellative t-norms is again cancellative.
Direct products of t-norms on a product lattice are characterized as t-norms with partial mappings
that show some particular morphism conduct. Finally, it is shown that in the case of the real unit

square, transformations by means of an automorphism safe guard the direct product formation.

2018, 43 pages
Keywords: Pseudo Archimedean Property, Direct Product, Nilpotent Element, Partially Ordered

Set, Tringular Norm.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Uggensel normlarin tarihi Karl Menger tarafindan 1942” de yapilan “Statistical metrics”
adli ¢alismayla baslamistir. Uggensel normlar, bazi metrik uzaylarda elemanlar arasindaki
uzaklig1 rakamlarla gostermek yerine, daha genel bir ifade ortaya koyma ihtiyaci ile ortaya
cikmistir. Ucgensel normlar, klasik iiggen esitsizliginin daha genel yapilara genellestirilmesi
i¢in olusturulmustur. Ucgensel normlar, fuzzy kiimelerin kesisimini tanimlamak icin ve fuzzy
mantikta, mantiksal ‘ve’ ‘yi modellemek i¢in kullanilir. Fuzzy kiime teorisi ve sira teorisi
arasindaki yakin baglantidan dolay1 birgok yazar sinirli kismen sirali kiimeler {izerindeki t-
normlar iizerinde calisir (De Baets, 1995a-b; De Cooman ve Kerre, 1994; Godo ve Sierra,
1988; Jenei, 1997; Nguyen ve Walker 1997; Ray, 1997). Sonlu bir zincir s6z konusu
oldugunda, bazi t-normlar reel birim aralik tizerindeki siirekli t-normlarin yapisina benzer
sekilde karakterize edilir (Mayor ve Torrens, 1993). T-normlar Schweizer ve Sklar tarafindan
probalistik metrik uzaylar ¢ercevesinde tanitilmistir (Schweizer ve Sklar, 1963). Ve metrik
uzaylarin tanimindaki tiggen esitsizligini genisletmek i¢in probalistik metrik uzaylara karsi

Menger tarafindan kullanilan bir kavrama dayanmaktadir (Menger, 1942).

Fonksiyonel denklemler ile ilgili olarak, iiggensel normlar birlesmelilik denklemiyle
yakindan ilgilidir. Bu alanda ilk ¢alisma N.H. Abel tarafindan yapilmistir (Abel, 1826). Daha
sonra bu alanda birgok ¢alisma yapilmistir (Brouwer, 1909; Cartan, 1930; Aczel, 1948).
Ozellikle Janos Aczel’ in monografisi (hem almanca hem Ingilizce versiyonu) {icgensel
normlarin gelisiminde ¢ok 6nemli bir etkiye sahiptir. Aragtirmalarin bir bagka yonii, baz1 dogal
fonksiyonel denklemlerin ¢6ziimii olarak tiggensel normlarin parametrelendirilmis ailelerinin
belirlenmesidir. Bu alandaki en iyi ¢alisma Frank’in fonksiyonel denklemi olarak adlandirilan
denklemin tek ¢oziimii olan Frank {iggensel norm ve konormlarin ailesinin ispatlandig

caligmasidir (Frank, 1979).

Ordinal toplamlar ve (izomorf) doniisiimler gibi yari-gruplar teorisinden pek ¢ok insa
etme yontemi, verilen bir takim 6rnekler yardimiyla tiim t-normlar ailesini insa etmek icin
basarili bir sekilde uygulanmistir (Clifford, 1954; Climescu, 1946; Klein-Barmen, 1942;
Schweizer ve Sklar, 1963). Ozetle, yalnizca ii¢ t-norm yani minimumT,,, carpim T, Ve

Lukasiewicz t-norm T, kullanilarak izomorf doniisiimler ve ordinal toplamlar vasitastyla tiim
1



stirekli t-normlar1 ingsa etmek miimkiindiir (Ling, 1965). Sira veya yakinsama teoremlerinin

karakterizasyonu gibi baz1 6zel sonuglar siirekli t-normlar i¢in genel gosterime dayanmaktadir.

Bu ¢alismada bazi temel sira teorisi kavramlar1 verilmistir. Sonlu zincirler {izerindeki ve
aralik degerli t-normlar ele alinmigtir. t-normlarin idempotent eleman, sifir bolen eleman ve
nilpotent elemanlar1 incelenmistir. Carpim kismen sirali kiimeler tizerinde durulmustur. Sifir
bolensiz t-normlarin direkt ¢arpiminin da yine sifir bolensiz oldugu ortaya konmustur.
Arsimedyan 6zelligi ve pseudo-arsimedyan 6zelligi iizerinde durularak pseudo-arsimedyan t-
normlarin direkt ¢arpiminin da yine pseudo-arsimedyan oldugu gosterilmistir. Ayrica t-
normlarin kisaltma 6zelligi de incelenmistir. T-normlarin direkt ¢arpimi, carpim kafesleri

lizerine karakterize edilmistir.

1.2. Kismen Sirah Kiimeler (Birkhoff, 1967)

Tamm 1: & # L bir kilme; <, L tizerinde bir bagint1 olsun.

P1) HerxeL igin (X,X)e< ( yansima 6zelligi )
P2) Herx,yelL i¢in (x,y)e< ve (y,x)e< = x=y (ters simetri 6zelligi )
P3) Herx,y,zeL (x,y)e< ve (y,z)e< i¢in (X,2)e< ( gecisme 6zelligi )

Bu ii¢ sart saglanirsa (L,<) ye bir kismen sirali kiime denir.

(x,y)e< < x<y ile gosterilir.

Tanmim 2 (Duallik Prensibi): Herhangi bir kismen siralamanin tersi de bir kismen siralamadir.

Tamm 3: (F’l, Sl) ve (F’2 , Sz) iki sinirlt kismen siral1 kiime olsun. B x P, lizerindeki kismi sira
bagintist <, asagidaki sekilde tanimlanir:

(X, Y1) < (%, Y,) © X< % Ve v, S, Y,

Eger L ve L, iki sinirli kafes ise onlarin ¢arpimlari da bir sinirl kafestir.

L, x L, iizerindeki A,V asagidaki sekilde tanimlanir:
(Xv yl)/\(XZr Y2) :(Xl A Xg Y1 A, Y2)

(Xv yl)v(xerZ):(Xivl X Y1V, Y2)



{Li | ie I} tam kafeslerin bir ailesi olsun. []L; kartezyen garpimi tizerindeki infumum ve

iel

supremum asagidaki sekilde tanimlanir:

AX = A X , VX =[ Vv X ve Q=X =(X_) = }c ~ icin,
ax=(ax) o vx=(yn) (x=(x) | reQclll i

[IL, kartezyen c¢arpimi yukaridaki infumum ve supremum ile birlikte bir tam kafes

iel

formundadir. Bu kafes L, nin direkt ¢arpimi olarak adlandirilir.

Tamm 4: (L,<) bir kismen sirali kiime olsun. Her x,y e L i¢in x<yveya y <x ise(L,<)

ye tam siral1 veya zincir denir.

Tamm 5: P bir kismen sirali kiime ve X < P olsun.

(i) Eger bir ae X, Vxe X igin a<X olacak sekilde mevcut ise bu a elemanina X
kiimesinin en kiigiik elemani denir ve E.k.e. X ile gosterilir. X kiimesinin en biiyiik eleman1
dual olarak tanimlanir ve E.b.e. X ile gosterilir.

(i) Eger bir ae X igin x<a olacak sekilde xe X mevcut degilse, bu a elemanina bir

minimal eleman denir. X kiimesinde maksimal eleman dual olarak tanimlanir.

Tamim 6: P bir kismen sirali kiime ve X < P olsun. Eger bir aeP, ¥xe X i¢in x<a
kosulunu sagliyor ise a elemanina X kiimesinin bir tist sinir1 denir. Dual olarak, her x e X

icin b <X kosulunu saglayan b € P elemanina ise X kiimesinin bir alt sinir1 denir.

Tamm 7: $(X) ile X kiimesinin biitiin iist sinirlarmin kiimesini, £( X ) ile de X kiimesinin
biitiin alt smirlarinin kiimesini gosterelim. Eger mevcut ise; $(X) kiimesinin en kiigitk
elemanma X kiimesinin supremumu, ¢(X) kiimesinin en biiyiik elemanina X kiimesinin
infumumu denir ve sirastyla sup X ve inf X sembolleriyle gosterilir. P2 ters simetri 6zelligi
ile, eger mevcutsa inf X ve sup X tektir. Buna gore:

(i) 9(X)={aeP:HerxeXicinx<a} olup sup X =E.ked(X) dir.

(ii)£(X)={beP:Herxe X i¢inb<x} olup infX =E.b.e.£(X) dir.



Uyan 1: sup{x,y}, inf{x,y}, supL ve inf L elemanlar ileride siklikla kullanilacag icin
kolaylik agisindan asagidaki gosterimleri kullanacagiz:

(i)sup{x,y}=xvy ,inf{x,y}=xnay

(i) L bir kafes olmak iizere, eger mevcut ise supL =1, infL=0

(iii) P, 0 ve I 1i bir kismen sirali kiime ise P ye sinirli kismen sirali kiime denir.

(iv) L, 0ve 1 li bir kafes ise L’ ye simnirli kafes denir.

1.3. Kafesler (Birkhoff, 1967)

Tanim 8: (L,<) bir kismen sirali kiime olsun. Hera,beL i¢in, anb ve avb mevcut ise

(L,<) ye kafes denir.

Tamm 9: (L,<) bir kismen sirali kiime olsun.
e L ’ye bir tam iist yari-kafesi denir: < Her X c L iginsupX e L.
e L ’ye bir tam alt yari-kafesi denir: < Her Y c L i¢gininfY e L.

e L ’ye bir tam kafes denir: < L bir tam alt yari-kafes ve L bir tam {ist yari-kafestir.
X =L alindiginda her bostan farkli tam kafesin 0 en kiiciik elemanina ve 1 en biiyiik

elemanina sahip oldugu elde edilir.

Tamm 10: (L,<) bir kafes ve X c L olsun.

Hera,be X i¢cin anbe X ve avbe X ise X’ e, L’ nin bir alt kafesi denir.

Lemma 1: Herhangi bir kismen sirali kiimede infumum ve supremum (eger mevcutsa)

islemleri asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(L1) : xAX=X, XvX=X ( idempotent 6zelligi )
(L2) : XAY=YAX, XVY=YVX ( degisme 0zelligi )
(L3): xAa(yaz)=(xay)az, xv(yvz)=(xvy)vz ( birlesme ozelligi )
(L4) 1 xA(xvy)=xv(xAay)=x ( yok etme 6zelligi )

Ayrica, X<y < XAYy=X ve Xvy=Yy’dir.



Lemma 2: Eger P kismen sirali kiimesi bir sifira (en kiiglik elemana) sahip ise

HerxePicin 0Ax=0 ve Ov x=x dir.

Dual olarak, Her x e P igin 1A x=x ve 1v x=1"dir.

Lemma 3: Herhangi bir L kafesinde supremum ve infimum islemleri izotondur (sira korur).

Yani; Y,z €L olmak iizere y<z = Herxel icin XAy< XAz ve Xxvy<xvz dir.

Lemma 4: Herhangi bir kafesin elemanlar1 modiiler esitsizligi saglar.

Herx,y,zel i¢in x<z = xv(yaz)<(xvy)az dir.

Lemma 5: Herhangi bir L kafesinde asagidaki esitsizlikler saglanir.

Her x,y,z € L igin,
(1) xa(yvz)z(xay)v(xaz)

(i) xv(yaz)<(xvy)a(xvz).

Teorem 1: Herhangi bir kafeste agagidaki 6zellikler denktir.
(L5) Herx,y,z i¢in xv(yaz)=(xvy)a(xvz)

(L6) Herx,y,z i¢in xA(yvz)=(xAy)v(xaz).

Tammm 11: Bir L kafesine dagilmali kafes denir: << L, teorem 1’ deki (L5) veya (L6)

ozelligini saglar.

Tamm 12: X<z olan Her X, Y,z i¢in (L5) 6zelligini saglayan kafese modiiler kafes denir.

Sekil 1. M, ve N, kafesleri.



Uyan 2: Her dagilmali kafes modiiler kafestir. Ancak her modiiler kafes dagilmali kafes

degildir. Gergekten, herhangi bir L kafesi dagilmali kafes olsun. Herx,y,zeL, X<Zi¢in
xv(yaz)=(xvy)a(xvz)=(xvy)Az esitligi saglandigindan L kafesi modiiler kafestir.
Tersine M, kafesi modiiler kafes olup dagilmali kafes degildir. Gergekten, a,beM,, 0<a
icin Ov(aab)=0ve (Ovb)ra=baa=0 esitliginden M, kafesinin modiiler kafes oldugu
goriiliir. Diger taraftan Hera,b,ce M, icin an (b\/ C) =anl=a ve (a/\ b)v (a/\c) =0
ifadeleri esit olmadigindan M. kafesinin dagilmali kafes olmadig: gériilmiis olur.

N, kafesi hem modiiler kafes hem de dagilmal1 kafes degildir.

Tamm 13: Sinirh bir L kafesinde x e L igin XA Y =0 ve xvy=1 olacak sekilde bir Y€ L
mevcutsa Yy elemanma x elemaninin komplementi denir. Eger L’ deki tiim elemanlarin

komplementleri mevcut ise L’ ye komplementli kafes denir.
Tamim 14: Komplementli, dagilmali bir kafese Boole Kafesi denir.

Teorem 2: Herhangi bir Boole Kafesi’ nde her x elemani tek bir X' komplementine sahiptir
ve Ustelik:

(L8) xAXx'=0,xvx'=1

(L9) (x')'=x

(L10) (xvy)'=x'Ay", (XAy)'=x'Vy'

ozelliklerini saglar.

Tanmmm 15: L bir kafes olsun. Eger L kafesi A, v, islemleri ile (L1),..,(L10)

ozelliklerinin tamamin1 sagliyorsa, bu takdirde L’ ye bir Boole Cebri denir.

Tamm 16: L bir kafes ( veya sup-yari kafesi ) ve & # J < L olsun. Bu takdirde, asagidaki
ozellikler saglaniyorsa J > ye L’ nin bir ideali denir.
(i)aed , xel i¢in x<a ise xeJ.

(i) aed ,belise avbeld.



Tammm 17: L bir kafes ( veya inf-yar1 kafesi ) ve & # J < L olsun. Bu takdirde, asagidaki

ozellikler saglaniyorsa J’ ye L’ nin bir dual ideali denir.
(i)aed , xel i¢in a<x ise xeJ.

(i) aed ,belise anbeld.

Uyan 3:

I X notasyonu ile {y | ye P ve y<x} kiimesi gosterilir.

T X notasyonu ile {y | ye P ve x<yj} kiimesi gosterilir.

1.4. Sira Morfileri (De Baets ve Mesiar, 1999)

Tanim 18:
(i)L> de herhangi bostan farkli {x | iel} ailesi icin, g(i_nlf xi):i_nlfg(xi) ise ¢ ye

infimum morfisi denir.

iel iel

(i1) L’ de herhangi bostan farkli {Xi | ie I} ailesi i¢in, g(s_up Xij=supg(xi) ise g’ ye

supremum morfisi denir.

Tamm 19: ¢:L —> M, L kafesinden M kafesine bir fonksiyon olsun.
x<y=op(x)<op(y)

sart1 saglaniyorsa, ¢ ya sira korur veya izoton denir.

(1)Herx,yeL i¢in p(xvy)=¢(x)ve(y) ise ¢ yasupremum morfisi denir.
(1)Herx,yeL i¢in p(xAy)=¢(x)Ae(y) ise ¢ yainfimum morfisi denir.
(1) ve (1) nin her ikiside gerceklesiyorsa, ¢ ya morfi ( veya kafes morfisi ) denir.
Bir ¢:L — M morfisine;

(1) Birebir ise monomorfi,

(ii) Orten ise epimorfi,

(iii) Birebir ve 6rten ise yani bir bijeksiyon ise izomorfi,

(iv) L=M ise endomorfi,

(v) L=M olan izomorfiye otomorfi denir.



Teorem 3: f :[0,1] —[0,1] déniisiimii icin asagidaki ozellikler denktir:
(i) f artan doniisiim,

(i) Her (x,y)€[0,1] igin f(min(x,y))=min(f(x),f(y)),

(i ) Her (x,y)e[0,1] igin f (max(x,y))=max(f(x),f(y)).

L bir kafes ve g:L — L bir doniisiim olsun. Asagidaki 6zellikler denktir:

(1) gartan doniisiim,
(ii)Her (x,y)eL®i¢in g(xAy)<g(x)Ag(y),

(iii)Her (x,y)e? i¢in g(xvy)=g(x)va(y).
Tanmm 20: a£b ve b£a ise a ile b ye kiyaslanamaz denir ve a||b ile gosterilir.
1.5. Uggensel Normlar (t-normlar) (Klement ve Mesiar, 2000)

Tamm 21: (P,S,O,l) sinirl1 kismen sirali kiimesi uzerindeki bir t-norm T, P {zerinde

asagidaki 6zellikleri saglayan bir ikili islemdir:

(i) HerxeP igin T(x,1)=x ( birim eleman 6zelligi )
(ii)Her (x,y,z)eP®igin x<yise T(x,z)<T(y,z) ( monotonluk 6zelligi )
(iii)Her (x,y)eP? i¢cin T(x,y)=T(y,X) ( degisme Ozelligi )
(iv)Her (x,y,2) e P*igin T(T(x,¥),z)=T(x,T(y,2)) ( birlesme zelligi )

(i) ve (ii) den P iizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in T(X,y)<x ve T(x,y)<y dir.
Buradan, her (x,y)e P? igin T(x,y)e¢({x,y}) dir.
T, ve T,, P liizerindeki t-normlar olmak iizere, T, <T, <> Her (x,y)eP? icin

T (X y)<T,(xy) dir.
1.6. En Biiyiik ve En Kiiciik t-normlar (De Baets ve Mesiar, 1999)

Bir P siirli kismen sirali kiimesi {izerindeki en kii¢iik t-norm;



X, y=1

Ty (xy)=4y, x=1
0, Aksi takdirde.

P iizerindeki herhangi bir T t-normu icin T, <T dir.
Bir L sunirli kafesi iizerindeki T, (X,y) =X Ay islemi en biiyiik t-normdur.

Boylece, L iizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in T,, <T <T _dir.

Ornek 1: Asagida sirastyla L =[0,1] iizerinde T,,T,,T,,,T,,,T™ t-normlar verilmistir.
T. (X, y)=xy

T, (x,y)=max(x+y-10)

Ty (X, ¥)=min(x,y)

X, y=1

TW(x,y): y, x=1
0, Aksi takdirde.

0, X+y<1
nM —
T (x y)_{min(x, y), Aksi takdirde.

Uyar 4: Bir C sinirh zinciri tizerindeki en kiiciik t-norm olan T, s6yle yazilabilir:

min(x,y) , max(x,y) =1 ise
Ty (X y)= C
0 : Aksi takdirde

Ornek 2: Herhangi bir L simrli kafesi iizerindeki Z, ikili islemini asagidaki gibi
tanimlayalim:

XAY Xvy=1 ise
Z,(X,y)= :
(%) {o , Aksi Takdirde

Z, her zaman t-norm degildir.
Ornegin, L={0,a,b,c,d,e,1} siurli kafesinin Sekil 2 deki gibi verildigi diistiniiliirse

Z,, L tizerinde t-norm olmaz.



Sekil 2. L={0,a,b,c,d,e,1} kafesi

bvc=1,bac=e ve ave=a<l1 oldugu igin,

Z,(a,z,(b,c))=2,(ae)=0.

Diger taraftan;

avb=1, anb=d , dvc=1ve d Ac=e oldugu igin,

Z,(Z,(ab),c)=2,(d,c)=e>0.

Z, birlesme 6zelligini saglamaz. Dolayisiyla Z,, L iizerinde t-norm degildir.

Fakat bir M sinirli modiiler kafesi i¢in Z, ikili islemi, M iizerinde her zaman bir t-normdur.
Z,’ in birlesme 6zelligini gostermek ispat icin yeterlidir.

XAyAz , yvz=l ve xv(yaz)=1
Z(XZ,(y,z2))=
{(02:(y.2)) {o . Aksi takdirde,

XAYAzZ ,  xvy=1l ve zv(xay)=1
Z(Z,(XY),z)= . .
(21(x).7) {O ,  Aksi takdirde.

yvz=lve xv(yaz)=1iken Xvy=1ve zv(XAY)=1 oldugunu gosterelim.
Tersinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

[lk olarak; Xv(y A7) =1 ve monoton ézelliginden Xv Yy =1 elde edilir.
Dahasonra, xv(yAz)=1 olduguigin, y=yA(Xxv(yAz)))dir.

yAz<y ve M modiiler kafes oldugundan Y =(XAY)Vv(yAz) elde edilir.
10



y=(XAY)V(YAZ) esitliginden Yy <(XAY)Vvz elde edilir.

Y<(XAY)VvZ ve Z<(XAY)VZ esitsizliklerinden de YV Z< (XA Y) Vv Z elde edilir.

Sonug olarak, YV Z<(XAY)VZ olduguigin (XA Y)Vvz=1 elde edilir.

L sinirh bir kafes, ee L ve T,, L {izerinde bir ikili islem olsun. L iizerinde T, asagidaki

sekilde tanimlansin:

()= |
(1)

T, , L tizerinde bir t-normdur.

XAY , X=1 veya y=1 ise
XAyae ,  Aksitakdirde,

T,=T, ve T, =T dir.
Uyari 5: [0,1] iizerinde T, <T, <T, <T,, dir.

Ornek 3:

()P ={O,a,b,c,i,1} elemanlart ile tanimli (P,S,O,l) kismen sirali kiimesinin diyagrami
Sekil 3(a)' da verilir.

(i) Sekil 3(b)de L={0,a,b,c,i,1} elemanlar ile tanmh (L,<,A,v,0,1) smirl kafesi

tizerinde bir T, t-normu,

olarak tanimlanir.

X,y)= Tu (%y), (xy)=(ii)
Ti(xy) { (i)

(iii)B={a,b,c} ile (¢(B),=,M, 2, B) yapisi bir Bool kafesidir.

11



0 0
(a) (h)

Sekil 3. P ={0,a,b,c,d,1} kismen sirali kiimesi ve L ={0,a,b,c,i,1} kafesi

Ornek 4: Herhangi bir T:[O,l]2—>[0,1] t-normu, birlesme o&zelligi  yardimiyla

T :[0,1]n —>[0,1] seklinde tek tiirlii genisletilebilir. [0,1] tzerinde T,,T,,T, ve T, t-
normlarinin n-1i genislemeleri asagidaki gibidir.

To (X0 Xp ooy X ) = MIN (X, X X, )

To (X Xg e X3 ) = X0+ Xy +enet X,

T, (X Xp e Xy ) = max[i X —(n —1),0)

i=1

{xi , j#iicinx =1

T 1X1""’Xn = 1 i
w (%% ) 0, Aksi takdirde.

Uyant 6: T:[01] -[0,1] tnormu ve (X,X,..X,)e[0,1]" eleman igin eger

X, =X, =...= X, =X ise bu durumda T (X, %y, ..., X, ) =T (%, %,..., x) = x"" seklinde gosterilir.

s Ap

Tanmm 21: (P,S,O,l) sinirli kismen sirali kiimesi tizerindeki bir t-conorm, P tizerinde

asagidaki o6zellikleri saglayan bir ikili islemdir.

(i)Her (x,y.z) e P*igin S(S(x,y),z)=S(xS(y.z)) (birlesme 6zelligi )
(ii)Her (x,y,z)eP®i¢in x<yise S(x,z)<S(y,z) ( monotonluk 6zelligi )
(iii)Her (x,y)eP? igin S(x,y)=S(y,x) (degisme Gzelligi )
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(iv)HerxeP igin S(x,0)=x (birim eleman 6zelligi)

Ornek 5: Asagida sirastyla [0,1] iizerindeki S,,,S;,S, ve S,, t-conormlar verilmistir.
Sy (X, y)=max(x,y)
Se(X,y)=Xx+y—Xx-y

SL(X’y):min(X+y'l)
vy - (xy)elod]” ise
S ( ’y){max(X, y) ., Aksi takdirde.

Uyar 7: [0,1] iizerinde S,, <S, <S, <§,, dir.

Ornek 6: [0,1] iizerindeki S,,,S;,S, ve S, t-conormlarinin n-li genislemeleri asagidaki
gibidir :

Sy (X0 Xp ey X ) = MAX (X, Xpeeer X, )

Sp (Xys Xpreees Xy ) =1—1j(1— X )
S, (X Xy eenr Xy ) = min[gxi,lj

S ) X, J=iiginx;=0Iise
Xy ey X, ) = ) )
o %% 1 , Aksitakdirde.

1.7. Siireklilik (Klement ve Mesiar, 2000)

Tamm 22: Bir F :[0,1]2 —[0,1] fonksiyona siireklidir denir: <> Her yakinsak (X,)

neN !
(¥,).,, €[0.1]" dizisi igin;
F(Iimxn,lim yn):IimF(xn,yn)

n—oo

[0,1]2 birim karesi, R? reel diizleminin bir kompakt alt kiimesi oldugundan F :[0,1]2 - [0,1]

” in siirekliligi, F ’ in diizgiin stirekliligine denktir.

13



Agik olarak T,,,T,, T, temel t-normlar1 ve onlarin dualleri olan S,,,S;,S, t-conormlar: siirekli

fakat T, t-normu ve S, t-conormu siirekli degildir.

Tamm 23: Bir F:[0,1]° »[0,1] fonksiyonuna azalmayan fonksiyon denir: <

X1 %o, Y1, Y, €[0,1] igin X <X, ve y, <Y, = F (X, Y,) SF(X,,Y,) dir.
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2. YAPILAN CALISMALAR
Bu boliimde yapilan ¢alismalarda (De Baets ve Mesiar, 1999) kaynagindan faydalanilmistir.

2.1. Aralik Degerli T-normlar

[0,1] birim aralik olmak iizere;

017 =({[xy] I(xy)e[0.1] vex< y}.< A v, [0,0].[21] )
sira bagintis1 <, A ve v asagidaki sekilde tanimlanir:

[x,y]<[z.t]e x<z ve y<t

[% y]A[2.t] = [min(x, 2), min(y,1)]

[x, y]v[z,t]=[max(x, z), max(y,t)]

T :[0,1]x[0,1]” —[0,1]" fonksiyonuna bir t-norm denir: <
(i) T(x[L1])=x

(i) T(x yvz)=T (x y)vT (x.2)

(i) T(x,yA2)=T (%, y) AT (x.2)

(iv) T*nin D ={[x,x] | xe[0,1]} ye kisitlanis1 bir t-normdur.
(v) x=[a,b] dyleki T([0,1],[a,b])= [0,b]

[0,1]") iizerindeki her t-norm T asagidaki gibi yazilir:

T([a,b],[c.d]) = [T"(a,c), T"(b,d) |, burada T" birim aralik iizerinde bir t-normdur.

2.2. idempotent Elemanlar

Tamm 24: P bir kismen sirali kiime ve T : P? — P bir t-norm olsun. a€P elemanmna T

t- normunun bir idempotent elemam denir: < T(a,a)=a . T’ nin tim idempotent

elemanlarmm kiimesi |(T) ile gosterilir. Her t-normun idempotentleri olan 0 ve 1

elemanlarina trivial idempotent elemanlar denir. Eger bir t-normun biitiin elemanlar

idempotent elemanlar ise bu t-norma idempotent t-norm denir.
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Ornek 7:

(i) [0,1] iizerinde tammli T,, t-normu igin her x €(0,1) eleman igin T,, (X,x)=0 olup bu

aralikta idempotent eleman mevcut degildir. O halde 1(T,, ) ={0,1} dir.

(i) Herhangi bir L sinurli kafesi tizerinde tanimli tek idempotent t-norm T, dur. Gergekten,

T, L sinirh kafesi tizerinde tanimli herhangi bir idempotent t-norm olsun. Bu takdirde;

T (XY)=XAy=T(XxAY,XxAYy)<T(xy) dir. Buradan T, <T . Tersine, T , L iizerinde en

biiyiik t-norm oldugundan T, >T olup T =T elde edilir.

(iii) (1) de tanimlanan T, t-normunun idempotent elemanlarinin kiimesi asagidaki sekildedir;
1(T,) = [0,e]u{1}

(iv) Sekil 3(a)’ da verilen P = {O,a,b,c,d,l} siirl kismen sirali kiimesi iizerinde tanimlt
olup a,b e I (T) olacak sekilde bir t-norm mevcut degildir.

Kabul edelim ki, T, a ve b gibi idempotent elemanlara sahip bir t-norm olsun.

T(a,a)=a ve T(b,b)=b dir. Buradan, T(a,a)<T(c,d) ve T(bb)<T(c,d) dir.
T(c,d)<cveT(c,d)<d oldugundan T(cd)e E({C,d}) dir. Boylece
T(c,d)e 9({a,b})m€({c,d}) = celiskisi elde edilir. Buna gore P iizerinde boyle bir t-

norm yoktur.

(v) L={0,a,b,c,i,1} smirh kafesi Sekil 3(b) deki gibi verilsin. Ornek 3’ te verilen L
iizerindeki T; t-normu i¢in I (T;)={0,i,1} olarak elde edilir.

(vi) [0,1] lizerinde tanimli T, t-normu igin Xe[O,l] olmak {izere TP(X,X)=Xolsun. Bu
takdirde x*=x olur. Buradan x=1 ve x=0 dir. Yani T, t-normu trivialden farkl
idempotent elemana sahip degildir. O halde 1(T,)={0,1} dir.

(vii) [0,1] iizerinde tamimli T, t-normu igin X € [0,1]olmak iizere T, (X,X)=X olsun. Bu
takdirde max(2x—1,0)=x olur. 2x—1>0 ise 2x—1=x olup x=1 dir. 2x-1<0 ise x=0

olur. Yani T, t-normunun trivialden farkli idempotent eleman: yoktur. O halde I(TL) = { 0,1}

dir.
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(viii) [0,1] tizerinde tamimli T™ t-normu igin X €[0,1]olmak iizere T™ (X,X) =X olsun.
. 1 l .. nMm . 1 1

X+x<lise x< olup x e O’E igin T™ (X,x) =0 dir.x +x > 1isex > ~olup x E’l

igin T™ (x,x)=min(x,x)=x olup x idempotent elemandir. T™ t-normunun idempotent

elemanlar kiimesi I(T M ) ={0}u (% ,1} dir.
(ix) T:[0,1]° —>[0,1],

ﬂ 2
SR OV CE
min(x,y), Aksi takdirde,

t-normu g6z Oniline alinsin. Xe[O,l) icin T(x,x)zx olsun. Bu takdirde,

2
T(x,x):%:%:x:XZ:ZX

= X* =2X
= X(x=2)=0 , xe[0,1) oldugundan x =0 dir.

O halde T t-normunun trivialden farkli idempotent eleman: yoktur. Yani I (T)={0,1} dur.

Onerme 1: (L,<,0,1) bir tam iist yari-kafes, T : L — L bir t-norm olsun. Eger (I(T),<) bir

kismen sirali kiime ise bu takdirde ( 1(T), S) bir tam iist yar1 kafestir.

Ispat : {Xi | e I}, T’ nin bostan farkli idempotent elemanlarinin bir ailesi olsun. Bu
takdirde, Vi el igin T(X,X) =X dir. T’ nin monotonlugundan,

T(supx;,supx) <supx; dir. Diger taraftan yine T’ nin monotonlugu kullanilirsa Vj e | igin

iel iel iel

X; =T (X;,%; ) <T(supx;,supx) olur. Buradan supx <T(supx,supx) elde edilir. Sonug

1" i :
iel iel iel iel iel

olarak T (sup X;,sup X;) =sup x; bulunur ve boylece supx; , T’ nin bir idempotent elemani olur.

iel iel iel iel
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2.3. Sifir Bolenler ve Nilpotent Elemanlar

Tamum 25: P bir smirlt kismen sirali kiilme olsun. X e P elemanina P ’nin bir sifir bolen

elemani denir: < £ ({X, y}) = {0} olacak sekilde y € P \{0} mevcuttur. P ’nin tiim sifir b6len
elemanlariin kiimesi Z [P] ile gosterilir.
Bir L sinirhi kafesinin Z [L] altkiimesi asagidaki gibi elde edilir:

Z[L]:={x | xeL ve3yeL\{O}icin xAny =0 }

Ornek 8:
(i) Eger (L,<,0,1) herhangi bir smurli zincir ise bu takdirde Z[L]= {0} dur.

(i) Sekil 3(a) da verilen P ={0,a,b,c,1} smirli kismen sirali kiimesi i¢in Z[P] = {0, a,b}
(iii’) Sekil 3(b) de verilen L ={0,a,b,c,i,1} smnirh kafesi i¢in Z[L] = {0,a,b,i}

(iv)(L,<,0,1,A,v,") bir bool kafesi ise bu takdirde Z[L]=L\{1} dir.
Onerme 2: P bir siirli kismen sirali kiime olsun. Bu takdirde Z[P] , P nin bir idealidir.

Ispat : aeZ[P], xePvex<a olsun. Bu takdirde bir beP\{0} mevcuttur. Oyle ki
¢({a,b})={0} dir. mer({b,x}) alalm. Buradan m<bvem<x<a oldugu igin

me ¢({a,b})={0} dir. Buradan m=0 dir. £({b,x})={0} elde edilir ve x e Z[P] dir.

Tamim 26: P bir siirli kismen sirali kiime ve T : P> — P bir t-norm olsun. X € P elemanma
T t- normunun bir sifir bolen elemani denir: < £({x, y}) # {0} ve T(x,y)=0 olacak sekilde
bir y € P mevcuttur.

T’ nin tiim sifir bolen elemanlarmin kiimesi Z (T) ile gosterilir. Eger T higbir sifir bolen

elemana sahip degilse T’ ye sifir bolensiz t-norm denir. Tanimdan agik¢a goriiliir ki 0 ve 1
birer sifir bolen eleman degildirler.

Eger yukaridaki tanimda L bir sinirli kafes alinirsa tanim asagidaki sekilde degisir:

L bir smirli kafes ve T:L* — L bir t-norm olsun. xe L elemanina T *nin bir sifir béleni

denir: < xAy=0 ve T(x,y)=0.
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Ornek 9:
(i)T, tnormu i¢in , Z(T,)=(0,1) dir. Gergekten, herxe(0,1) i¢in 1-xe(0,1) olup

Ty (X,1-Xx) =0 oldugundan x sifir bélen elemandir. O halde Z (T, )=(0,1)dir.

(ii) L suurh kafesi tizerinde tammli T igin Z (T, )= dir. Gergekten, her x e L\{0,1} i¢in
T (Xy)=xAy=0=y=0 du.

(iii) (1) de verilen T, t-normu igin,

Z(T,)={x |3yeL, xany#0ve xanyne=0}

(iv) Ornek 3’te tamimlanan T, t-normu i¢in Z(T;)= {a,b,c,i} dir. Gergekten,
aelicinT,(a,i)=0 belLicinT (b,c)=0 ceLicinT(ci)=0, ieLicinT (i,c)=0dumr.
(v) T, t-normu sifir bolen elemana sahip degildir. Gergekten, herxe (0,1) i¢in

T.(x,y)=xy=0=y=0 dir. O halde Z(T, )= dir.

(vi) T, t-normunun sifir bolen elemanlarina bakalim. Her x (0,1) i¢in 1-xe (0,1) olup

T, (x,1-x)=max(x+1-x~-1,0) =0 elde edilir. O halde Z (T, )=(0,1) dir.

(vii) T™ t-normu goz Oniine almsin. Bu durumda Z(T”M)=(O,l) dir. Gergekten,

her x € (0,1) igin 1-x & (0,1) olup T™ (x,1-x) =0 dr.

(viii) T :[0,1]" - [0,1],

ﬂ 2
T(xy)=1 2 ., (xy)e[01)
min(x,y), Aksi takdirde.

Her x €(0,1) igin T (X, y):ﬂzo ise Xxy=0=y=0 dir. Boylece T t-normunun sifir

2
bélen elemant yoktur. Yani Z (T ) =@ dir.

Tanmm 27: P bir sinirli kismen sirali kiime ve T :P? — P bir t-norm olsun. ae P\{O}

elemanina T’ nin bir nilpotent eleman1 denir: < a™ =0 olacak sekilde bir ne N dogal

say1s1 mevcuttur. T’ nin nilpotent elemanlarinin kiimesi N (T) ile gosterilir.
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Ornek 10:
(i) En kiigiik t-norm olan T,, i¢in, N(T,) = P\{0,1} dir. Gergekten, her x €(0,1) icin
x = W (X, X) =0 olup x nilpotent elemandir. O halde N (TW ) = (0,1) dir.

(ii) Herhangi bir (L,<,0,1) sinirh kafesi iizerinde tanimlt T, t-normu i¢in, N (T, ) = & dir.

Gergekten, xe L\{0} i¢in X" =T (X% X... X) =XAXA..AX=X#0 olup T, t-normu

nilpotent elemana sahip degildir.

(iii) (1) de tammlanan T, t-normunun nilpotent elemanlarinin kiimesi

N(T,) = {x | xae=0}.

e

(iv) Ornek 3’te verilen T; t-normu i¢in, N (T,) = L\{0,i,1}.
(v) T, t-normu nilpotent elemana sahip degildir. Gergekten, her X 6(0,1) igin e = 0

olup X" =0<>x=0 dir. N(T,)=¢ dir.

(n)

(vi) T, t-normunun nilpotent elemanlarina bakalim. Her Xe(O,l) igin X " =0 olacak

sekilde neN mevcuttur. Gergekten, " = max [Z x—(n-1), Oj =max(nx—-n+10) dur.

i=1
Buradan x€(0,1) oldugundan x<1 olup 0<1-x dir. Arsimet 6zelligi ile bir ne N igin

lsl—x dir. O halde 1<n-nx olup nx—-n+1<0 elde edilir ki buradan da

n

(M,

x ™ =max(nx—n+1,0)=0 olur. Ve x’in bir nilpotent eleman oldugu sonucuna ulagilir. O

halde N (T_)=(0,1) dir.

(vii) T™ t-normu goz dniine alinsm. X €(0,1) igin x"™ — 0 olacak sekilde ne N mevcut

mudur?
. 1 . .
X+x<1ise x< olup xe(O,ﬂ igin x?™ =T™ (x,x)=0 dir. Buradan x bir nilpotent

. 1 .
elemandir. x+x>1 ise x>§ olup XE(%,].) igin X =T™ (x,x)=min(x,x)=x=0.
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X _om ()(,T”’VI (x, x)) =T™ (x,X)=x olup tiimevarimla, her me N igin X = x£0

dir. O halde x >% iin x elemant nilpotent degildir. Oyleyse N (T™ ) = (0, ﬂ dir.
(viii) T :[0,2]" > [0,],

ry=l2 o ey

min(x,y), Aksi takdirde.

n

her x €(0,1) igin x"r =X?=0 ise X"=0<>x=0 dir. N(T)=4 dir.

Onerme 3: P bir siirli kismen sirali kiime ve T ;: P? — P bir t-norm olsun. Bu takdirde;

(i)ael(T) ve a<x ise x nilpotent eleman olamaz.

(i) T nin herhangi bir z sifir bbleni igin, ¥ ZAN(T) %=

(iii)beN(T) ve y<b ise y idempotent olamaz.

(iv) T’ nin her nilpotent elemani1 ayni1 zamanda T ’* nin bir sifir bolenidir. Fakat bunun tersi
dogru degildir.

Ornegin, T™ :[0,1]2 —[0,1] t-normu gz éniine alinsm. a=0,6 i¢in T™ (0,4, 0,6)=0
oldugundan a sifir bdlendir. T™ (0,6 , 0,6)=min (0,6, 0,6)=0,6 oldugundan (i) sikki ile

a nilpotent eleman degildir.

Ispat :

(i) ael(T) olsun. Acikca, her ne N igin a"™" =a dir. a<x ve monotonluktan her neN

icin 0<ac< X" dir. Boylece x nilpotent eleman olamaz.

(ii) z, T nin bir sifir bdleni olsun. O halde £({y,z})# {0} ve T(z,y)=0 olacak sekilde bir
y € P\{0} mevcuttur. 0=ae ¢({y,z}) i¢in T’ nin monotonlugundan T (a,a)<T(z,y)=0

Boylece a T’ nin nilpotent elemanidir ve a<z oldugu i¢in, ¥ ZAN(T) % J oldugu elde

edilir.
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(iii)beN(T),y<bveyel(T) olsun. O halde bir ne N sayisi i¢in b =0 dir. yel (T)
oldugundan y"r =y dir.
y <b ve T’ nin monotonlugundan y"™" <b™ =0 celiskisi elde edilir. Dolayistyla béyle bir

y € 1 (T) mevcut olamaz.
(iv)a, T’ nin nilpotent eleman1 ve n, a"™r %0 olacak sekildeki en biiyiik say1 olsun (n>1).
O halde T(a, a"r ) =0 dir. a™ eﬁ(a,a(")T ) oldugu i¢cin aeZ(T) dir. Dolayisiyla

N(T)< Z(T) elde edilir.
2.4. Arsimedyan Ozelligi

Tanim 28: Bir P simirli kismen sirali kiimesi tizerindeki T t-normuna Arsimedyan denir: <>

Her (x,y) e P? ve herneN i¢in x™" >y = x=1 veya y=0 dur.

Onerme 4:P sinirh kismen sirali kiime ve T:P? —P bir t-norm olsun. T t-normu

Arsimedyandir <> Her a1 i¢in é({a(n)T

ne N}) = {0} dir.

Ispat :

‘=": T t-normu Arsimedyan ve hera=1 olsun.

Her (a,b) € P? ve herneN igin a™ >p= a=1 veya b=0 dir. a#1 oldugundan b=0

dir.

a™ >b oldugundan beﬁ({a‘”” | n eN}) olur. K({a(")T | n eN}):{O} elde edilir.

“<=": Her (x,y) eP? ve herneN icin a™ > olsun.

Her x#1 i¢in be/ ({a(n)T ne N}) dir. b=0 dir. T t-normu Arsimedyandir.

Sonu¢ 1: Lbir tam kafes olsun. T:L* - L t-normu Arsimedyandir < Hera=1 igin

infa™ =0 dir.

neN
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Sonug 2: Bir C sinirli zinciri iizerindeki T t-normu Arsimedyandir

< Her (x,y) €(0,1)" igin x"™r <y olacak sekilde ne N mevcuttur.

P bir sinirl kismen sirali kiime olsun. En kiigiik t-norm olan T, her zaman Arsimedyandir.
P tizerinde verilen bir T t-normu igin N (T)=P\{0,1} ise T Arsimedyandur. Tersi genelde
dogru degildir. Birim aralik lizerindeki T, (X, y) = X-y carpim t-normu Arsimedyandir fakat
N (T,)#(0,1).

P tizerindeki herhangi bir T Arsimedyan t-normu sadece trivial idempotent elemanlara

sahiptir. Gergekten, her ne N igin x"r < x dir,

Onerme 5: Bir L tam kafesi {izerindeki T t-normu infimum morfisi olsun. T Arsimedyandir

< T kosegen esitsizligini saglar.

Ispat :
'=". T arsimedyan oldugundan xeP ve her neN igin x> x = x=1 veyax =0 dir.

Boylelikle, T, kdsegen esitsizligini yani her x e P\{0,1} igin T (x,x) < x esitsizligini saglar.

‘<’: Sonug 1 ele alindiginda, herhangi bir x#1 igin inlg x"r =0 oldugu gosterilirse T

arsimedyan olur.

0= inf; x"™r olsun.

T(5,8) = T(inf x™rinf x™" )
neN meN
T nin sira doniisiimii infimum morfisi oldugu igin,

T(5,8) =inf infT(x"™r,x™r )

neN meN

=inf inf x"™™r

neN meN
= inf xMr>s
keN/{l}

T(0,0)<0 oldugu igin, T(5,0)=0 dir. T kdsegen esitsizligini sagladigi igin
5 €{0,1} kiimesinin bir elemanidir. x <1 oldugu i¢in, § <1 elde edilir.

Dolayisiyla 6 =0 dir. Buradan T Arsimedyandir.
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Ornek 11:
(i)T, tnormu arsimedyan Ozelligini saglamaz. Gergekten, her (X, y)e(O,l)zigin

X" =T (X X,... X) =XAXA..AX=X<Yy durumu her zaman saglanmayabilir. Ornegin;

x=0,5, y=0,4€(0,1) i¢in (0,5)"™ <0,4 ve 0,5<0,4 olup geliski elde edilir.
(ii) T, t-normu arsimedyan o6zelligini saglar. Gergekten,
2. . @, _ _ .
her (x,y)e(0,1) igin x ™ =T, (x,x)=0<ydir.
(iii)T, t-normunun arsimedyan 6zelligini sagladigim gosterelim. Her (X, y)e(O,l)2 i¢in
X(n)TP =X"<y olacak sekilde neN mevcuttur. Gergekten, varsayalim ki her ne N igin
()

X ' =x"2Yy olacak sekilde x,ye(0,1) mevcuttur. Buradan her neN igin limit alinirsa;

limx" >limy olup 0>y elde edilir. Bu durum y €(0,1) olmas ile gelisir. O halde T, t-

n—o0 N—»o0

normu arsimedyan 6zelligini saglar.
(iv)T,  tnormu  arsimedyan  ozelligini  saglar.  Her (x,y)e(0,1)°  igin
(" _ y B . \
X = max(z x—(n-1), Oj =max (nx—n+1,0) <y olacak sekilde bir ne N var midir?
i=1

nXx—n+1<0 olursa 0 <y olup sart saglanir. Diger taraftan nx—n+1>0 olsun. Géstermemiz

gereken, nx—n+1< ydir. Varsayalim ki her ne N i¢in nx—n+1>y olsun. Buradan

1-y>n—-nx
1-y>n(1-x)

1oy >n elde edilir. Her iki taraftan limit alinirsa her ne N i¢in bu durum bir ¢eliskidir. O
—X
halde nx—n+1<y olup T, arsimedyandur.

(v) T™ t-normu arsimedyan dzelligini saglamaz. Her (x,y)e(0,1)° igin X" <y olacak

sekilde bir ne N var midir?

X+x<1 ise xs% olup X =T™ (x,x)=0<y dir. x+x>1 ise x>% olup

X M (x,x)=min(x,x)=x olur. Bdylece arsimedyan degildir. Gergekten,
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(n)T"M
le, y:§ alalim. (lj =T”M(
5 10

7 7 (7T 7 7 3
y o ey =min ] — | =—<= Olup
10

10'10°7"10) 10 5

51~
[
o
=
o

bu bir ¢eligkidir.

(vi) T:[0.1] —»[0,1],

ﬂ 2
AL R CE (R
min(x,y), Aksi takdirde.

T tnormunun arsimedyan ozelligini sagladigim gosterelim. Her (X, y)e(O,l)2 icin

n

X" :X?< y olacak sekilde neN mevcuttur. Gergekten, varsayalim ki her neN igin

X" - r
> >y olsun. Her iki taraftan limit alinirsa;

n

. X .
lim—>Ilimy

n—w 2 n—o

1.
=limx" >limy
2n4>oc nN—o0

0>y elde edilir ki bu bir geliskidir.

(

O halde varsayim yanlis olup X < y olacak sekilde ne N mevcuttur.

2.5. Carpim Kismen Sirali Kiimeler Uzerindeki t-normlarin Direkt Carpim

Onerme 6: T,, P, sinirli kismen sirali kiimesi {izerinde ve T,, P, smirh kismen sirali kiimesi
tizerinde bir t-norm olsun. T, ve T, nin direkt carpim1 T, xT, asagidaki sekilde tanimlanir:
TxT, (%X, (v, ¥") = (To(% ¥). T, (X, y")

T, xT,, P, xP, ¢arpim sinirli kismen siral1 kiimesi tizerinde bir t-normdur.

Ispat :
(i)Her (x,x"),(y,y') e P,xP, i¢in

TxT, (6 x7).(v,y) = (T(x ). T, (%))
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= (T.(y.%). T, (y'x)
= TxT((v,y7).(x.x)).
(ii)Her (x,x),(v,y").(2,2") € RxP, igin, T, xT, (T, xT, ((x.x").(y,¥")).(2.2"))
ToxT, (6 X), TxT, (v, ¥9),(2,2) )= ToxT, (%, x), (T (v,2).T, (v 2Y)))
=(L(xT(%.2)) T (<. (y22)
=(L(L(xy).2). T, (T,(xy).2))
=T xT, (. (% ). T,(x\y")).(z.2")
= T1><T2(Tl><T2 ((x,x'),(y,y')),(z,z')).
Boylece birlesme dzelligi saglanir,
(iii)Her (x,x"),(y,y").(a,b) e B, xP, i¢in
(x,x")<(y,y") olsun. Buradan, x<y ve x'<y" dir.
T, ve T, t-norm oldugu icin, Va P, ve Vbe P, icin
T,(x,a)< T,(y.a)
T,(x\b)< T,(y'b)
(T.(x2).T.(xb)) < (T(¥.8).T.(y'b))
T,xT,((x.x'),(ab))< T,xT,((v.y").(ab)).
(iv) Her (x,x") e P, x P, igin,

TxT,((%x"),(11)) =(T,(x.1), T, (x"1))

= (xx)

Buradan, T, xT, , B xP, ¢arpim sinirli kismen siral1 kiimesi lizerinde bir t-normdur.

Onerme 7: P, ve P, iki siirli kismen sirali kiime, T, ve T, sirastyla P, ve P, iizerinde birer
t-norm olsun. Bu takdirde Onerme 6’da verilen T, xT, direkt ¢arpimi gdzoniine alinirsa
asagidaki esitlikler elde edilir:
(i) 1 (Tlez): | (Tl)x I (Tz)
(i) N (Tlez) =N (Tl)x N (Tz)-
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Ispat :

(i)(xy)e I (T,xT,)olsun.

TxT, (%), (xy))=(xy) dir. Buradan (T,(xx),T,(¥,¥))=(xy) ise T,(xx)=x ve
T,(y,y)=y dir. xe I(T,) ve yeI(T,) olup (x,y)eI(T,)x1(T,) elde edilir. xe I(T,) ve
yel(T,) olsun. xel(M)=T,(xx)=x ve yel(T,)=T,(y,y)=y dir. Buradan
TxT, (% y).(x ) =(T.(x %), T,(v,¥)) = (x,¥) = (%, y) e I (T, xT,) dir.

(i) T=T,xT, , (xy)eN(T,xT,) olsun. (x,y)™ =(0,,0,) olacak sekilde bir meN

mevcuttur. Buradan (x(m)Tl, y(m)T2)=(01,02) ve boylece x"

=0, ve y™ =0, elde edilir. O
halde (x,y)eN(T,)xN(T,) dir.

xe N(T,) ve ye N(T,) olsun.

xeN(T) ve yeN(T,)= n eN; X =0, ve n, eN; y™= =0,

n: = max(n,n,) alrsak (X, y)(n)T =(0,,0,) olur. Dolayisiyla, (x,y)e N (T)dir.

Tamm 29: P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime, T, ve T, sirasiyla B, ve P, iizerinde birer t-
norm olsun. Bu takdirde Onerme 6’da verilen T, xT, direkt carpimi gdzdniine alinirsa agik¢a

(0,1,),(14,0,)e I(T,xT,) olup bu elemanlara t-normlarm direkt g¢arpimmin dogal

idempotent elemanlar1 denir.

Lemma 6: P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime olsun.
Z[PxP,]=(Z[R]xP,)u(P,xZ[P,]) veya denk olarak

(P.xP,\Z[RxP,]=(P\Z [Pl])x(P2 \Z[PZ]) esitligi saglanir.

Ispat :

Z[PxR]={(xy) | 3(x"y")eP,xP,\{(0,,0,)}, K({(x, y),(x',y')}):{ol,oz} }
Keyfi (x,y)e Z [P, xP,] alalm. Bir (x',y")#(0,,0,) eleman i¢in

({o0y) () = (o) <2 ({.y)

={(0,,0,)} dur.
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(x,y")#(0,0,) oldugundan x'#0, veya y'#0, dir. Kabul edilsin ki x'#0,
(y'# 0, durumu benzer sekilde gosterilir). ¢,({x,x'})={0,} oldugundan, xeZ[R] dir.
Buradan (x,y)eZ[R]xP, olupZ[RxP,]=(Z[R,]xP,)u(P,xZ[P,])oldugu elde edilir.
Tersine, P,xZ[P,] nin Z[P, x P,] de kapsandigin1 gosterelim. (X, y)e P, xZ[P,] keyfi olsun.
y e Z[R,] oldugundan 3y'eP,\{0,},£,({y.y'})={0,} dir.
Aymica; £({(x¥),(0,y)}) = ({x0})x, ({y.y})

={0,}x{0,

:{(01’02)}
(0,,y")#(0,,0,) oldugu igin (x,y)e Z[R,xP,]. Benzer sekilde Z[R,]xP, c Z[P,xP,] elde

edilir. Bdylece (Z[R,]xP,)U(RxZ[P,])< Z[P x P,] oldugu gdsterilmis olur.

Sonug 3: C, ve C, iki sinirh zincir olsun. Bu takdirde,

Z[C,xC,]=({0,}xC,)u(C,x{0,}) dir.

Onerme 8: P, ve P, iki simirli kismen sirali kiime, T, ve T, sirastyla P, ve P, iizerinde birer
t-norm olsun. Bu takdirde Onerme 6’da verilen T, xT, direkt ¢arpimi gézoniine alinirsa

asagidaki esitlik saglanir.
Z(T,xT,)=(Z(T,)xP,) u(P.xZ(T,)).

Ispat : Z(T,)xP,c Z(T,xT,) oldugu gdsterilsin. Bunun i¢in T=T,xT, , xeZ(T,) ve
y P, olsun. x'e P, vardir 8yle ki £, ({x,x'})={0,} ve T,(x,x')=0,

C({(% )2 (x40,)}) = £ ({x x ) x4, ({0, }) #{(0.,0, )} ve T ((x,¥),(x',0,)) =(0,,0,) dir.
Buradan (X,y)eZ (T, xT,) elde edilir. Benzer sekilde P, xZ(T,) < Z (T, xT,) elde edilir.
Tersine; Z(T,xT,) = (Z(T,)xP,)U(P,xZ(T,)) oldugu gosterilsin.

(x,y)eZ(T,xT,) olsun. (X',y')e P, x P, dyle ki;

é({(x, V). Y ) =t () (v )

#{(0,,0,)} olup
28



T (x0), (60Y ) =T (0 X). ey, )
=(0,,0,) dir.
Buradanﬁl({x, x'});t{Ol} veya Kz({y, y'})i{oz} dir.

él({x,x'})i{ol} ise T, (x,x ) =0, oldugundan x € Z(T,) olup (x,y)eZ(T,)xP, dir.

Kz({y,y'});t{oz} ise Tz(y,y) 0, oldugundan yeZ(T,) olup (x,y)eP,xZ(T,) dir. O
halde (x,y)e(Z(T,)xP,)u(PxZ(T,)) olup Z(T,xT,)<=(Z(T,)xP,)u(P,xZ(T,))elde

edilir.

Sonug 4: P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime, T, ve T, sirasiyla B, ve P, lizerinde birer t-
norm olsun. Bu takdirde Onerme 6’da verilen T, xT, direkt carpimi gdzoniine alinirsa;

T, xT, t-normu sifir bolensizdir < T, ve T, t-normlari sifir bélensizdir.

Ispat:

'=":T,xT, t-normu sifir bolensiz olsun. O halde Z(T,xT,)= dir. Géstermemiz gereken,
Z(T,)=DveZ(T,)=S oldugudur. Varsayalim ki, Z(T,)=O veyaZ(T,)=< olsun.
Z(T,)#2 oldugunda, bir xeZ(T,) mevcuttur. O halde 3x'e P\{0},£({x,x'})={0} ve

T,(x,x")=0 dur.

(
({6 ), (x40,)}) = £, ({x x'})x £, ({y.0,})
#{(0,,0,)} ve T((x,y).(x"0,))=(0,,0,)dir.
Buradan (x,y) e Z (T,xT,) elde edilir. Buradan geliski elde edilir. O halde varsayim yanlistir.
Z(T,)= dir. Benzer sekilde T, i¢in de gosterilir.
'<":T, ve T, t-normlari sifir bolensiz olsun. Gostermemiz gereken, Z(T,xT,)=0

oldugudur. Varsayalm ki, Z(T,xT,)#@ olsun. Bu durumda bir (x,y)eZ(T,xT,) dir.

3050y < RoPA(0,0)]. ({063, (6 I) = 5 (]2 (9, ¥) % (00, ve
T,xT, (% y).(x,y)) =(T.(x.x"), T, (v,y"))=(0,,0,) dir.
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Burada ¢, ({x,x'})={(0,,0,)} veya ¢,({y,y'})={(0,,0,)} dir. ¢,({x,x})={(0,,0,)} ise

T,(xx")=0, oldugundan xeZ(T,) dir. Veya ¢,({y,y})={(0,,0,)} ise T,(y.y')

02
oldugunda y € Z (T, ) dir. Buradan T, ve T, sifir bolen elemana sahip olur. Varsayim yanlistur.

Z(T,xT,) =2 dir.
2.6. Pseudo - Arsimedyan Ozelligi

P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime ve T, ve T, sirasiyla onlar {izerinde iki t-norm olsun.
Onerme 6’ da verildigi gibi T =T, xT, direkt garpim1 gz 6niine almsin.

Her xeP\{L},yeP\{l,} i¢in T’ nin monotonlugu ile her neN igin
(0,4,)<(xL,)"™ ve (1,0,)<(L,y)"" olup

K{(X,lz)(n)T Ine N},é{(ll, y)(n)T Ine N} * {(01,02)} oldugundan Onerme 4’¢ gore T

arsimedyan olamaz. Arsimedyanlik taniminin biraz daha zayif bir halini elde edelim:

P bir siirli kismen sirali kiime olsun.

U[P]={X| xeP ve JyeP\{1} 9({xy})={1} } olarak verilirse bu kiime L simrh

kafesi i¢in U[L]= {X | xeL ve 3yelL\{1} icin xvy=1} seklinde elde edilir.

Tanim 30: Bir P smirli kismen sirali kiimesi tizerindeki T t-normuna Pseudo- Arsimedyan

denir:
< Her (x,y)eP? herneN igin x>y ise x eU [P] veya y=0 dir.
Eger C bir zincir ise, U[C]={1} oldugundan Pseudo-Arsimedyan 6zelligi ile Arsimedyan

ozelligi zincirler icin gakisir.

Lemma 7: P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime olsun. Asagidaki esitlikler saglanir:
(i) U[RxPR,]=(U[R]xP,)u(P.xU[R]).

(i) (P,xP,)\U[P,xP,]=(P\U[R])x(P,\U[R,]).
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ispat :
(i;)(xl,yl)ePle[Pz] olsun. y,€U[P,] oldugundan 3y, eP\{L}, 4 ({y.V,})={L}
9 ({x.14})={1} oldugundan
9106 %) (L v2)}) = & ({01} ({3 v2})

={LL)}
(L,y,)#(1,1,) oldugundan (x,y,)€U[P,xR,] dir. U[P,]xP, cU[P xP,] oldugu benzer
sekilde  gosterili. ~ Boylece  (U[R]xP,)u(RxU[R,])cU[RxP,].  Tersine,
(%.Y,) €U [P xP,]alalm.3(x,,y,) € P, xP\{(1.1,)},
({00 10): (s ¥2)) = 8 ({52 })x 8, ({3, ¥ }) = (L1, ) dir. (%0 ¥2) # (L,1,)
oldugundan  x,#1, veya y,#1, di. Kabul edilsin ki X, %1,
(Y, #1, durumu benzer sekilde gosterilir). 9 ({,%,})={L} oldugundan x, eU[R,] dir. O
halde (x.y,)eU[R]xP, dir. Buradan U[R]xP,cU[PxP,] dir. Boylece
U [P, xP,]=(U[R]xP,)u(P,xU[P,])elde edilir.

(i) Benzer sekilde gosterilir.

Onerme 9: P, ve P, iki smirl kismen sirali kiime ve T, ve T, sirasiyla onlar iizerinde iki t-
norm olsun. Onerme 6” da verildigi gibi T =T, xT, direkt carpim1 gdz oniine alinsin.
T ’nin Pseudo-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart T, ve T, Pseudo-Arsimedyan

olmasidir.

Ispat :
‘=": T Pseudo-Arsimedyan olsun. T, in Pseudo-Arsimedyan oldugunu gosterelim.

x,x'eP ve herneN icin x"

" >x've X'#0, olsun. Bu takdirde

(x,0,),(x",0,)e B, xP, olup her neN i¢in (x',0,)#(0,,0,) ve (x,OZ)(")T >(x',0,) dir.

T Pseudo-Arsimedyan ve (x',0,)#(0,,0,)oldugu i¢in (x,0,)eU [P xP,] dir. 0, 2 U [P, ]
oldugundan lemma 7 ile (x,0,)eU[R]xP, olup xeU[R] dir. Yani T,Pseudo-Arsimedyan

dir. T, 'nin Pseudo- Arsimedyanlig1 tamamen benzer sekilde gosterilir.
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‘«<": T, ve T, Pseudo-Arsimedyan olsun. T ’nin Pseudo-Arsimedyan oldugunu gostermek
igin (x,y),(x"y") eP,xP, veher neN igin (X, y)(”)T >(x',y")ve (x'y')#(0,,0,) olsun.
x'#0, ise (X, y)(”)T =(x(”)T1,y(”)T2)z(x', y') oldugundan X >y olup x'#0, ve T,

Pseudo-Arsimedyan oldugu i¢in x €U [P,] bulunur. Lemma 7 kullanilirsa (X,y)eU [P, x P, ]

olur ki bu T *nin Pseudo-Arsimedyan oldugu anlamina gelir.
2.7. Kisaltma Ozelligi

Tamm 31: Bir P smirli kismen sirali kiimesi tizerindeki bir T t-norma kisaltmalidir denir:

< Herx,y,zePvexgZ[P] icin T(x,y)=T(x,z)isey=z dir.

Onerme 10: T, bir L sinirh kafesi {izerinde bir t-norm olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

()Her x,y,zeLvexgZ[L] i¢in y<ziseT(x,y)<T(x2).

(i) Herx,y,zeLvexgZ[L]icinT (X, y)=T(x,z)=T(x,yAz)isey=z.

Ispat :

(i) =(ii)

T(x,y)=T(x,2)=T(x,yaz) olsun. y<z veya z<y ise (i) sikkindan dolay:
T(xy)<T(x,z) veyaT(x,2)<T(xY) celiskisi bulunur. yllz ise
yaz<yolupT(x,ynz)<T(xy) geliskisi olur. Boylece y =z olmak zorundadur.

(it) = (i)

Benzer sekilde gosterilir.

Sonu¢ 5 : T, C siirh zinciri iizerinde bir t-norm olsun. T’ nin kisaltmali olmasi igin gerek

ve yeter sart herx,y,zeC vex=0 i¢in y<ziseT(x,y)<T(x,z) dir.

Onerme 11: P, ve P, iki sinirli kismen sirali kiime ve T, ve T, onlar {izerinde iki t-norm olsun.
Onerme 6’ da verildigi gibi T =T, xT, direkt carpimi gdz oniine alinsin,

T kisaltmalhdir < T, ve T, kisaltmalidur.
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Ispat :

‘=T kisaltmali, X,y,ze P, vex¢ Z[R] i¢in T;(x,y)=T,(x,z) olsun. Buradan,
(T.(x%Y).T,(1,,0,))=(T,(x.2),T,(1,.,0,)) oldugundan

T((%1,).(y.0,))=T((x1,).(2.0,)) olur.

xeZ[R] vel,¢Z[P,] oldugu i¢in Lemma 6’ dan (x,1,)& Z[P, xP,] dir.

T kisaltmali oldugu i¢in (y,0,)=(z,0,) olup y=z elde edilir ki bu T,” in kisaltmal

oldugunu gosterir.

Benzer sekilde T, nin de kisaltmali oldugu gosterilir.

‘e’ T, ve T, kisaltmal, (Xx,x'),(y,y").(z.2")eP,xP,ve (x,x")gZ[P,xP,] i¢in
T((xx).(v.¥y))=T((x.x"),(z.2")) olsun. Buradan T,(x,y)=T,(x,z) ve
T,(x'y")=T,(x",z") olur. Lemma 6’ dan dolay1 x ¢ Z[P,] ve x'eZ[P,] bulunur.

T, ve T, kisaltmah oldugundan y=z ve y'=z' dir. Yani (y,y)=(z,z') olup T

kisaltmalidir.

Ornek 13:

. . peee s 1 3 1 4

(1) T, tnormu kisaltma ozelligini saglamaz. Gergekten, T, | =,— |=T, | =,— | olup
2 10 2 10

i;ti dir

10 10

(if) T _t-normu kisaltma 6zelligini saglamaz. Gergekten, T, (% , g} =T (é , g] olup g;t %

dir.

(iii) T, t-normu kisaltma ozelligini saglar. Gergekten, xe(0,1] ve (y,z)e[O,l]2 icin

T. (X, y)=T,(x,2) olsun. Buradan,
x.y=x.z olup x.y—x.z=0 dir.
x(y—2)=0 ve xe(0,1] oldugundan

y—z=0ise y=z dir.
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(iv)T, t-normu kisaltma 6zelligini saglamaz. Gergekten,
TL(E,1 :max(1+£—l,0 = max 1+E—l,0]:TL(1,lJ olup 1751 dir.
23 2 3 2 5 25 3 5

(v) T™ t-normu goz oniine alnsin.

T™ t-normu kisaltma ozelligini saglamaz. Gergekten, T™ (%,EJ:T”M (%,%j olup

g;ti dir.
5 10

(vi) T:[0,1] —>[0,1]

ﬂ 2
S L O CE
min(x,y), Aksi takdirde,

t-normu  kisaltma  Ozelligini  saglar.  Gergekten, xe(0,1] ve (y,z)e [0,1]2 icin

T(x,y)=T(x,z) olsun. Buradan

X;Zyz% — xy=xz=>X(y-2)=0 dir. x#0 oldugundan y =2 elde edilir.

2.8. T-normlarin Direkt Carpimlar:

Teorem4: (Ll,Sl,/\l,vl,Ol,ll) ve (LZ,SZ,/\Z,VZ,OZ,lz) iki simirhikafesve T =T, xT,, L xL,
sinirh kafesi tizerinde bir t-norm olsun. T, L tzerindeki T, t-normu ve L, iizerindeki T, t-
normunun direkt ¢carpimi olarak verilsin.

T, ve T, kismi doniisiimleri supremum morfileridir <> T nin kismi doniisiimleri supremum

morfileridir.

Ispat :
‘=’ X Yy,zel vex'y,z'eLolsun. T, ve T, ‘nin kismi doniisiimleri supremum morfisi
oldugundan;

T,(xyvz)=T(xy)vT(x,z)ve T,(x',y'vz')=T,(x",y")vT,(x"z") dir. Buradan;
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(T(xyvz) T,(x\y'vz))=(T(xy)vT(%2), T,(x,y)vT,(x"z"))
T, T, ((x y). TxT,((yvz).(y'v z))) =(T(xy).T,(x\y)vT(x2),T,(x'2")

T, (06 ) Ty (0 o (2:2) =TTy (0, (1Y )V T, (6, (2.2)) olup
boylece T, T, “nin kismi déniisiimleri supremum morfileridir.

‘= (X% )eblxL, ve (y,Y,)eLl xL, olsun.

T((%0%) (¥ Y2)) =T ((%:0,) v (01, %,).(¥:.0,) v (01, ¥;))
(%,0,)A(0, Y,) =(01, %) A(¥:,0,)=(0,,0,) oldugu igin,

T((%:0,):(01,¥,)) =T ((01:%,) . (%1.0,)) =(0,,0,) dur.

T nin kismi doniisiimii supremum morfisi olduu igin,

T ((Xl X, ) (Vi yz)) =T ((xl,Oz),(yl,OZ))vT ((01’ X, ),(0u, yz)) dur.

T <T. oldugundan

T((%:0,),(¥1:0,)) < (%0.0,) A (¥1,0,) = (¥, A ¥.0,)

Benzer sekilde T ((0,,%,),(0,,Y,)) <(0,,%, A, ¥,)

Boylece  T((X:%), (V1 ¥2))=(T (%, Y1) To(%,,y,)) olan T, ve T, déniisimleri
tanimlanabilir. T, ve T, doniisiimlerinin birer t-norm oldugu kolayca gosterilebilir.

T nin kismi d6niistimii supremum morfisi oldugu igin,
(4% ), (Yo ¥2) (2 2,) € L x Ly
T(04 %) (Yo ¥2) v (20 2,)) = T (0% ), (Yo, ¥2)) vV T (%0 %) (22,2, ))

olur ve boylece
(Tl(X11 Y1 Vi Zl)’TZ (X2- Y, Vv, Zz)) = (Tl(X11 Y1)V1T1(X11 Zl)’TZ (Xza yz)Vz T, (X21 Zz)) .

Boylece T, ve T, nin kismi doniistimleri birer supremum morfisidir.

Teorem 5: L, ve L, iki smirh kafes ve T =T, xT,, L, x L, smirh kafesi iizerinde bir t-norm
olsun. T, L, tizerindeki T, t-normu ve L, {izerindeki T, t-normunun direkt ¢arpimi olarak

verilsin.

T, ve T, kismi doniisiimleri infimum morfisidir < T nin kismi doniisiimii infimum

morfisidir.
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Ispat : Teorem 4’iin ispatinin duali olarak yapilir.

2.9. Birim Aralik Uzerindeki T-normlar

Teorem6: T =T, xT,, ([0,1]2 ,S) tizerinde bir t-norm olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) T, ([0,1],£) lizerindeki T, ve T, t-normlarmnin direkt ¢arpimidir.

(i) T’ nin kismi dontistimleri infimum morfileridir.

(iii) T~ nin kismi doniistimleri supremum morfileridir.
([0,1]213) T, tnormu ([0,1],£)iizerindeki t-normlarin  direkt c¢arpimi  degildir.

x=0,2,y=08, z=01,w=1 igin;

Ty, (X, y)vTW (Z,W)=0v0,1=0,l ote  yandan T, (xvz,yvw)=T,(0,2,1)=0,2
oldugundan T, supremum morfisi degildir.

([0,1] , S) tizerindeki siirekli t-normlarin direkt ¢arpimlar1 da siireklidir.

Bir P smirh kismen sirali kiimesi iizerindeher (x,y)e P? icinx<y < o(x)<o(y)

kosulunu saglayan sira-korur birg otomorfisi asagidaki sekilde P {izerindeki bir T t-

normunu P iizerindeki bir T, t-normuna doniistiiriir:

T, (x¥) =0 (T((x).2(y))-

Herhangi bir ¢ otomorfisi ve onun tersi olan ¢ kesin artandur.

Onerme 12: [0,1]2 tizerinde tanimli bir ¢ doniisiimiiniin otomorfi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart [0,1] tizerinde iki tane ¢, ve ¢, otomorfisi vardir 5yleki,
(her x,y €[0,1] igin (X, y)=(gol(x),(p2(y)))veya

(her x,ye[0,1] igin o(x,y)=(e, (X),g/)l(y))).

Ispat :
oy
¢:[0,1]° =[0,1]" bir otomorfi ve ¢(1,0)=(a,b) olsun. (a,b)=(1,0) veya (a,b)=(0,1) dir.
Gergekten:
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Kabul edelim ki, a#0 ve b=0 olsun. Bu takdirde, [a, gj I (% : b) dir.
b 5 .. (. b .
a, > <(a,b)=¢(1,0) oldugu i¢in, ¢7|a, > <(1,0) olur. Benzer sekilde,

¢‘1(%,bj<(1,0) dir. Buradan (p"l(a,%j ve (p‘l(%,bj kiyaslanabilirdir. Bu ise

b a
a,— —,b | olmasi ile celisir.
( 2}”[2 ] celis

Boylece ya a=0 veya b=0 dur.
b =0 olsun. a=1 oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki, a #1 olsun.

(a,0) <(1,0) oldugu i¢in, ¢™*(a,0)=(1,0)<¢™*(1,0) dir.

Boylece bir 0<c<1 elemani i¢in ¢ (1,0)=(1c) dir. (1,%]”(%,0) , ¢(1,%]<(1,0) ve

¢(%,CJ<(LO) dir. Buradan (p(l,%j ve (p(%,cj kiyaslanabilirdir. Bu ise(l,%j”(%,cj

olmasi ile gelisir. Boylece a =1 dir.
Benzer sekilde b =1 oldugunda a=0 oldugu gosterilir.

Yukarida elde edilenlerden asagidaki sonug ¢ikarilabilir:

@ ¥ ([0,1]x{0}) ve ¢ ¥ ({0} x[1,0]) déniisiimleri [0,1] iizerinde birer otomorfidir.
¢(1,0)=(1,0) ise (0,1)=(0,1) dir.

@, Ve @, , [0,1] iizerinde iki otomorfi olsun Syle ki X,y €[0,1] igin,

#(%.0)=(4(x).0), ¢(0.y)=(0.0:(y)).

(xy)e(01] se (x0)<(xy) ve (0,y)<(xy) dir. p(x0)=(n(x),0)<p(xy) ve
0(0,y)=(0,0,(¥)) < @(xy) dir. Béylece (¢,(x),0,(y)) < @(xy) elde edilir.
(2.(x),0,(Y))<@(x,y) oldugunu varsayalim.

o (e (). () =(xy)<(xy)  ve  (a(x).0)<((x)..(y)) oldugu icin;

7 (21(0).0)=(x.0) <9™ (4 (x). 5 (¥)) dir.

Benzer sekilde,
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0 (0.0,(¥))=(0.y) <0 (2 (x).0.(y)) ve (xY)<¢?(a(x).0.(y)) oldugundan
p(xy)< ( (X)), (oz(y)) celiskisi goriiliir.

Sonug olarak (Xx,y)e [0,1]2 icin (X, y)= ((pl(x),gz)2 (y)) dir.

Onerme 13: T, ve T, , [0,1] iizerinde t-normlar ve onlarin direkt ¢arpimlart T olsun. [O,l]2
lizerindeki herhangi bir ¢ otomorfisi i¢in T, t-normu [0,1] iizerindeki iki t-normun direkt

carpimidir.

Ispat: (x,y)€[0, ] icin (X,y)= ( (V). @, (X )) durumu i¢in ispat verilecektir.

T, (%0 ). (%, ¥2)) =07 (T (2 (% 10) (% ¥2)))

o (T((0:(). 2 (%)) (24(32). 2 (%))
qfl(n(col(yl) 2.(%:)). T2 (2. (%) 0, (%))
(¢> ):2(6)05° (T (). 1 (%))
(T

Ty, (Y0 Y2))

Boylece T,, T,, ve T, in direkt ¢arpimidir.
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3. BULGULAR ve SONUCLAR

1. Herhangi bir P kismen sirali kiimesi tizerinde tanimli temel ve bazi 6zel t-normlarin
idempotent, nilpotent, sifir bolen elemanlarinin kiimesi belirlenerek hangilerinin
arsimedyan 6zelligini ve kisaltma kuralini sagladiklar1 ortaya kondu.

2.  Bir tam kafes iizerinde tanimli bir infimum morfisinin hangi durumda arsimedyan
olacagi karakterize edildi.

3. Smirh kismen sirali kiimelerin direkt ¢arpimi {izerinde t-normlarin direkt carpimi
verilerek, t-normlarin direkt ¢arpimlarinin idempotent ve nilpotent elemanlar kiimesi
belirlendi.

4.  Kismen sirali kiimeler ve zincirlerin direkt ¢arpimlarinin sifir bélenleri ortaya kondu.

5. T-normlarin direkt ¢arpimlari i¢in yeni bir arsimedyan (pseudo-arsimedyan) 6zelligi

verildi.
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4. ONERILER

Onerme 12 ve Onerme 13” iin [0,1]' de hangi kosullar altinda saglanip saglanmadigi

arastirilabilir.

40



KAYNAKLAR

Aczél, J., 1948. Sur les opérations definies pour des nombres réels. Bulletin de la societe
chimique Mathematiques, France, 76, 59 — 64.

Aczél, J., 1961. Vorlesungen iiber funktionalgleichhungen und ihre anwendungen,
Birkhduser, Basel/Stuttgart, 331 s.

Agusti, J., Esteva, F., Garcia, P., Lopez de Mantaras, R. and Sierra, C., 1994. Local multi-
modular expert systems valued logics in. Journal of statistical mechanics: Theory and
experiment artificial intell. 6, 303-321.

Birkhoff, G., 1967. Lattice theory. American mathematical society colloquium publications,
volume XXV, Rhode Island.

Brouwer, L.E.J., 1909. The select correspondence, 42s.

Cartan, E., 1930. La theorie des groupes finis et continus et I’analysis situs. Memorial des
sciences mathematiques, 42, 1165-1226.

Clifford, A.H., 1954. Naturally totally ordered commutative semigroups. American
mathematical society, 76, 631-646.

Climescu, A.C., 1946. Sur I’equation fonctionelle de 1’associativite. Ecole polytechnic issy,
1, 1-16.

De Baets, B., 1995a. Oplossen van vaag relationele vergelijkingen: een orde theoretisch
benadering. Doctoral dissertation, university of gent, 389 s.

De Baets, B., 1995b. Fuzzy set theory and advanced mathematical applications. An order-
theoretic approach to solving sup-J- equations, Kluwer academic publishers, dordrecht,
67-87.

De Baets B. and Mesiar R., 1999. Tringular norms on product lattices. Fuzzy sets and
systems, 104, 61-75.

De Cooman G. and Kerre E.E., 1994. Order norms on bounded partially ordered sets. Journal
of fuzzy mathematics, 2, 281-310.

Drossos, C. and Navara, M., 1996. Generalized t-conorms and closure operators, in: Hans-
jirgen zimmermann (edition). Proceedings 4th european congress on intelligent
techniques and soft computing, volume 1, Aachen, Germany, 22, 26 s.

Frank, M.J., 1979. On the simultaneous associativity of F(x,y) and x+y-F(x,y).
Aequations Mathematics, 19, 194 — 226.

Godo, L. and Sierra, C., 1988. A new approach to connective generation in the framework
of expert systems using fuzzy logic. Proceedings 18th International symposium on

multiple-valued logic, Palma de mallorca, Spain, The institute of electrical and
electronics engineers computer society press, 157-162.

Goguen, J., 1967. L-fuzzy sets. Journal of mathematical analysis and applications, 18, 145-
174s.

41



Gottwald, S., 1976. Untersuchungen zur mehrwertigen mengenlehre mathematik,
Nachrichten, 72, 297-303.

Jenei, S., 1997. A more efficient method for defining fuzzy connectives, Fuzzy sets and
systems 90, 25-35.

Klein-Barmen, F., 1943. Uber gewisse halbverbande und kommutative semigruppen Il. Zap
mathematical institute 48, 715-734.

Klement, E.P., Mesiar, R. and Pap, E., 2000. Triangular norms, in preparation.

Ling, C., 1965. Representation of associative functions. Publications mathematicae debrecen
12, 189-212.

Mayor, G. and Torrens, J., 1993. On a class of operators for expert systems. International
journal of intelligent systems 8, 771-778.

Menger, K., 1942. Statistical metrics, Proceedings national academy sciences of the United
States of America, 28, 535-537.

Nguyen, H. and Walker, E., 1997. A first course in fuzzy logic. The chemical rubber
company press, Boca Raton, Florida.

Ray, S., 1997. Representation of a boolean algebra by its triangular norms. Mathware soft
comput. 4, 63-68.

Schweizer, B. and Sklar, A., 1963. Associative fuctions and abstract semigroups.
Publicationes mathematicae debrecen, 10, 69-81.

Schweizer, B. and Sklar, A., 1983. Probabilistic metric spaces. Elsevier, Amsterdam.

Smutna, D., 1998. On a peculiar t-norm. Busefal 75, 60-67.

42



OZGECMIS

Ilknur GENC, 24/11/1988 tarihinde Ardesen/RIZE’ de dogdu. ilkdgretimini Ardesen
Mesut Karaoglu Ik gretim Okulu’nda, Ortadgretimini Ardesen Yabanci Dil Agirlikli Lise’de
tamamladi. 2007 yilinda Ordu Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’nii
kazandi. 2011 yilinda bu bolimden mezun oldu. Yine aym yil Recep Tayyip Erdogan
Universitesi Pedagojik Formasyon programina kaydoldu. 2012 yilinda bu programdan mezun
oldu. 2015 yilinda Recep Tayyip Erdogan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik
Anabilim Dali’ nda tezli yiiksek lisans programina kaydoldu.

2013 yilinda Ardesen Lokman Hekim Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi’ ne
Matematik Ogretmeni olarak atandi. 2017 yilinda Istanbul Atagehir ilge Milli Egitim
Miidiirliigii’ne atandi. Daha sonra Istanbul Kiigiikbakkalkdy Kemal Berktan Ortaokulu’nda
bir dénem gorevlendirme calistiktan sonra ayni yil Istanbul Prof. Faik Somer Spor Lisesi’ne

atandi1. Halen ayni1 kurumda gorevine devam etmektedir. Evlidir.

43



