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ONSOZ

Matematik 6gretiminde gorsellestirme 6nemli bir yere sahiptir. Bir¢ok bransta
egitim amaclh degisik gorsel uygulamalar olusturulmustur. Bu tip uygulamalarda
gorsellikler, geometrik ¢izimlerden yararlanilarak saglanmistir. Bu gorsellestirmelerle
beraber analitik ve cebirsel problemlerin ¢oziimleri de arastirilmistir. Calismada lineer
olmayan denklemlerin ¢ozlimleri icin GeoGebra’da gorsel arayiizler tasarlanmistir. Bu
sekildeki arayiizlerle aslinda teorik olan bir dersi daha anlagilir hale getirmek

amaclanmistir.

Calismamin biitiin asamalarinda yonlendirmeleri ve fikirleriyle biiylik destek
saglayan, bana her konuda yardimci olan ve yol gosteren tez danismanmim Dr. Ogr.
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OZET

LINEER OLMAYAN DENKLEMLER VE GEOGEBRA UYGULAMALARI

Kadir OMEROGLU

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmam: Dr. Ogr. Uyesi ishak CUMHUR

Bu calismada amacimiz dinamik matematik yazilimi olan GeoGebra ile sayisal analizde yer
alan lineer olmayan denklemler konusu ile ilgili gorsel uygulamalar olusturmak. GeoGebra’nin
lise ve lniversite diizeyinde matematik o6gretiminde Onemli bir potansiyeli vardir. Lineer
olmayan denklemleri ¢6zmek igin birkag sayisal yontem basligi altinda GeoGebra araytizlerinin
olusturulmas1 hedeflenmektedir. Ozel olarak bu calismada ele alinan yontemler; yarilama,

Regula-Falsi, Newton-Raphson, sekant, sabit nokta iterasyonu ve Miiller yontemi seklindedir.
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ABSTRACT

NONLINEAR EQUATION AND GEOGEBRA APPLICATIONS
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Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. ishak CUMHUR

In this paper, our goal is to create the visual applets with regard to nonlinear equation subject in
numerical analysis by using dynamic mathematical software GeoGebra. GeoGebra has a
substantial potential for teaching mathematics in high school and the university. This paper aims
to build up the GeoGebra interfaces for the subjects of several numerical interactive method to
solve nonlinear equations. Specifically, the methods to be dealt with in this paper are the
bisection, the Regula-Falsi, the Newton-Raphson, secant method, fixed point iteration and

Muller’s method
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Yazilim sektoriiniin ilerlemesiyle her giin yeni programlar kullanicilara
sunulmaktadir. Bu programlardan {icretsiz a¢ik kaynak kodlu GeoGebra programi, hem
bilgisayar cebir sistemleri (BCS) 6zelliklerini hem de dinamik geometri yazilimi (DGY)
Ozelliklerini bir arada i¢inde bulundurmasi, ¢esitli dillere c¢evrilmesi ve kullanim
kolaylig1 yonleriyle de matematik 6gretiminde dnemli bir yer teskil etmektedir (Kutluca
ve Zengin, 2011).

GeoGebra geometri, cebir ve analizi birbiri ile iliskili hale getiren dinamik bir
matematik yazilimidir. Bu yazilim Markus Hohenwarter tarafindan 2001 yilinda
Salzburg Universitesi’nde yiiksek lisans tezi olarak hazirlanip, okullarda matematik
ogretimine katki saglamak ve 6grenimi kolaylagtirmak icin gelistirilmistir. GeoGebra
yazilimmin gelistiricileri  Markus Hohenwarter (Johannes Kepler Universitesi,
Avusturya), Judith Hohenwarter (International GeoGebra Institute, Avusturya), Micheal
Borcherds (Birmingham), Mathieu Blossier (IREM-Institut de Recherche sur
I'Enseignement des Mathématiques), Florian Sonner (Hamburg), yardime1 gelistirici
olarak Yves Kreis (Luxemburg Universitesi) isimli arastirmacilardir (GeoGebra Resmi
Web Sitesi, 2009).

Matematik 6gretiminde gorsellestirmelerden yararlanarak egitim amacgli bir¢ok
uygulamalar olusturulmustur. Bu tip uygulamalarla geometrik sekillerden daha ¢ok
yararlanilmis ve olusturulan gorsellerle bir¢ok cebirsel ve analitik problemlerin

¢oztimlerini incelemek daha pratik ve eglenceli olmustur.

Gorsel matematik uygulamalar1 olusturmak i¢in kullanilan en Onemli
yazilimlardan biri de GeoGebra’dir. GeoGebra 2001 senesinde Markus Hohenwarter
tarafindan olusturulmustur ve giiniimiize kadar daha da gelistirilerek ¢ok genis bir

uygulama sahasi elde etmistir.



Matematik 6gretiminde birgok konunun 6gretilmesinde, teorik olarak verilen bir
konunun gorsel olarak desteklenmesi ¢ok onemlidir. Bu gorsellestirmeler, 6grencilerin
bu dersteki kavramlar1 daha kisa siirede anlamalarmi saglar. Bu durumda GeoGebra,
matematik 6gretme ve 6grenme faaliyetlerinde etkin bir sekilde kullanilir. Matematikle
alakali bir¢ok konuda kullanici etkilesimli uygulamalar gelistirmek i¢in GeoGebra’dan

yararlanilmustir.

GeoGebra’nin bircok uygulamalar1 6nceki ¢aligmalarda gelistirilmistir. Sayisal
iteratif yontemlerin ele alindigr calismada lineer olmayan denklemler icin egitici
diizeyde arayiizler tasarlanmistir (Manoel, 2018). Diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimiinde kullanilan Euler ve Runge-Kutta yontemleri i¢in bir uygulama
gelistirilmistir (Dragoslav, 2008). GeoGebra’nin matematik 6gretimindeki Onemi
vurgulanmustir (Dariusz, 2014). Tirev uygulamalari konusunun 6gretiminde dinamik
bir yazilim olan GeoGebra tercih edilmistir (Yilmaz, 2014). Limit ve siirekliliginin

ogretiminde GeoGebra’nin etkileri incelenmistir (Kepgeoglu, 2017).

1.2. GeoGebra’nin Gelistirilisi

Markus Hohenwarter (2001), tarafindan Avusturya Salzburg Universitesinde,
2001 yilinda yiiksek lisans tezi olarak tasarlanan GeoGebra programma olan ilgi,
Avrupa ve Kuzey Amerika basta olmak tlizere bir¢ok iilkede her gecen giin artmaktadir.
Hohenwarter’m yazilimi gelistirmesindeki temel fikir geometri, cebir ve analizi tek bir
araylizde barmdiran agik kaynak kodlu, kullanimi1 kolay dinamik bir ortam olarak
tasarlamasidir. GeoGebra 2002 yilinda internette yayimlandiktan sonra bir¢ok 6gretmen
Hohenwarter ile iletisime gecerek memnuniyetlerini bildirip, siniflarinda programi
kullanmak istemislerdir. Ogretmenlerin bu yaklasimi ve GeoGebra’ nin Avrupa
akademik yazilim 6diilii dahil olmak {izere birgok prestijli 6diil almasi, Hohenwarter’e
doktora caligmasinda GeoGebra’ nin pedagojik yoniinii incelemesine ilham vermistir.
Goniilliiler tarafindan 54 dile ¢evrilmis olan yazilimi indirmek, yaymlanmis ¢aligmalari
incelemek, yazilim hakkinda ulusal ve uluslararasi bilgi edinmek, GeoGebra

enstitiilerine ulagmak igin programin resmi sitesi https://www.geogebra.org/ tiim

kullanicilara hizmet vermektedir (Hohenwarter, 2009)


https://www.geogebra.org/

GeoGebra yazilimi ilk olarak ortaokul seviyesinde matematik egitimini
desteklemek amagl gelistirilmistir. GeoGebra yaziliminin devamli glincellenen dinamik
yapisi sayesinde ortadgretim ve yiiksekogrenim matematik derslerini de gorsel anlamda
desteklemek amaciyla her kademede kullanilabilecek geometri, cebir ve analizi tek bir
arayiize tastyan agik kaynak kodlu dinamik bir matematik yazilimi olmustur. Ogrenciler
nesnelerin yerini degistirerek veya sirgiiyii hareket ettirerek degisiklikleri istedikleri
yonde yaparlar. Bagimsiz nesneleri siiriikleyerek bagimli nesnelerin nasil etkilendigini

gozleyebilirler.

Birgok dil destegi olan GeoGebra’nin Tiirk¢e dil destegi de bulunmaktadir.
GeoGebra yazilimi Erol KARAKIRIK, Mustafa DOGAN ve Siileyman CENGIZ
tarafindan Tiirkgeye c¢evrilmistir. 23.01.2009 tarihinde Tiirkiye GeoGebra Enstitiisii
kurulmustur. Ayn1 sekilde hizmet veren Tiirkiye’deki diger bir enstitii de Istanbul
GeoGebra Enstitiisii’diir ( ). Ayrica bu calismada yer alan
rehber kitabi, ¢alisma sayfalar1 ve materyallerin hazirlanmasi GeoGebra resmi sitesinde

bulunabilir.

“Grafik hesap makinesiyle karsilastirildiginda kullanimi1 daha kolay bir
yazilimdir. Basit kullanighi bir arayiize sahip olan GeoGebra meniiler, komutlar ve
yardim icerigi sunmaktadir. Ogrencilerin matematik projelerini, ¢oklu temsilleri,
deneyim ve kesfederek Ogrenme yoluyla desteklemektedir. Ogretmenin rolii
matematiksel bilgiyi Ogrencilere aktarma degil, onlara kendi zihinsel yapilarini
besleyecek ortamlar olusturmaktadir. GeoGebra, Ogretmenlere teknolojiyi sinifta
kullanabilme ve matematigi etkilesimli ortamlara tasima gibi olanaklar1 da
sunmaktadir.” Seklinde belirtilmistir (Dikovic, 2009).

GeoGebra’nin kullanici arayiizii grafik penceresi, cebir penceresi ve birde ¢izelge
goriinimiinden olusmaktadir (Sekil 1). Bunlar matematikle ilgili nesneleri grafiksel
(noktalar, fonksiyon grafikleri), hesap ¢izelge (spreadsheet) hiicreleri ve cebirsel
(noktalarin koordinatlari, denklemler) olarak 3 farkli sekilde goérebilmenizi saglar.
Boylece ayn1 nesnenin farkli gdsterimleri dinamik olarak birlestirilir ve gosterimlerin

herhangi biri i¢in yapilan degisiklikler, ti¢ farkli durumda ifade edilir.



Sekil 1’de GeoGebra sayfasi i¢in baslangi¢ arayiizii tanitilmistir.
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Sekil 1. GeoGebra dinamik ¢alisma sayfasi
1.3. GeoGebra’nin Boliimleri

Grafik Alam: Grafik alan1 ayn1 zamanda ¢izim tahtasi olarak adlandirilmastir.
Ara¢ c¢ubuklar1 meniisiinde bulunan insa araglarmi kullanarak fare ile grafik
goriiniimiinde geometrik sekiller olusturulabilir. Bir aracin nasil kullanilacagini

Ogrenmek i¢in ara¢ cubugunda yardim kisminda agiklamasi bulunmaktadir.

Grafik alaninda olusturulan nesnenin ayni1 zamanda cebir penceresinde cebirsel
gosterimi de olugmaktadir. Grafik alaninda olusturulan nesnenin araglar kismindan

(tas1) sekmesiyle veya farenin sag tusunu basili tutarak hareketi saglanabilir.

Nesnenin hareketinde cebir penceresindeki cebirsel ifadesi de dinamik bir sekilde

giincellenmektedir.

Arag cubugundaki her bir diigme, benzer insa (olusturma) araglarmmn seg¢imini
iceren bir ara¢ kutusunu da gosterir. Bir ara¢ kutusunu a¢mak ig¢in, ara¢ ¢ubugu

diigmesinin sag alt kosesindeki kiiclik okun {izerine tiklamak gerekir.



Cizelge Goriiniimii: GeoGebra'nin Ctrl+Shift+S tus kombinasyonu kullanilarak
Cizelge (Spreadsheet) goriinimii acilir. Hesap ¢izelgesine veri girigi yaparken grafik
penceresinde seklin nerede olugmasi isteniyorsa, metin giris alanina girilen veriler o
hiicrelere yazilir. GeoGebra'nin Cizelge (Spreadsheet) goriiniimiinde her hiicrenin, bu
hiicrelere direk olarak ulasmayi saglamak icin 6zel bir adi vardir. Ornegin, A siitunu ve
1. satirda yer alan hiicre, Al olarak isimlendirilir. Bu hiicre isimleri igin ilgili hiicrenin

icerigini belirten uygun ifadeler ve komutlar kullanilabilir.

Cizelge hiicrelerine, sadece sayilar degil ayn1 zamanda GeoGebra tarafindan
desteklenen (6rnegin; noktalarin koordinatlari, fonksiyonlar, komutlar vs.) matematige
ait nesnelerin biitlin tipleri girilebilir. Sayet varsa ve miimkiinse, cizelge hiicresinde
girilen nesne Grafik Goriiniimiinde GeoGebra tarafindan es zamanli grafiksel olarak da
gosterilir. Nesnenin adi, ¢izelge hiicresinde olusturulan ilk adla ayni olur: A5, C1 vs.

(Hohenwarter, 2009).

Cebir Goriiniimii: Araylizde giris alanin1 kullanarak cebirsel ifadeleri
GeoGebra’ya direk olarak girebilirsiniz. Giris alanina girilen cebirsel ifade onaylandigi
anda cebirsel goriiniimde ortaya ¢ikarken grafik alaninda da grafik sekli otomatik olarak

gorindr.

GeoGebra’da olusturulan nesne daha Once kullanilan ifadeler daha Once
tanimlanmigsa bagimli nesne, daha 6nceki ifadeleri icermiyorsa bagimsiz nesne olarak
algilanir. Eger bir nesnenin cebirsel gdsterimini cebir goriiniimiinde saklamak istenirse
nesne yardimci nesne olarak belirlenebilir. Cebir goriiniimiinde bagimli nesnenin

tizerine ¢ift tiklarsa nesneyi tekrar tanimlama saglayacak bir iletisim penceresi olusur.

Cebir goriinlimiinde istenilen nesne Tlizerine sag tiklanarak c¢ikan meniiden
ozellikler seg¢ilir. Secilen nesne 6zellikler iletisim penceresinde yer alan temel etiketi
sekmesindeki yardime1 nesneye tiklayarak yardimci nesne Ozellestirilebilir. Varsayilan
ayar (default) olarak yardimci nesneler Cebir goriiniimiinde goriilmezler, fakat bu ayar
Gorlinim mentiisiinden yardimct nesne secilerek degistirebilir. Ayrica Cebir

goriinlimiinde nesneler de degistirebilir.



Giris alaninda bulunan, e | bélmesine komutlar1

yazmak i¢in yan tarafta bulunan komutlar secilir veya komutlarin ilk harfleri
yazildiginda otomatik olarak komutlar ekrana gelir. Giris alaninda kisaltmalar
kullanilabilir. Ornegin, giris alaninda kullanilabilecek bazi matematiksel semboller i¢in

Tablo 1°de kisaltmalar verilmistir.

Tablo 1. Bazi matematiksel semboller igin GeoGebra kisaltmalari

 Alt+o—o Alt+p— 7 Alt+m— p Alt+b—p Alt+,—>
Alt+l— A Alt+g— v Alt+f— o Alt+d— & Alt+s—o
Alt+a—a Alt+w— @ Alt+1— 00 Alt+t— @ Alt+e—e
Alt+-—F Alt+?2— T

GeoGebra ayn1 zamanda Giris kismi sayesinde disardan komut girilebilen ¢ok
genis bir segenek sunar. Komutlar listesi, giris ¢ubugunun sag kosesinde yer alan
komutlar simgesine |:| tiklanarak acilir ve komutun nasil ¢alistigi incelenebilir
(Sekil 2).

Grafik gériintimii tas1 tusu ile grafik penceresi kaydirilabilir ve istenilen
konuma getirilebilir (Sekil 2).

€2 GeoGebra - o0 X
Dosra Dicate Garnim Segsaoer A Pancae o cunn..
)AL ool AN =) +] e
¥ Cebir Penceresi 5 [ Grate 5 [GirgYardiu
T T Uztematessl Fonksiyoniar e
& T
o
3 et
+ Cabir
Komutlar fome
) Finansal
Grafik % Goometn
E i
goriniimiinde |- okl
it
% o
tast butonu | |’ il
 opamasyon mutan
———— 3 Somva e
Viektsr & Matris
1222 Komutlari
= gosteren simge
[“Yapgae | [ Gevinm grvasa ester | 2
oiis | — ko

Sekil 2. Grafik goriiniimii tas1 ve komutlar kismi
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1.4. GeoGebra’nin Kullanimi

GeoGebra’nin igeriginde bircok kod ve ara¢ oldugu i¢in bu kisimda daha c¢ok
incelenen konunun kapsadigi yapilara deginilecektir. Sekil 3’te fare sag tiklandiginda

acilan meniiden eksenler kaldirilabilir ve ag segenekleri kapatilabilir.

Grid segeneginin altinda (Sekil 3), yakimnlagtir segenegi ve bu | 4, meniiniin

devaminda yiizde ka¢ yakinlastirma ve uzaklastirma yapilacagi beliriilebilir. Ayni
zamanda ayni islem Cizim Tahtas1 Tas1 tusunun altindaki yakinlastir, uzaklastir tuslar
ile yapilabilir. Bu islemden sonra yakimlastirilmak veya uzaklastirilmak istenilen kisim
iizerine tiklanmasi yeterlidir. Yakinlastirip uzaklastirma iglemi grafik alani iizerinde

iken fare kullanilarak da gergeklestirilebilir.

[ Goatickrn = 1] 3

oty Didenle GEANOM Sepetedler Arsiar Pescers Yardm CanusiA

RN ROmHNER

¥ Cabif Penceresi 5 [ » G

Eksenleri ve Aglan
acma ve kapama

* | Gesnme Gudy
@ Yahmiagie [
T T 3 3 a SERSEN-yERSE EE T T
Tam Kesnsas Gostk 150%
=t 1 Stnfaipiinim  C¥i-Ml 5% |
o Goafe %
3 | e
5%
*1'|-Yakmlagtumave L= |
.|| uzaklagtnma

Grig: @
Sekil 3. GeoGebra’nin dinamik yapisinda eksenleri ve aglar1 kapatip agma

GeoGebra iizerinde istenilen fonksiyonun c¢izilmesi oldukca basittir. Fonksiyon
girig alanma yazilarak onaylandiginda GeoGebra grafik alaninda grafigi ¢izer (Sekil 4).
Fonksiyondaki iislii ifadeler igin iis alma sembolii (*) kullanilabilecegi gibi istenilen is
kisa yol tuslar1 ile, 6rnegin Alt + 2 (x2) ve Alt + 3 (x3) seklinde ifadeler olusturulabilir
(Sekil 4).



Bir fonksiyonun koklerini bulmak i¢in komutlardan kok yazilir ve ifadenin igine

kokii bulunmasi istenilen fonksiyon yazilir (Sekil 4).

L] ek - o 3
Dosya Dizenle Gomndm Seqenekler Araglar Pencere Yardim Curm Ag. ..
1 alllgn =l -
[&] 7 B OO 4N b, e
* Cebir Penceresi x '_D Grafik X Gmﬂnﬁﬂ'—?‘c‘ﬁu
Nokta N o 3
L@ A={T,0) [ Wonlk
@ B=(-1.31,0) | Kenikiesiglic
.t C = [0.48, 0} 5 [ Kosrdinala yarla
e KopyaEkle
® fx)=x'+4x +2x—2 } Kowaryans
A Kbk
| Kklar
4 I| KiskLiates!
i . Kk Drtalasmakane
Gurilen fonksiyon e | Kese
{ | KutuGizm
Ia ""I B c Eu:upsa:a
5 utupsal
f | w3l 1 Kibik
( T | Kip .
II Naf Kok { <Polincms ) r
= - 2 o
Kiklen bulma | Kik( <lglev=, <Baslangig x-Degeri> }
|| k[ <lsieve, <Baglangic x-Dederi=, <Bilis ~
i Kokler [ .
||' Yapistic | Cesirm lgl yardim gester | 55
Girig: Hak(f i) (B

Sekil 4. GeoGebra da fonksiyon girisi ve koklerin bulunusu

GeoGebra sayilar, agilar, vektorler, noktalar, dogrular, dogru pargalari,
fonksiyonlar ve parametrik egriler, konik dilimleriyle calisabilir. Bu objelere ait

koordinat ya da denklemleri giris ¢ubuguna yazdiktan sonra enter tusuna basarak

girilebilir.

GeoGebra’da boolean degiskenleri yanlis veya dogru olarak kullanilabilir. Ornek

olarak; a = dogru veya b = yanlis olarak giris ¢ubuguna yazilir ve enter tusuna

basilir.

Serbest boolean degiskenleri, grafik goriiniimiinde onay kutular1 segilerek
goriintiilenebilir. Klavyeden ok tuslarim1 kullanarak cebir goriiniimiinde boolean

degiskenleri degistirilebilir. GeoGebra’da boolean degiskenleri ve sartlar1 igin Tablo

2’deki islemleri kullanilabilir.



Tablo 2. Boolean degiskenleri ve sartlari

Liste Klavye Ornek Nesne Tipi
. saylilar, noktalar,
Esittir = == a = b veya a == ysarular, konikler
b a, b
. Sayilar, noktalar,
Esit degil # I= . \.rgya & °  dogrular, konikler
a. b
Kicuk < < a<b Sayilara, b
Bayik > > a>b Sayilarag, b
Kicik esit < <= a € bveyaa <= b Sayllarag, b
Buvyiik esit 2> >= a 2 bveyaa >= b Sayillarag, b
Ve A && a A bveyaa && b Booleansa, b
Veya \Y | a Vbveyaa || b Booleansa,b
Degil - ! —aveya 'a Boolean a
Paralel I al b Dogrulara, b
Dik 1 alb Dogrular a, b

1.5. GeoGebra’da Kullanilan Baz1 Araclar

Nokta: Araglar kismindan ifadesi secildikten sonra ¢izim noktasinda

istenilen yere nokta birakilabilecegi gibi dogru fonksiyon veya egri lizerinde de nokta

olusturulabilir (Sekil 5).

Kesistir: Araclar kismindan E ifadesi tiklandiktan sonra kesisen iki dogru

ayr1 ayri tiklandiginda kesistigi yerde nokta olusturabilecegi gibi direk kesisim noktasi

tiklandiginda GeoGebra yazilimi tam olarak kesisim yerine noktay1 olusturur (Sekil 5).

Dogru, Dogru Parcasi, Isin: Araglar kismindan E ifadesi secildikten sonra

grafik alaninda olusturulan iki farkli nokta tiklandiginda bu noktalardan gecen dogru

elde edilmis olur. Ayrica istege gore iki nokta ifadesi se¢ildikten sonra tiklanirsa

dogru pargasi, E sembolii segilirse 151 olusur. Burada 1smmin kapali ucunu

GeoGebra ilk tiklanan nokta olarak algilar (Sekil 5).

Teget: Araglar kismindan L] sembolii secildikten sonra 6nce nokta veya

dogru secilir ardindan ¢ember konik veya islev segilir.



" GeoGehra = o X

Desya Dizenle Gorindm Segenekler Araglar Pencere Yardim Oturum Ag...

N 1 BSOS IPANIEA EY 7T

» Cebir Penceresi| Teget ><__
- Dofjru Once nokta veya dofiruyu, sonra gember,konik veya iglevi seginiz
O fxty=1
- Dofru pargasi 18 Iglll
@ g=T2
I5in
Lo n;-0x+ 12y = | Kesistir komutu
Nokla 12
@ A=(8,6)
@ B=(0,1)
@ C=(1,0
~@ D=(%,0) #
@ E=(0,4)
~@ F={12,0) i
O G=(0,10) h
@ H={(1.8,28)
@ 1= (4.9, 5.91)

-4 -2 - -1 -16 -1 12 - S -5 o= -2 1

Dogru parcast 2
I e e e

Giris.

Sekil 5. Nokta, dogru, dogru parcasi, 151n, kesisim noktasi

Siirgii: Araglar kisminda bulunan [ZZZ7]] sembolii nesnelerin uzunlugunu veya

v

acisini belli sayilar veya agilar arasinda degi;én degerlere baglamak icin kullanilir. Bu
bagl degerler nesnelerde hareketliligi saglar. Baslangig, bitis degeri ve artis miktar1

belirlenebilir (Sekil 6).

Metin: Metin eklemek igin tusu ile grafik alanindan istenilen yere

istenilen metin yazilabilir. Statik metinde komut olarak ne yazildiysa aynen goriiliir.

Dinamik metinlerde ise durum boyle degildir. Grafik alaninda istenilen yere tasmabilir.

Resim: Grafik alanina resim eklemek igin [~ 2| tusu kullanilir. Grafik alanina

tiklanan ilk yer resmin sol alt kosesinin gelecegi yeri belirler. Olusturulan resim
taginmak istenirse grafik alaninda 4 nokta segilir daha sonra resim tiizerine sag tiklanir.
Ozellikler seceneginden koseler belirlenir. Bu sayede koselere ait koordinatlar
belirlenerek resim kiigiiltiilebilir. Resim grafik alaninda gezdirilmek istenirse resmin sol
alt kosesi olacak sekilde bir nokta belirlenir. Bu nokta sol tus ile gezdirebilinir, sag tus
ile de resim gezdirilebilir. Ag (grid) on planda tutulmak istenirse resim iizerine sag
tiklanir, 6zellikler segenegi ile arka plan resmi secilir. Resmin mat renkte goriinmesi

istenirse resim iizerine sag tiklanarak ozellikler segenegindeki stil ve dolgu isaretlenir.
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Girdi Alani: tusu segildikten sonra grafik tablosunda istenilen bir yer

tiklandiginda olusturulan nesnede atanan giris alani, atandig1 ifadenin disardan istenilen

deger ile kolayca degistirilmesini saglar.

Gorsel Stili Kopyalama: | 4 | araci renk, boyut, ¢izgi sekli gibi gorsel

ozellikleri bir nesneden baska bir nesneye ya da diger nesnelere kopyalamay1 saglar.
Bunu yapmak i¢in 6nce, 6zelliklerini kopyalamak istediginiz nesneyi se¢in, sonra bu

ozellikleri benimseyecek tiim diger nesnelere tiklaym.

Nesneleri Goster/Sakla Onay Kutusu: Araglar kismmdan |, e| kutusu

secilip Grafik alaninda tiklandiginda bir onay kutusu olusturur (boolean degiskenleri ve
islemleri i¢in). Bu bir veya daha fazla nesneyi gostermeye veya gizlemeye izin verir.
Ortaya c¢ikan iletisim penceresinde hangi nesnenin onay kutusundan etkilenmesi

gerektigi belirlenebilir.

2 Gratik 22| Singd X
ABC Metin
M Resim .
Dogme Nesnelerin 6rmek gorintimyi
12 Isaret kutusu
| a=)| Girdi Alaru | ___a@:j | Tl\danma alan aktif

D Tiklama alan pasif

o

@

Sekil 6. Siirgii cubugu 6rnek goriiniimii
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Sayisal Analiz Yontemleri

Sayisal yontem genellikle analitik ¢oziimiin miimkiin olmadig1 veya bu yontemle
elde edilen ¢6ziimiin kullanigh olmadig1 durumlarda bilgisayarlar yardimiyla problemin
gercek ya da genellikle yaklasik ¢ozlimiinii belirleme yontemidir. Sayisal analizin asil
amaci, matematiksel problemlerin ¢oziimlenebilmesi i¢in uygun ve en iyi yaklasim
veren yontemleri bulmak ayrica bunlardan anlamli ve faydali sonuglar c¢ikarmaktir.
Sayisal yontemler ¢ok gesitli arastirma alanlarinda kullanilmaktadir. Bu tezde ise

GeoGebra ile beraber sayisal hesaplama arayiizleri olusturulmustur.

Sayisal analiz siireci, su asamalardan olugmaktadir:

Uygun bir matematiksel dille ifade edilmis bir problem ile baslama,
Problemin ¢6ziimii i¢in gerekli sayisal yontemi belirleme
S6z konusu sayisal yontem i¢in gelistirilen algoritmay1 olusturma

Algoritmanin uygun bir programlama diline doniistiiriilmiis kodunu hazirlama

AN N NN

Sonug, yorum ve matematiksel raporu olusturma

Dogrusal olmayan (nonlineer) denklemler, iissii birden farkli bir degere sahip olan

ve dogrusal olmayan fonksiyonlar iceren denklemdir.

Bu tez calismasinda dogrusal olmayan denklem ¢oziimleri GeoGebra ile arayiiz
gelistirmek suretiyle ele alinmistir. Fonksiyonlarin  kdokleri civarinda isaret
degistirmeleri ger¢eginden yararlanan yontemler kapali yontemler olarak bilinir.

Adindan da anlasilacagi gibi ilk tahmin degerleri kokiin farkli yanlarinda olmalidir.

Kapal1 yontemlerde kok, alt ve {ist deger arasinda bulunacagi i¢in bu yontemler
yakinsak yontemlerdir ve mutlaka koke yaklasilir. Fakat alt ve list degerleri tahmin etme
zorlugu s6z konusudur. Ag¢ik yontemlerde ise bir aralik tahmin etmeye gerek yoktur.

Her adimda farkli bir hesaplamanin oldugu iterasyona tahmini bir kok ile baslanir. Fakat
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fonksiyonun tipine ve baslangic degerine bagli olarak bazen 1raksamalari bu

yontemlerin en bilyiik dezavantajlaridir.
2.2. Yakinsakhk Analizi

Karsilasilan herhangi bir sayisal yontemde yakimsaklik biiyliik bir 6nem
tasimaktadir. ileride sunulacak ydntemlerde yakinsaklik hizlarinm nasil bulanacagi
iizerinde durulmasi gerekmektedir. Baz1 kaynaklar yakinsaklik hizi yerine yakinsaklik

orani kavramini da kullanabilmektedir.

Tamm: {x,};-, , x* a p mertebeli yakmsaktir 6yleki varolan bir u € [0,1] sabiti

icin lim 2~ i p dir g yakmsaklik hizi olarak tanmmlanir ve bu deger [0,1]

n-ooo |xp—x*P
araliginda sonlu bir degerdir. u > 1 ise {x,}n, dizisi wraksaktir. Ayrica, p =1 ise

yakinsama lineer p = 2 ise yakinsama kuadratiktir.

Yakmsama lineer ve u =0 ise yakinsama siiperlineer , u = 1 ise yakinsama

sublineerdir.
2.3. Dogrusal Olmayan Denklemlere Giris

Dogrusal olmayan bir denklemin veya denklem sisteminin koklerinin bulunmasi
cok eski bir problemdir. Kullanilan yontemlerin fazla olmasi bu tiir problemlerin

gercekten uzun bir ge¢misinin oldugunu gosterir.

Dogrusal olmayan bir denklem veya denklem sistemi verildiginde, koklerin
bulunmas: i¢in kullanilacak yontem, verilen denklemin veya denklem sisteminin biitiin
koklerini bulma veya birka¢ tanesini bulma durumuna bagl olacaktir. Koklerin bir
kismi reel bir kismi1 da kompleks olabilir. Buna gore de ¢6ziim yontemleri farklilik

gosterir. Bazen aranilan kokler i¢in bir ilk yaklagim kullanilir, bazen kullanilmaz.

Dogrusal olmayan bir denklemin koklerinin bir kismini ya da tamamini bulmak

amaciyla kullanilan yontemlerden bu tez ¢aligmasinda incelenecek olanlar; ikiye bolme
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yontemi, Regula Falsi yontemi, Newton-Raphson yontemi, kirigler yontemi, secant

yontemi, sabit nokta iterasyon yontemi ve Miiller yontemi seklindedir.

2.4. Tkiye Bolme (Bisection) Yontemi

Kok bulma problemi incelenirken goz Oniine alinacak ilk teknik temel olarak ara
deger teoremi kullanilarak elde edilen ikiye bolme yontemidir. f(x), [a, b] araliginda
taniml1 slirekli ve smirlt bir fonksiyon olmak iizere eger f(a) ve f(b) degerlerinin
isaretleri farkli ise ara deger teoremine goére [a,b] araliginda f(x) =0 kosulunu
saglayacak sekilde x € [a,b] ¢6zimii bulunmaktadir. Sekil 7(a)’da [a,c] araliginda

Sekil 7(b)’de bu durum [c, b] araliginda geometrik olarak gosterilmistir.

L 4

3i0) (b, f (b))

Sekil 7. Ikiye bolme ydnteminin geometrik gosterimi a) kok [a,c] arahigindaki
gosterimi b) kok [c, b] araligindaki gosterimi
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Ikiye bdlme ydntemi i¢in asagidaki algoritma uygulanmaktadir.

Adim 1: € > 0 hata payn1 veriniz ve n = 0 almiz ve baslangi¢ araligini, a, = a

b, = b secerek araligi [a, by ] seklinde belirlenir.

Adim 2: ¢, = a”;b” seklinde araligin orta noktasini hesaplanir.

Adim 3: Eger f(c,) = 0 ise ¢ = ¢, seklinde ¢6ziim bulunur.

Admm 4: Eger f(a,,).f(c,) <0ise a,;1 = ay, byt1 = ¢, secerek yeni araligi
[@n+1, bnsa] = [an, ¢, ] Olarak veya,

Admm 5: Eger f(c,). f(b,) < 0ise a,.1; = ¢y, bpy1 = by, secerek yeni araligi
[an+1, bns1] = [Cn, bn] seklinde belirlenir.

Admm 6: Eger |a,, — b,| > €ise n’yi | arttirm. n = n + 1 alarak 2. adima gidilir.

Aksi durumda isleme son verilir.

2.4.1. Yarilama (Bisection) Yakinsakhk Analizi

Yarilama yonteminin kullandig1 alt araliklar [a, b] = [ag, byl, [a4, b1], [y, by ] ...

seklinde olusturulabilir. Buradan

1 1
bn—anZE(bn_l—an_l),nZ 1 ( )
yazilabilir. Boylece

2
bn_anzz_n(bo_ao),n21 ()
elde edilir.

Ayrica ag <a; <a, << bveby=by =b, =- = a oldugu bilinmektedir.
O halde {a,} ve {b,} dizileri hem smirhdir hemde monotondur. Bu durumda yakinsak

olmaktadir.

Limit kurallarmma gore (2) denklemi
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lim b, — lim a,, = (b, — ay) lim 0 @)
n—oo n—»oo

n—-oo

2—n=

Bu bize {a,} ve {b,} dizilerinin ayni limit degerine sahip oldugunu

gostermektedir. O halde

lim a, = lim b, =71 4)
n—->oo n—->oo

olarak tanimlanabilir. Ayni1 zamanda bu r degerinin f fonksiyonunun bir kokii oldugu

gosterilebilir.

Yarilama yontemine gore f(a,)f(b,) < 0 dir. Limit alarak lim f(a,)f(b,) <0
n—-oo

elde edilir. (4) ten dolay1
[fM]?P<0=f@)=0 ()
elde edilir.

Yarilama yontemi aralikta kok oldugu siirece her zaman yakimsar. Yarilama

yontemi algoritmasi n. iterasyondan sonra durdurulur. Bu durumda r € [a,, b,] Ve

Cp = @ gercek koke bir yaklasimdir. Hata ise

1 1 (6)
r— Cnl < E(bn - an) = ZnT(bO — Q)
ile sinirlidir. Buna gore n. adim sonucunda hata

(7)
r—cy| < i (b—a)

ifadesini saglar. Bu smir, f fonksiyonundan bagimsizdir ve sadece araligin ug

degerlerine baghdir.
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Lineer yakinsama igin bazi ¢ <1 degerleri i¢in e, < ce,_; olmasi gerekir.

Boylece
en < clep_p, < - < che (8)

yazilabilir. Yarilama yontemi i¢in

1 b—a
en=Ir—cul S (b —a)veey === (9)

seklindedir. Buna gore (8) kosulu saglanir.

lens] = |Ir — cppql < E(bn+1 Y. %bn ; an (10)
ve
leal = Ir = cal < 5 (5, — @) (11)
yazilabilir. Boylece,

(12)

1
|en+1| < ilenl

elde edilir. Buna gore yarilama yontemi lineer bir sekilde yakinsar.
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2.4.2. ikiye Bélme Yonteminin Dezavantajlan

Ikiye bolme yontemi genellikle yavas yakinsar ve bazen tam olarak

caligmayabilir. Sekil 8’de yarilama yonteminin ise yaramayacagi grafik gosterilmistir.

-

v

Sekil 8. Yarilama yontemi ile hesaplanamayacak kokler

Sekil 8’e gore (xq,x,) araliginda f(x) <0 ve (x3,x,) araligimda f(x) =0

oldugu i¢in ikiye bdlme yontemi ¢oziim liretmez. Fakat iki aralikta sadece tek kok

vardrr.

Ikiye bolme ydntemi c¢ift kath kokler igin verilen aralikta ¢dziim olmadig: ve

aralik degerler yanlis girildiginde olusan hata Sekil 9’da incelenmistir.

arw GhsGE ®
S?Fl“ Glnimiar
ulmmnm Gizgiks
knkbtﬂulnnnknk "
! 0

®

s

2

4
] ] - i 2 ] 4
= e 390 e 1) fu- 43"
Honumy
AN 8 =2 * .B.'m'm
Ut g by =-4 Fomm
——
Teasrans = 000001
e
By

Hata1 - f{-2).f(4)0 dan Iglem yapilamadi!

f{ag).flby)<0 olacak gekilde ay <x=<b, aralif bellrleyiniz!

Hata2 - ay= 2 = by= -4 oldl Viglom y

Bo(bn olacak gekilde ag sxsbo arahg belirleyiniz!

Sekil 9. Yarilama yonteminde olusan hata uygulamasi
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Simdi ikiye bolme yonteminde sececegimiz alt veya iist siirin kok degerine denk

gelmesi durumunda nasil bir hata verecegi Sekil 10°da incelenmistir.

b Grafik 5[ v Grankz 7

5
(e Sosnciz n Hata4 - f{-2).f(-4)=0 oldugundan iglam yapillamadit
[V]s
e Gozimiar
l__' . fla,).flbgy)<0 clacak gekilde a, =x=b, aralig belirleyiniz!
M Dikey Mokt G izgiler
Mhalkoli:mﬂumh mn Hata2 - a,=.2 = b= <4 oldugundan iglem yapilamad!
ag<by olacak gekilde ag=x=b, araligy belirleyiniz!
8
28 2 T —_————1 ] 2 28 a a5
% [

st aini b, = 1 ®

Tolerans = 000001

Byt

Sekil 10. Alt ve iist sinirlara kok degerleri girilmesi durumunda olusan hata uygulamasi

Sekil 10°da kolaylik agisindan ele alman denklem f(x) = x? — 1, alt sinir a =
—1 ve {ist smir by = 1 alinarak GeoGebra ortaminda verilen hata gosterilmistir. Buna
gore kullaniciya dogru degerler girmesi yoniinde uyarilar vererek aslinda dogru

parametrelerle ¢alisilmasi gerektigi 6gretilmektedir.

2.5. Regula Falsi Yontemi ve Yakinsakhik Analizi

Bilinen en eski kok bulma ydntemlerinden birisidir. Egrinin bir dogruyla yer
degistirmesi sonucunda, kokiin konumunun yanlis belirlenmesi nedeniyle Latince

“yanlis nokta” anlaminda olan Regula Falsi olarak adlandirilir.

Ikiye bolme ydnteminin yakinsaklik hizi olduk¢a yavas oldugundan bu yontem
ortaya ¢ikmistir. Regula Falsi yonteminde koke yakinsama yavas olmasina ragmen

mutlaka yakmsama vardir.

f(x), [a, b] araliginda siirekli ve smirli bir fonksiyon olmak tizere f(c) =0

kosulunu saglayacak sekilde ¢ € [a, b] ¢6ziimiinii bulmak i¢in Regula Falsi yonteminde
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oncelikle (a, f (a)) noktasi ile (b, f(b)) noktalarmi birlestiren dogru parcasinin x
eksenini kestigi noktanin egim yardimiyla bulunmasi hedef alinmistir (Sekil 11(a), Sekil
11(b)).

Sekil 11. Regula Falsi yonteminin geometrik gosterimi a) kok [a,c] araligindaki
gosterimi, b) kok [c, b] araligindaki gosterimi

Sekil 11°de goriildiigi gibi (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalarini birlestiren dogruya
L dogrusu ve dogrunun x ekseninin kestigi noktaya ise (c,0) noktasi diyelim. L
dogrusunun egimi m olsun. Bu durumda (a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalar

kullanildiginda L dogrusunun farkli egimleri yazilarak,

f)-fl@) _0-fb) fb)a — f(a)b (13)

b—a c—p °7 fb) - f(a)

elde edilir bulunan ¢ degeri igin f(c) hesaplandiginda asagidaki algoritma

uygulanmaktadir.
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Adim 1: € > 0 hata pay1 verilir ve n = 0 alinir. Baslangic aralig1 ay = a,
by = b segerek [ay, by] araliginda belirlenir..
Adim 2:

C. = f(bn)an - f(an)bn (14)
" f(bn) — f(an)

seklinde nokta bulunur.

Adim 3: Eger f(c,) = 0 ise ¢ = ¢, seklinde ¢6ziim elde edilir.

Admm 4: Eger f(a,).f(c,) <0 ise a,.1 = a,, byy1 = c, segerek yeni arahik
lans1, bns1] = [@n, cn] seklinde belirlenir.

Adimm 5: Eger f(c,).f(b,) <0 ise a,.1 = ¢, bpy1 = b, secerek yeni aralik
[an+1, bus1] = [Cn, bn] seklinde belirlenir.

Adim 6: Eger |a,—b,| > ¢ ise n yi | arttirilir. n =n+ 1 almsrsk 2. adima

gidilir. Aksi durumda isleme son verilir.

Yakinsakhik Analizi: Sekil 12°de oldugu gibi [a,b] araliginda bir kokiin

oldugunu diisiiniiliirse

(b, f (D))

- b

(a f(a)

Sekil 12. Regula-Falsi yakinsama durumu

Yarilama yonteminin ilk iterasyonu sonucunda yaklagim kii¢iik dairenin icerisine
duser. Fakat |f(a)| kiigiik oldugundan kokiin a’ya yakin bir yerde olmasi beklenir.
Bunun i¢in (a, f(a)) ve (b, f (b)) noktalarmmdan gegen dogruyu bulup x eksenini kestigi

nokta ilk yaklasim olarak alinabilir. Béylece ¢’nin yeni degeri
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__af®) - bf(@ (15)
fo-f@

ile hesaplanir.

Yakimsaklik igin f''(x) var ve [a;, b;] de f"'(x) = 0 sartin1 saglasin. (f" (x) <0
durumuda benzer sekilde elde edilebilir.) Ayrica f(a;) <0 ve f(b;) > 0 olsun ¢;
degeri ise (a;, f(a;)) ve (b;f(b;)) noktalarmdan gegen dogrunun x eksenini kestigi
nokta olsun. Iddia a; < a;,; = ¢; < b;.; = b; dir. Derecesi 1 olan bir p(x) polinomu

icin p(c;) = 0 dir. Agikga a; < ¢; < b; ve x € [a;, b;] i¢in,

n 6
FG0 =p60 = = ape— b)) e (ay ) to

yazilabilir. x = c¢; koyarak ve verilen sartlar kullanilarak f(c;) < 0 yazilabilir.

f(c;) #0 ise bu durumda a;,; =c¢; > a; ve b;y; = b; dir. Boylece sartlar
saglandiginda , i > i, i¢in b; = by dir. Bu durumda a; monoton artandir ve by ile

sinirhdir. Boylece lim a; vardir ve &’ya esittir f siirekli oldugundan, f(§) =
n—-oo

lim f(a;) < 0ve f(bs) > 0 ve boylece & # by dir.
n—-o0o

o= a;f (b)) — bif (a;) (17)
l f(b) — f(a;)

ifadesinde limit alarak

A (b) = bef(©) (18)
fbr) = £

ve boylece

(E-b)fE =0 (19)
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elde edilir.

¢ # by oldugundan f(¢) =0 olmaldir a;’nin yerine x; ve b; =b alalm.

bf(x)—xf(b)

o7 B) olmak lzere

Iterasyon ile birlikte, ¢ (x) =

_bfO) —xif ) _ (20)
R R IO

seklindedir. i > i, degerlerinden sonra regula falsi yontemi sabit nokta iterasyonu gibi

olur. Bu yontem [¢'(¢)| < 1 i¢in yakinsar. O halde,

§=b . f® (21)
SF@®=1-5es E<m <b

PO =1 T

elde edilir.

Ortalama deger teoremi ile u, € (x;, &) degeri vardir 6yleki
fG) =) =0 —Of (u2) (22)
esitligi saglanir. [x;, b]’de f''(x) = 0 oldugu i¢in, f'(x), [x;, b]’de monoton artandir ve

N AC0)) (23)
f'ug) = G — ) >0

buradan

' (24)

0<f ) =f' O =fw)=0 < F <1

sonucu ¢ikar. Boylece
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f') (25)

0<1 <1=20<¢'(®) <1

AN

elde edilir. O halde sabit nokta iterasyonu ¢’ya yakimsar. Yani & = ¢(&)’dir. Boylece,

0 < K < 1 olmak iizere
ent1 =& — Xnp1 = P(§) — P (x) = e, 9’ (W) = Key, (26)
oldugu goriiliir. Boylece yakinsama lineerdir.
2.6. Newton-Raphson Yontemi

Sayisal kok hesaplamada en ¢ok kullanilan yontemlerden biridir. Koke tegetler ile
yaklasir. Bir noktadaki tiirev, o noktadan gecen tegetin egimine esittir. Baslangi¢

degerinin fonksiyonu kestigi noktadan, ¢izilen tegetin yatay ekseni kestigi yeni nokta

baslangi¢ degeri ile degistirilerek koke yaklasmaya ¢alismaktir (Sekil 13).

A Teget f’(xl) ¥y =f(x)

X1, F(x1))

Teget ' (xg)

Sekil 13. Newton Raphson yonteminin geometrik gosterimi
Eger f(x), f'(x), f" (x) fonksiyonlar1 f(x) = 0 ¢6ziimii civarinda siirekli ise bu

durumda Newton-Raphson yontemi kullanabilir. Newton-Raphson yontemi igin

oncelikle x, gibi bir baslangi¢ noktasi keyfi verilir. Bu kosullarda
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m = f(xy) : f(xo) — (xy)
X1 — X
olmak {izere
_ O_f(xo)_ ' _ _f(xo) 27
flx))=0= P = f'"(x0) = x1 = X, o) (27)

bunun i¢in asagidaki algoritma uygulanmaktadir.

Adim 1: € > 0 hata payi verilir ve n = 0 alinir. Baslangi¢ noktas1 x noktasi
keyfi belirlenir. Eger f'(x,) = 0 ise bagka bir x, noktasi segilir.
Adim 2:

f(xn) (28)

Xn+1 = Xp — m,n =0,1,2,..
n

seklinde nokta bulunur.
Admm 3: Eger |x,,41 — x| > € ise n’yi 1 arttirilir. n = n + 1 alinarak 2. adima
gidilir. Aksi durumda f'(x,,) = 0 ise isleme son verilir degil ise x = x,, olarak ¢6ziim

elde edilir.

Burada baslangic degeri olarak karmasik deger almip karmasik degerler ile

calisildiginda karmasik koke yakinsama olabilmektedir.
2.6.1. Newton-Raphson Yontemi Yakinsakhk Analizi

r, f(x) = 0’ kokii ve x,,’de bir yaklagim olsun. Bu durumda |r — x,| =48 < 1

olmalidir. Taylor seri agilimindan, ¢ € (x,,7) i¢in

():f(r):f(xn+5)

£
2

(29)

= f(xn) + f’(xn)(r - xn) + (7" - xn)z
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yazilabilir. Newton-Raphson iterasyon formiiliinden,

f(xn)

Xn+1 = Xn _f’(x )
n

f(xn) = f' () (6 — Xny1)

yazilabilir. (29) ve (31)’den

£

2 (T' - xn)z

0 =f"Gep)(r — xp4q) +
elde edilir.
en = —x,) Ve ey =1 — Xp4q yazilirsa

fll(f) 4

i =———.2e,. , ~e2
n+1 Zf’(xn) n n+1 n

elde edilir. Bu ise Newton-Raphson yonteminin kuadratik yakinsadigini gosterir.

2.6.2. Newton-Raphson Yonteminin Dezavantajlari

(30)

(31)

(32)

(33)

Newton-Raphson ydntemi Ornek 3’te goriildiigii gibi gogu zaman etkili ve hizh

yaklagim saglamasina ragmen bazi durumlarda zayif ve etkisiz kalmaktadir. Bu durum

yakinsama Kriterindeki ifadelerin yani f(x) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevi ve

fonksiyonun degeriyle ilgilidir.

K6k civarinda doniim noktasi olmasi durumunda f”(x) = 0 kokten gittikge

uzaklagma gostermektedir.

Baslangi¢ noktasini yerel maksimum veya minimumlar civarinda segilirse diger

iterasyon degerleri salinma egilimi gostererek koke yaklagsmayacaktir. Hatta bu salinma
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devam edebilir veya egim (f'(x)) sifir yada sifira yakin bir deger ¢ikabilir. Bu durumda

¢oziim ya hesaplanmayacak ya da ilgilenen araligin ¢ok disinda bir yere gidecektir.

2
Ornegin ) denklemi igin x = —2 bir kok degeridir, fakat f'(~2) = 0

oldugu icin Newton-Raphson yonteminde hata olusturacaktir. Bu durum GeoGebra

arayiizii lizerinde Sekil 14’te incelenmistir.

nz29
Eilgiyi GOstenGale —_———

[ﬁ,'—‘-w Gost it

' sapsalGozhmier
o | Cibas Hzida dcqiler

pjcﬁulﬂélm.}: {IUPET
f_ilh;l:n:-; Dleipr ve Bk
ﬂnawmnn-up fas

— Hata 2 - 1" fu b= " {2)=0 oldugumdan yakinsama olmads!
'LJ_T:,:alcc-;n.

=2 baglanmig deferini dedigtiriniz.

H x|
fial = (o du e 4704 frome(@) |

P 1 H
R T R R — e = -1 a - Fanum: ?:, ¥ G
__’_/_i—/ - !
[t

Sekil 14. Newton-Raphson yonteminin GeoGebra arayiizii lizerinde hata gosterimi

Bu uygulamay1 yakin planda olusan noktalar1 teget dogrular1 kaldirarak daha
ayrintili gormek i¢in Sekil 15 verilmektedir.

n=37

{| Vs Gostarioze ——

Eig Obstenie Yakn Plan || | Uzak Plan

Sapsal G dzimler

E j Uzerinde Nokdalar

i Hataz -1’ {X)=1" (20)=0 oldujjundan yakinsama olmadi!

X,=20 baslangig degerini degigtiriniz.

Sekil 15. Hata uygulamasi yakin plan gosterimi
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Koke ¢ok uzak bir yerden baslangi¢c noktasi secersek de yukaridaki sebeplerden
dolay1 koke saglikli bir sekilde yaklasim olmayabilmektedir.

2.7. Kirisler (Sekant) Yontemi ve Yakinsakhk Analizi

Sekant kelimesi Latince kesme manasina gelen “secan” kelimesinden tiiretilmistir.
Sekant yontemi bir koke yaklasmak igin kiris kullanir. Bu kiris egri tizerindeki iki

noktayi birlestirerek olusturulur.

Newton-Raphson yontemi hizli yakinsama saglayan iyi bir yontemdir. Fakat onun
zay1f noktasi f(x) fonksiyonun tiirevinin gerekli olmasidir. Polinomlar ve bir¢ok degisik
fonksiyonun tiirevini almakta sorun yoktur fakat bazen karmasik fonksiyonlarin tiirevini
almak zor olabilmektedir. Tiirev almada sorun yasanilabilecegi durumlarda veya tiirev
alma uzayacagi durumlarda Kirisler yontemi kullanilarak ¢6ziim tiretilebilir Sekil 16’da

kirigler yontemi i¢cin geometrik gosterim verilmistir.

Sekil 16. Kirigler yonteminin geometrik gosterimi

Kirigler yontemi Newton-Raphson yontemine benzer bir yontemdir fakat tiirevli
ifade bu yontemde kullanilmaz. Kirisler yontemi i¢in iki noktaya gereksinim vardir.
Oncelikle x, ve x; gibi keyfi bir baslangic noktalar1 verilir. Kokii bulunacak ifadenin x,,

noktasindaki tiirevi yerine x,, Ve x,,, noktasindaki kirigin egimi kullanilir.
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Kirigler dogrusunun egimi Sekil 16’dan agagidaki gibi yazilabilir:

fo) = fGr) _ fx) -0 (34)

xo—x1 xl_xz

Burada x, yalmz birakilirsa

Yo = xe — f ) (X0 — x1) (35)
2 ! f(xo) — f(x1)

elde edilir. x, noktasinin elde edilisi gibi x5 x,, ... noktalar1 da benzer tarzda bulunur.
Denklemi genellersek x;,; noktasini bulmak igin x; ve x;_; noktalarmni bilmek gerekir

ve bu durumda iterasyon denkleminin genel hali su sekilde olur: x;., = x; —

Fx)(xi—1—%¢)
flxi—)—f(xp)

Ayni formiilii Newton-Raphson yontemindeki formiilden de bulunulabilir. Buna

gore

flxio) — f(x) (36)

Xi—1 — X;

f(x) =

tiirevler i¢in geri fark formiilii Newton-Raphson formiiliinde yerine yazilirsa

i N (e 0
i+1 TS, P f(ise) = f ()
Xi—1 = X

elde edilir. Bu ifadeyi diizenlenirse son hali su sekilde bulunabilir.

_ fO) (g — x3) (38)
flo) = fx)

Xi+1 = Xj
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Kiris yOontemi, Newton-Raphson yonteminde oldugu gibi, baslangic degeri

karmasik deger alindiginda karmasik kdke yakinsama olabilmektedir.

Yakinsakhk Analizi: e, =7 — x,,, €41 =1 — Xpy1 Ve 1, f(x) = 0’1n bir koki

olsun. e, ve e,,; srasiyla n. ve (n+ 1). iterasyonda ki hatalar, x,, ve x,.,’de

yaklagimlar olsun. Sekant yontemi i¢in iterasyon ifadesi

x — f(xn)xn—l - f(xn—l)xn
s ) — f(xno1)

2 — . X f(xn)(xn - xn—l)
"N " f(xn) - f(xn—l)

ile verilir.
f(r) =0vee, =r — x, olmak lizere
Xn+1 = €pt1 T T
Xp=¢€p+7T
Xp-1=€p1 t7T

(41),(40)’ta kullanilirsa

e — en—lf(xn) B f(xn—l)en
S TC By CN)

elde edilir. Ortalama deger teoremine gore x,, ve r araligindaki u,, degeri i¢in
f') = FERTE f() = 0,2, — 7 = ey

yazildiginda
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f @) (44)

Flun) ==
veya
FGen) = enf () (45)

elde edilir. (41) kullanilarak

f(xn—l) = en—lf,(/'ln—l) (46)

yazilir. (45) ve (46),(42)’de yerine yazilirsa,

f' ) = f'(pn—1) (47)

Cnt1 = 1 T o Y — F (o)

yani e, ,; = e,e,—_; seklindedir. Yakmsaklik mertebesi tanimmdan

en=el ey =el (48)

yazilabilir. (48)’den
eh =el e, , (49)
e, = en_l(p+1)/p (50)

elde edilir. (48) ve (49)’dan

+1 51
psz:>p=1.618 (1)

1.618

ens+1 = e, °° olup yakinsaklik mertebesi Newton yonteminden daima diigiiktiir.

31



2.8. Sabit Nokta iterasyon Yontemi ve Yakinsakhk Analizi

Sabit nokta iterasyonunun ana fikri f(x) = 0 denklemini uygun bir sekilde
parcalayarak onun yerine y; = g(x) ve y, = h(x) formunda iki esitlik kullanmaktur.
Olusturulan sistem ardigik olarak ¢oziiliir. Burada pargalanan denklemin pargalar1 olan

g(x) ve h(x) i¢in asagidaki esitlik yazilabilir:

f(x)=g(x) —h(x) =0. (52)

Bunu yapmakla ¢oziilecek denklem sayisi ikiye ¢ikarilmis ancak denklemler daha
basit hale indirgenmistir. Hatta bunlardan birisi dogrudan x’e esit olabilir veya x’e gore
coziilebilir. Yontemin uygulanisinda koke yakin oldugu varsayilan bir baslangic degeri
ile iterasyona baglanir. Birinci denklem ya x,’a esittir ya da x, yerine konularak x;
degeri bulunur. Ikinci esitlikte x; kullanilarak x, degeri hesaplanir ve bu islem istenilen
yaklasik k6k degerine ulasincaya kadar devam ettirilir. Bunun i¢in asagidaki algoritma

uygulanir.

Adim 1: Koke yakin bir x, baslangi¢ degeri tahmin edilir.
Adim 2: f(x) = 0 sifir denklemi x = g(x) formunda yeniden diizenlenir.
Adim 3: x;;; = g(x;) denkleminde kok i¢in yeni bir deger hesaplanir.

Xi+1—Xi

Adim 4: ¢, =

» .100 < g ise durulur, degilse x; = x;,, alarak Adim3’e
i+1

gidilir.

Sabit nokta yonteminde yakinsama yaninda mraksama ihtimali de her zaman s6z

konusudur. Yakinsama ve raksama olay1 grafiksel olarak Sekil 17°de gosterilmistir.
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¥ = gla)

o3 T,

(a) h)

Y2 = glx) \z 2lx)
h=x

=X

Ty x Xy x

(c) (d)
Sekil 17. Sabit nokta yonteminin a) yakinsama durumu, b) yakinsama durumu,
¢) raksama durumu, d) rraksama durumu

Sekil 17(a) ve Sekil 17 (b)’de sabit nokta iterasyonu, yakinsamasinin; Sekil 17(c)
ve Sekil 17(d)’de sabit nokta iterasyonunun iraksamasimin grafiksel gosterimi olmak
tizere, () ve (b) grafiklerine monoton sekiller, (c) ve (d) grafiklerine ise salinan veya

spiral sekiller denir. Yakimsama |g'(x)| < 1 sartinda gergeklesebilmektedir.

Sekil 17°de baslangi¢ degerleri olarak x, noktasi kullanilmistir. (d) grafiginde x,
noktasmdan hareket edildiginde y, = g(x) egrisine ulasilan yerden y, = x dogrusuna
dogru gidildiginde kok degerine yaklasilmis gibi goriilmektedir, ancak daha sonra
iterasyona devam edildiginde bir baska deyisle yeni bulunan yaklagik kok degeri
kullanilarak egrilerin kesisme noktasina yaklasilmaya calisildiginda bu noktadan
uzaklastigi goriilmektedir. Bu durumlar sabit iterasyon yonteminde zaman zaman
karsilagilabilmektedir. Benzer sekilde (b) grafiginde ise her iterasyonda koke gittikce
yaklasilmakta ve her adimda hata degeri azalmaktadir. Bu grafikte dikkat edilirse y, =
g(x) fonksiyonunun egiminin mutlak degerinin y; = x fonksiyonunun egiminden
kiiciikk olmas1 halinde yakinsama olmaktadir. Yakinsama olursa her adimda hata bir
onceki adimdaki hata ile aym1 ya da kiigiiktiir. Bu nedenle sabit nokta iterasyonu

dogrusal yakinsama 6zelligine sahiptir.
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Yakinsakhk Analizi: e, = r — x,, olsun. Bu durumda,

en =9g() — g(xn_1) = g'(cpen_1, cn € (1, xp) (53)

yazilabilir. Boylece,

lenl < Klep-1| < K?lep_p| < - < K"|e| (54)

yazilabilir. 0 < K < 1 oldugundan, n = oo i¢in K™ =0 ve boylece n = oo i¢in e,, = 0

dir. g fonksiyonunun iki kez tiirevlenebilir oldugu kabul edilirse,

eni1 =1 —Xpy1 = g(r) —g(x,) = g(r) —g(r —ey)

= eng' (1) =L g (cu), ¢ € (1, 2y) (59)
elde edilir. Sayet g'(r) # 0 ise bu durumda,

lensil~Alesl, A= |g' (M)l (56)
olur ve yakinsama birinci mertebedendir. Fakat g'(r) = 0 ise

lensil~clenl? ¢ = 1g"()I/2 (57)

olup yakinsama ikinci mertebedendir.

2.9. Miiller Yontemi

Miiller yontemi kirigler yOnteminin gelistirilmis durumudur. Bu yontemde
(%0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)) seklinde ii¢ noktadan gecen parabol ile temsil
edilerek bir yaklagim kullanilir. Noktalardan ikisi verildiginde igiincii noktay1 ya
kendimiz segeriz ya da bu nokta verilebilir. Bu {i¢ noktadan gegen paraboliin iki kokii
vardir. Eger verilen iki noktanin orta noktasi olarak iiclincii nokta segilirse, bu

paraboliin koklerinden hangisi bu noktaya yakinsarsa o yaklasik kok olarak alinir, veya
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verilen iki nokta ile birlikte ii¢lincii nokta olarak alinip yeni parabol ve bunun koklerini

bulmak suretiyle isleme devam edilir.

Kirig yonteminde ise fonksiyon iki noktadan gegen dogru ile temsil edilmektedir.
Fonksiyonu temsil eden paraboliin kokii bulunarak, kokiin ilk yaklasim degeri elde
edilir. Daha sonra bulunan bu nokta ile diger iki nokta goz Oniine alnip yeniden
yaklagik kok bulunarak isleme devam edilir. Genelligi kaybetmeksizin asagidaki sekilde

goriildiigii gibi x, noktasinin koke en 1yi yaklasim oldugu kabul edilir.

y=fx)

EEERPEREEEEEE S (xxy, fx,))

Ao fxo)) AN

hy :

e hy —

! 5
1
I 1
1 H 1
X X3 ':xa \

Sekil 18. Miiller yontemi GeoGebra arayiiz 6rnegi

R |amm—am— ey

=]

Bu yontemde t = x — x, degisken doniisimii ve hy = xy — x5, hy = x; — x5
farklar1 kullamlir. y = at? + bt + ¢ polinomu ele alindiginda a,b,c katsayilarini
bulmak i¢in t = hy,t = hy,t = 0 noktalar1 disliniiliir. hyg = xq — x5, by =X, — Xy
farklar1 kullanilir.

y=at?+bt+c (58)

Polinomu ele alindiginda polinomdaki a, b, ¢ katsayilarint bulmak i¢in t = h,,

(t = hy), t = 0 noktalar1 diigtiniiliir.

t =hy = ah?+bhy+c=f, (59)

t=h,=>ah?+bh,+c=Ff, (60)
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t=0=a02+b0+c=f,=2c=f, (61)
Buna gore ah? + bhy = fy — f>, ah? + bhy = f; — f, Katsayilarm1

(62)

@ =~z ol = fiko + foho = foh)

(63)

b= —m(fohf — fih§ + f2h% — f2hD)

olarak elde ederiz. 2. dereceden bir polinomun koklerinin bulunmasi ise asagidaki

formiil ile hesaplanir:

- —2c (64)
12 b+ Vb? — 4ac

Eger b > 0 ise karekokiin dnilindeki isaret pozitif alimirken b < 0 ise karekokiin

oniindeki isaret negatif alinir ve son olarak bir sonraki iterasyon noktasi

X3 = Xp + tl,Z (65)

olarak elde edilir.

Miiller Yontemi; kiris yonteminden daha hizli, Newton —Raphson yonteminden

daha yavastir. Bu yontem ile karmasik kokler de hesap edilebilir.
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3. BULGULAR

Daha 6nce verilen yontemler i¢in GeoGebra’da farkl araytizler tasarlanmistir. Her

bir yontem i¢in bu arayiizler agagidaki 6rneklerde verilmektedir.

Ornek 1 (ikiye bolme yontemi): Bu ornekte x3 + 4x2 — 10 = 0 denkleminin
[1,2] araligindaki ¢6ziimii ikiye bolme yontemi ile bulunmaktadir. Tolerans olarak & =

107> alinmaktadir. Buna gore gorsel arayiiz Sekil 19°da gosterildigi gibi olmaktadir:

YRR’
H

/
/
/

Fonksiyon girigi

Sekil 19. Yarilama yontemi i¢in GeoGebra arayiiz 6rnegi

Yarilama yontemi ile belirlenen hata payi i¢in yaklasik kok degerine ulasilirken

olusan yaklasik kok degerleri Sekil 20°de gosterilmistir.
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N v

Dikey Hakta Gizgiler
o
Aralik Dedarier va kak

"

5

i
ES
T

r(?q:;’«haﬂ) 12 1.4 = 18 1.7

Ei

Alsimragy =1 -
H Yarnlama yontemi ile olugan

Ustsmirog =2 vaklagik kol deperleri

Tolerand = 0.00001

Sekil 20. GeoGebra uygulamasi Ornek 1 yakin plan gosterimi

Denklemin girilen degerlerde olusan yaklasik kok tablosu Sekil 21°de

gosterilmistir.

n=17
.Elilgi\,ri GésternGizle @

fterasyan a, o, = la, + 1, )/2 b, f{a,) LN ) Felatif Hata

1] 1 15 2 ] 14 2375 15

1 1 125 15 =5 2375 = 179683 a2

2 155 L375 15 — 179683 2375 0.16211 009091
3 135 13155 L35 -179633 016211 -0.84839 104762
4 13125 134375 1375 -0.84839 018211  -0.35093 002324
5 134375 135933 1375 -03ME3 016211 00681 141149
4] 135938 134719 L375 -06dl 016211 0.03235 000571
7 135938 136328 136719 —0.Padl 003236 003215 0.002aE7
i 135328 136523 136719 003215 003234 Q.00007 000143
a9 135328 136425 136523 -0.03215  0.00007 -0.01815 000072
11 136426 136475 136523 -0.01615 0.00007 -0.00799 100035
11 136475 13649 136523 —0.00799  0.0007 000336 00015
12 135499 136511 136523 —0.00398 00007 000134 00000
13 134511 136517 136523 000184 000007 -0.00034 000004
14 136517 1.3452 13623 —0.0084 00007 0003 000002
15 13652 138522 136523 -0.00M3  0.00007 -0.03018 1.00001
1a 135522 136523 136523 —0.00018  0.0007 —0.00005 000001
17 1.36523 136523 136523 —0.00005 -000005 -0.00005 1]

17. iterasyonda yakinsama sadland.

Denlem - xi+4x1—lﬂ=ﬂ
Aralik t1l<x=<2

Yaklasik kok :[l:j',r = 1.3652267456 ]

Sekil 21. Girilen fonksiyonun istenilen aralikta sayisal ¢oziimiinde olusan yaklasik
kokleri
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Ornek 2 (Regula Falsi yontemi): Bu 6rnekte x3 + 4x2 —5 = 0 denkleminin
[0,2] araligindaki ¢6ziimii Regula Falsi yontemi ile bulunmaktadir. Tolerans olarak € =

107> alinmaktadir. Buna gore gorsel arayiiz Sekil 22°de oldugu gibidir:

iy Gostcatn W |Bilgii Gistensizte
- [
[a/ Saysal Gezumier :
i
[7 Dikey Moz Gagiar :
@ Eri Uzedndz Moklalar
n
H
z Kinglar 5
V Aralik Degarlen va Kok
4 -5 3
K= o7+ 4= 5
Al "JU= 1] Q Bayty 13. Merasyonta yakmsama sajiland.
Konum' i)
vstsinrhy = 2 i Denklem i paos=0
Konums Aralik L0<x<2
Tolerans = 0.00001 @ e Po=¥s
. ) Yakkag ik kik ;| oy = 00099002425
Biiyiit

Sekil 22. Regula-Falsi yontemi i¢in GeoGebra arayiiz 6rnegi

Regula Falsi yontemi ile belirlenen bir tolerans degeri i¢in kok degerine

ulagilirken hesaplanan yaklasik kok degerleri Sekil 23°te gosterilmistir.

ity
ayisal (}azurriller

o | Dikey Mokta Cizgiler

. [Cratan Pran Uzak Plan

Ust sinur degeri

o/ | Edri Cizzrinde Moktalar

| Aralik Dederlérive ik

1a

Olusan kékler
L]

“ T
)=+ 457 - §
2
Al ay =0
o a2 2
e . on T s T % Ery T T T

3
Tofarans = 0.00001 Pa

/ | Alt sinwr degeri |

Sekil 23. GeoGebra uygulamasi Ornek 2 yakin plan gosterimi
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Denklemin girilen degerlerde

gosterilmistir.

olusan yaklasik kok tablosu Sekil 24°te

-
Bilgiyi Goster/Gizle @
fteramyan a,  co={a,+812 b, Hal) Hb)  Heo)  Relatif Hata

1 a 041647 2 -5 19 423322 04la&7
1 041667 070518 2 423337 19 26037 Q4B
2 0.70514 046419 2 -LG037 19 L3727 0130
3 0.33419 0194044 2 135727 19 -04&3053 00810
4 0084 09748 2 0463053 19 -0Fad 003@
3 097447 09317 2 -0Fad 19 011831 00145
] 093917 0199543 2 011831 19 008017 0002
7 09543 199 2 006017 19 -00E1E Q0mRa
i 0957 09919 2 002119 19 00033 000112
g 0.99919 199 2 00083 19 0003 000047
10 0994 09935 2 -00EFFe 19 -0.00158 00002
11 09954 019999 2 -001E 19 -0.00kT 00000
12 049 0.299 2 -000a7 19 000028 00000
13 0.MH7 01.991% 2 00002 19 -0.00012 000001
14 099999 1 2 000012 19 000005 00001
13 1 1 2 -0.00M5 19 -0.00002 i

15. iterasyonda yakinsama sadlanch.

Denklem
Aralik

: x3+11x2—5=I]
10 xL2

2

Yaklag ik kok :[ c15 0.9999930926 ]

Sekil 24. Girilen denklemin istenilen aralikta sayisal ¢oziimiinde olusan yaklasik kokleri

Ornek 3 (Newton Raphson yéntemi): Bu &rekte f(x) = (x — 1)(x + 1)
denkleminin x = 2 baslangi¢c kosulu alarak ¢6ziimii Newton-Raphson yontemi ile

bulunmaktadir. Tolerans € = 10™° alinmaktadir. Buna gore grafik arayiizii asagidaki

gibi olugsmaktadir (Sekil 25):

[ ey .

| Uzerade abater

[ -

5 erasyon som cumnda bulmanyaldag b ik dedest
. i

E} 0]

[

] =
W= (e 1) fre 1) BT Ry

0
=1_!?)

Yakias ik m:ﬂ

Tolerars = 108001

Sekil 25. Newton Raphson yontemi i¢in GeoGebra arayiiz 6rnegi
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Newton-Raphson yontemi ile belirlenen baslangic kosulu ile yaklagik kok

degerine ulagilirken ¢izilen tegetler Sekil 26’da gosterilmistir.

[ et peseriscis : [ i ot
[ sansstpamver : i

() eyt g
@Eun Ozerinde Mealar
[+ pastonae eger
[/ raget pomm margas
zngema@u

5. MEFaSYON SOMICUNA BN YaKIa5H Kok dejer
%= 1 sekiindedir,

i (x—1)(x+1)=0
Fizzmi2
fla) _ (1)

3 —
1=t 11000 1}

N BEET vy T T ()
i
2

Yaklagk kiik‘

B2
Tolerans = 0 00031

Sekil 26. GeoGebra uygulamasi Ornek 3 ¢6ziimiinde kullanilan teget dogrular

Denklemin girilen degerlerde olusan yaklasik kok tablosu Sekil 27’de
gosterilmistir.

P n==4a

+/ | Bilaiyi Géster/Gizle E

fterasyan fize) f'low)  fle) /F ) Relatif Hata
i} 2 3 4 0.7h 2
1 1.258 0.hA2R 25 0.225 0.6
2 1025 DAOsDE2 208 00247 021051
3 10005 000061 200081 00003 002468
4 1 i} 2 ] 0.0003
b 1 0 2 Q 1]

5. iterasyon sonucunda bulunan yaklagik kok degeri
Xz = 1 geklindedir.

f:(x=1)(x+1)=0
ff:2x,x:2

fxg) _ 1_ f(1)
'(xa) (1)
(0)

2

Yaklas ik kok :

X5 = X4 —

Sekil 27. Girilen denklemin istenilen aralikta sayisal ¢oziimiinde olusan yaklasik kokleri
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Ornek 4 (Kirisler yontemi): Iterasyon formiilii kullamilarak f(x) = (x — 1)(x +
1) denkleminin x, = 0,x; = 1.5 baslangi¢ kosulu i¢in ¢oziimii kirigler yontemi ile
bulunmaktadir. Tolerans & = 10> almmaktadir. Buna gore grafik arayiizii asagidaki

gibi olusmaktadir (Sekil 28):

i
(o] esianas Degarier e e
s
ettt
i
CE 0. erasyon somicunda bulan yakas k ik defe
%, = 15eklintedi
I —E5=0.% b, n L
r— fratpisd snn": 0% 15
w0y — f() T
N 9 ) = Tt)
1 (8,999
Fonum —1-1y
-0 =
k3 . ® s (1) - 1(0.99993)
#aLE — 1 oy (Q:00000)
i = T—(—0.00082)
Tolerans = 1. 00031 Bt
Yakiag k kak :

Sekil 28. Secant yontemi i¢in GeoGebra araylizii

Kirigler yontemi ile yaklagik kok degerine ulasilirken Sekil 26’da sade goriintii
olmas1 icin teget dogrular1 gizlenmistir. Teget goriintiileri ile Sekil 29’da ¢oziim

gosterilmistir.

@ Bilgiyi Goster/Gizle
Sayisal GozUmler

@ Dikey Nokta Gizgiler

Egri Uzerinde Noktalar
Baslangig Degerler ve Kok
[Ses

Kirig Uzerinde Dogru

KonumY

0=+ 4¢-5

Konumx |

%=0 O — O Bayaty
|

X515

®

Tolerans = 0.00001
Blyutx

Sekil 29. GeoGebra uygulamas1 Ornek 4 ¢dziimiinde kullanilan teget dogrulari
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Denklemin girilen degerlerde olusan yaklasik kok tablosu Sekil 30°da

gosterilmistir.

n=28

Bilgivi GostenGizle -=©=:
iterasyan *n i1 ¥ |z flxniz)  Relatif Hata

qa qa 1.5 060806 —3.30815 1.5

1 1.5 060606 088288 -—1.10302 1.475

2 060606 088288 10302 044200 031354

3 088288 10302 0005058 —0.03334 0.165042

4 L0302 0909808 000003 —0.00082 0.04237

5 000606 000003 1 a 0.00208

[} 000003 1 1 4] 0.00007

T 1 1 1 4] [i]

8 1 1 1 1] Q

8. iterasyon sonucunda bulunan yaklagik kik deijeri
X, = 1sekKlindedir.

f: x3+4x2—5=ll.,xu : 0, x1: 1.5

g = W_f(n)m
- 1 — (0.99903)
=1—f) {17 =r(0.90003)

_ (0.00007)
=1-(05= (—0.00082)

Yaklas ik kok :E

Sekil 30. Girilen denklemin istenilen aralikta sayisal ¢6ziimiinde olusan yaklasik kokleri

Kirig yontemi ile Regula Falsi yontemi ¢caligma yontemi birbirine yakindir. Kiris
metodunda isaretine bakilmaksizin elde edilen ardigsik yaklasim noktalarini birlestiren
dogrunun x eksenini kestigi noktanin yeni yaklasim degeri olarak elde edilmesine
karsm, Regula Falsi metodunda ardisik yaklasim noktalarini birlestiren dogru pargasinin
x eksenini kestigi yeni yaklasim noktasinin isaretinin kendinden onceki iki yaklagimin

isaretleri ile karsilastirilmasi yapilmaktadir.

Swrada ki 6rnekte hem kiris hem de Regula-Falsi yonteminin GeoGebra iizerinde

karsilastirmali olarak ¢6ziimleri incelenmistir.

Ornek 5 (Kirisler yontemi): f(x) = x? — x — 2 denkleminin [1,3] araliginda ve

tolerans € = 107> olmak iizere ¢dziimii asagidaki gibi olusmaktadir.

[Ik olarak Sekil 31°de Regula-Falsi Yéntemi kullanilarak ¢dziim yapilmustir.
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¥ Grafii

(] an ousterarz=
(] saysal e
enmon
e

¥l

mgler

b
k] ta
[—. f R —p——
i Korum
o3 | Denitom
: — Araiik :
Tlerans = 100001 & @ovun ||| Yokt ik [ @ = 1a0ma94278
i Bt

Sekil 31. Regula Falsi ile ¢oziim (yontem kargilastirma)

Ayni Ornegin Sekil 32°de kirisler yontemi ile ¢Oziimiinii asagidaki gibi

olusmaktadir.

¥ Grafk X | ¥ Grak2 =

(/s st / [+ mii cisreni: —— !

Ji—a;;tsa\ Gezumise fteraspon Habt ¥z fleewz)  Relatif Hata
a 1 3 LGO6T -0838E0 3
Dikety Nosta Gizgiler ] 3 166667 190800 026446 08
2 LGGOGT 190909 201176 0.03843  0.12608
() sg s wohatan 3 100908 201176 109853 —0OOLL  D.0SLO4
— 4 20U76 190963 2 o 0.00607
. 5 10063 2 2 0 0.00018
/] ssstanag Degarierva H . 2 : H 0
7 2 2 2 o o

Lo
:[Zk i (zerade Dadra

7. Herasyon sonucunda buunon yaidagik ket defjerd
3, % 2 geklilulesi

aa we o8 ¢ e
hd ! Fixox—2=0.m:l,x:3
H x5
H a7 2 — T
s 5600) o)
. 2 — (1.09963)
x=1 =2 r(z)IIZ]—F(I.ENﬁ])
n onum gy P (0.00036)
Kanun 7= (—0.0010)
Talerans = 000031 .
Yaklagik kik :
. @ o ||| TR

Sekil 32. Kiris yontemi ile ¢6ziim (yontem karsilastirma)

Iki ¢oziim karsilastirildiginda x, ve x3 yaklasim degerleri ayni iken x, degerinden
sonra yaklasim degerleri farklilasmaya baslamistir. Kirig yontemi 7. adimda kok
degerine yaklagim saglamasina karsin Regula Falsi yontemi 8. Adimda ayni tolerans

kosulu altinda kok degerine yaklagim saglamistir.

Ornek 6 (sabit nokta iterasyon yontemi): Sabit nokta iterasyon ydntemi
kullanarak x, = 0 baslangic noktasi tahmini ile f(x) = x — cos(x) fonksiyonunun

kokleri tolerans &= 107> ile bulunmaktadir. Buna gore grafik asagidaki gibi
olusmaktadir (Sekil 33):
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(] et oosteuoane

[V aayostiiragam ¢
[]oseyoatrspargaan

(] zenuzernse nustnar

(oo

[ renweiror saser s

|
enarme @)

0= - eosta
x=000= £os)
%=1
Konuri
Tolerars = 100001 — Bty
Baga

Sekil 33. Sabit Nokta iterasyonu i¢in GeoGebra arayiizii

Ornek 6 icin Geogebra iizerinde sabit nokta ydntemi ile yakin planda ¢dziimii

Sekil 34°te incelenmistir.

Bilgiyi Goster/Gizle i
Yatay Dodru Pargalan

mkeynogm Pargalar 14
Edri Uzerinde Noktalar

Yon Goster 2
Fonksiyon Goster

Baslangic Deger, Kol it Nakta
- <o
AN bt Ngkta
o8
04
02
100 = x- cos()
-08= g(x) = cos() 02 () 02 04 08 g8 1 12 14 18
] o

%=2

Tolerans = 0.00001

Sekil 34. GeoGebra uygulamasi Ornek 6 yakin plan gosterimi

Denklemin girilen degerlerde olusan yaklasik kok tablosu Sekil 35°te

gosterilmistir.
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n= 30

|J|E|i|giyi GostenGizli -

it=rasyon E F-{ 2 Fzen) Felatif Hata

a 2 — 041615 241815 2

1 —0.41615 0.a1465 —1.3308 5.806
2 091465 061007 0,304 50 1. 45408
] 0.6 1007 081051 —0.20055 0. 40027
<+ Q81961 0.68251 QLLETL 0. 255060
L] 0.88251 Q. Fre00 —0.09%49 020088
a Q.7 T Q.FLET2 Q068227 012048
T O.TFLET2 Q. TEED3 —00422 008725
8 O.7EEO3 0. 72763 002820 D0BEEE
o O.F2763 0. 74675 —0.01911 0.03888
10 Q. 7467 O.TE30 001285 00258
11 0.7T339 Q. T4257T —0.0086T 0.01LTEL
12 0. 74257 Q.T36T3 000583 001167
13 Q73673 0. 74067 —0.00303% 00072
14 Q. 74067 Q. 73802 000268 Q00531
15 0.7 3802 0. 7308 —0.00178 000350
16 0. 7308 0.73868 0.0012 0.0024 1
17 0.7T386 Q73941 —0.00081 000163
18 0.7 3041 0. FTI8ET Q00068 0001049
19 Q.7 3887 0. 73023 — 000037 00007 4
20 Q75023 Q. T3500 0.00025 Q0005
21 0.7 3800 Q. 73915 —0.00017 0.00033
22 073015 Q.73904 0.00011 000023
23 0.7 2004 0. 73012 — 000008 000015
24 Q73012 0. 73006 000008 00001
25 0.7 3008 0. 7301 —0.00003 000007
26 0. 73901 Q. 73008 0.00002 0.00005
27 0.7 3008 Q.73900 —0.00002 000003
28 Q.7 2000 0. F2008 000001 000002
249 0.7 3008 0. 72000 —0.00001 000001
30 0.7 3000 0. 73008 0 000001

30. terasyon sonucunda g{x)=cos(x) fonksiyonunun
sabit noktasi ve X - cos(xX)=0 denkleminin yaklasik kok dederi
Hon = 0.73909 seklinde hesaplanmistir.

F:x—cosf{x)=0,x - 2
Secilen g - x = g(x) = cos(x)

a1 = g (xa) iterasyon bagmts) kuruldu gunda
hesaplanan degerler -
x50 = £(xw) = (0.73008) = 0.73000

Yaklasik kok : | xq = 073000

Sekil 35. Girilen denklemin istenilen ¢6ziim araliginda sayisal ¢6ziimiinde olusan
yaklasik kokleri

Ornek 7 (sabit nokta iterasyon yontemi): Bu ornekte sabit iterasyon yontemi
kullanilirken verilen fonksiyonun farkli parcalama durumlarina gore olusacak durumlari

incelenmistir.

f(x) = x? — 2x — 3 denkleminin kokleri x, = 4 baslangi¢ degeri ve tolerans & =

107> ile hesaplanmustir.

f(x) = g(x) — h(x) esitliginde g(x)=x seklinde almarak h(x) ti¢ farkli sekilde
ifade edilebilir.

1.segenek g(x) = h(x) > x =v2x + 3

2.segenek g(x) = h(x) = x = %
3. segenek g(x) = h(x) = x = (XZ2_3)
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Bunlarm hepsinin ayn1 baslangi¢ degeri ile sonuca gitmesi beklenmez. lk olarak

hesaplama i¢in birinci se¢enekteki pargalanma Sekil 36’da gosterilmistir.
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Sekil 36. 1. Durum i¢in GeoGebra iizerinde ¢6ziim gorseli

Burada goriildiigi gibi yaklasik koke yakinsama olmustur. Sekil 37°de de 2.

durum i¢in ¢6zlim bulmaya caligilmistir.

+ G ¥ Gratk 2 B
— =16
(eusin Gestres [ R —
[¥] vsemvoosm parsan . e e gl fla) R
1
T 1 15 ] 375 L6
oot PR
T 2 3 -0375 126316 21008 L
4 12616 0005 11288 070313
5 091935 -102762 -0JI608 037305
z 6 L0762 0OOIEE OAIIZG 01053
’Z:F,m,mm.e, 7 -0.08083 100305 -0.03641  0.03700
6 -L00N5 00936 DOI2L  ODI2M
[+ mastana Satier ks sabi i ' 9 -0.99383 -L0003 -0.00405 0007
10 10004 -0000ED 000135 Q.00L3E
1L 0033 100004 —0.00M3  Q.000ME
- - 12 -100004 089999 000015 D.ODDIS
13 -0sss -1 -0.00005 000G

000002
000001

=23

esath=arie )

x5 = B(xu)

Sekil 37. 2. Durum i¢in GeoGebra iizerinde ¢6ziim gorseli
Bu se¢imde de denklemin diger kok degerine yakinsama olarak ¢oziim
bulunmustur. Bu ¢6ziim incelendiginde bulunan kdk degerine daha fazla iterasyon ile

ulagilmistir.

Son olarak 3. durum i¢in ¢6ziim GeoGebra arayiiziinde incelenmistir (Sekil 38).
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Sekil 38. 3. Durum i¢in GeoGebra iizerinde ¢6ziim gorseli

Son durum incelendiginde sectigimiz parcalanma ile sabit iterasyon yontemi
coziimden 1raksayarak sonug¢ iiretememistir. GoOrildiigli gibi secilen parcalanma

bulunacak kokii degistirebilecegi gibi ¢ozlim liretmeyebiliyor.

Ornek 8 (Miiller yontemi): Bu ornekte x> — 13x — 12 = 0 denkleminin x, =
4.5, x; = 5.5 ve x3 = 5 noktalar1 almarak ¢6ziimii Miiller yontemi ile bulunmaktadir.

Tolerans olarak ¢ = 1075 almmaktadir. Buna gore grafik Sekil 39°da olusturulmustur:

7 z
fi)= - 13- 12
Yo 45
1= 55

575
Tolsrans = 0.00000

Sekil 39. Miiller yontemi i¢in GeoGebra arayiizii

Miiller yontemi ile belirlenen tolerans i¢in yaklasik kok degerine ulasilirken

olusan yaklasik kok degerleri yakin planda Sekil 40°ta gosterilmistir.
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&/ | Bilgiyi GosterGizie
b= Yakin Plan Uzak Plan
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Sekil 40. GeoGebra uygulamasmda Ornek 8 igin ¢oziimde olusan yaklasik kokler

Denklemin girilen degerlerde olusan yaklasik kok tablosu Sekil 41°de

gosterilmistir.

n=5
Elilgiyri GistenGizli i
iterasyon 3 3 |2 E= L EYEY Relatif Hata
L] 4.5 5.5 L 397649 0 .B1E33 3076490
1 55 5 IATe40 400105 003578 0.0061 4
2 5 347649 400105 4 0.00002 0.00026
3 3.97649 400105 4 4 a L1}
4+ 4.00105 4+ -+ + a i}
5 4 4 4 4 Q [1]

5. iterasyon sonucunda bulunan yaklasik kik dederi
¥y = 4 geklindedir.

Fox’ _13x_12=0, 3 : 45 %3 : 55 3x; - &

hp = x5 — % = 3.07640 — (5) = —1.02351

hi = x4 — xy= 400105 — (3.07640) = 0.02456
filxs) — F>u) _ F(3O7640) — F(5)

%o = ho - —1.02351
_ —0.81633 — (48)
= - = 47.60488
5, Fxa)— f(xs) _ (3.00105) — £(3.07640)
1= h1 - 002356
_ 0.036T8 — (—0.81633)
= T = 34.73008

83— & _ 3473008 — (47 60488)

= hathy — 002456 + (—i.02351) — 120775
b= ahy+ &

= 12.07754 = (0.02456) 4 (34.73008) = 3504075
© = fix4) = F(3.00105) = D.03678

— _,_& b > 0 ise isaret |
e —Aac| b < Dise saret —

(—2(0.036T8))
35.04075 = +/(35.04075) — 4(12.077 54)(0.03678)

vabtanienit - (= 1)

= 400105 |

Sekil 41. Girilen denklemin istenilen ¢oziim araliginda sayisal ¢oziimiinde olusan
yaklasik kokleri
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Ornek 9 (Miiller yontemi): x° — 3.7x2+ 6.25x — 4.069 = 0 denkleminin
miiller yontemi ile x = 1, x = 1.5 arasindaki kokii GeoGebra arayiiziinde Sekil 42°de

incelenmistir.

Verilen araligm orta noktast x = 1,25°tir. Uc¢ nokta olacak sekilde veriler

GeoGebra iizerinde girildiginde hesaplamalar sonucu Sekil 42°de gosterilmistir.
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Sekil 42. Girilen denklemin istenilen ¢0ziim araliginda sayisal ¢Oziimiinde olusan
yaklasik kokleri
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tez c¢alisgmasinda denklem ¢6ziimleri sayisal ¢6ziim yontemleri igin
GeoGebra’da uygulama arayiizleri gelistirilmistir. Yontem olarak yarilama, Regula-
false, Newton-Raphson, sekant ve sabit nokta iterasyonu igin ayri ayri uygulamalar
gelistirilmistir. Bu uygulamalarla sayisal ¢0ziim aragtrmanin yaninda ¢oziimiin
gorsellestirilmesine onem gosterilmistir. Farkli fonksiyon ve farkli parametrelerle
GeoGebra’nin  dinamik yapisindan faydalanip farkli sonuglarin es zamanh
gozlemlenmesi saglanmistir. Kullanicilarin bu sekildeki denemelerle teorik olan bir

dersi daha anlasilir hale getirmeleri amaglanmistir.

o1



5. ONERILER

GeoGebra’da olusturulan uygulamalar program bilgisine gerek duyulmadigi i¢in
hem kullanislidir hem de egitici yoniiyle egitime ve Ogretime katki saglamaktadir.
Anlatilmak istenilen konuyu gorsellestirerek kalict 6grenmeler saglayabilmektedir. Bu
nedenle daha gelismis uygulamalar olusturulabilir ve bu uygulamalar bir¢ok konuda

katki saglayabilirler.

52



KAYNAKLAR

Ana, M., Angel, F. and Tenorio, V., 2015. Teaching Numerical Methods for Non-
Linear Equations with GeoGebra-Based Activities. Mathematics Education, 10,
53-65.

Baki, A., Giiven, B., ve Karatas, 1., 2001. Dinamik geometri programi cabri ile
yapisaler Ogrenme Ortamlarmin Tasarimi. 1. Uluslar aras1 Egitim Teknolojileri
Sempozyumu ve Fuari, Sakarya, 67-78

Bakioglu, M., 2004. Sayisal analiz. Birsen Yayinevi, Istanbul, Tiirkiye, 541 s, 149-174.

Bayram, M., 2002. Niimerik Analiz. Aktif Yaymevi, Istanbul, Tiirkiye, 499 s, 33-79

Canevi, K., 2019. GeoGebra Destekli Ogretimin 10.Smif Matematik Dersine Ait Bazi
Konularda Ogrencilerin Basar1 Ve Tutumlarina Etkisi. Yiiksek Lisans Tezi.
Karamanoglu Mehmetbey Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Karaman,

Tiirkiye, 169 s.

Chapra, C. ve 'Canale, P., 2003. Miihendisler igin Sayisal Yontemler. Literatiir
Yaymcilik, Istanbul, Tiirkiye, 1026 s, 72-165.

Cagal, B., 2012. Sayisal analiz. Birsen Yaymevi, istanbul, Tiirkiye, 501 s, 330-396.

Dariusz, M., 2014. Application of GeoGebra for Teaching Mathemtatics. Advances in
Science and Technology Research Journal, 8, 51-54.

Dikovic, L., 2009. Applications GeoGebra into Teaching Some Topics of Mathematics
at the College Level vol 6, Business Technical College, 34, 191-195.

Dragoslav, H. and Dorde, H., 2008. Numerical Mathematics with GeoGebra in high
school. Teaching Mathematics and Computer Science, 6, 363-378.

Filiz, M., 2009. Geogebra ve Cabri Geometri I Dinamik Geometri Yazilimlarinin Web
Destekli Ortamlarda Kullanilmasinin Ogrenci Basarisina Etkisi. Yiiksek Lisans
Tezi. Karadeniz Teknik Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Trabzon, Tiirkiye,
115s.

Greg, F., 2015. Nonlinear equations homepage on amadeus.math. [Online]. Available:

Giiven, B. ve Karatas, I., 2004. Dinamik geometri yazilimi cabri ile olusturmaci

ogrenme ortami tasarlama, {lkdgretim online, Trabzon, 62-72.

Hassen, A., 2006. Root finding homepage on rowan.edu. Available: http://users

53


http://users/

Hohenwarter, M. and Jones, K., 2007. Ways of Linking Geometry and Algebra The
Case of GeoGebra. Proceedings of British Society for Research into Learning
Mathematics, 27(3).

Hohenwarter, M. and Hohenwarter, J., 2009. GeoGebra Help 3.2, Dogan, M. (C.
Ed.), http://www.geogebra.org/help/docutr/index.html

icel, R., 2011. Bilgisayar Destekli Ogretimin" Matematik Basarisina Etkisi: Geogebra
Ornegi. Yiksek Lisans Tezi. Selguk Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisi,
Konya, Tiirkiye, 100 s

Kabaca, T., Aktiimen, M., Aksoy, Y. ve Bulut, M., 2010. GeoGebra ve GeoGebra ile
Matematik Ogretimi. Third International Conference on Innovations in Learning
For the Future 2010, e-Learning, Istanbul, 79-83.

Kan, O., 2014. GeoGebra Destekli Ogretiminin Lineer Cebir Dersine Ait Bazi
Konularda Akademik Basar1 Uzerine Etkisi. Yiiksek Lisans Tezi. Necmettin
Erbakan Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii, Konya, Tiirkiye, 99 s.

Karagoz, 1., 2001. Sayisal Analiz ve Miihendislik Uygulamalari. Vipas Yaynevi, yaym
no: 52, 426 s, 95-110.

Karakus, F., 2008. Matematik tarihinin matematik 6gretiminde kullanilmasi: karekok
hesaplamada babil metodu. Necatibey Egitim Fakiiltesi Elektronik Fen ve
Matematik Egitimi Dergisi, 195-206.

Kepgeoglu, I. ve Yavuz, 1., 2017. The effect of GeoGebra on achievement of
preservice mathematics teachers about concepts of limit and continuity. Necatibey
Egitim Fakiiltesi Elektronik Fen ve Matematik Egitimi Dergisi, 11, 21-47.

Kutluca, T. ve Zengin, Y., 2011. Matematik Ogretiminde GeoGebra kullanimmi
hakkinda &grenci goriislerinin degerlendirilmesi. Dicle Universitesi Ziya Gokalp
Egitim Fakiiltesi Dergisi, 17, 160-172.

Manoel, A., Ramos, F. and David, B., 2018. M’etodos de Euler ¢ Runge-Kutta
atrav’es de um Applet do GeoGebra. Xi emed, pp. 67.

Selcik, N. ve Bilgici, G., 2011. Geogebra yazilimmin Ogrenci basarisina etKisi.
Kastamonu Egitim Dergisi, 19, 913-924 s.

Tas, M., 2010. Dinamik Matematik Yazilimi GeoGebra ile Egrisel Integrallerin
Gorsellestirilmesi. Yiiksek Lisans Tezi. Istanbul Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisti, Istanbul, Tiirkiye, 109 s.

Topcu, A., 2014. Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz. Eskisehir Osmangazi
Universitesi, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/

URL-1, 2018. http://akademikpersonel.kocaeli.edu.tr/aerdem/ders/aerdem25.09.2018 1
0.05.12ders.pdf (25 Eyliil 2018)

54


http://www.geogebra.org/help/docutr/index.html
http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/
http://akademikpersonel.kocaeli.edu.tr/aerdem/ders/aerdem25.09.2018_

URL-2, 2018. http://www.asafvarol.com/Sayfalar/ymt222.php (30 Eyliil 2018)

URL-3, 2018. http://content.Ims.sabis.sakarya.edu.tr/Uploads/29247/34608/8denklem
cozumleri acik_yontemler.pdf (22 Eyliil 2018)

URL-4, 2019. https://studylibtr.com/doc/939650/n%C3%BCmeri%CC%87k-anali%CC
%87z-dersi%CC%87 (26 Mart 2019)

URL-5, 2019. http://zgirgin.pau.edu.tr/Dokumanlar/Say%C4%B1sal%20Analiz.pdf (11
Ocak 2019)

URL-6, 2018. https://studylibtr.com/doc/574357/say%C4%B1sal-analiz-ders-notlar% C
4 %B1 -arzu-erdem-kaynaklar (12 Aralik 2018)

URL-7, 2019. http://www.ozgurertugrul.gen.tr/212/docs/ders%20notlari.pdf (24 Nisan
2019)

URL-8, 2019. https://merveyemen.wordpress.com/2013/05/16/geogebra/ (16 Mayis
2019)

Url-9, 2018. https://ece.uwaterloo.ca/~dwharder/NumericalAnalysis/10RootFinding/bis
ection/ examples.html (11 Ekim 2018)

Uzun, P., 2014. GeoGebra ile Ogretimin 7. Smif Ogrencilerinin Akademik Basarilarma
ve Geometriye YoOnelik Tutumlarina Etkisi. Yiiksek Lisans Tezi. Kastamonu
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Kastamonu, Tiirkiye, 137 s.

Yilmaz, Z. ve Enver, T., 2014. Tiirev uygulamalar1 konusunun 6 gretiminde GeoGebra.
Kastamonu Egitim Dergisi, 22, 1209-1228 s.

55


http://www.asafvarol.com/Sayfalar/ymt222.php
http://content.lms.sabis.sakarya.edu.tr/Uploads/29247/34608/8denklem_%20cozumleri%20acik_yontemler.pdf
http://content.lms.sabis.sakarya.edu.tr/Uploads/29247/34608/8denklem_%20cozumleri%20acik_yontemler.pdf
https://studylibtr.com/doc/939650/n%C3%BCmeri%CC%87k-anali%CC%20%87z-dersi%CC%87
https://studylibtr.com/doc/939650/n%C3%BCmeri%CC%87k-anali%CC%20%87z-dersi%CC%87
http://zgirgin.pau.edu.tr/Dokumanlar/Say%C4%B1sal%20Analiz.pdf
https://studylibtr.com/doc/574357/say%C4%B1sal-analiz-ders-notlar%25%20C%204%20%B1%20-arzu-erdem-kaynaklar
https://studylibtr.com/doc/574357/say%C4%B1sal-analiz-ders-notlar%25%20C%204%20%B1%20-arzu-erdem-kaynaklar
http://www.ozgurertugrul.gen.tr/212/docs/ders%20notlari.pdf
https://merveyemen.wordpress.com/2013/05/16/geogebra/
https://ece.uwaterloo.ca/~dwharder/NumericalAnalysis/10RootFinding/bis%20ection/%20examples.html
https://ece.uwaterloo.ca/~dwharder/NumericalAnalysis/10RootFinding/bis%20ection/%20examples.html

OZGECMIS

1990 yilinda Istanbul/Kadikdy’de dogdu. ilkégretimini 2001 ve orta dgretimini
2004 yilinda Istanbul/Fatih’te Hattat Rakim [lkdgretim okulunda 2008 yilinda
Istanbul/Eyiip’te Otakgilar Lisesi’nde tamamladi. 2008 yilinda basladig: lisans egitimini
2012 tarihinde Kocaeli Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’nde
tamamladi. 2017 yilinda Recep Tayyip Erdogan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali’'nda yiiksek lisans 6grenimine devam etmektedir. Rize Fatih

Anadolu lisesi’nde Matematik Ogretmeni olarak calismakta evli ve 1 ¢ocuk babasidir.

56



