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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Is1 denklemleri 6zel tipte bir Kismi Diferansiyel Denklemler (KDD) olup, bu
kisimda oncelikle KDD ile alakali temel kavramlar verilecektir. KDD uygulamali
matematigin énemli bir kismini olusturmaktadir. Bu tip denklemlerin temel bilimlerde

ve mithendisligin her dalinda pek ¢ok uygulamasi olmaktadir.

Ozellikle nonlineer (Lineer olmayan) kismi diferansiyel denklemler; akiskanlar
mekanigi, akustik, nonlineer optik gibi fiziksel problemlerde, biyolojik ve kimyasal
problemlerde, doganin temel yasalarini formiillemede ve ¢ogu uygulamalarda ortaya
cikmaktadir. Bu denklemlerden bazilarinin isimleri ve ortaya ¢iktigi bazi alanlar su
sekildedir:

(u)? + (uy,)” = n2, Eikonal denklemi, Nonlineer optik, Sismoloji

u; — (F(w)uy ), = 0, Nonlineer is1 denklemi, Is1 akigi, Termal enerjinin

yayilimi, Sinir tabaka akimi

U; + UU, = VU, Burgers denklemi, Trafik akisi, Sok dalgalari

o U — Uy, = au(1l — u), Fisher denklemi, Niifus artis1, Kiitle transfer
{ Vy—2u=20
° 2 ,
v —2u,+u=0
Uy — vx =0
vy — F(u(x, t))ux - G(u(x, t)) =0

Burgers sistemi, Sok dalgalari, Nonlineer akustik

, Telgraf Sistemi, Elektrik sinyalleri

Buna gore ilk olarak KDD ile alakali temel tanimlar 6zet bir sekilde verilecektir.
Tanimlamalar yapildiktan sonra 6zel olarak KDD 1s1 denklemi ele alinacaktir. Bu tezde
Is1 denklemlerini sayisal ¢oziimleri iizerinde durulacaktir. Bunun i¢in Sonlu Fark
Yontemi ele alimacak ve farkli uygulama alanlariyla beraber sayisal ¢oziimler elde
edilecektir. En ¢ok kullanilan sonlu fark yontemleri agik (explicit), kapali (implicit) ve
Crank-Nicolson yontemleri olup bu klasik sonlu fark yontemlerine ek olarak farkli

sayisal ¢ozlim yontemleri verilecektir. Klasik yontemde denkleme ek olarak verilen



baslangi¢c sartlar1 Dirichlet, Neumann ve Robin sartlar1 olup, ele alinacak yeni

yontemler tlim bu yan sartlara gore irdelenecektir.

Bu c¢alismanin orijinal kismini olusturan son boliimde, 1s1 denklemlerinin
¢cozlimlerini incelemek i¢in MatLab GUI (Graphical User Interfaces)’de bir grafik ara
yiizii gelistirilecektir ve bu ara yiizde kullanici etkilesimli olarak bu ¢oziimler
uygulamali olarak test edilebilecektir. Gelistirilen ara yiizde herhangi bir kullanicinin,
program bilgisine gerek duymadan, sadece parametre degerleri girerek 1s1 denkleminin

¢Ozlimlerini test etmesi hedeflenmektedir.
1.2. Tanimlar

Tamim 1. Igerisinde bilinmeyen bir fonksiyonu ve tiirevlerini barindiran denkleme
diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem tek bir degisken igeriyorsa
denkleme adi diferansiyel denklem; iki veya daha fazla bagimsiz degisken igeren

diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir.

u bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi diferansiyel

denklem genel olarak F(x,y,u, Uy, Uy, Usy, Uy, Uyy, .. ) = 0 seklindedir. Burada

ou ou 0%u 0%u R

u . .
U, =—, Uy = —, Uyy = —, Uy, = ——, U, = — gO0sterimleri kullanilmaktadir. n
x ax’ Y oy’ XX ax2’ XY axay' VY ay? g

bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip kismi diferansiyel denklemlerin genel sekli,

x = (x4, X5, X3, ..., Xp), U = u(x) olmak tizere
F(xl,xz, oy Xy Uy Uy Uy vy Uy U ey Uy x50 ) =0 @

seklindedir. Burada xq,x,,...,x, bagimsiz degiskenleri, u ise bagimli degiskeni

2

. u 2°u . . .
gostermekte ve Uy, = o Uyyy; = m, i,j=1,2,..,ndir.

Birbirine bagli birden fazla olaylarin modellenmesinde tek bir denklem yerine
olaylarin sayis1 kadar bagimli degisken iceren bir diferansiyel denklem sistemi ortaya

cikmaktadir.



3 3 ou @
u—v+v—u=x+y ==
Ox = 0y ve 9% sistemleri: u ile v bagimh, x ile
Wy oy ou 0w _ ’ s
ax 6y_ y ay ax

bagimsiz degiskenlerine sahip kismi diferansiyel denklem sistemleridir.

Tammm 2. Bir KDD’de goriilen en yiiksek mertebeden kismi tiirevin mertebesine

denklemin mertebesi denir.

Ornek 1. u, + au; = c®u,,, (a,c sabit) séniimlii dalga denklemi ikinci mertebeden

bir kismi diferansiyel denklemdir.

Tamim 3. Bir kismi diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bunlarin denklemdeki
biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevleri
parantezinde yazdigimizda katsayilar yalmizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu
oluyorsa bu denkleme lineerdir, aksi takdirde lineer olmayan denklem denir. Ayrica
KDD de bagimli degisken, iistel, logaritmik veya trigonometrik olarak bulunuyorsa bu

tiir denklemler de lineer degildir.

Ornek 2. u, — k(uxx + uyy) = 0, (k sabit) iki boyutlu 1s1 denklemi ikinci mertebeden

lineer bir denklemdir. Burada x, y, t bagimsiz, u bagimli degiskendir.

Ornek 3. Asagidaki KDD in hicbiri lineer degildir.
® Ullyy + Uy, =0
® Uyylyy + Uyy — 4xuU, —xyu =0
® Uy, — 33Uy, =sinu

. u.x(uyy)2 + 2xuuyy, — Sxyu, =0
1.3. ikinci Mertebe KDD’lerin Stmiflandirilmasi

ki bagimsiz degiskenli ikinci mertebeden lineer KDD genel olarak, A, B,C,D,

E,F,G x ve y bagimsiz degigkenlerinin bir fonksiyonu olmak tizere



62u+B 0%u

A ax? 0x0y

0%u ou ou
+Cm+Da+E£+Fu+G—O (2)

seklindedir. Denklem (2)
Auyy + Buyy + Cuyy + f(X, Y, Uy, Uy, u) = 0 3

seklinde de yazilabilir. Sayet KDD sabit katsayili ise, A,B,C,D,E,F,G katsayilari

sabitler olmak tizere
Auyy + Buyy, + Cuyy, + Duy + Euy + Fu+ G =0 4)

yazilabilir. (4) denkleminin bir sinifi, yiiksek mertebeli terimlerin katsayilari ile
belirlenmektedir. Buna gore B? — 4AC diskriminantimn isaretine gore; B2 — 4AC > 0
ise (4) denklemi hiperbolik, B> — 4AC = 0 ise denklem parabolik ve B2 — 4AC < 0 ise
(4) denklemi eliptik olarak adlandirilir.

Sayet Denklem (4) degisken katsayili bir KDD ise bu durumda smifimi
tanimlamak istedigimiz bolgedeki her (x,y) noktasinda diskriminanta gore
degerlendirme yapilmalidir. Ornegin eliptik denklem icin, ilgilenilen bolgedeki her
(x,y) degeri icin B2(x,y) — 4A(x,y)C(x,y) < 0 saglanmas1 gerekmektedir. Bdylece
degisken katsayili KDD icin

e (x,y) noktasinda B?(x,y) — 4A(x,y)C(x,y) >0 ise (4) denklemi (x,y)
noktasinda hiporbolik

e (x,y) noktasinda B2(x,y) —4A(x,y)C(x,y) =0 ise (4) denklemi (x,y)
noktasinda parabolik

e (x,y) noktasinda B2(x,y) —4A(x,y)C(x,y) <0 ise (4) denklemi (x,y)
noktasinda eliptik

ozellikleri gecerlidir.



Ornek 4. Baz1 6zel tipte KDD su sekilde verilmektedir.

a) Uyx + Uy, = 0 (Laplace denklemi). Verilen denklemde A=1, B=0,C =1
ve B? — 4AC = —4 < 0 oldugundan denklem eliptik tiplidir.

b) u, = uy, (Is: denklemi). Burada A=—-1, B=0, C=0 ve B2—4AC =0
oldugundan denklem parabolik tiplidir.

C) Uy — Uy, = 0 (Dalga denklemi). Bu denklemde A= -1, B=0, C =1 ve
B? — 4AC = 4 > 0 oldugundan denklem hiperbolik tiplidir.

d) Uyy +xuyy, =0, x#0 (Tricomi denklemi). Burada B?—4AC = —4x
oldugundan, x < 0 i¢in denklem hiperbolik ve x > 0 igin denklem eliptik
tiplidir. Bu 6rnek gosteriyor ki degisken katsayili denklemlerin tipi, verilen

bolgenin farkli yerlerinde degisebilmektedir.

Ornek 5. (1 —x®)uy, — 2xyuy, + (1 — y?)uy, + xuy + 3x%yu, —2u =0 kismi
diferansiyel denkleminde B2 —4AC = (—xy)?> — (1 —x?)(1 —y?) = —1 + x2 + y?
oldugundan KDD, x? + y% > 1 i¢in hiperbolik, x? 4+ y? = 1 icin parabolik ve son
durumda x? + y? < 1 i¢in eliptik denklemdir (Sekil 1).

Parabolik

()
.

Sekil 1. Farkli bolgelerde KDD igin siniflandirmanin yapilmasi

1.4. Is1 Denklemi ve Is1 Denkleminin Elde Edilisi

Bu kisimda, bu tez boyunca ele alinacak parabolik KDD olan bir boyutlu 1s1

denklemi ve sinir sartlarindan bahsedilecektir. Bu denklemler; 1s1 iletimi, kimyasal



konsantrasyon gibi difiizyon islemlerini agikladigi i¢in daha sik olarak difiizyon
denklemi olarak da adlandirilabilmektedir.
Enerjinin korunumu ilkesi ve sicak bolgeden soguk bolgeye 1s1 akis1 ger¢eginden

yola ¢ikarak 1s1 denklemi tiiretilebilmektedir.

L uzunlugunda 1s1y1 iletebilen bir ¢ubuk veya tel diisiinelim (Sekil 2). Cubugun
x = 0 ve x = L uglar haricinde dis yiizeyinin yalitilmis oldugunu varsayalim. u(x, t); t
aninda x konumundaki sicakligi gostersin. u(x, t) nin verilen bir zamanda ¢ubugun her

kesitinde sabit oldugu diistiniilmektedir.

ﬂu sicaklik
P Q
e ) ) -
x x4+ Ax

Sekil 2. L uzunlugunda ince bir ¢ubuk 6rnegi

Enerjinin korunumu ilkesinden, PQ dilimi (x ve x + Ax arasinda) igerisindeki net
1s1 degisimi, ¢ubugun uglar1 boyunca net 1s1 akist ile PQ igerisinde iiretilen 1sinin
toplamina esit oldugu ifade edilebilir. ¢ ¢ubugun 6zgiil 1s1s1, p ¢ubugun yogunlugu, A
cubugun kesit alani, k ¢ubugun termal iletkenlik katsayisi ve f(x,t) harici 1s1 kaynagi

olmak tizere bu terimler su sekilde hesaplanmaktadir:

t aninda PQ dilimi igerisindeki

__fx+Ax
toplam 1s1 miktari

cpAu(rt, t)dt

d rx+Ax x+Ax

PQ igerisindeki net 1s1 degisimi =) cpAu(t, t)dt = cpA fx u(t, t)dr.
Uglar boyunca net 1s1 akisi = kA[u,(x + Ax, t) — u, (x, t)].

. . . . . . x+Ax
PQ icerisinde iiretilen harici isidan = 4 fx f(z, t)dr.

kaynakli 1s1



Enerjinin korunumu ilkesinden,

x+Ax

cpAu(z, t)dr = cpA [

d rx+Ax

)y u(t, t)dt

()

x+Ax

= kAluy(x + Ax, t) —u (6, O] + A [ f(z,t)dt

yazilabilir. Integraller icin ortalama deger teoremi ( f; fx)dx) = f(&)(b — a))

uygulanirsa, &;,&,€(x, x + Ax) olmak tizere,

cpAu (&1, t)Ax = kA[u,(x + Ax, t) — u, (x, )] + Af (&5, t)Ax (6)
ve boylece,
w (6, 8) = S A [0 L (g 1) (7)

elde edilir. Ax — 0 alarak limite gegilirse, a? = k/(cp) gubugun 1s1 yayilim katsayisi

ve F(x,t) = é f(x,t) 1s1 kaynagi yogunlugu olmak tizere,

ur(x, t) = a?u,, (x,t) + F(x, t) (8)
sonucuna variriz. (8) denklemi 1s1 denkleminin tek boyutta formiilize edilmis seklidir.
1.5. Baslangic ve Sinir Sartlari

Ince cubuktaki 1s1 iletiminde u(x,t) sicaklik fonksiyonu (8) denklemini
saglamalidir. Fiziksel agidan diferansiyel denklem, tek basina ¢ubukta herhangi bir anda
sicaklik dagilimmi belirlemeyecegi i¢in ¢ubugun u¢ noktalarinda saglamasi gereken
sartlarla, cubugun baslangic sicakligi hakkinda ek bilgilere ihtiya¢ duyulmaktadir. Yani
baslangi¢c aninda (t = 0), u(x,t) fonksiyonun ve ¢ubugun her iki ucuyla, ¢ubugun

PO

bulundugu ortamdaki 1s1 enerjisinin nasil degistigi belirlenmesi gerekmektedir.



Eger hig 1s1 kaynagi yoksa, t = 0 da ¢ubugun sicaklik dagilimi f(x) fonksiyonu
ile tanimlantyor ve cubugun her iki ucundan sabit sifir sicakligi veriliyorsa bu durumda
t > 0 anlarinda qubuktaki u(x,t) sicaklik dagilmi; u, = a?u,,(x,t), 0 <x <L,

t > 0 diferansiyel denkleminin

u(x,0)=fx),0<x<L 9

u(0,t) =u(L,t)=0,t >0 (10)

sartlartyla ¢oziilmesiyle bulunur. Bu problem, 1s1 denklemi i¢in baslangic-sinir deger
problemi olarak adlandirilir ve (9)-(10) sartlarina ise sirastyla baslangi¢ sarti ve sinir

sartlar1 denir. Is1 iletim probleminde ortaya ¢ikan sinir sartlar iig tiptir.

Cubuktaki 1s1 akis probleminde (0 <x <L), uglarda u(0,t) ve u(L,t)
sicakliklarinin belirtilmesi, Dirichlet tipli sinir sartina bir 6rnektir. Dirichlet sinir sartlart

bir sinir boyunca ¢6ziimiin degerini verir.

Eger cubugun her iki ucu 1s1 ge¢isi olmayacak sekilde izole edilirse (8) denklemin

sinir sarti

U, (0,t) = u,(L,t) =0,t >0 (1)

seklini alir. Bu Neumann tipli sinir sartina bir 6rnektir. Neumann sarti, sinir boyunca

¢Oziimiin normal tlirevinin degerini verir.
Uglardaki sartlar hem Dirichlet tip hem de Neumann tipin bir karisimi seklinde
veriliyorsa smir sart Robin tipli sinir sart1 ya da karisik sart olarak adlandirilir. Ornek

olarak, h bir sabit ve g(t) smnirdaki t’ye bagli sicaklig ifade etmek iizere

uy =—h(u—g(©),t>0 (12)



verilebilir. Robin sart1, u¢ boyunca i¢e dogru olan akinin, u sicakligi ile belli bir andaki
g sicakliginin arasindaki farkla orantili oldugunu sdyler. uctaki u sicakligi zamana gore
verilen sicakliktan biiyiikse 1s1 akisi disa dogru, kiiciikse 1s1 akisi i¢ce dogrudur. Robin
sart1, Dirichlet ve Neumann sartlarinin lineer bir kombinasyonundan olugsmaktadir.

Sinirdaki 1s1 degisimlerinin genel formda tanimlanmasi su sekildedir:

B;[u]
B, [u]

a;1u(0,t) + a;,uy(0,t) = a(t), (13)

azu(L, t) + ayu, (L, t) = B(t), t > 0.

Verilen 1s1 denklemi ilk etapta, genel siir sartlarindan ziyade birkag &zel

durumda ele alinacaktir.

1.6. Boyutsuzlagtirma

Is1 denkleminde bazi fiziksel sabitlerin bilinmesi gerekmektedir. Ornek olarak k
termal iletkenlik katsayis1 gosterilebilir. Is1 denkleminin ¢ézlimiiniin daha anlamli ve
daha basit olmasi i¢in bazi fiziksel sabitlerin miimkiin oldugu kadar gruplandirilmasi
gerekmektedir.  Gruplandirma  islemleri  genellikle  boyutsuzlastirma  olarak

bilinmektedir.

L uzunlugunda yahtilmis bir cubuk icin 1s1 denklemi u,(x,t) = a?uy,,(x,t)
olarak elde edilmis ve baslangic sicaklik dagilimi u(x, 0) = f(x) ile verilmistir. k = a?
olmak lizere x’nin birimi alan/zaman seklinde ifade edilir. t ve x bagimsiz degiskenleri
sirasiyla zaman ve uzunluk birimlerine sahiptir. Yeni konum ve zaman degiskenleri ve

diger parametreler

=N
Il

IR
[gn 213
Il

N
<D
Il

e |:

- f =ui* (14)

ile verilir. Bu durumda x’in birimi ortadan kalkar ve X yalnizca bir say1 olur. Bu durum
boyutsuzlastirma olarak bilinir. Benzer sekilde £ boyutsuz bir parametredir. Tiirevler

i¢in zincir kurali kullanildiginda



~ ~ u ~ u*
U = U5 Uy = Ug 7 Uxx = Ugz 12 (15)
ifadeleri 1s1 denkleminde yerine yazilirsa
~ UyK ~ Us ~ ~
Uiy —5 = Kilgg 5 Uy = Ugg (16)

elde edilir. Baslangic sicaklik dagilmi #i(%,0) = f(%) seklinde boyutsuz hale
getirildikten sonra fiziksel sabitlerle artik ilgilenilmemektedir. Sabitler artik sadece say1
olarak girilmektedir. Boyutsuzlastirmadan sonra ¢ubugun uzunlugunun da 1 oldugu

diisiiniilmektedir. Buna gore harflerin lizerlerindeki sapkalar atilirsa,

U = Uy, 0<x <1

u(x,0)=fx),0<x<1

boyutsuz problem elde edilir. buna gore x Ve t, boyutsuz konum ve zaman 6lgekleridir.
Benzer sekilde boyutsuzlastirma islemi, 1s1 denkleminin sinir sartlarina da

uygulanabilmektedir.

1.7. Taylor Serisi ve Sonlu Fark Yaklasimlarina Giris

Bu boliimde sonlu fark yaklagimlari kullanilarak 1s1 denklemlerinin niimerik
¢oztimleri hakkinda bilgi verilecektir. Zamanda ileri konumda merkezi fark (FTCS),
zamanda geri konumda merkezi fark (BTCS) ve Crank-Nicolson ydntemleri
gelistirilerek tek boyutta 1s1 denklemine uygulanacaktir. Bu tezin amaci bu teknikler
verildikten sonra daha degisik yontemleri gelistirerek farkli baslangic sartlarla beraber
ele almaktir. Yontemler verildikten sonra MatLab GUI de yontemlerin hepsini ele
aldigimiz bir kullanic1 arayiizii gelistirilecektir. Bu arayiizde kullanicit (68renciler)
hicbir program bilgisine gerek kalmadan sadece belirli parametreler girerek 1s1
denklemlerinin ¢oziimlerini irdeleyebileceklerdir. Bu kullaniciya farkli parametrelerle
¢Oziimleri karsilagtirma olanagi sunmaktadir. Gelistirilen bu arayiizle kullanici FTCS,
BTCS, Crank-Nicolson yontemi ve diger yontemlerin farkliliklarini test edebilecektir.

Ayrica yontemlerin kararlt oldugu limit degerleri arayiizde farkli deneylerle test
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edebilecektir. Buna gore kararlilik, tutarlilik, yakinsaklik vs. gibi kavramlarin

aciklanmasi gerekmektedir.

Tammm 1.1. f fonksiyonu a noktasini iceren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olmak iizere,

(k)
f()—Zf D (et

serisine a noktasinda f fonksiyonun Taylor serisi denir. Taylor serisinde sonlu sayida

terim alarak olusan,

polinomuna n. dereceden Taylor polinomu denir. Bu polinom agik bir sekilde,

P,(x) = f(xg) + f'(xg)(x — xp) + f”(xo)% + _|_f(n)(x0)(x‘n;!0)n F e

seklinde yazilabilir. f(x) fonksiyonu igin kalan terim veya hata terimi, &(x), x ile x,

arasinda olmak iizere,

(n+1)( )
) = Ba(x) = Ry () = =52 (= )™

seklinde verilmektedir.

Tamim 1.2. (Lokal Kesme Hatasi) (i, j) bilesenine karsilik gelen diigiim noktasinda bir
kismi diferansiyel denklemin ¢éziimiiniin yaklasik sonuglarini veren fark denklemi, U
fark denkleminin tam ¢6ziimii olmak iizere, F; ;(U) = 0 ile gosterilirse (i,j) — inci
diiglim noktasinda sonlu fark yaklasgiminin lokal kesme hatasi, u kismi diferansiyel

denklemin tam ¢6ziimii olmak iizere, T; ; = F; ;(U) olarak tammlanur.
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Lokal kesme hatasi, sonlu fark yaklasiminin kismi diferansiyel denkleme ne kadar
iyi yaklastigini agiklayan bir kavramdir. Taylor seri agiliminin kullanilmasiyla lokal
kesme hatasi, h ve k degerlerinin kuvvetleri ve (ih, jk) noktasinda kismi diferansiyel

denklemin tam ¢oziimiiniin (u) kismi tlirevleri cinsinden kolayca agiklanabilmektedir.

Tanmm 1.3. (Tutarhlik) h,k — 0 oldugunda lokal kesme hatasinin limit degeri sifira
yaklasiyorsa fark denklemi tutarlidir denir. Yani bu durum limy, ;o T;; = O ile ifade

edilmektedir.

Tanim 1.4. (Kararhhk) Kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark
denkleminin ¢dziimiiniin kismi diferansiyel denklemin ¢éziimiine yakinsadigr duruma

kararhidir denir.

Tamim 1.5. (Yakinsakhk) U fark denkleminin ve u ise kismi diferansiyel denklemin
tam ¢oziimleri olmak tizere limpy_oU;; = u;; ise sonlu fark denkleminin ¢oziimii

kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine yakinsar denir.

Bu tanimlara gore bir fark denkleminin hangi sartlar altinda kararli oldugunun

arastirilmasina kararlilik analizi denir.

Teorem 1.1. (Lax Denklik Teoremi) Sonlu fark yonteminin yakinsak olmast i¢in gerek

ve yeter sart yontemin tutarl ve kararli olmasidir.

Sonlu fark yontemi KDD in sayisal ¢oziimiin elde etmede kullanilan birkag
yontemden biridir. Sayisal ¢oziimii elde ederken siirekli KDD in yerine ayrik bir
yaklasim yazilmaktadir. Bu tezde ayrik kelimesi yerine fiziksel bir bolgede sonlu sayida
noktanin sayisal ¢oziimlerinden bahsedilmektedir. Bu noktalarin sayist disaridan keyfi
olarak segilebilir. Noktalarin sayisindaki artis, ¢oziimiin kararliligini arttirdigr gibi

sayisal ¢6ziimiin dogruluguna da katkist olmaktadir.

12



Ayriklagtirma cebirsel denklemlerin bir kiimesini ortaya c¢ikarir ve bilinmeyen
degerler bu cebirsel denklemlerin ¢6ziimii ile elde edilirler. Sekil (3). niimerik

¢Ozlimlerin temsili bir gésterimidir.

u(x, t) icin Sonlu farklar Ayrik fark Cozim yontemi U;,j yaklasik
siirekli KDD > denklemi > ¢Oziimleri

Sekil 3. Siirekli ve ayrik problemler arasindaki iligki

Ag, ayrik ¢ozlimlerin hesaplandig yerlerin kiimesidir. Bu noktalar diigiim olarak
adlandirilir Ag i¢in Ax, konuma gore komsu noktalar arasindaki mesafe ve At, komsu
zaman adimlar arasindaki mesafedir. Bu tezde Ax ve At’in ag boyunca diizgiin oldugu

disiiniilecektir.

Verilen bir diferansiyel denkleme sonlu fark yontemi uygulandiginda, denklem
icerisindeki tiim tiirevler fark formiilleriyle yer degistirir. Is1 denkleminde zamana gore
ve konuma gore tirevler vardir. Fark formiilleriyle ag noktalarinin farkli
kombinasyonlar1 kullanildiginda sonlu farklar i¢in, farkli yontemler ortaya ¢ikar. Limit
durumunda Ax ve At sifira yakin segilirse, elde edilen yaklasik ¢oziimiin gergek ¢6ziime
yakin sonuglar verdigi bir yontem ortaya ¢ikar. Bununla beraber Ax ve At’nin koti

secimleri ¢0ziimii hesaplamada hataya yol agabilir.
1.8. Ag Noktalan

Sonlu fark yoOntemi, sonlu sayida x ve t degerleri icin U(x,t) yaklasik
cozlimlerini elde eder. Ayrnk x degerleri 0<x <L araliginda diizgiin
konumlandirilmigtir. Buna gore N, konumu belirleyen ve sinirlar1 da igeren diigtimlerin

sayis1 olmak iizere

x;=({—-DAx,i=12,..,N

yazilabilir. L ve N degerleri verildiginde x; ler arasindaki mesafe Ax = ﬁ ile

hesaplanir. Benzer sekilde kesikli t degerleri 0 <t < t,,,,, araliginda diizgiin bir
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sekilde yerlestirilir. M zamana gore adimlarin sayis1 ve At zaman adim biyiikligi

_max

. t
olmak lizere At = e olmak lzere

ti=(G—1DAtj=12,..,M

seklinde hesaplanmalidir. Is1 denkleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmek ve sonuglari

analiz etmek i¢in kullanilan gosterimler Tablo (1)’ de verilmistir.

Tablo 1. Kullanilan gosterimler

Semboller Aciklamalar

u(x,t) Stirekli ¢oztiimler(Gergek ¢6ziim)

u(x;, t;) Ag noktalarinda hesaplanan siirekli ¢oziim
U Sonlu fark denklemlerinin ¢6ziimiinden

v elde edilen yaklasik sayisal ¢oziimler

Sonlu farklar yonteminin uygulanacagi ¢éziim bolgesi Sekil (4)’de gosterilmistir.
Sekil (4)’de goriildiigii gibi verilen baglangi¢ ve sinir sartlari altinda ag i¢ diigiim

noktalarinda sayisal ¢6ziim elde edilecektir.

j+1
T

0008888
NesEseEs

=1 i i+l N
x=0 x=L
Sekil 4. Tek boyutlu 1s1 denkleminin ¢6ziimii i¢in kullanilan ag

1.9. Sonlu Fark Yaklasimlari

Ui+1-U;

Sonlu fark yontemi e Yi ifadesinde oldugu gibi ayrik yaklagimlarin

> ox Ax

kullanilmasina dayanir. Sag taraftaki nicelikler ag noktalarini tanimlar. Diferansiyel
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denklemdeki tiim stirekli tiirevler yerine bu sekildeki sonlu fark formiilleri yazilarak

yaklagimlar elde edilmektedir. Sonlu fark modelden hesaplanan U; j ¢oziimleri, siirekli

problemi ayrik probleme doniistiirerek elde edilir.

Sonlu fark yontemi ilk olarak x bagimsiz degiskenine bagli U = U(x) seklinde
yazilan U bagiml degiskeni ile gelistirilir. Formiillerde hem konum degiskeni olan x’e

hem de zaman degiskeni olan t’ye gore yaklasik tiirevler kullanilir.
1.9.1. Birinci Mertebe Ileri Fark

u(x) fonksiyonun x; noktasi civarinda Taylor seri agilimi, §(x), x;’ye gore x’deki

bir degisim olmak tiizere,

§x303%u

Sx? 92 u(x ) +?ﬁ(xi) + oo (18)

u(x; + 0x) = u(x;) + 6x—( D)+ % oot

seklinde diisiiniilmektedir. Denklem (18)’de §x = Ax alinirsa, yani u’nun degeri x;,4

konumunda diistiniiliirse,

Ax3 93u
3! 9x3

Ax? 9%u

u(x; + Ax) = u(x;) + Ax—( i)+ = "

(x;) + (i) + - (19)

elde edilir. Denklem (19) (x ) i¢in ¢oziiliirse,

ou ulx;+Ax)—u(x;)) Ax 0%u Ax? 33u
) =T T e () T s () (20)

elde edilir. Tam ¢6ziimle yaklasik ¢6ziim, U; =~ u(x;) ve U;,q1 = u(x;;1) seklinde yer
degistirirse,
( l)_UL+1 UL_Axau _A_x263_u D e (21)

2 0x2 (xl) 3! 9x3 (x

elde edilir. x; < ¢ < x;,, olmak lizere ortalama deger teoremine gore,
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Ax? 9%u Ax3 93u Axau

2 6x2( l)+ 3! 6x3( l)+ "2 ox? (E)

elde edilir. Boylece,

d Uip1—U;  Ax? 92 Uiy1—U;  Ax?0%u

2 () ~ T EE () veya o (x) — 2 & 2 () (22)
yazilabilir.

Denklem (22)’nin sag tarafindaki terim sonlu fark yaklagiminin kesme hatasi
olarak adlandirilir. Genellikle ¢ bilinmeyendir. Ayrica, u(x,t) de bilinmeyen
oldugundan, 9%u/dx? hesaplanamaz. Kesme hatasmmin biiyiikliigii bilinmemesine
ragmen, “biliylik 0” gosterimi kesme hatasinin diiglimler aras1 mesafeye bagli oldugunu
ifade etmek igin kullanilir. Denklem (22)’nin sag tarafi Ax parametresini icermektedir
ve disaridan keyfi olarak belirlenmektedir. Hatay1 belirleyen tek parametre bu oldugu

i¢in kesme hatasi basit bir sekilde

L) = 0(ax?)

seklinde yazilir. Buradaki esitlik tam esitlik manasinda degildir ve biiyiiklilk anlaminda
dogru oldugunu gostermektedir. Ayrica sol taraf bilinmeyen bir sabit ile Ax?’nin bir
carpimdir. Son denklemin sol tarafi bize tam olarak biiytlikliigii vermemesine ragmen,

Ax degeri azaltildig1 zaman bu terimin sifira yaklastigi ile alakali pratik bilgi verir.

O gosterimini kullanirsak Denklem (21),

ou UL+1_UL

5 () =~ + 0(Ax) (23)

seklinde yazilabilir. Denklem (23), x; Ve x;4, diigiimlerini igerdiginden (du/dx) , igin

ileri fark formiilii olarak adlandirilir. Tleri fark yaklasiminin kesme hatas1 O (Ax)’dir. Ag
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boyutunu Ax belirlediginden dolay1 kesme hatasinin biiyiikligii bu sekilde kontrol altina

alinmaktadir. O halde bizim kontrol altina alamadigimiz kesme hatasi |du/0dx | dir.

1.9.2. Birinci Mertebe Geri Fark

Alternatif birinci mertebe sonlu fark formiilii, Denklem (18)’de Taylor serisinde
6x = —Ax alarak elde edilebilir. Tiim bilinmeyenlerin yerine ayrik ag parametreleri

kullanilirsa Denklem (24) elde edilir.

(Ax)? 9%u (Ax)3 93u
2 o O T g () (24)

Ju
Ui-1 = Up = Ax——(x) +

Denklem (24)’de sag taraftaki terimlerin isaretlerinin degistigine dikkat

edilmelidir. (0u/dx) .. i¢in son ifade ¢ozilurse,

Ui—Uj_, = Axd%u (Ax)? 93%u

ou

o () = T o () — S a s () + o (25)
veya O gosterimi kullanilirsa,

ou _Ui—Ujq

o () = ==+ 0(&x) (26)

elde edilir. x; ve x;_; noktalarinda U’nun degerlerini igerdigi i¢in Denklem (26)’e geri
fark formiilii denir. Kesme hatasinin biiytikliigi ileri fark yaklagiminda oldugu gibidir.

Yani geri fark yaklagiminin kesme hatast O (Ax)’dir.

1.9.3. Birinci Mertebe Merkezi Fark

U;41 Ve U;_ icin Taylor seri agilimlar yazilirsa,

ou (Ax)? 3%u (Ax)3 93u

U1 = Ui+ Mx - () + =~ () + 55 () + - (27)
ou (Ax)? 3%u (Ax)3 33u

Ui—l = Ui—AXa(Xi)'l' 2 m(xi)—Tﬁ xl-)+--- (28)
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elde edilir. Denklem (28)’den Denklem (27) ¢ikarilirsa,

Z(Ax) 6 u

Uiy — U;- 1—2Ax—( D+t 3

X;) + -

bulunur ve (0u/0x) | igin son ifade ¢oziiliirse,

M () = Ll (4x)* 3%u )+ e
ax Tt 2Ax 31 9x3

veya

Ul+1 UL 1

) = +0(Ax?)

(29)

elde edilir. Bu yaklagima (du/0x) ,igin merkezi fark formiilii denir. Siirekli probleme

iyl bir yaklagim i¢in kiiciik Ax secilir. Ax < 1 oldugunda, merkezi fark icin kesme

hatas1 Denklem (23) veya Denklem (26)’daki kesme hatalarina gére daha hizli sifira

yaklasir.

Buradaki tek sorun Denklem (29)’un U;’yi icermiyor olusudur. Diferansiyel

denkleme yaklasimda merkezi fark kullanildiginda problemler ortaya ¢ikabilmektedir.

1.9.4. ikinci Mertebe Merkezi Fark

Yiiksek mertebeden tiirevler i¢in sonlu fark yaklasimlari, Taylor seri agiliminda

yapilacak olan ek diizenleme ile elde edilebilir. Denklem (27) ve Denklem (28)

toplanirsa,

2(Ax)* 8 u
4!

Ui + U; = 2U; +(Ax)2 (l)+ x;) + -

ve bu ifadeden (0%u/0x?) , Soziiliirse,
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—2U;+U;_¢ (Ax)2 9%u

Ul+1 2 — . eee
6x2( l) o Ax? 12 0x* xl) +
veya mertebe gosterimi kullanilirsa,
Upp1—2Ui+Uj_
T (x) = Ln=20tis 4 o(ax?) (30)

elde edilir. Buna ikinci tiirevler ig¢in merkezi fark formiilii denir. Denklem (29) birinci

tiirevler i¢in yaklasimi ve Denklem (30) ikinci tiirevler i¢in yaklagimi ifade etmektedir.

1.10. Matlab

MATLAB, genellikle pozitif bilim ve miihendislik hesaplamalari i¢in kullanilan
bir bilgisayar programidir. Amerika Birlesik Devletleri merkezli MathWorks firmasi
tarafindan gelistirilen MATLAB, aym1 zamanda bir programlama dilidir. ingilizce
“Matrix Laboratory” kelimelerinin birlestirilmesi ile olusmus olan MATLAB, isminden

de anlagilacagi gibi matris tabanli bir ¢alisma sistemine sahiptir.

Lineer cebir, istatistik, optimizasyon, niimerik analiz, optimizasyon, Fourier
analizi gibi pek ¢ok matematiksel hesaplamanin etkili ve hizli sekilde yapilmasina
olanak saglayan MATLAB programi ayni zamanda 2D ve 3D grafik ¢izimi icin de

kullanilir.
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]
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‘
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— Command Hestoey
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?> X*11401

» y=login) !

¥ plotix,y) I
» simple

> sixple

» 2izple

»> edit airply

»> clesr

L 2> sumpld g|C z

Sekil 5. Matlab arayiizii ve araglar

MATLAB ile kullanicilar kendi programlarini hazirlayabilirler. Matrisler ve
onlarin etkilesim i¢inde oldugu fonksiyonlarla programlama yapilmasina izin veren
MATLAB ile ¢ok karmasik matematik hesaplamalari bile birka¢ saniye iginde
tamamlanir. Temel Programlama fonksiyonlar1 ile benzer fonksiyonlarin

kullanilabildigi MATLAB ile etkili ve pratik programlar hazirlanabilir.

C, Java gibi programlama dillerindeki dizilerin kullanimi ile ayn1 mantikla
matrislerin kullanildigit MATLAB programinda bir, iki veya daha fazla boyutta

matrisler ile ¢alismak miimkiindiir.

Sekil 6. Matlab 3D gorseli
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MATLAB ile temel matematik fonksiyonlarinin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri
cizilebilir. Polinomlar, paraboller, siniis dalgalar1 basta olmak tizere her tiir iki ve ig
boyutlu matematiksel grafik MATLAB ile elde edilebilir (URL-2).

1.11. Grafiksel Kullanic1 Arayiizii (Matlab GUI)

GUIDE MATLAB’1in GUI tasarimcilarina sundugu igerisinde ¢esitli araclar iceren
ve kolaylik saglayan bir grafiksel GUI gelistirme ortamidir. GUIDE kullanilarak tikla
ve siiriikle-birak teknigi ile GUI arayiiziine nesneler (6rnegin butonlar, text kutulari,
liste kutulari, grafikler vs.) kolaylikla eklenebilir. Ayrica, eklenen nesnelerin
hizalanmasi, tab sirasinin degistirilmesi, gorsel ayarlar iizerinde manipiilasyonlar
yapilmasi da bu ortamin tasarimcilara sundugu imkénlardan bazilaridir. Bu araci
calistirmak i¢in ya MATLAB komut satirindan GUIDE komutu verilir. Bu adimdan
sonra karsimiza Sekil (7)’deki gibi bir pencere gelir.

>> guide

>> guide

- S
fe > + GUIDE Quick Start [E=)

Create New GUI  Open Existing GUI

GUIDE templates Preview

BLANK

Save new figure as:

oK Cancel Help

Sekil 7. Matlab GUI ¢alisma ekrani agma islemi

Bu pencereden yeni bir GUI tasarimi yapilacaksa Blank GUI segenegi
secilmelidir. Sayet 6nceden yapilmis bir tasarim agmak istenirse Open EXisting GUI
sekmesinden sonra istenilen dosya secilebilir. Burada yeni bir tasarim olusturulacag:
icin Blank GUI segenegi secilerek OK diigmesi tiklanilir. Boylece Sekil (7)’deki
GUIDE LAYOQUT Editor (GUIDE Caligma Alan1) penceresine ulasir.

21



Bu adimdan sonra File/Prefences/Guide yolu kullanilarak gelen pencerede “Show
names in component palette” secenegi tiklanarak OK diigmesine basilir ise Sekil

(8)’teki gibi bir pencere ekrana gelecektir.

S s T =
\B P“:I. File Edit \iew Layout Toolks Help |
Commiy =] I AT -l

Hew bo EI
> =
fr oz r_l =
® b4
u[l" AL1 |
=T
L Wi |
E
(178 )

i

Curent Point: [116, 419] Positeon: [620, 678, 5650, 420]

Sekil 8. Matlab GUI ¢alisma alani

1.11.1. GUI Tasarimin1 Kaydetme ve Calistirma

Bitmis olan bir GUI arayiiziinii ¢alistirarak gérmek i¢in Oncelikle Tools/Run
yolundan Run (Calistir) komutu verilir. Burada calismanin Run edilebilmesi i¢in
kaydedilmesi gerektigini bildiren bir pencere ¢ikar. Yes butonuna tiklayarak ¢aligmanin
kaydedilmesi saglanir. Bu adimdan sonra MATLAB GUIDE tasarimin kaydedilecegi

dosya ismini soran bir pencere getirir. Bu pencereden calismamiza bir isim vererek

tasarim kaydedilebilir.
1.11.2. GUI Arayiiziiniin Programlanmasi

Bir GUI arayiiziinlin programlanmasi demek o calismanin kaydedildigi isimle
ayni zamanla olusturulan .m uzantili dosya igerisine kodlama satirlarinin eklenmesi

demektir. Bu dosyanin i¢ini gorebilmek, degisiklik yapabilmek i¢in GUIDE ¢alisma
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ekrant penceresinden View/Editor komutu isletilebilir veya herhangi bir nesnenin
lizerine gelerek farenin sag tusu ile tiklanarak Editor secenegi secilebilir. Karsimiza

Sekil (9)’deki gibi bir pencere gelecektir.

PUBLISH VEW = e e e )
My e ) FndFlles < o = = FASS
I 58 H = =5 l) L& (2] Run Section (U7
L/ Compare ~ @9]‘.. E£DiT
New Open Save Advance Run and
v v v SPit v Time
FiLE ) il
Sguntra + algoritmalar_OpeningFen -
1 fun
2 £ A 1 algoritmalar_OutputFen
3 3 R pushbutton2_Callback
; pushbutton3_Callback
8 174 pushbuttond_Callback JRITMALS
7 £i04 pushbuttonS_Callback
s
10 on nan = Go To Line... Cirl+Gle given input
' 11 =3 Move cursor to line within document
- BOOKMARKS 5
13 1
1" ol Set/Clear Ctri+F2
15 Set or clear bookmark on current line
16
17
18 allows
19
20
21 % See also: JIDATA Al
22
23
24
25 D
26
| = Begin initializa | DO NOT EDIT
l 28 - gui_Singleton = 1; -
;I « m »
Click and drag to move the document tabs... algontmalar / pushbuttond_Callback in 1 Col 1

Sekil 9. Matlab GUI editor sayfasi

Sekil (9)’daki pencerede hazirlanan GUI tasarimina ait kodlar goziikmektedir.
Burada pek ¢ok kodun hazir eklenmis oldugu goriilecektir. Bu kodlar otomatik olarak
MatLab GUIDE tarafindan eklenmistir. Burada ilgili butonlara ve liste kutularina ya da
istenilen bir nesneye ait callback isimli alt program parcalarina ilgili kodlar
yazilmalidir. Bir nesneye ait callback in bulundugu satira gitmek i¢in ara¢ ¢ubugunda
yer alan “Go To” butonuna tiklanir ve agilan listeden ilgili nesneye ait callback’in ismi
secilir. Bu durum Sekil (9)’da goriilmektedir. Ayrica, GUIDE ¢alisma ekranindan da
direk istenilen bir callback satirma gidilebilir. Bunun igin ilgili nesne iizerinde sag
tiklanir ve agilan pencereden View Callbacks/Callback meniisiinden ilgili callback
tiklanmasi1 ya da ilgili nesne segilip View/View Callbacks/Callback yolu iizerinden
gidilebilir (Sekil 10) (URL-3).
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I

| (2 Push Button I I l
== —1—
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[4 Check Box :I Cut Chrl+X
| Edit Tet Loy eiict
[ =3 Pop-up Menu £
ET Duphcate Ctd+D
m 1 Bring to Front Ctri+F
T Send to Back Ciri+B
(s ] || Object Browser
[ % Panel Editor
"8 Button Group I View Callbacks 'V Callback
| 3K ActiveX Control P —— CreateFen
DeleteFen
ButtonDownFen
KeyPressFen
L3
Tag: pushbuttons Current Point: [58, 330] Position: [50, 313, 69, 22]

Sekil 10. Matlab GUI callback segeneginin iglevi

1.11.3. Grafik ve Egri Cizimleri

3 boyutlu ag ve yiizey ¢izimlerinde kullanilan komutlardan biri mesh(...)
komutudur. Bu komut verilen girisi z bileseni olarak algilar ve dikdortgen x-y diizlemi
tizerinde z ekseni boyunca ¢izim yapar. surf(...) komutu ise ayni isi yiizey olarak yapar.

Asagidaki komut satirlarinin ¢izim goriintiileri Sekil (11-12)’de verilmistir (URL-4).

» mesh(eye(10));
» grid

[ Fiawero JST=TE)

File Edit WView Insert Tools Window Helo

ID=maE v a2 @220

Sekil 11. 3D Mesh grafigi
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» surf(eye(10));
» grid

[ Fgureto.s T=TE)

DES "A2/s 22D

Sekil 12. 3D Surf grafigi

z=e " fonksiyon yiizeyini [—2,2] X [-2,2] tanim arahfinda 3 boyutlu

olarak ¢izdirilebilir (Sekil 13). Bunun i¢in asagidaki komutlar girilmelidir.

> x=-2:0.2:2;

y=X;
[x,y]=meshgrid(x,y);
z=exp(-x."2-y."2);

YV V VYV V

mesh(z)

[ FgureSot =191
DEEHS " A2/, 200

Sekil 13. z = e~* =" fonksiyonunun Mesh grafigi
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Herhangi bir yiizey grafiginde tepe ve alt tepe (minimum ve maximum)

degerlerini gostererek yapilan ¢izimlerde peaks(...) komutu kullanilir (Sekil 14).

» [X,Y]=meshgrid(-3:0.125:3);
» peaks(X,Y)

=gl x|

File Edt View Insert Tools Window Halp
osma " Ar» 282
Peaks

775
LTAIN SRS
7 "
Y SN A
A 50 () “‘,
Al

Sekil 14. Yiizey minimum ve maksimum gosterimleri
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2. YAPILAN CALISMALAR

Uygulamali bilim, fizik ve miihendislikteki bir¢ok problem matematiksel olarak
kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilip modellenebilir. Bir bagimsiz degiskenden
daha fazlasini igeren diferansiyel denklem kismi diferansiyel denklem olarak bilinir.
Kismi diferansiyel denklemleri eliptik, parabolik ve hiperbolik olmak iizere {i¢ sinifta
incelemek miimkiindiir. Hiperbolik kismi diferansiyel denklemlere 6rnek olarak dalga
denklemlerini, parabolik kismi diferansiyel denklemlere 6rnek olarak 1s1 denklemlerini
ve eliptik kismi diferansiyel denklemlere 6rnek olarak da Laplace denklemlerini
gosterebiliriz. Bu tip kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii analitik ve sayisal olarak
iki grupta incelenebilir. Sayisal ¢6ziim i¢in genelde sonlu farklar veya sonlu elemanlar
yontemi kullanilir. Is1 denklemlerinin sonlu farklar yontemi altinda sayisal ¢éziimiinii

irdelemek miumkuindir.

Bilgisayarin ¢ikisi, programlama dillerinin gelisimi ile birlikte inceledigimiz bu 1s1
denklemlerinin degisik sonlu fark yontemleri altinda sayisal ¢oziimleri i¢in algoritmalar
gelistirilmeye ve cesitli programlama dilleri ile programlar yazilmaya baslanmistir.
Giliniimiizde birgok matematiksel problemin ¢6ziimi icin MATLAB, MAPLE,
MATHEMATICA gibi paket yazilimlar ¢ikmis ve kullanilmaya baglanmistir. Diger
yandan arastirmacilarin ve Ogrencilerin matematiksel uygulamalar1 igeren algoritma
veya program yapabilmeleri i¢in temel diizeyde bilgisayar bilgisi ve bir programlama
dilini 6grenerek algoritma gelistirmesi ya da bu paket yazilimlardan birini 6grenmesi

gerekmektedir.

Bu calismamizda 1s1 denklemlerinin sayisal ¢oziimiinii, sonlu farklar yontemi
kullanilarak Explicit, Implicit, Crank-Nicolson, Agirlikli ortalama vs. gibi yontemlerle
ilgili uygulamalar hazirlan arayiizden kullanicinin higbir program bilgisine gerek
kalmadan kolaylikla irdeleyebilmesini hedefledik. Bunun i¢in sistem arayiiziinii

hazirlamak i¢in MATLAB GUI kullanici arayiiziinden yararlanilmigtir
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Bu tezde boyutsuz bir sekilde verilen u; = Uy, u(x,0) = f(x) seklindeki 1s1
denkleminin karigik sinir sartlarinda sayisal ¢oziimleri i¢in Matlab GUI’de kullanici

etkilesimli bir arayiiz tasarlanmistir(Sekil 15).

File Edit View Inset Tools Desktep Window Help ]

Dddse | kRO EL- (S| 0EH 0O
|

1
0.8

0.6

04

Piece-wise defined function e.g. 0.2
([x>=0)&&(x<1/2) )H(2x}+{(x>=1/2)& & [x==1]).72-2")

Select Method.. ~ | |Select Colour... ~ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

|SOGORGI6P, 1|7k onier

Mixed Boundary Conditions
’7 (0, t)4 duldx(0,t) 1

(Lt duldx(L,t)

—DataRecord—
’7 Dosya Adi [] Kaydet ‘ 5
ResctGraphic  Resetall | 04

I . o
W R e

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 15. Is1 denklemlerinin sayisal ¢oziimleri i¢in gelistirilmis arayiiz

Tasarlanan arayiizde farkli yontemler tek bir ekranda ele alinmistir. En genel sinir

sartlar1 olarak verilen

Bi[u] = a;,u(0,t) + a;,u,(0,t) = a(t),
By [u] = ayu(L, t) + ayu, (L, t) = B(t), t > 0.

seklindeki smir sartlar altinda ¢6ziimler, veri olarak alinmasinin yaninda grafikleri ise 2
ve 3 boyutta olmak {izere ayr1 ayri olusturulmustur. Tasarlanan arayiiziin béliimlerini
Sekil (17)’deki numaralara gore agiklayabiliriz. 1 numaralar1 kisimlara 1s1 denkleminin
parametreleri girilmelidir. Burada L tek boyutlu g¢ubugun uzunlugu, T zaman
parametresi, n degeri x —yoniinde adim uzunlugu, r yakinsaklik parametresi, c¢ 1s1
iletim katsayisi, 8 agirlikli ortalama yontemi igin girilecek parametre, f(x) ise 1s1
denkleminin baslangic sicaklik dagilimi igin girilecek fonksiyondur. Ayrica pargali

stirekli fonksiyon i¢in ise fonksiyon 6rnegi hemen alt kisminda mevcuttur. 2 numaralt
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kisimda 1s1 denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in yontemler secilebilir. Bu yontemler agik ve
kapali, Cranck-Nicolson, agirlikli ortalama ve Dufort Frankel yontemleridir. Uygun bir
yontem ve yontemi kararli yapacak bir r degeri belirleyerek sayisal ¢oziim incelenebilir.

Incelenen yontemler icin acilir menii Sekil (16)’da oldugu gibidir.

DEE& L eamd ¢ 08 80

- e
- o
-
oy o

Piece-wise defined function e.g. 02
(=Tl EEAR) L1 S8 (x=1)). (2 2'1)

1] 02 04 06 08 1

Salution of tstep| [ 7 Hoid onor

Ele aldigmmuz
yontemler

-~

06

04

02

0 02 04 08 08 i

Sekil 16. Sonlu farklar icin ele alinan yontemler

3 Numarali kisimda 2-boyutlu grafigin rengi degistirilebilir. Bu sayede farli
parametrelerle ¢Oziim yapildiginda yontemlerin karsilagtirmasi saglanir. 4 numarali
kisimda 1s1 denklemi i¢in karisik sinir sartlar1 girilebilir. Kutucuklara yazilacak uygun
degerlerle Dirichlet, Neumann veya Robin sartlari ile ¢6ziimiin sayisal incelenmesi
saglanir. 5 numarali kisimda sayisal verilerin excel dosyasina aktarilmas: saglanir. Bu
tezde sayisal veriler hem grafik olarak hem de veri olarak elde edilmektedir. Elde edilen
2D ve 3D grafikler GUI arayiiziinde ve veriler ise hazirlanan GUI arayiiziiniin

bulundugu grafikten alinabilir.

6 numarali kisimda grafik sifirlama, tiim verileri sifirlama ve girilen parametrelere
sonucu gosterme diigmeleri mevcuttur. Ayrica MATLAB’in kendi komutu olan pdepe
ile ¢ozlimiin dogrulugu test edilebilmektedir. Bu bize denge konumundaki ¢oziim ile
sayisal ¢oziim tutarhigr hakkinda bilgi verir. 7 numarali kisimda girilen r parametresi,

x —yOniindeki adim uzunlugu, zamansal adim uzunlugu ve zamansal yonde secilen
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¢oziimler olan m degerini es zamanl ekrana yansimaktadir. 8 numarali kisimda iki
boyutlu grafik se¢ilen adim uzunluguna gore olusmaktadir. 9 numarali kisimda her
adimda ¢6zmek yerine sadece segilen belli adim degerlerinde ¢6ziim olusturulur. 10
numarali kisimda ekran {izerindeki grafik iizerine baska bir grafik eklenip
eklenmeyecegine karar verilir. 11 numaralar1 kisimda verilerin 3 boyutlu grafikleri elde

edilir ve ekrana olusturulur.

File Edit Yiew Insert Tools Desktop Window Help =

DEHdS kRS 0DRL-E 08 0D

1

e o @
=®= “ 2D Grafik

04

Plece-wise defined function e.g. 0.2

sl ki=1)).(2-2"1)

i , e (=
00,8} 1

06

. 3D Grafik

WL 0.2
0
0 0z 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 17. GUI arayiiziiniin ayrintili agiklamasi

Hazirlanan GUI arayiiziiniin ad1 Heatmix olup MATLAB komut satirinda heatmix
komutu grafik arayiizii ekrani acilir. Istenen parametre degerleri girildiginde grafik ve
veriler sOylenen dogrultuda olusturulabilir. Kullanict hi¢bir program bilgisine gerek
duymadan sadece parametre degerleri girerek ¢oziimlerin irdelemesini bu sayede ¢ok

rahat bir sekilde yapabilmektedir.
Bir sonraki boliimde farkli yontemler igin hazirlanan arayiizden elde edilecek

sonuglar incelenecektir. Her bir yontem farkli bir baglikta incelenecektir. Yontemler i¢in

grafikler ve sayisal sonuglar irdelenecektir.
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3. BULGULAR
3.1. Is1 Denklemi i¢in Sayisal Yontemler

Onceki boliimlerde gelistirilen sonlu fark yaklagimlari 1s1 denkleminde ayrik
yaklasim seklinde uygulanacaktir. Hem zaman hem de konum tiirevlerinin yerini sonlu
fark yaklasimlar1 almaktadir. Bunun i¢in U’nun zaman ve konum yerlerinin
belirlenmesi gerekir. Bunun igin ayrik ¢6ziimlerin zaman adimlarini isimlendirmek i¢in
J indisini kullanmaya gerek duyulmaktadir. Konum tiirevlerinin hesaplandigi yerde

zaman adimlarinin uygun segilisi sonlu fark modellemede biiyiik 6nem tasimaktadir.

3.2. Zamanda ileri Konumda Merkezi Fark (FTCS)

Denklem (8)’de zaman tiirevi igin ileri fark yaklagimi
2 Uijer=Usy
= (i tjs1) = == 4+ 0(A0) (31)

seklinde verilir. Denklemin sag tarafindaki terimler sadece x = x;’deki U degerini
icermektedir. (0%u/0x?),, e merkezi fark yaklasim uygulanir ve j. zaman adimindaki

biitlin terimler buradan hesaplanabilmektedir.

Ui-1,j—2U;
Ax?

+Uiy1,j + O(sz) (32)

0%u
IxZ (x;) =

Is1 denkleminde Denklem (31) ve Denklem (32) yazilirsa hata terimleriyle beraber
asagidaki ifade elde edilmektedir.

Uij+1—Ui; _  Ui_q,j—2U;;

tUit1j, 2
v "’ +O(At) + 0(Ax*) (33)

Zamana ait ve konumsal hatalar farkli mertebelere sahiptirler. Ayrica U’nun diger
degerleri igin U;;,, agik bir sekilde elde edilebilmektedir. Kesme hatasi terimleri

atilirsa ve U; ;4 i¢in denklem ¢oziiltirse,
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alt

Upjrr = Upj + 15 Ui, — 20 j + Uiq j) (34)

elde edilir. (34) denklemi zamanda ileri, konumda merkezi fark veya 1s1 denklemine
FTCS yaklasimi olarak adlandirilir. Denklemde yeniden diizenleme yapilirsa hesaplama

verimliliginde etkili bir iyilestirme saglanabilir. Buna goére v = aAt/Ax? olmak iizere
Ui,j+1 = TUi+1,j + (1 — ZT)Ui'j + rUi—l,j (35)

seklinde diizenlenebilir. Bu yontem i¢in ag yapisi Sekil (18)’de oldugu gibidir.

N

j —e ® —#— Biliniyor
r—1 ] i+1 g
Sekil 18. FTCS taslagi icin ag noktalar1 gosterimi

j+1 Bilinmiyor

Uij+1 degerleri birbirlerinden bagimsiz olarak hesaplanabildigi ig¢in FTCS
taslagin1 uygulamak kolaydir. Tim ¢oziim iki dongl igerir. Bunlar biitin zaman
adimlarim1 kapsayan bir dis dongli ve biitiin i¢ ag noktalar1 kapsayan i¢ dongi
seklindedir. Tablo (2)’de kod pargasi, FTCS taslagin1 uygulamanin ne kadar kolay

oldugunu gostermektedir.

Denklem (9,10,11,12)’deki baslangi¢ ve smir kosullarina gére Denklem (8)’in
¢Ozlimlerin hepsi sinirli, soniimlii fonksiyonlardir. Bir bagka deyisle, ¢oziimiin
biiytikliigii baslangi¢ kosulundan itibaren bir sabite dogru gerileyecektir. FTCS, At
degeri ¢ok biiyiikse, kararsiz ve gittikge biiyliyen ¢oziimler verebilir. FTCS taslagiyla
kararl ¢oziimler asagidaki sart gecerli oldugunda elde edilebilir:

r=-—<-, (36)
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Tablo 2. Is1 denkleminin ¢oziimii igin FTCS taslagi kod pargacigi

% ——=— Define constants and initial condition

L= ... % length of domain in x direction
tmax = ... % end time

nx = ... % number of nodes in x direction
ot =, .. % number of time steps

dx = L/(nx-1);
dt = tmax/(nt-1);
r = alphaxdt/dx~2; X2 = 1 - 2er;

% —— Loop over time steps
t=0
- B RS % initial condition
for m=1:nt
uold = u; % prepare for mext step
t=1¢€ + dt;
for i=2:nx-1
u(i) = r*uold(i-1) + r2suold(i) + r*uold(i+1);
end
end

Denklem (35), bir matris carpimi olarak UU*Y = AUU) seklinde de ifade

edilebilmektedir. Burada A tridiagonal matristir.

1 0 0 0 0 07
r (1-2r) r 0 0 0
A= 0 T 1-2r) r 0 0
0 0 . 0
0 0 0 r (1-2r) r
-0 0 0 0 0 1

UU*D degeri, j + 1 zaman adiminda U degerlerinin vektoridiir ve UY) ise j
zaman adimindaki U degerlerinin vektoriidiir. A’nin ilk ve son satirlari, matris-vektor

cargimi hesaplandiginda U nun sinir degerleri degismeyecek sekilde ayarlanirlar.

Ornek olarak u; = Uy, 0 < x < 1, t > 0 151 probleminin sayisal ¢dziimiinii sonlu

2x, 0<x <

N |-

farklarla u(x, 0) = baslangi¢ kosuluna ve u(0,t) = u(1,t) =0
1

X
2(1-x), 2<x<

sinir kosuluna goére GUI arayiiziinde inceleyelim. Buna gore ¢oziimler Sekil (19)’da

verilmistir.
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| heatmix |

0.8

O
v | - o .
ea

0.4
A2 (=12 B (=1 ) ) M2 02
Piece-wise defined function e.g. ’
((x>=0)8&(x=1/2) ). (2" x)+{(x>=1/2)&&(x<=1))."(2-2"%)
D

Ex_ I|crtH&th|:ld E blue e
~Mixed Boundary Conditions——
1 a0t)}s 0 .duldx(0t) 0

1 Lt 0 | .duidx(Lt) 0

— Data Record

Dosya Adi [] kaydet 05

ResetGraphic | Resetall |
| stow  Testpdepe

0
1000

0.0

0.1

2x0xl
2

21 -x),

u(0,t) = u(1,t) = 0 kosuluna gore Exphc1t yontem ile sayisal ¢oziimleri

Sekil 19. Is1 denkleminin u(x,0) = baslangi¢ kosuluna ve

N | =

SS=X

Sayet Explicit isminde bir dosya acip kaydet kutucugu isaretlenirse asagidaki
sayisal veriler arka plandan kolayca almabilir. Buna gore sayisal sonuglar Tablo (3)’de

oldugu gibidir.

Tablo 3. Is1 denklemi Explicit yontem i¢in sayisal veriler tablo degerleri

0.0000 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 0.9600 0.8000 0.6000 0.4000 0.2000 0.0000
0.0000 0.2000 0.4000 0.6000 0.7960 0.9280 0.7960 0.6000 0.4000 0.2000 0.0000
0.0000 0.2000 0.4000 0.5996 0.7896 0.9016 0.7396 0.5996 0.4000 0.2000 0.0000
0.0000 0.2000 0.4000 0.5986 0.7818 0.8792 0.7818 0.5986 0.4000 0.2000 0.0000
0.0000 0.2000 0.3998 0.5971 0.7732 0.8597 0.7732 0.5971 0.3998 0.2000 0.0000
0.0000 0.2000 0.3996 0.5950 0.7643 0.8424 0.7642 0.5950 0.3556 0.2000 0.0000
0.0000 0.1999 0.3992 0.5924 0.7551 0.8268 0.7551 0.5924 0.3992 0.1999 0.0000
0.0000 0.1999 0.39806 0.5892 0.7460 0.8125 0.7460 0.5892 0.3586 0.19939 0.0000
0.0000 0.1998 0.3978 0.5859 0.7370 0.7992 0.7370 0.5859 0.3978 0.1998 0.0000
0.0000 0.1996 0.2968 0.5822 0.7281 0.7867 0.7281 0.5822 0.3568 0.1996 0.0000
0.0000 0.1993 0.3956 0.5783 0.7154 0.7750 0.7194 0.5783 0.3956 0.1993 0.0000
0.0000 0.19330 0.3942 0.5741 0.7108 0.7639 0.7108 0.5741 0.3542 0.1930 0.0000
0.0000 0.1986 0.3927 0.5698 0.7025 0.7533 0.7025 0.5698 0.3927 0.1986 0.0000
0.0000 0.1332 0.3910 0.5653 0.6943 0.7431 0.6943 0.5653 0.3510 0.1932 0.0000
0.0000 0.1977 0.3892 0.5608 0.6863 0.7333 0.6863 0.5608 0.3892 0.1977 0.0000
0.0000 0.1370 0.3872 0.5562 0.6734 0.7233 0.6734 0.5562 0.3872 0.1570 0.0000
0.0000 0.1963 0.3851 0.5515 0.6708 0.7148 0.6708 0.5515 0.3851 0.1963 0.0000
0.0000 0.1356 0.3828 0.5468 0.6632 0.7060 0.6632 0.5468 0.3828 0.1956 0.0000
0.0000 0.1948 0.3805 0.5420 0.6559 0.6975 0.6559 0.5420 0.3805 0.1948 0.0000
0.0000 0.1333 0.3781 0.5373 0.6487 0.6891 0.6487 0.5373 0.3781 0.133% 0.0000
0.0000 0.1929 0.3756 0.5325 0.6416 0.6810 0.6416 0.5325 0.3756 0.1929 0.0000
0.0000 0.1919 0.3730 0.5277 0.6346 0.6731 0.6346 0.5277 0.3730 0.1919 0.0000
0.0000 0.1908 0.3704 0.5229 0.6278 0.6654 0.6278 0.5229 0.3704 0.1908 0.0000
0.0000 0.1897 0.3677 0.5182 0.6211 0.6579 0.6211 0.5182 0.3677 0.1897 0.0000
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Bu yontem r < 0.5 i¢in kararlidir. Aksi durumda yontem belli bir adimdan sonra
iraksar. Bunu sistem arayiiziinden herhangi bir 6rnekle test edebiliriz. Sekil (20)’den

rraksamanin oldugu agik bir sekilde goriilmektedir.

) Figures - heatmix

|. heatmix = |

[ L En el e S EENILTLE, |
4
BEN - e .
]
e 0 eEn ,
PG 2+ (oc==112) 88 x==1)) 224
Piece-wise defined function e.g. -4
((x>=0)88(x<112) )5 (2"x)+((x>=1/2)&&(x<=1))."(2-2"x)
Explicit Method v!| red v 5 D2 04 05 08 1
— Mixed Boundary Conditions |_ ] ‘ Hold onloff
1 |0t 0 duidx{ot) 0 % 10

1 Lt 0 | .duidx(L,t) 0

— Data Record
Dosya Adi|  explicit Kaydet

Sekil 20. Explicit yonteminde r < % sartinin saglanmama durumunda raksamast

Yukarida inceledigimiz yontem Explicit yontemidir. Fakat bu yontemin sadece
r < 0.5 i¢in kararli olmasi bizi baska yontemleri arastirmaya tesvik etmektedir. Ornek
olarak diger inceledigimiz yontemlerden biri olan Implicit yontemi tiim r degerleri igin
kararlidir. Bu caligmada ele aldigimiz yontemler, sonlu fark denklemleri ve kararlilik

sartlar ile birlikte asagidaki gibi verilebilir.
3.3. Zamanda Geri Konumda Merkezi Fark (BTCS)
Daha 6nce denkleminin sol tarafindaki zaman tiirevi igin ileri yonde fark formiili

kullanilmistir. Bu kisimda geri yonde fark: segilecektir. Zaman tiirevi i¢in geri yonde

fark formuli
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? Ui j=Uij—
5 (i tj) = L2+ 0(A) (37)
seklindedir.
Zamanda ileri, Zamanda Geri,
Konumda Merkezi  Konumda Merkezi Crank-Nicholson
; »J—« I
=1 i i1 -1 il -1 P

Sekil 21. Is1 denklemine sonlu fark yaklastirmalari i¢in hesaplamali molekiiller

Denklem (26) ve Denklem (30)’u Denklem (8)’de yazip, kesme hatasi terimlerini
toplayarak asagida denklem elde edilmektedir. Bu yontem i¢in ag yapis1 Sekil (22)’de
oldugu gibidir.

P—1 i i+1

j+1 _.\I /i— Bilinmivor
= Bilintvor
Sekil 22. BTCS taslagi i¢in ag noktalar1 gosterimi
DUTCL o g ST 1 (AL + O(Ax?). (38)

Bu yaklagimdaki kesme hatalari, Denklem (33)’deki kesme hatalariyla ayni
biiyiikliik mertebesine sahiptirler. Fakat Denklem 38, U;; yi hesaplamak igin basit

cebirsel ifade olusturmaya uygun degildir. U;.q; icin bir benzer denklem
gelistirildiginde U;,q; degerinin Uy, ; ile U;;’ye bagh oldugu goriilmektedir. Bu
nedenle, Denklem (38), i = 2,3, ..., N — 1 konum ag noktalarmin i¢ noktalarinda U’nun

degerleri igin bir denklem sistemidir.

Denklem sistemini daha agik bir sekilde gérmek igin, kesme hatasi terimlerini
Denklem (38) ¢ikarip elde edilen denklemi yeniden diizenleyerek asagida belirtilen

denklem elde edilmektedir.
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a a 1

1 2a
~ g Vi + (G 5) Vi~ 5z Vi = g Uugr

Denklem sistemi asagida gosterildigi gibi matris formunda temsil edilebilir.

by ¢ O 0 0 0 1r Uz [ dq 1
a, b, ¢ 0 0 0 [ U, ] | dz |
0 a3 by «c3 0 0 Us | _| ds
0 0 - . . 0 | S
0 0 0 ay-1 by-1 cn-1||Un—1 dy-1
o 0 0 0o ay obydluyl Ll

Burada i¢ noktalarin katsayilari,

a; = —a/Ax?, i=23..,N—1
o= (2)+ (2

' At Ax2)’
¢; = —a/Ax?,

1
= o

seklindedir. Denklem (10)’da Dirichlet sinir kosullar1 i¢in

b1=1, C1=O, d1=U0
aN=O, bN=1! dn=UL

yazilabilir.

(39)

(40)

BTCS taslaginin uygulamasinda her zaman adiminda bir denklem sisteminin

coziilmesi gerekmektedir. Kodun gelistirilmesi zorlugunun yanisira, BTCS semasinda

her zaman adimi i¢in hesaplama adimlari, FTCS taslaginin her zaman adimi ig¢in

hesaplama adimlarindan daha fazladir. BTCS semasmin, FTCS semasina gore cok

biiylik bir avantaji ise kosulsuz olarak (1s1 denklemine iliskin ¢ozlimler i¢in) kararl

olmasidir. BTCS taslagi FTCS taslagi kadar dogru sonug vermektedir. Bu nedenle, biraz

fazladan bir ¢abayla, BTCS taslagi At ve Ax secimlerine gore saglam bir hesaplama
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modeli verir. Buna ragmen bu avantaji her zaman basarili degildir ve FTCS taslagi yine

de bazi problemler igin kullanislidir.

Explicit yontemde yakinsamayan problem i¢in bu yontemde yakinsamanin oldugu

goriilebilir. Aynm1 problem olan u; = u,,, 0 <x <1, t > 0 1s1 probleminin sayisal

¢oziimini sonlu farklarla u(x,0) = baslangi¢ kosuluna ve

u(0,t) = u(1,t) = 0 smur kosuluna gore sayisal ¢éziimleri bu yontemde artik tiim r
degerleri icin yakinsak oldugu gériilebilir. ilk yontemde 1raksak olan problem r = 0.6

icin artik yakinsamaktadir ve sonuglar Sekil (23)’de goriildiigi gibidir.

) Figures - heatmix

|. heatmix |

0.05
B - 00
= ]

0.03

0.02

IR - o= 12)8800=1)) 22-2%)

Piece-wise defined function e.g. 0.0
([=0)&&(x<1/2) |.*(2%x)+ [(x>=1/2)8& (x==1]).5[2-2"x)

Implicit Method ~ | [blue ~
— Mixed Boundary Conditions
1 w0t 0 .duldx(0t) 0

1 |l o | .duidx(Lt) 0

— Data Record :
Dosya Adi|  explicit [] Kaydet 0.5

I o
o om

0.6 0.1 0.006 167

2x, 0<x<

N[ =

Sekil 23. Is1 denkleminin u(x, 0) = baslangi¢ kosuluna ve

u1—@,§st1

u(0,t) = u(1,t) = 0 kosuluna gére Implicit yontem ile sayisal ¢oziimleri

Ornek i¢in sonuglar Tablo (4)’de verilmistir.
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Tablo 4. Is1 denklemi Implicit yontem i¢in sayisal veriler tablo degerleri

0.0000 0.1591 0.3966 0.5885 0.7614 0.8698 0.7614 0.5885 0.39606 0.1951 0.0000
0.0000 0.1966 0.3830 0.5687 0.7155 0.7856 0.7155 0.5687 0.3830 0.1966 0.0000
0.0000 0.1524 0.3778 0.5445 0.6709 0.7231 0.6709 0.5445 0.3778 0.1924 0.0000
0.0000 0.1367 0.3641 0.5185 0.6297 0.6721 0.6297 0.5185 0.3641 0.1867 0.0000
0.0000 0.1800 0.3488 0.4522 0.5918 0.6283 0.5918 0.4922 0.3438 0.1800 0.0000
0.0000 0.1726 0.3328 0.4664 0.5570 0.5834 0.5570 0.4664 0.3328 0.1726 0.0000
0.0000 0.1648 0.3166 0.4415 0.5247 0.5541 0.5247 0.4415 0.3166 0.1648 0.0000
0.0000 0.1569 0.2006 0.4175 0.4946 0.5217 0.4546 0.4175 0.3006 0.1562 0.0000
0.0000 0.1490 0.2849 0.3948 0.4666 0.4916 0.4666 0.3948 0.2849 0.1450 0.0000
0.0000 0.1413 0.2698 0.3731 0.4403 0.4636 0.4403 0.3731 0.2698 0.1413 0.0000
0.0000 0.1339 0.2553 0.3526 0.4156 0.4374 0.4156 0.3526 0.2553 0.1339 0.0000
0.0000 0.1267 0.2414 0.3331 0.3923 0.4128 0.3923 0.3331 0.2414 0.1267 0.0000
0.0000 0.1198 0.2283 0.3147 0.3704 0.3897 0.3704 0.3147 0.2283 0.1138 0.0000
0.0000 0.1133 0.2157 0.2973 0.3498 0.3679 0.3493 0.2973 0.2157 0.1133 0.0000
0.0000 0.1071 0.2039 0.2808 0.3303 0.3474 0.3303 0.2808 0.203% 0.1071 0.0000
0.0000 0.1012 0.1%26 0.2653 0.3120 0.3281 0.3120 0.2653 0.1926 0.1012 0.0000
0.0000 0.0956 0.1820 0.2506 0.2946 0.3098 0.2946 0.2506 0.1820 0.0956 0.0000
0.0000 0.0903 0.1719 0.2367 0.2783 0.2926 0.2783 0.2367 0.1719 0.0903 0.0000
0.0000 0.0854 0.1624 0.2235 0.2628 0.2764 0.2623 0.2235 0.1624 0.0854 0.0000
0.0000 0.0806 0.1534 0.2111 0.2482 0.2610 0.2482 0.2111 0.1534 0.0806 0.0000
0.0000 0.0762 0.1449 0.1994 0.2345 0.2465 0.2345 0.1934 0.1449 0.0762 0.0000
0.0000 0.0719 0.1369 0.1884 0.2215 0.2329 0.2215 0.1884 0.1369 0.0719 0.0000
0.0000 0.0680 0.1293 0.1779 0.2092 0.2139 0.2092 0.1779 0.1253 0.0680 0.0000
0.0000 0.0642 0.1221 0.1681 0.1976 0.2077 0.1976 0.1681 0.1221 0.0642 0.0000
0.0000 0.0606 0.1153 0.1587 0.1866 0.1962 0.1866 0.1587 0.1153 0.0606 0.0000

3.4. Crank-Nicolson Yéntemi

FTCS ve BTCS taslaklar1, O(At) degerinde zamansal kesme hatasina sahiptirler.
Dogru zaman ¢oziimler 6nemli oldugunda Crank-Nicolson taslaginin 6nemli avantajlart
vardir. Crank-Nicolson taslagi BTCS taslagini uygulamasindan ¢ok daha zor degildir ve
O(At?) degerinde bir zamansal kesme hatasina sahiptir. Crank-Nicolson semasi, BTCS

gibi kapalidir ve ayni1 zamanda kosulsuz kararhdir.

Is1 denkleminin sol tarafi, BTCS taslaginda da kullanilan geri yonde farkla ifade
edilir. Is1 denkleminin sag tarafi ise mevcut ve onceki zaman adiminda hesaplanan
merkezi fark taslaginin ortalamasiyla ifade edilir. Bundan dolayr Denklem (8) sonlu

fark formiilleriyle beraber

(41)

Uij-Uij-1 _ @ [Ui—1,j—2Ui,j+Ui+1,j + Ui—1,j—1_2Ui,j—1+Ui+1,j—1]
At 2 Ax? Ax?

seklinde yazilir. Bu yontem i¢in ag yapist Sekil (24)’de oldugu gibidir.
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j*1 3 + . 4 Bilinmivor

TR EEEE CEEEEE R s -
J - - » Bilinivor
i—1 i i+ 1

Sekil 24. Crank-Nicolson taslagi i¢in ag noktalar1 gosterimi

j ve j—1 zaman adimindaki U degerlerinin sag tarafta yer aldiklarna dikkat
edilmelidir. Denklem (41) j. anda U degerlerini hesaplamak igin kullanilir ve bdylece
j — 1. andaki U’nun biitiin degerlerinin bilindigi varsayilir. Denklem (41)’in, j anindaki
U degerleri solda ve j—1 anindaki U degerleri sagda olacak sekilde yeniden
diizenlenmesiyle agsagidaki denklem elde edilir.

—ﬁUi—l,j + (ﬁ + ﬁ) i~ ﬁUiu,j = ﬁUi,j—l + 2:7111‘—1,1‘—1 + (i + é) Ui-1j-1— ﬁUiu,j—l (42)

Crank-Nicolson semasi kapalidir ve dolayisiyla, U i¢in bir denklemler sisteminin

her zaman adiminda ¢oziilmesi gerekmektedir. Denklem sistemi, (40) Denkleminin

formuyla aynidir, sadece farkl katsayilara sahiptir:

a; = —a/(2Ax?), i=23.,N-1

b= (5) + ()

¢; = —a/(20x?),

1
d; = (A_t) Upjo1 + aiUiqj1 + (a; + c)U; jo1 + ciUpyq,j1

Crank-Nicolson taslagi i¢in a;, b; ve c; degerleri BTCS taslagindaki hesaplanan
degerlerden farklidir. Bu kiigiik farklilik disinda, BTCS ile Crank-Nicolson taslagi
arasindaki yegane 6nemli uygulama farki, d;’de ekstra U;_; terimlerinin yer aliyor

olmasidir.

Algoritmik olarak, BTCS ve Crank-Nicolson taslagi birbirine ¢ok benzer. Crank-
Nicolson semas1 O(At?) + O(Ax?) seklinde bir kesme hatasma sahiptir. Bir bagka
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deyisle, zamansal kesme hatasi, BTCS semasinin zamansal kesme hatasindan 6nemli

Olclide daha kiigiiktiir.

Omek olarak, u; = u,,, 0 <x <1, t >0 151 probleminin sayisal ¢dziimiinii
sonlu farklarla u(x,0) = x? baslangic kosuluna ve u(0,t) =1, u(1,t) =3 smr
kosuluna incelenebilir. Bu durumda veriler igin GUI arayiizii Sekil (25)’de ve sayisal
veriler Tablo (5)’de oldugu gibidir. Kirmiz1 ¢izgi ile gosterilen ¢oziim Matlab’in kendi
¢oziim araci olan pdepe komutu ile olusturulmustur. Bu ¢oziim denge durumundaki
¢Oziimii ifade etmektedir. Sonlu farklar ile elde edilen ¢6ziimiin tutarli bir ¢6ziim olup
olmadig1 buradan kontrol edilebilmektedir. Her bir 6rnek icin pdepe’yi kullanarak
¢oziimlerin saglamasi kolayca yapilabilir. Bu tip segenek igin farkli renk kullanarak

sayisal ¢oziimle karistirilmamalidir.

) Figures - heatmix
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Sekil 25. Is1 denkleminin u(x, 0) = x? baslangi¢ kosuluna ve u(0,t) = 1, u(1,t) = 3
kosuluna gore Crank-Nicolson yontemi ile sayisal ¢6ziimleri
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Tablo 5. Is1 denklemi Crank-Nicolson yontem 121n sazlsal veriler tablo degerleri

1.0000 0O.361l4 0.1086 ©0.1101 0.1718 O0.260% O0.3735 0.5202 0.7675 1.504& 3.0000
1.0000 O.50%4 0.2251 0.1527 0.1%0&8 O0.2763 0.4000 0.5955 0.9%916 1.79%47 3.0000
1.0 0.5935% 0.31%4 0.2101 O0.2203 0.3015 0.4455 O0.7000 1.1721 1.855% 3.0000
1.0000 O0.6501 0.3937 O0.2690 0.2601 0.33%2 0.5063 0.5061 1.3127 2.0671 3.0000
1.0000 0.63%13 0.453% 0.3254 0.306% 0.3878 0.5752 0.9052 1.4248 2.1453 3.0000
1.0000 0O.T7235 0.5045 0.3791 0.3583 0.443% 0.6472 0.9557 1.516% 2.2054 3.0000
1.0000 O.7500 0.5487 0.4303 0.4123 0.5042 0.71%4 1.0782 1.5945 2.2537 3.0000
1.0000 O.7728 O0.5883 0.4796 0.4675 0.5663 0.7902 1.1537 1l.6614 2.293%9 3.0000
9 |[1.0000 O.79532 0.6249% O0.5271 0.5228 0.6286| 0.8586 1.2230 1.7203] 2.3282 3.0000
10 1 .0000) 0.85117 O0.&591 0.5731 0.5774 O0.&901 0.5243 1.2870 1.7728 2.3583 3.0000
11 1. 0000 O0.5290 O0.&9%16 0.6175 0.630% O0.7500 O0.58570 1.3464 1.85204 2.3850 3.0000
12 |1 .0000) 0.5454 0.7226 0.6605 0.6830 O0.5079 1.0467 1.40153 1.85635 2.40%0 3.0000
13 1 .0000 0.8610 O0O.7524 0.7021 0.7334 0.83637 1.1034 1.4536 1.39033 2.4305% 3I.0000
14 |11 . 0000, 0.8575% O0.7510 0.7421 0.7820 0.9172 1.1572 1.5021 1.%940% 2.4511 3.0000
15 |1 .0000| O.5902 O0.85085 0.7807 0.85287 O0.9654 1.2083 1.5477 1.8754 2.46%7 3.0000
16 |1 .0000) O0.9040 O.8350 0.817%9 0.5737 1.0174 1.2568% 1.5908 2.0076 2.4871 3.0000
17 |1 .0000) 0.9172 O0.85&604 0.8536 0.9167 1.0641 1.30285 1.6310 2.0379 2.5033 3.0000
18 1. 0000 0.9300 O.554%9 0.8879 0.957% 1.1087 1.3464 1l.6692 2.0663 2.5185 3.0000
19 |1 .0000 O0.59422 O0.90854 0.5207 0.59974 1.1512 1.3879 1.7054 2.0831 2.5327 3.0000
20 |11.0000 O0.59540 0.5310 0.8522 1.0351 1.1%17 1.4273 1.7385 2.1183 2.5461 3.0000
21 |1.0000 O.9653 0.952&6 0.9224 1.0711 1.2302 1l.4646 1.7719% 2.1422 2.5522 3.0000
22 |I1.0000 O0.9761 0.8734 1.0112 1.1055 1.2670 1.5002 1.85026 2.1647 2.5707 3.0000
23 |1.0000 O.9565 0.9932 1.035885 1.1383 1.3020 1.533% 1.8317 2.1861 2.5821 3.0000
24 11.0000 O.9964 1.0122 1.0652 1.1€97 1.3353 1.5660 1.85%593 2.2063 2.59258 3.0000
Js 4l 0000 1.0058 1.0304 1.0904 1.1996 1.3671 1.5965 1.85855 2.2255 2.6029% 3.0000

@ = @wm ok wN

3.5. Agirhikh Ortalama (Weighted-Average) Yontemi

Konumda merkezi fark olmak kosuluyla ileri ve geri zamana ait farklarin agirlikli

ortalamasi
Ujir1—Uj; 068%U; j+1+(1-6)8%U; ;
Lj+17Yij a ij+1t( ) ij (43)
At Ax?

seklinde tanimlidir. & merkezi fark operatorii ile,

0U;; = Upjsr = U2 (44)
ve
62Ui'j = Ui,j+1 - ZUi,]' + Ui,j—l (45)

fark ifadeleri daha sade yazilabilmektedir.

0 parametresi, sifir ve bir arasinda secilen bir agirlik carpamidir 0 <6 <1

araliginda agirlikli ortalama sablonu Sekil (26)’da verilmistir.
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i-1 ; i+1
Sekil 26. 8 € (0, 1) i¢gin agirlikli ortalama yontemi ag yapisi

Agirlikli Ortalama (Weighted-Average) taslagi igerisinde farkli parametrelerle
diger yontemlerde ortaya ¢ikmaktadir.

Eger 6 = 0 ise (43) nolu denklem agik (Explicit) yontem,
Eger 6 = 1 ise (43) nolu denklem kapali (Implicit) yontem,
Eger 6 = % ise (43) nolu denklem Crank Nicolson yontemi,

olarak adlandirilir.

Bu yontemde 6 # 0 degeri icin baslangi¢g-sinir deger problemini ¢dzmek

istiyoruz. Her zamanki gibi U; ;, i = 1,2, ..., N, bilinen ¢6ziimiin oldugunu varsayalim

g
ve Ujjir, L=1,..,N icin ¢dziimii belirlemek istiyoruz. Smir kosullarini kullanarak

fj = f(jAt) olmak iizere
Uoj+1 = fj+1 yUijr1 = gj+1s (46)
elde edilir.

Denklem (43)’de farklar1 hesaplamak i¢in Denklem (45) ile beraber tiim i¢ diigiim

noktalarindaki sonu¢lari i = 1,2, ..., N — 1 i¢in
_THUi_1,j+1 + (1 + ZTQ)Ui'j_‘_l - TBUL'+1J'+1 = T(l - B)Ui—l,j + [1 - 2r(1 - 9)]UL,] + T(l - H)UH'L] (47)

elde edilir. Eger Uy ;.; Ve U;j,q bilinen degerler olarak dikkate almirsa (47) nolu
denklem U; j+1, L =1,2,...,N — 1 bilinmeyenler i¢in N — 1 denklemden olusan lineer

bir sistemdir. (47) denklemi vektorel formda
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U] = [Ul.]" UZ,j' ey UN—I,j]T (48)

seklinde yazilabilir. Vektorel formda n bilinmeyeni kullanarak (47) denklemi yeniden
Ofiv1+ (A —=06)f;
o fi+1 (() f;
=2 1 ve f/ = : olmak iizere
' 0
10g;11 + (1 - 0)g;]

yazilirsa C =

1 -2

[1—roClU/* = [1+7r(1—0)CIU/ +rf/ (49)
elde edilir.

Denklem (49) gibi tridiagonal sistemler sayisal analizde sik¢a ortaya ¢ikarlar ve

onlar1 ¢ozecek hizli bir algoritmaya ihtiya¢ duyulur. Bazi 6zel durumlarda Gauss

eliminasyon ise yarar. Fakat daha genis bir ¢6zlim yolu {izerinde durulmahdir. F ve X,

[ & ]

|b2 a, (&) |
n —boyutlu vektorler ve A = | | tridiagonal matrisi i¢in

by-1 an-1 Cn-1
by ay

AX = F (50)
sistemini ele alalim. Buna gore
a; =1+ 2r6, i=12,..,N, (51)
b, = -0, i=23,..,N, (52)
c; =—10, i=12,..,N—1, (53)

ve buradani = 1,2, ..., N i¢in
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Fr=r(1 =0y, +[1—2r(1 = O + (1 — Oy j + 18, [0f 7 + (1= 0)f /] + 18,5[097 + (1 — 6)g'] (54)
elde edilir. §;, degeri Kronecker deltasi olup i = k oldugunda birim deger, aksi halde

sifir degerini alir. Pivotlamanin gerekli olmadigini farz edersek A matrisi
A=LU (55)

seklinde diisiiniilebilir. Burada L ve U bidiagonal forma sahip alt ve tist matrislerdir.

[ 1 ] [u1 Uy

|l 1 | | U, v,
Buna gore matrisler L = | I 1 | = I

l lN 1 J l uN

seklinde yazilabilirler.

l;,,;i=23,...,N, uy;,i=12,..,N ve v;,i =1,2,...,N — 1 katsayilar1 belirlendiginde
Denklem (50) ileri ve geriye dogru yerine koyma yoluyla kolayca ¢6ziilebilir. Boylece
Denklem (50) ve Denklem (55) denklemlerini kullanarak

LUX = F (56)
UX =y (57)
LY =F (58)

sistemleri elde edilir.

Denklem (58)’den Y bilinmeyeni ileriye dogru yerine koyma ile elde edilir. Y degeri
hesaplandiginda Denklem (57)’den X bilinmeyeni geriye dogru yerine koyma ile
¢oziilebilir.

L ve U katsayilar1 direk hesaplama ile elde edilebilir. Buna gore katsayilari

Uy = aq (59)
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li = bi/ui_l,ui =a; — lici—l i = 2,3, ,N (60)
vi=¢,i=23,..,N (61)

seklinde elde etmek mimkiindir. [;,i =2,3,..,N, u;i=12,..,N, ve v;i=

1,2, ..., N — 1 olarak belirlendiginde Denklem (57)-(58)’dan
Y, =F,Y, =F-LY,_{,i=23,..,N (62)
XN = yN/uN, Xi = (Yl —UiXi+1)/ui,i =N— 1,N — 2, ,1 (63)

bulunur. Bu prosediir tridiagonallestirme algoritmasi olarak bilinir. Etkin uygulama igin

a;, bj, cj ve F; ile uj, lj, v; ve x; degerleri yazilmalidir.
Agirlikli ortalama taslagr Denklem (47) icin kararliligi von Neumann yontemi ile

aciklanabilir. Baslangic kosullarinin ve c¢oziimiin x’e gore periyodik oldugunu

diisiinerek ¢oziim ayrik Fourier serisi olarak yazilabilir.

2mij
Uij = Xi=0Aikx Wi j, W = e /1), (64)
Denklem (64), Denklem (47)’da yerine yazilirsa,

—2mik ik —2mik ik
SNl A |10 0D 414270 — 0" 00| = A [r(1 = B)e /D 41— 2r(1 = 0) + (1 - 0)e” /WD wy; =0

_ 2r(1—cos2km/(N+1))
14+2r0(1—cos2kn/(N+1))

elde edilir. Ortagonal 6zelligi ve Euler 6zdesligiyle M), =1
olmak tlizere A; 41, = MyA,;j yazilabilir. Yarim a¢1 formiiliinii kullanarak,

arsin?kmn/(N+1)

M, =1- 1+4r0sin2km/(N+1)

(65)
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bulunur. Alisildigr gibi, A;  i¢in birinci mertebeden fark bagintilarini 4; , = (Mk)iAO’k
alarak ¢ozebiliriz. Coziimilin azalan bir ¢oziim oldugu diislincesine dayanarak tiim k

degerleri i¢in |M;| < 1 yazilabilir. M, reel ve r ve 8 negatif olmadigindan

4rsin’km/(N+1)
—1s 1+4r@sin2kn/(N+1) — (66)
- . . 9 .. arsinkm/(N+1)
Sagdaki esitsizlik her zaman saglanir. Boylece TrarOsintkn (N4 1) <2 veya
2r(1 — 260)sin? (1\%1) < 1 yazilabilir. Tiim k degerleri i¢in bu sagalandigindan
2r(1-20) <1 (67)

sinirlamasi goriliir. Eger 1/2 < 6 < 1 ise 1 — 26 terimi pozitif olmayacak ve Denklem
(67) tim r > 0 degerleri i¢in saglaniyor olacaktir. Boylece Denklem (47) tiim segilen

At ve Ax i¢in kararlidir. Bu durumda kosulsuz kararlhidir denir. Eger 0 < 6 < 1/2 ise

bu durumda |My,| < 1 esitsizligi r < icin saglanir.

2(1-26)

Ornek olarak, u; = Uy, 0 <x <1, t >0 151 probleminin sayisal ¢dziimiinii
sonlu farklarla u(x,0) = x? baslangi¢ kosuluna ve u,(0,t) = u(0,t), u,(1,¢t) =
—u(1,t) karisik sinir kosuluna incelenebilir. 8 = 0.3 olarak segilmistir. Buna gére GUI

araylizii ve grafikler Sekil (27)’de oldugu gibidir.
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heatmix

) Figures -

Mixed Boundary Conditions
1 (0t -1 duidx(0,t) 0

S luiLte 1 duldelt) o

Data Record
’7 Dosya Adi| weighted . Kaydet ‘

0.005 200

| heatmix "|
0.25
N K
e *2 5
Piece-wise defined function e.g. e T
({x==0)88(x=1/2) )5 (2] +{{x>=1/2) &8 (x==1)).*(2-2"x)
1 1 _\—‘_\_\_\_‘_‘—\—u
Weighted Average ~| |blue ~ DDS 02 0.4 DE 0.8 1

|— ml-mm

0s

D P
200

¢Ozlimleri

Yakinsama kosulundan 6 = 0.3 degeri icin r <

goriilmektedir.

Sekil 27. Is1 denkleminin u(x, 0) = x? baslangi¢ kosuluna ve u,(0,t) =
u,(1,t) = —u(1,t) kosuluna gore agirlikl ortalama yontemi ile sayisal

. W
2(1-20)

gerekir. Bunun disinda segilen r = 1.4 degeri i¢in ¢oziimiin 1raksadigi Sekil (28)’de

-} Figures - heatmic
|. heatmix “’|
10
N - .
0
N -
85
L
Piece-wise defined function e.g. -10
(Pe=0)8&(x<112) ).*(2*x)+((x>=112)8 & (x<=1)).%(2-2"x)

Weighted Average ~ | | blue ~

Mixed Boundary Conditions
10t

duldx(0,)| 0O

A a1 duldx(Ly)| 0

Data Record
’7 Dosya Adi| weighted | [»/] Kaydet ‘

1.4 0.1

0.014

n

Sekil 28. Agirlikli ortalama yontemi i¢in yakinsama sartinin saglanmamast
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3.6. Dufort Frankel Yontemi

Daha kararli bir algoritma iiretmek i¢in O6nceki yontemler degistirilebilir. Bunun
i¢in denklemin sag tarafindaki U; ; yerine 6nceki ve simdiki zamanin ortalama degerleri
olann — 1 ve n + 1. adim degerleri konularak denklemin yeni hali elde edilir. Bu yeni

formiilasyon Dufort Frankel yontemi olarak adlandirilir. Sonlu fark formiilleri

Uijy1-Uij-1 _ « Uij—1*Ujj+1
T = E Ui+1,j -2 T + Ui—l,j veya,

2alt
Uijer = Upjo1 + 5 Wisr,j = Ugjor — Ugjr + Uiy j) VeYa,

1+ 2d)Ujyq = (1= 2d)U; jq + 2d(Uj—q,j + Ujs1,5) (68)

ile verilmektedir. Bu yontem i¢in ag yapist Sekil(29)’da oldugu gibidir.

Bu yontem agik bir yontemdir ve von Neumann kararlilik analizine gore kosulsuz
yakinsaktir. Dufort Frankel yontemi iki seviyeli bir yontemdir. Yani sablon gecerli
seviye n'den farkli iki zaman diizeyinde u degerleri igerir. Sonug olarak, hesaplamay1
baglatmak i¢in n ve n — 1°deki u degerleri gereklidir. Bu nedenle, tek adimli bir yontem
ek veri kiimelerini elde etmek i¢in kullanilmalidir. Yontemin dogruluk mertebesi sirasi
ile O(At? Ax?, (At/Ax)?) dir. Yontem kayitsiz yakinsak olsa bile dogru ¢oziim,
At « Ax sart1 saglandiginda elde edilebilecektir.

j*1 /1‘-\ Bilinmiyor
Jj —e - . Biliniyor
i—1 I i+ 1 )
j-1 = Bilinivor

Sekil 29. Dufort Frankel taslagi i¢in ag noktalar1 gésterimi

Omek olarak, u; = u,,, 0 <x <1, t >0 151 probleminin sayisal ¢oziimiinii

sonlu farklarla u(x,0) =1 baslangic kosuluna ve u,(0,t) =u(0,t), u,(1,t) =
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—u(1,t) karigik sinir kosuluna incelenebilir. Buna gére sayisal ¢6ziimler Tablo (6)’de

ve GUI araylizii Sekil (30)’da oldugu gibidir.

Tablo 6. Is1 denklemi Dufort Frankel yontem i¢in sayisal veriler tablo degerleri

1 |0.%421| 0.991& 0.9%983 0.9995 1.0000 1.0000 1.0000 O.9995 0.9988 0.9916 0.9421
2 J0.5289 0.9813 0.9873 0.993%&6 0.9%95%9 1.0000 0.8%995% 0.95%%9& 0.9873 0.9813 0.5289
3 |0.9114| 0.9753 0.9940 0.9991| 0.9999 1.0000) 0.999% 0.9991 0.9940 0.9753 0.9114
4 |0.5033 0.9650 0.95915 0.9981 0.99357 0.595%3%9 0.89%597 0.95%351 0.9%15 0.9650 0.5033
5 |0.8904| 0.95594 0.986%9 0.9971 0.5994 0.9958 0.9959%4 0.9971 0.956% 0.5594 0.5904
6 |0.5545 0.5945%% 0.9539 0.9952 0.993%0 0.95%3%3& 0.9%590 0.95%52 0.9839% 0.9495% 0.8545
¥ |0.8739 0.9450 0.9787 0.9939 0.9983 0.9994| 0.9983 0.9939 0.9787 0.9450 0.8739
8 |0.8691 0.9364 0.9757 0.9914 0.997& 0.9988 0.9976 0.9914 0.9757 0.9364 0.8691
9 J0.85%9 0.59321 0.9702 0.9598 0.9965 0.9554 0.9%965 0.9895 0.9702 0.9321 0.8599
10 [0.8560 0.9242| 0.9672) 0.9868 0.9956 0.9975 0.9956 0.9868| 0.9672| 0.9242 0.8560
11 |0.8478 0.59204 0.9618 0.59550 0.9940 0.993 0.95%40 0.9550 0.9618 0.9204 0.35478
12 [0.6443 0.9131| 0.958%9 0.92817 0.9929 0.9955 0.9929% 0.9817| 0.958% 0.9131 0.85443
132 |[0.8365 0.9087 0.953& 0.9793 0.9909 O0.9946 O0.9909 0.9792 0.953& 0.9097 O0.83&9
14 |0.8338| 0.9029 0.9508 0.9763 0.9596 0.9929 0.9596 0.9763 0.9508 0.9029 O0.8338
15
16
17
18
19
20
21
22
23

(0.8270 0.5998 0.9456 0.9743| 0.9873 0.9918 0.9873 0.9743 0.945& 0.85998 0.8270
0.5242 0.5934 0.9425% 0.59707 0.9859 0.9357 0.955% 0.9707 0.9429 0.5534 0.5242
(0.8178 0.5205 0.2379% 0.2687 0.9832 0.98584 0.9832 0.9687 0.937% 0.8905 0.8178
0.52154 0.58%45 0.9353 0.964% 0.98%17 0.9860 0.9817 0.964% 0.9353 0.85845 0.8154

0.28093 0.8818 0.9303| 0.9628 0.9788 0.9846 0.9788 0.9628 0.9303 0.8818 0.8093
0.8071 0.8761 0.89279 0.95%0| 0.9771 0.981% 0.9771 0.9590 0.9279 0.8761 0.8071
0.8014) 0.5737 0.9230 0.956% 0.59740 0.9303 0.9740 0.59569% 0.9230 O0.5737 0.85014
0.7993 0.8682 0.5207| 0.9530| 0.9723 0.9774 0.9723 0.9530 0.9207 0.8682| 0.7933
0.793% 0.5659 0.915% 0.59510 0.9690 0.9757 0.9690 0.59510 0.915% O0.5659 O0.7539
24 10.T7920| 0.8606 0.9137 0.9470 0.9672 0.9726 0.9672| 0.92470 0.9137 0.8606 0.7920
25 J0.7267 0.8584 0.9090 0.94459 0.9637 0.97028 0.9637 0.9449 0.9090 O0.55854 O0.7267

.} Figures - heatn

L _
N - DE/\

1 |0t -1 .duidx(o,t) 0

04p " T

m

- T

e -

Piece-wise defined function e.g. lz2pb———7mm—77 """
(pe>=0)&&(x<1/2) ).5(2"x)+{{x>=1/2)&&x<=1)).*{2-2"x)
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Mixed Boundary Conditions——— |_ ] | Hold onloff

-1 lufLt)s -1 | duldx(L,t) 0

Data Record
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0.002 500

Sekil 30. Is1 denkleminin u(x, 0) = 1 baslangi¢ kosuluna ve u,(0,t) = u(0,t),
u,(1,t) = —u(1,t) kosuluna gore Dufort Frankel yontemi ile sayisal
¢Oziimleri
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Is1 denklemleri farkli baglangi¢ ve siir degerlerle sonlu farklar kullanarak sayisal
olarak ¢oziilmiistiir. Elde edilen bu ¢oziimler GUI’de gelistirilen araytizlerle etkilesimli
bir sekilde incelemeye imkan verecek sekilde hazirlanmistir. Hicbir program bilgisine
gerek duymadan sadece parametre degerleri girerek c¢oziimlerin kolay bir sekilde
incelenmesi saglanmistir. Elde edilen ¢6zlimlerin analitik ¢oziimlerle uyumlu oldugu

gozlemlenmistir.
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5. ONERILER

Farkli boyutta verilen 1s1 denklemleri i¢in daha farkli arayiizler gelistirilebilir.
Incelenen bu yodntemler haricinde fakli yontemler ig¢in Matlab GUI’de arayiizler
tasarlanabilir. Tasarlanan arayiizlerin egitimde Ozellikle lisans Ogrencileri icin fayda
saglayacagi umulmaktadir. Aslinda teorik olarak islenen konunun bu sekildeki

uygulamalari ile 6grenilen bilgiler pekistirilebilmektedir.
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EKLER

EK-1. A¢ik Yontem MatLab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=explicit(L,T,c1,n,r,al,bl,a2,b2, falpha,beta)
%du/dt=d"2/dx”2 ; u(x,0)=f(x) ; al*u(0,t)+b1*du/dx(0,t)=alpha(t)(central-difference) ;
%a2*u(L,t)+b2*du/dx(L,t)=beta(t)(central-difference)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1,

for i=1:n
X()=(i-1)*dx; %x(i)leri tanimladik
end
k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

fori=1:n
u(i)=feval(f,x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;
e = ones(n,1);
a = spdiags([0*e e 0*e],-1:1, n, n);
b = spdiags([r*e (1-2*r)*e r*e],-1:1, n, n);
if (01==0)&&(b2~=0)
a(1,1)=al;
a(1,2)=0;
a(n,n)=1/2;
b(1,1)=0;
b(1,2)=0;
b(n,n)=(1/2)-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(b2==0)
a(1,1)=1/2;
a(n,n-1)=0;
a(n,n)=az;
b(1,1)=1/2-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n-1)=0;
b(n,n)=0;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
a(1,1)=1/2;
a(n,n)=1/2;
b(1,1)=(1/2)-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n)=(1/2)-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)
e = ones(n-2,1);
a = spdiags([0*e 2*e 0*¢],-1:1, n-2, n-2);
b = spdiags([2*r*e (2-4*r)*e 2*r*e],-1:1, n-2, n-2);
end
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EK-1 (Devam). Agik Yontem MatlLab Programi

for j=1:k
t=t+dt;
if (01==0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=alpha(t+dt);
alfbet(n)=r*dx*(beta(t)/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1~=0)&&(b2==0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*(alpha(t)/bl);
alfbet(n)=beta(t+dt);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(1:n)=uy(l:n)’;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*(alpha(t)/bl);
alfbet(n)=r*dx*(beta(t)/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
bs=b*u(2:n-1)";
u(2)=((2-4*r)*u(2)+2*r*u(3))+2*r/al*alpha(t);
u(n-1)=(2*r*u(n-2)+(2-4*r)*u(n-1))+2*r/a2*beta(t);
us=u(2:n-1)’;
us(2:n-3)=bs(2:n-3);
uy=a\us;
u(2:n-1)=uy(1:n-2)"
u(1)=alpha(t)/al; %u(0,t)=alpha sinir sarti
u(n)=beta(t)/a2; %u(l,t)=beta sinir sarti
end

U(j,1:n)=u(1:n);

end
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EK-2. Kapali Yontem MatLab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=implicit(L,T,c1,n,r,al,bl,a2,b2, falpha,beta)
%du/dt=d"2u/dx"2 ; u(x,0)=f(x) ; al*u(0,t)+b1*du/dx(0,t)=alpha(t) ;
a2*u(L,t)+b1*du/dx(L,t)=beta(t)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1;

for i=1:n
x(1)=(@-1)*dx; %x(i)leri tamimladik
end

k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

for i=1:n
u(i)=Ff(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;
e = ones(n,1);
a = spdiags([-r*e (1+2*r)*e -r*e],-1:1, n, n);

if (01==0)&&(b2~=0)

a(1,1)=al;

a(1,2)=0;

a(n,n-1)=-2*r;

a(n,n)=1+2*r+2*r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(b2==0)

a(1,1)=1+2*r-2*r*(al/bl)*dx;

a(1,2)=-2*r,

a(n,n-1)=0;

a(n,n)=az;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)

a(1,1)=1+2*r-2*r*(al/bl)*dx;

a(1,2)=-2*r,

a(n,n-1)=-2*r;

a(n,n)=1+2*r+2*r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)

e = ones(n-2,1);

a = spdiags([-r*e (1+2*r)*e -r*e],-1:1, n-2, n-2);
end
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for j=1:k
t=t+dt;
if (01==0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=0;
alfbet(n)=2*r*dx*beta(t+dt)/b2;
u(1)=alpha(t+dt);
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-2*r*dx*alpha(t+dt)/b1;
alfbet(n)=0;
u(n)=beta(t+dt);
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(1:n)=uy(l:n)’;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-2*r*dx*alpha(t+dt)/b1;
alfbet(n)=2*r*dx*beta(t+dt)/b2;
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
u(2)=u(2)+r/al*alpha(t);
u(n-1)=u(n-1)+r/a2*beta(t);
us=u(2:n-1)’;
uy=a\us;
u(2:n-1)=uy(1:n-2)"
u(1)=alpha(t)/al; %u(0,t)=alpha sinir sarti
u(n)=beta(t)/a2; %u(l,t)=beta sinir sarti
end

U(j,1:n)=u(1:n);

end
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EK-3. Crank-Nicolson Yontemi Matlab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=crank(L,T,c1,n,r,al,bl,a2,b2,f alpha,beta)
%du/dt=d"2u/dx"2 ; u(x,0)=f(x) ; al*u(0,t)+b1*du/dx(0,t)=alpha(t) ;
a2*u(L,t)+b2*du/dx(L,t)=beta(t)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1;

for i=1:n
x(1)=(@-1)*dx; %x(i)leri tamimladik
end

k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

fori=1:n
u(i)=Ff(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;
e = ones(n,1);
a = spdiags([-r*e (2+2*r)*e -r*e],-1:1, n, n);
b = spdiags([r*e (2-2*r)*e r*e],-1:1, n, n);

if (01==0)&&(b2~=0)
a(1,1)=al;
a(1,2)=0;
a(n,n)=1+r+r*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=0;
b(1,2)=0;
b(n,n)=1-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
a(1,1)=1+r-r*(al/bl)*dx;
a(n,n-1)=0;
a(n,n)=az;
b(1,1)=1-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n-1)=0;
b(n,n)=0;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
a(1,1)=1+r-r*(al/bl)*dx;
a(n,n)=1+r+r*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=1-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n)=1-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)
e = ones(n-2,1);
a = spdiags([-r*e (2+2*r)*e -r*e],-1:1, n-2, n-2);
b = spdiags([r*e (2-2*r)*e r*e],-1:1, n-2, n-2);
end
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for j=1:k

t=t+dt;

if (01==0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=alpha(t+dt);
alfbet(n)=r*dx*((beta(t)+beta(t+dt))/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);

elseif(b1~=0)&&(b2==0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*((alpha(t)+alpha(t+dt))/bl);
alfbet(n)=beta(t+dt);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(1:n)=uy(l:n)’;

elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*((alpha(t)+alpha(t+dt))/bl);
alfbet(n)=r*dx*((beta(t)+beta(t+dt))/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);

elseif(b1==0)&&(b2==0)
bs=b*u(2:n-1)";
u(2)=(2*(1-r)*u(2)+r*u(3))+r/al*(alpha(t)+alpha(t+dt));
u(n-1)=(r*u(n-2)+2*(1-r)*u(n-1))+r/a2*(beta(t)+beta(t+dt));
us=u(2:n-1)’;
us(2:n-3)=bs(2:n-3);
uy=a\us;
u(2:n-1)=uy(1:n-2)"
u(1)=alpha(t)/al; %u(0,t)=alpha sinir sarti
u(n)=beta(t)/a2; %u(l,t)=beta sinir sarti

end

U(j,1:n)=u(1:n);

end
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EK-4. Agirlikli Ortalama Yo6ntemi MatLab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=weightedaverage(L,T,c1,n,rteta,al,bl,a2,b2,f alpha,beta)
%du/dt=d"2u/dx"2 ; u(x,0)=f(x) ; al*u(0,t)+b1*du/dx(0,t)=alpha(t) ;
a2*u(L,t)+b1*du/dx(L,t)=beta(t)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1;

for i=1:n
x(1)=(@-1)*dx; %x(i)leri tamimladik
end

k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

fori=1:n
u(i)=Ff(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;
e = ones(n,1);
a = spdiags([-r*teta*e (1+2*r*teta)*e -r*teta*e],-1:1, n, n);
b = spdiags([r*(1-teta)*e (1-2*r*(1-teta))*e r*(1-teta)*e],-1:1, n, n);

if (01==0)&&(b2~=0)
a(1,1)=al;
a(1,2)=0;
a(n,n)=(1/2)+r*teta+r*teta*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=0;
b(1,2)=0;
b(n,n)=(1/2)-r*(1-teta)-r*(1-teta)*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
a(1,1)=(1/2)+r*teta-r*teta*(al/bl)*dx;
a(n,n-1)=0;
a(n,n)=az;
b(1,1)=(1/2)-r*(1-teta)+r*(1-teta)*(al/bl)*dx;
b(n,n-1)=0;
b(n,n)=0;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
a(1,1)=(1/2)+r*teta-r*teta*(al/bl)*dx;
a(n,n)=(1/2)+r*teta+r*teta*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=(1/2)-r*(1-teta)+r*(1-teta)*(al/bl)*dx;
b(n,n)=(1/2)-r*(1-teta)-r*(1-teta)*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)
e = ones(n-2,1);
a = spdiags([-2*r*teta*e (2+4*r*teta)*e -2*r*teta*e],-1:1, n-2, n-2);
b = spdiags([2*r*(1-teta)*e (2-4*r*(1-teta))*e 2*r*(1-teta)*e],-1:1, n-2, n-2);
end
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for j=1:k
t=t+dt;
if (01==0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=alpha(t+dt);
alfbet(n)=r*dx*(((1-teta)*beta(t)+teta*beta(t+dt))/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1~=0)&&(b2==0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*(((1-teta)*alpha(t)+teta*alpha(t+dt))/b1);
alfbet(n)=beta(t+dt);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(1:n)=uy(l:n)’;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-r*dx*(((1-teta)*alpha(t)+teta*alpha(t+dt))/b1);
alfbet(n)=r*dx*(((1-teta)*beta(t)+teta*beta(t+dt))/b2);
by=b*u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
bs=b*u(2:n-1)";
u(2)=((2-4*r*(1-teta))*u(2)+2*r*(1-teta)*u(3))+2*r/al*((1-
teta)*alpha(t)+teta*alpha(t+dt));
u(n-1)=(2*r*(1-teta)*u(n-2)+(2-4*r*(1-teta))*u(n-1))+2*r/a2*((1-
teta)*beta(t)+teta*beta(t+dt));
us=u(2:n-1)’;
us(2:n-3)=bs(2:n-3);
uy=a\us;
u(2:n-1)=uy(1:n-2)"
u(1)=alpha(t)/al; %u(0,t)=alpha sinir sarti
u(n)=beta(t)/a2; %u(l,t)=beta sinir sarti
end

U(j,1:n)=u(1:n);

end
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EK-5. Dufort Frankel implicit Yontemi MatLab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=Dufort2impkar(L,T,c1,n,r,al,bl,a2,b2,f alpha,beta)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1;

for i=1:n
x(1)=(@-1)*dx; %x(i)leri tamimladik
end

k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

for i=1:n

u(i)=f(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;

e = ones(n,1);

a = spdiags([-r*e (1+2*r)*e -r*e],-1:1, n, n);

if (01==0)&&(b2~=0)
a(1,1)=al;
a(1,2)=0;
a(n,n-1)=-2*r;
a(n,n)=1+2*r+2*r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(b2==0)
a(1,1)=1+2*r-2*r*(al/bl)*dx;
a(1,2)=-2*r,
a(n,n-1)=0;
a(n,n)=az;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
a(1,1)=1+2*r-2*r*(al/bl)*dx;
a(1,2)=-2*r,
a(n,n-1)=-2*r;
a(n,n)=1+2*r+2*r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)
e = ones(n-2,1);
a = spdiags([-r*e (1+2*r)*e -r*e],-1:1, n-2, n-2);
end
for j=1:1
t=t+dt;
if (01==0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=0;
alfbet(n)=2*r*dx*beta(t+dt)/b2;
u(1l)=alpha(t+dt);
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(1:n)=uy(1:n)’;
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elseif(b1~=0)&&(h2==0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-2*r*dx*alpha(t+dt)/b1;
alfbet(n)=0;
u(n)=beta(t+dt);
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
alfbet=zeros(1,n);
alfbet(1)=-2*r*dx*alpha(t+dt)/b1;
alfbet(n)=2*r*dx*beta(t+dt)/b2;
by=u(1:n)'+alfbet’;
uy=a\by;
u(l:n)=uy(l:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
u(2)=u(2)+r/al*alpha(t);
u(n-1)=u(n-1)+r/a2*beta(t);
us=u(2:n-1)’;
uy=a\us;
u(2:n-1)=uy(1:n-2)"
u(1)=alpha(t)/al; %u(0,t)=alpha sinir sarti
u(n)=beta(t)/a2; %u(l,t)=beta sinir sarti
end
end
fori=1:n
uf1(i)=f(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
uf2(1:n)=u(1:n);
t=0;
for j=1:k
t=t+dt;
%dufort denklemi
if (b1==0)&&(b2~=0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1~=0)&&(b2==0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
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elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=((1-2*n)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
end

U(j,1:n)=uf3(1:n);

end
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EK-6. Dufort Frankel Crank-Nicolson Yontemi MatLab Programi

function [U,r,dx,dt,k,x]=Dufort2crankkar(L,T,c1,n,r,al,bl,a2,b2,f,alpha,beta)

dx=L/(n-1); % xi degerleri arasindaki uzaklik
dx2=dx*dx;
dt=(r*dx2)/c1;

for i=1:n
x(1)=(@-1)*dx; %x(i)leri tamimladik
end

k=round(T/dt); % t boyutunda kag iterasyon yapilacagini belirledik.

fori=1:n

u(i)=f(x(i)); %u(x,0)=f(x) baslangi¢ sartinin sayisal ifadesi
end
t=0;

e = ones(n,1);

a = spdiags([-r*e (2+2*r)*e -r*e],-1:1, n, n);

b = spdiags([r*e (2-2*r)*e r*e],-1:1, n, n);

if (01==0)&&(b2~=0)
a(1,1)=al;
a(1,2)=0;
a(n,n)=1+r+r*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=0;
b(1,2)=0;
b(n,n)=1-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
a(1,1)=1+r-r*(al/bl)*dx;
a(n,n-1)=0;
a(n,n)=az;
b(1,1)=1-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n-1)=0;
b(n,n)=0;
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
a(1,1)=1+r-r*(al/bl)*dx;
a(n,n)=1+r+r*(a2/b2)*dx;
b(1,1)=1-r+r*(al/bl)*dx;
b(n,n)=1-r-r*(a2/b2)*dx;
elseif(b1==0)&&(b2==0)
e = ones(n-2,1);
a = spdiags([-r*e (2+2*r)*e -r*e],-1:1, n-2, n-2);
b = spdiags([r*e (2-2*r)*e r*e],-1:1, n-2, n-2);
end
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%dufort denklemi
if (01==0)&&(b2~=0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=((1-2*n)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufLl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufLl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
end

U(j,1:n)=uf3(1:n);

end
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%dufort denklemi
if (01==0)&&(b2~=0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=((1-2*n)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1~=0)&&(h2==0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufLl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1~=0)&&(b2~=0)
uf3(1)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufLl(1)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(2)+(al/bl)*dx*uf2(1)-
(dx/bl)*alpha(t));
uf3(n)=((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(n)+((4*r)/(1+2*r))*(uf2(n-1)-
(a2/b2)*dx*uf2(n)+(dx/b2)*beta(t));
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
elseif(b1==0)&&(b2==0)
uf3(1)=alpha(t)/al;
uf3(n)=beta(t)/a2;
uf3(2:n-1) =((1-2*r)/(1+2*r))*ufl(2:n-1)+((2*r)/(1+2*r))*(uf2(1:n-2)+uf2(3:n));
ufl(1:n)=uf2(1:n);
uf2(1:n)=uf3(1:n);
end

U(j,1:n)=uf3(1:n);

end
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