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OZET

GENELLESTIRILMIiS FARK MATRISLERI YARDIMI iLE ELDE EDIiLEN YENI
DiZi UZAYLARI

Arzu UZUN

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi o
Damismani: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa Cemil BISGIN
Bu tez kapsam bakimindan alti farkli boliimden olusur. Birinci boliimde dizi uzaylari
tammina yer verilerek literatiirde sik¢a yer alan klasik dizi uzaylarindan bahsedildi. Ikinci
boliimde dizi uzaylari teorisinde baslica ele alinan problemlerin ¢oziimiine katkida bulunabilecek
dual uzaylar1 tanimlarina, matris siniflarina, matris dontisiimlerine yer verilerek bu konu ile ilgili
literatiirde yer alan gesitli teoremler sunuldu. Ugiincii, dérdiincii, besinci ve altinc1 boliimlerde ise
sirasiyla Klasik dizi uzaylarinin fark matrisleri altindaki etki alanlari ile elde edilen dizi uzaylari,
B(r, s) ikili band matrisinin etki alani ile elde edilen dizi uzaylari, B(r, s, t) {iclii band matrisinin
etki alanlari ile elde edilen dizi uzaylari ve Q (7, s, t, u) dortlii band matrisi altindaki etki alanlar
ile elde edilen yeni dizi uzaylari tanimlanip bu dizi uzaylarinin dual uzaylart ve matris
doniistimlerine yer verildi ve elde edilen bu dizi uzaylarimin Schauder bazi bulundu ve @ —, 8 —
ve y — dualleri belirlendi. Ayrica dortlii band matrisinin etki alanlar1 ile elde edilen dizi
uzaylarinda, dizi uzaylar teorisinde ele alinan problemlere ¢oziim arandi. Son olarak yedinci

boliimiinde bu tez ile varilan sonugtan ve bu tezin 6neminden bahsedildi.

2020, 104 sayfa
Anahtar Kelimeler: Matris Siiflari, Matris Dontistimleri, Scahuder Bazi, a« —, § — ve y —
Dualleri, Etki Alani.



ABSTRACT

NEW SEQUENCE SPACES ACQUIRED WITH THE HELP OF GENERALIZED
DIFFERENCE MATRIXES

Arzu UZUN

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa Cemil BISGIN

This thesis consists of six parts within scope. In the first part, definition of sequence spaces
was included and classical sequence spaces which are frequently found in the literature were
mentioned. In the second part, definitions of dual spaces, matrix classes, matrix transformations
which can contribute to the solution of the main problems dealt in the theory of sequence spaces
and theorems about this topic in the literature were presented. In the third, fourth, fifth and sixth
parts, the sequence spaces acquired with the matrix domain under the difference matrixes of
sequence spaces, the sequence spaces acquired with the matrix domain of dual band matrix
B(r, s), the sequence spaces acquired with the matrix domain of triple band matrix B(r, s, t) and
new sequence spaces acquired with the matrix domain of quadruple band matrix Q(r, s, t, u) were
respectively defined while dual spaces and matrix transformations of these sequence spaces were
included, and the Schauder base of these sequence spaces were found and the duals a—, 8 — and
y — were determined. Moreover, solutions to the problems dealt in the theory of sequence spaces
were searched in the sequence spaces acquired with the matrix domain of the quadruple band
matrix. Finally, results concluded with this thesis and the importance of it were mentioned in the

seventh part.

2020, 104 pages
Keywords: Matrix Classes, Matrix Transformations, Schauder Bases, The Duals a—, 8 — and
y —, Matrix Domain
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

w ile kompleks (veya reel) terimli dizilerin kiimesini gosterelim. w skalerle carpma
ve koordinatsal toplama islemlerine gore bir vektor uzayini temsil eder. Bu durumda; F,

R (veya C) cismi olsun.

w = {x = (x): xx € R (veya C)}

+:wXw->w

(x,y) = x +y=(xx + yi)

SFXwow

(a,x) » a.x = (axy)

seklinde islemler tamimlayalim. Vx,y,z € w ve Va, 8 € F i¢in
i. x+ye€ew (kapalilik)
ii. x++2) =(x+y)+z(birlesme)
iii. x4+ e =e+x = xolacak sekilde e € X vardir ve bu eleman tektir.
iv. x+x1=x"1+4x=eolacak sekilde x~! € X vardir ve bu eleman tektir.
V. x+y=y+ x(degisme)
Vii a.x€Ew
vii. a(x+y)=ax+ay
viii. (@ +B)x = ax + fx
iX. (a.B)x=a(Bx)

X. 1px=x

kosullar1 saglantyorsa (w, +,.) tcliisiine [F cismi iizerinde vektdr uzayidir denir. Burada
e = (0,0,...) olacak sekilde bir sifir dizisi ve 1y de F cisminin ¢arpma islemine gore
etkisiz elemanidir.

w’nin alt vektor uzaylarinin her birine dizi uzay1 denir. Literatiir taramalarinda en ¢ok



karsilagtigimiz dizi uzaylari;

o = {x = (x) € w:sup|x,| < 00}
keN

c0={x=(xk)EWzlli_{£10xk=0}

c= {x = (xp) Ew: léim Xy mevcut}

fp={x=(xk)EW:Zka|p<00,1Sp<00}

k=0

bv = {x = (xy) € W:lek — X1l < 00}

k=0

bs = {x = (xy) Ew: <Z xk> € {’oo}

k=1

oefemtrem(Sin)ed

k=1

seklindedir. Bu dizi uzaylari sirastyla sinirli, sifira yakinsak, yakinsak, p. dereceden
mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzayi, sinirli salinimli dizi uzayi, sinirli seri olusturan
dizi uzayi, yakinsak seri olusturan dizi uzayi isimlerini alirlar. Bu dizi uzaylari arasinda
l.coccCty

ii.?;cbvcc

seklinde ifade edilebilen bazi kapsama bagintilari mevcuttur.

I. Sifira yakinsak olarak nitelendirdigimiz her dizi ayn1 zamanda yakisaktir. Yakinsak
her dizi ayn1 zamanda sinirli oldugundan kapsama bagintis1 gergeklesir.

Simdi e = (1,1,...) ve x = (x3) = ((—1)%) dizilerini ele aldigimizda; e € C/CO ve x =

(x) = ((=1)¥) dizisi smirlt bir dizi belirtir. Buna ragmen 1raksaktir. Bu durumda
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kapsamalar kesindir.

Il. Vx € 4 igin
(00}
XE{’1=>Z|XI<| <
k=0

saglanir. Burada iiggen esitsizliginden faydalandigimizda;

(o] (o] [ee]
lek — X1l < lekl + lek+1| < ©
k=0 k=0 k=0

elde edilir. Boylece x € bv oldugundan ¢, € bv yazilabilir. x = (x) = (ﬁ) dizisini

ele aldigimizda:

—_ = —_— | = <
zlx" X1l Z|k+1 k+ 2 zk2+3k+2 «

oldugu gorilir. x = (x) = (ﬁ) € bv yazilabilir. Ayrica Zl?:oﬁ serisi 1raksak

oldugundan x = (x;) = (ﬁ) & ¢, olur. Boylece kapsama bagintilar1 kesinlesmis olur.

(o]
Vx € bv = lek — Xyl < 0
k=0

Mutlak yakinsak her seri yakinsak oldugundan
Z (e — Xg41)

k=0

serisi yakinsaktir. Bu durumda



n
Sp = Z(xk — Xk4+1) = Xo — Xn41
k=0

oldugunda

lim s, = ,lli_{?o(xo — Xn+1)

n—->oo

mevcut ve boylece lim x,, mevcuttur. Bu nedenle x € c olup bv c ¢ kapsama bagintisi
n—->oo

< (G 0L YT -
saglanir. x = (x) = (W) dizisi ele alindiginda,
(1"
li =0
> k+1
olup limit mevcuttur. Ayrica
N N (GO G bl
zlx"_x"“l :Z k+1 k+2
k=0 k=0
- 2k + 3
= |
Z =D k? + 3k + 2
k=0
~ i 2k +3
 Lik?2+3k+2

&
I
o

olur ve bu serinin iraksak oldugu goriiliir. Bu durumda x € bv dir. Dolayisiyla kapsama
kesinlesir.
Dizi uzaylar teorisinde ele alinan baslica problemler:

I. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylari tanimlamak,

ii. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylarinin topolojik 6zelliklerini

incelemek,

iii. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylari ile literatiirde yer alan dizi

uzaylar arasinda kapsama bagmtilarint incelemek,
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Iv. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylarinin varsa Schauder bazini

belirlemek,

v. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylarinin a—, 8 — ve y — duallerini

belirlemek,

vi. Etki alanlar1 yardimiyla elde edilen yeni dizi uzaylari ile literatiirde yer alan dizi

uzaylari arasindaki matris siniflarini belirlemek,

seklinde siralanabilir.

1.2. Temel Tanim ve Teoremler

Bilimler mevcut problemleri ifade edebilmek i¢in matematikten yararlanmaktadir.
Bircok bilimsel problem matematiksel diisiinme ile aydinlanir. Bu problemler ilgili
alanlarin yap1 ve ozellikleri ile yakindan iligkilidir. Bu problemlere matematiksel acidan
yonelmek bir¢ok gereksiz ayrintiy1 géz ardi ederek sorunun temel 6zelliklerine inmemize
fayda saglayacaktir.

Matematikte yer alan problemler i¢inse ¢ogunlukla belirli aksiyomlar1 saglayan
kiimelerden yola ¢ikilir. S6z konusu olan teoriyi saglayacak aksiyomlardan faydalanarak
mantiksal sonuglar elde edilir. Bu ise soyut yollarla gelistirilen matematiksel sonuglarin
elde edilmesini saglar. Bu sonuca ulagsmada belirli aksiyomlar: saglayan kiimelerle yola
¢tkmamiz bir¢ok 6nemsiz ayrintilarin neden oldugu zorlastirmalari ortadan kaldirir.

Fonksiyonel analizde soyut yapilari kullanma fikri ilk kez M. Fréchet’e kadar dayanur.
1.2.1. Metrik Uzaylar

Metrik uzay kavrami, reel sayilar iizerindeki noktalar arasinda bilinen uzaklik
kavramin1 bazi Ozellikler vasitasiyla tanmimlar. Metrik uzay kavrami, M. Fréchet
tarafindan 1906 yilinda ortaya atilmistir. Fakat bu tanimu ilk kullanan Hausdorff tur.

Tammm 1.2.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun.

d:X xX > R*uU{0}

5



(x,y) = d(x,y)
dontisimii her x,y, z € X i¢in;
i.d(x,y)=0
ii.d(x,y)=0ex=y
iii. d(x,y) = d(y, x) (simetri)
iv. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa tanimladigimiz d doniisiimiine X kiimesi tizerinde metrik(uzaklik
fonksiyonu) denir. (X,d) ikilisine ise metrik uzay denir. Bu sekilde tanimlanan X

kiimesine (X, d) metrik uzayinin temel kiimesi, kiimenin elemanlarina ise noktalar denir.

Burada 1., ii., iii., Iv. sartlarina ise metrik aksiyomlar1 denir.

R {izerinde

d:Rx R - R* U {0}
(x,y) »d(x,y) = |x -yl

seklinde tanimli (R, d) metrik uzaydir ve mutlak deger metrigi ya da alisilmis metrik

olarak isimlendirilir. X € {l., co, c} olsun.

de: XxX - R U {0}
(x,y) = doo(x,y) = suplxy — vyl
keN

seklinde tanimli bir d,, doniisimii ile (X, d,) bir metrik uzaydir.
1.2.2. Esitsizlikler

Onerme 1.2.2.1. Va, b € R (veya C) igin;

ja+bl __lal___Ibl
1+|a+b| ™ 1+|a] 1+ ]|b]



esitsizligi mevcuttur (Maddox, 1988).

Onerme 1.2.2.2. p > 1 olsun. % + i = 1 esitligini saglayacak bir g secelim. Oyleyse her

a,b € R icin,

al’  |b]1
la.b| £ —+—
p

esitsizligi mevcuttur (Maddox, 1988).

Onerme 1.2.2.3.

i.p > 1 olsun. % + % = 1 esitligini saglayacak bir q secelim. Oyleyse Vx,y € R**! i¢in

n

D Il < <§n:|xkv’)5 (Zlykw)a

k=0 k=0

esitsizligi mevcuttur ve bu esitsizlige Holder esitsizligi denir.

ii. 1 <p < oolsun. Vx,y € R"*1 icin

1 1 1
L p I P I p
(Zm +yk|p> < (va’) + (me)
k=0 k=0 k=0

esitsizligi mevcuttur ve bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir (Maddox, 1988).

Holder ve Minkowski esitsizliklerinin n — oo i¢in limiti alindiginda;

Onerme 1.2.2.4.
i.p > 1 olsun. % + i = 1 esitligini saglayacak bir q secelim. Oyleyse;

Vx,y € F* i¢in

1 1
PR DN N WAL
k=0 k=0 k=0
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genellestirilmis Holder esitsizligi ve

ii.1<p<ooolsunve Vx,y € F* i¢in

1

(ilxk + yklp>E < <ilxkl’”>5 + <kzolykll”>E

genellestirilmis Minkowski esitsizligi elde edilir (Maddox, 1988).

Genellestirilmis Holder ve Minkowski esitsizlikleri yardimi ile asagidaki ornekler
verilebilir.

w lizerinde

d:w xw - R*" U {0}

oo

y) > d@y) = )

k=0

1 |2, — Vil
281+ | — il

olacak sekilde bir d doniistimii tanimlansin. O halde (w, d) metrik uzaydir.
L, lizerinde

d:1l, x I, » R* U {0}

() = dp(x,y) = (Zuk —ym)
k=0

1
P

olacak sekilde bir d,, doniisiimii tanimlansin. O halde (lp, dp) bir metrik uzaydir.

1.2.3. Metrik Uzayda Topolojik Kavramlar

Tanmim 1.2.3.1. (X, d) metrik uzayinda, a € X ve Vr € Ri¢in r > 0 olsun. O halde
D(a,v) ={x € X:d(x,a) <1}

kiimesine a merkezli r yarigapl agik yuvar ve



Dla,vr] ={x € X:d(x,a) <r}

kiimesine ise a merkezli r yarigapli kapali yuvar denir. O halde a € X noktasinin

komsulugu D (a, r) agik yuvaridir.

Tanim 1.2.3.2. (X, d) metrik uzayinda, A € X ve a € X olsun. Eger her r > 0 i¢in
[D(a,r)\{a}] NA + @

ise a noktasina A nin y1gilma noktalarinin kiimesi denir ve A’ ile ifade edilir.

Tammm 1.2.3.3. (X, d) metrik uzay ve (x,) dizisinin terimleri X de yer alsin ve a € X

olsun. O halde Ve > 0 iginn > n(()s) oldugunda d(x,, a) < € kosulunu saglayan en az bir

nl® € N varsa (x,,) dizisinin limiti a dir denir, ve lim x,, = a veya (x,) - a(n — )
n-—->oo

ile gosterilir.

Tamim 1.2.3.4. (X, d) bir metrik uzay ve (x,,) dizisinin terimleri X de yer alsin. O halde

Ve > 0ig¢inn,m > ngs) iken d(x,, X,,,) < € kosulunu saglayan en az bir n(()s) € N varsa

(x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 1.2.3.5. (X, d) metrik uzayinda yer alan her Cauchy dizisi (X, d) metrik uzayinin

bir elemanina yakinsiyor ise bu uzaya tam metrik uzay denir.

Teorem 1.2.3.6. (X, d) tam metrik uzayinda A c X olsun. 4, X de kapali ise (4, d) uzay1

tamdr.
Ornek 1.2.3.7. d alisilmis metrik olmak iizere (R, d) tam metrik uzaydir.

Ornek 1.2.3.8. (I, do), (¢,dw), (co do) VE (lp,dp) uzaylar1 tam metrik uzaylardir.

Gergekten Vm € N igin x,, = (xfm),xgm), ) olmak iizere (x,,) dizisi o, uzayimnda bir

Cauchy dizisi olsun. O halde Ve > 0 icin 3m{® € N vardir 3 vm,r >m icin

9



( ) _ (r)

doo (X, X) < € sart1 saglanir. de, (X, X,) = sup < ¢ elde edilir. O halde

Vk € N i¢in |x,(cm) (r) < ¢ yazilabilir. Sonug olarak alinan her k € N sabiti i¢in

(x,(cm)) dizisi R de bir Cauchy dizisidir. R tam metrik uzay oldugundan hm x( m = Xk

olacak sekilde x;, € R vardir.

x = (xq,X5, e, Xk, Xg41,-..) oOlarak secilirse x € l, ve lim x,, =x kosullarim
m-—-0oo

(r) (e)

< ¢ olmak lizere bu ifadenin Ym > m,

saglamaliy1z. O halde Vk € N i¢in |x,(( ) —
ve r — oo i¢in limiti alindiginda |x,(<m) - xk| < ¢ elde edilir. Diger taraftan Vm € N i¢in
(m) € l, oldugundan Yk € N igin |x(m)| < M, olacak sekilde en az bir M,, > 0 vardur.

O halde Vk € N icin |x,| = |x,1c (m) + x(m)l < |x,£m) - xk| + |x,((m)| <eg+M, =

M olacak sekilde M > 0 vardir. x = (xi) € l, olur. Ayrica; Vk € N igin |x,£m) — Xk| <
£ sup| — xk| < & do(xm,x) <e,buda lim x,, = x, x € [, olur.
keN NE=ED

O halde (I, ds) uzay1 tam metrik uzaydir. Diger ispatlarda benzer sekilde yapilabilir.

1.2.4. Normlu Uzaylar ve Schauder Bazi

Tamim 1.2.4.1. X, R cismi lizerinde taniml bir vektor uzayi olsun.||. || doniistimii;

I.1]: X - R* u {0}

x e lx]|

seklinde ifade edilsin. O halde; Va € R ve Vx,y € X i¢in

i ||x]] =0

ii. [[x]l=0ex=6

ii. [Jax|| = lalllx]

iv. [lx + yll < llxll + Iyl

sartlar1 saglaniyorsa ||. || doniisiimiine X tizerinde bir norm denir. (X, ||. ||) ikilisine ise

normlu uzay denir. i.,ii.,iii., iv. sartlarina ise norm aksiyomlari denir (Maddox, 1988).
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Onerme 1.2.4.2. (X, |. ) ikilisi bir normlu uzay olsun.

d: XxX -» R* u {0}
(x,y) > d(x,y) = llx—yll

olacak sekilde bir d doniistimii tanimlayalim. O halde (X, d) bir metrik uzaydir.

Lemma 1.2.4.3. (X, ||. ||) bir normlu uzay olsun. a € R ve Vx,y € X igin

d(x,y) = llx —yll
seklinde ifade edilsin. O halde Vx,y € X i¢in
i.d(x+ 2z y+z) = d(x,y) (Oteleme 6zelligi)

ii. d(ax,ay) = |a|d(x,y) (Mutlak homojenlik 6zelligi)
ifadeleri saglanir (Maddox, 1988).

Ispat: (X, ||.|]) bir normlu uzay olmak iizere a € R ve Vx,y € X i¢gin

Ldx+zy+z)=lx+2) -+l =llx+z-y -zl =[x -yl
il. d(ax, ay) = |lax — ay|l = llaCx — Y)II = |alllx =yl

Sonuc 1.2.4.4. Normlu her uzay bir metrik uzaydir.

Bu 6nerme geregince (X, d) metrik vektor uzayi olmak tizere; d metrigi i. ve ii. sartlarin

sagliyorsa d(x, 8) = ||x|| tanimu ile (X, ||. ||) ikilisi normlu uzaydir.

Lemma 1.2.4.5. (X, d) metrik vektor uzaymdaki d metrigi 6teleme ve mutlak homojenlik

sartlarini saglasin. O halde x € X icin

x|l = d(x, 6)

ise; (X,d) ve (X, ||.|]) ikililerinin topolojik yapilari estir. Oyleyse (X, d) metrik vektor

uzayindaki her yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisi (X, ||. ||) metrik vektor uzayinda da sirast

ile yakinsak, siirl ve Cauchy dizisidir ve bunun tersi de dogrudur (Maddox, 1988).
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Lemma 1.2.4.6. (X,]|.||) normlu uzayinda alinan her cauchy dizisinin yakinsadigi
eleman yine bu uzaya ait ise (X, ||. ||) uzaymna tam normlu uzay ya da Banach uzay1 denir
(Choudhary and Nanda, 1989).
Sonug¢ 1.2.4.7. (X, d) metrik vektor uzay1 tam ve d metrigi oteleme 6zelligi ve mutlak
homojenlik dzelligini saglasin. Oyleyse x € X igin,

llx|l = d(x, 6)

olur ve (X, ||.||) uzay1 Banach uzayidir.

Sonuc 1.2.4.8. Sinirh [, sifira yakinsak c,, yakinsak ¢ dizi uzaylari

lIxlloo = suplx|
keN

normuna gore Banach uzayidir.

Sonu¢ 1.2.4.9. p. dereceden mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzayi [,

1
> Z
Ixll, = <2|xk|p)
k=0

normuna gore bir Banach uzayidir.
Tamim 1.2.4.10. X bir lineer topolojik uzay1 ve Vn € N i¢in

Pn:X =R

X = pn(x) = Xn

koordinat doniistimleri siirekli ise X dizi uzayma K-uzay1 yani koordinat uzayi denir

(Choudhary and Nanda, 1989).
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Tanmm 1.2.4.11. Koordinat doniisiimleri siirekli olan bir X uzay1 tam lineer metrik uzay
ise 0 halde bu X dizi uzayina FK uzay1 (Fréchet koordinat uzay1) denir (Choudhary and
Nanda, 1989).

Tamim 1.2.4.12. Metrigi normlanabilen FK uzayma BK uzay1 (Banach koordinat uzay1)
denir (Choudhary and Nanda, 1989).

Ornek 1.2.4.13. Smurli 1., sifira yakinsak c,, yakinsak ¢ dizi uzaylar

lIxlloo = suplxy]
keN

normuna gore BK uzayidir.

Ornek 1.2.4.14. p. dereceden mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzayi L,

1
> Z
Ixll, = (Zwm)
k=0

normuna gore bir BK uzayidir.

Gergekten [y, co, ¢ Ve [, dizi uzaylarinin verilen normlara gore birer Banach uzayi
oldugunu biliyoruz. O halde [, co, ¢ Ve L, dizi uzaylarinin koordinat doniisiimlerinin
siirekli oldugunu gosterirsek BK uzay1 oldugunu kanitlamis oluruz. Oyleyse;

X € {lo, co, c} ise Vn € N igin [pn (x)| = |xn| < suplxn| = [lx]le < 0

neN

olur. O halde p,, koordinat déniisiimleri Vn € N igin siireklidir. Oyleyse lo, co, ¢ diZi
uzaylar1 birer BK uzayidir.

X =1, ise vn € N igin
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1
p

[Pa ()] = ol < (va’) = Il < o0
n=0

olur. O halde p,, koordinat déniisiimleri Vn € N i¢in siireklidir. Oyleyse I, dizi uzay1 BK

uzayidir.

Tamim 1.2.4.15. (X, ||.||1) ve (Y, ||. ||2) uzaylar1 birer normlu uzay olmak tizere f: X - Y

bir doniisiim olsun. Vx € X i¢in

llxlle = llf Ol

oluyorsa yani f doniisiimii uzakliklari koruyorsa bu doniisiime izometrik doniisiim ya da
izometri denir. f dontisiimii uzakliklar1 koruyorsa ve ayni zamanda 6rten ise bu doniisiime
izometrik izomorfi denir. O halde (X, ||.1l;) ve (Y, |.||;) uzaylarina es yapili uzaylar ve

ya izometrik uzaylar denir ve X = Y seklinde gosterilir.

Tanmm 1.2.4.16. X bir normlu uzay ve (y,) da bu uzayda bir dizi olmak tizere Vx € X

1¢in;

olacak sekilde bir (4;) dizisi bulunabiliyorsa (y,) dizisine X uzaymin Schauder bazi

denir. Burada

X = z AV
k=0

ifadesine x dizisinin (y,) Schauder bazina gore agilimi denir (Choudhary and Nanda,
1989).
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Tamm 1.2.4.17. Sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip olan uzaya ayrilabilir uzay denir

(Musayev and Alp, 2000).
Tamm 1.2.4.18. R cismi lizerinde X vektor uzayi olsun.

p:X - R* U {0}
x = p(x)
olacak sekilde bir p doniisiimii tanimlayalim. p déniisiimii Va € R ve Vx,y € X i¢in
i. p(ax) = |a|p(x)
il.p(x +y) <p(x) +py)
sartlarin1 sagliyorsa p doniisiimiine X {izerinde yari-norm denir. O halde (X, p) ikilisine

de yar1 normlu uzay denir (Musayev ve Alp, 2000).

Teorem 1.2.4.19. (X, ||.|lx) normlu bir uzayinin ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip olmasidir.

Teorem 1.2.4.20. Schauder bazina sahip her Banach uzay1 ayrilabilirdir (Musayev ve
Alp, 2000).

Teorem 1.2.4.21. (Banach-Steinhaus Teoremi) X bir Banach uzayi,
X' ={glg: X — R, lineer ve siirekli}

kiimesi X in stirekli duali ve {f,} € X’ olmak {izere Vx € X i¢gin lim f,(x) = f(x) ise
n—oo

f € X' olur.
1.2.5. i¢ Carpim ve Hilbert Uzay1

Tanmim 1.2.5.1. X bir vektor uzayi ve F = R (veya C) olsun.
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(,. ) XxXX>F

dontigimii,

I. Vx € X igin (x, x) = 0 veya (x,x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = 6 olmasidir.
ii. Vx,y € X icin (x,y) = (y,x)

iii. Vx,y € X ve a € Ki¢in (ax,y) = a(x,y)

iv.Vx,y,z € Xi¢cin(x +y,z) = (x,z) + (y, 2)

kosullarin1 sagliyorsa (.,.) ye X vektor uzayi lizerinde bir i¢ ¢arpim denir ve (X,(.,.))

ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzayi) denir (Maddox, 1988).

Ornek 1.25.2. x = (x1,X3, X3, ., %) ¥ = (V1, Y2, V3, -, V) seklinde tanimh Vx,y €
R *(veya C™) olmak iizere; R ™(veya C™)

n n

(x,y) = Z XkYk veya(x,y) = Z XYk

k=1 k=1
dontisiimii ile birlikte bir i¢ carpim uzayidir.

Ornek 1.2.5.3. f, g € C([a, b]; F) i¢in C([a, b]; F) i¢ ¢arpim uzay1

b
(f,g) = j F(OTO

doniistimil ile birlikte bir i¢ ¢arpim uzayidir.

Onerme 1.2.5.4. (Cauchy-Schwarz esitsizligi) Vx,y € X olmak iizere ve (X, {.,.)) uzay

i¢ carpim uzay1 olmak tizere

[{x, ¥)1? < (x, x)(y, y) ¢Y)

esitsizligi saglanir.
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(X,(.,.)) uzay1 i¢ carpim uzay1 ve x € X olmak lizere x vektoriiniin normu,

1
lIxIl = (x, x)z (2)
seklinde tanimlanir. Ayrica tanimda yer alan i. ve ii. sartlarimi sagladigir g6z Oniine
alinarak (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 (2) ile normlu vektor uzay1 olur ve (1) esitsizligi de

[, y)| < llx|||ly|l seklini alir.

Onerme 1.2.5.5. (X,(.,.)) i¢ carpim uzay iizerinde yer alan (2) normu Vx,y € X igin

Paralelkenar kurali,
lx + ylI? + llx = yII? = llxlI? + [lylI? 3)

Kutupsal 6zdeslik kurali,

1
(6 y) = 2l + I = Nl = ylI® + illx + iyll® = il = iyl (4)

esitsizliklerini saglar (Maddox, 1988).
(X,(.,.)) i¢ garpim uzayi ise Vx,y € X i¢in

1
dix,y) =llx—yll={x—-y,x—y)2

kosulunu sagliyorsa bir metrik uzaydir.
Bu durumda her i¢ ¢arpim uzay1 bir normlu uzaydir diyebiliriz fakat bunun tersi dogru

degildir.

Teorem 1.25.6.(X,||.|) normlu uzay ve Vx,y € X olmak iizere (3) esitsizligi

saglantyorsa (X, ||. ||) normlu uzayina bir i¢ ¢arpim uzayidir denir (Maddox, 1988).

Ornek 1.2.5.7. ([R . ||p) normlu uzay1 1 < p < oo ve p # 2 iken i¢ ¢arpim uzay1
degildir (Maddox, 1988).
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Gergekten, x,y € R™ olmak tizere x = (1,1,0,0,...0) ve y = (1,—1,0,0, ... 0) vektorleri
gdz Oniine alindiginda ||x|[, + ||lyll, = 2" #llx+yll, +llx—yll, =2 olur ve
goriildiigi gibi (3) esitligi saglanmaz. O halde Teorem 1.2.5.6. ya gore i¢ ¢arpim uzayi

olmaz.

Tamm 1.2.5.8. (X,(.,.)) i¢ ¢arpim uzayinda alinan her Cauchy dizisi yakinsak ise yani;
(X,(.,.)) i¢ carpim uzay1 (2) normuna gore tam uzay ise bu uzaya Hilbert Uzay1 denir

(Maddox, 1988).

1.3. Matris Doniisiimleri ve Dual Uzaylar:

Toplanabilme daha ¢ok analiz ve uygulamali matematik de kullanilan bir metottur
ve bu metodun kullanilis1 19. yilizyilin sonlarinda 6nemli bir yiikselise gegmistir. Newton
ve Leibnitz sonsuz serileri sistematik olarak kullanan ilk matematikgilerdir diyebiliriz.
Ayrica bu metotta seriler genel olarak iraksak ve yakinsak olmak tizere iki ana baslik
altinda ele alinir. Ayn1 zamanda 1raksak seriler de belirsiz iraksak seriler ve belirli iraksak
seriler olmak iizere iki baslikta ele alinir. Belirsiz raksak seriler, kismi toplamlar dizisi

en az iki adet limit noktasina sahip seriler ve belirli iraksak seriler de,

[o9] [o9]

Yoz ve Y=

k=0 k=0

seklindedir. Iraksak serileri incelerken analiz gelismeye devam ettikge 6nemli sonuglara
ulasilmistir.

Toplanabilme teorisi Cesaro, Riesz, Norlund, Abel, Borel,... tarafindan kullanilan
metotlar ile elde edilmistir ve daha sonra bu metotlar kullanildik¢a daha genel metotlara

ihtiya¢ duyulmus ve bdylece matris doniisiimii teorisi harekete gecirilmistir.

1.3.1. Matris Doniisiimleri

Tamm 1.3.1.1. }7° a; serisinin kismi toplamlar dizisi
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seklinde tanimlanan (s,) olmak {izere Vn € N

¢ _SO+51+"'+Sn
no n+1

seklinde bir (t,,) dizisi tanimlayalim. Eger

limt, =1L

n—->oo

iSe Xr—o ax Serisi L degerine 1. Mertebeden Cesaro toplanabilirdir denir. Ve bu

[0e]

Z a, = L(C, 1)

k=0

seklinde gosterilir.

Tamm 1.3.1.2. 3}, a;, serisi igin |x| < 1 olmak tizere
)= ark

k=0

seklinde tanimlanan f(x) fonksiyonu
lim f(x) =L
x-1"

oluyorsa )., a; serisi L degerine Abel toplanabilirdir denir.

oo

z a, = L(A)

k=0
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seklinde ifade edilir.

Ornek 1.3.13. Y5 ,(—1D* serisi ; degerine 1. mertebeden Cesaro ve Abel

toplanabilirdir.

Gergekten, Y5> ,(—1) serisini ele alalim. Vn € N icin bu serinin kismi toplamlar dizisi

n
1+ (-1D)"
= 3 ey - LECD"
2
k=0
seklindedir. O halde (s,,) dizisi yakinsak degildir.

Simdi (s,) serisine 1. mertebeden Cesaro ve Abel toplanabilirlik kavramlarini

uygulayalim. vn € N i¢in

_SO+51+--~+Sn_1+11+(—1)”

no n+1 T2 4 n+1
olmak lizere

lim ¢ = 1 1+11+(—1)” _1

noe e |2 k1 |2

olur. Bu sebeple

yazabiliriz.

|x] < 1ise
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- 1
fx) = kzzo(—l)kxk =T+ x

olmak tzere

N| =

. o1
RSO0 = T

olur. Bu sebeple,

yazabiliriz.

Ornek 1.3.1.4. Yakinsak her dizinin aritmetik ortalamasi1 da aym degere yakinsar.

Gergekten; (S,,) dizisi s degerine yakinsadigini diisiinelim. O halde

Ve > 0igin 3 n{® € Nvardir 3 vn > nl i¢in |S, — s| <  olur. vn € N igin;

_SotSsgtt s,
B n+1

n

olmak tizere (t,,) dizisinin s degerine yakinsak oldugunu gosterelim.

Ve>0vevn > n((f) igin;

So+51+"’+sn

Itn = sl = n+1 S
|Gso =)+ (sy—85)+ -+ (sp—5)
B n+1

(so—s)+(sl—s)+---+(sn0—s)+(sn0+1—s)+---+(sn—s)
n+1
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|SO _Sl + |Sl _Sl . |Sn0 _Sl |Sn0+1 _Sl . |Sn _Sl
T n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

< (ng+ 1M (n—ny)e
- n+1 n+1

<¢&

elde edilir. Buda lim (t,) = s oldugunu gosterir.
n—->oo

Sonu¢ 1.3.1.5. Iraksak seriler ya da diziler toplanabilme metotlari ile uygun bir degere
toplanabilir ya da yakinsatilabilir.
Iraksak bir seri ya da diziyi toplayabilmenin ya da yakinsatabilmenin en yaygin yontemi

sonsuz matrisler kullanmaktir. O halde asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanimm 1.3.1.6. Reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris A = (a,;) olsun ve x =

(x,) € w dizisi herhangi bir dizi olsun. O halde A matrisi ve x dizisinin ¢arpimi

~ 00
E Aop Xk
k=0
rdoo Qo1 - - - Qox - 7 %07 o0
Ao QA1 - - - Qi - - | |xg Zalkxk
) ) ) ) &
Ax = . . . . - 1=
Ano anq B Y ... Xk o .
E Apk Xk
S k=0

seklindedir. Bu ¢arpimin anlamli olmasi i¢in Vn € N i¢in

o

(Ax)p = z Ani Xk

k=0

serilerinin yakinsak olmasi gerekir. Burada y = (y,) = ((4x),) seklinde tanimli diziye
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x = (x,,) dizisinin A matrisi altindaki doniistim dizisi veya kisaca A —doniisiimii denir.

Tamm 1.3.1.7. Vn, k € N ve a,;, € R(veya C) olmak iizere A = (a,,) sonsuz bir matris
olsun. Bu durumda k > n iken a,, = 0 ve a,, # 0 ise A = (a,,) matrisi tiggensel
matris olarak adlandirilir (Maddox, 1988).

Tamm 1.3.1.8. A = (a,;) matrisinin her bir satir1 sonlu diziler sinifina ¢ ait ise yani belli
bir yerden sonra sifir oluyorsa A = (a,;) matrisine satir sonlu matris denir (Maddox,
1988).

Gosterimde kolaylik olmasi agisindan burada ve devaminda ;- a; Serisini Y ay
seklinde gosterecegiz ve negatif indisli olan terimleri sifir kabul edecegiz. Ayrica

aritmetik ortalamaya karsilik gelen C = (cp) Cesaro matrisini

0<k<n

Chk =yn+1"’

seklindedir.
Tanmm 1.3.1.9. a,; € R(veya C) olmak tizere A = (a,,) sonsuz bir matris ve X de
herhangi bir dizi uzay1 olsun. A = (a,,;) matrisinin X dizi uzay1 tizerindeki etki alan1 X,
ile gosterilir ve

X, ={x = (x;) Ew:Ax € X} (5

seklinde tanimlanir (Maddox, 1988).

Tammm 1.3.1.10. Vx € X i¢in Ax € Y oluyorsa A, X’ den Y’ye bir matris doniisiimii
tanimlar denir ve A: X —» Y seklinde gosterilir (Maddox, 1988).

1.3.2. Matris Simiflari

Tamim 1.3.2.1. X ve Y herhangi iki dizi uzay1 olmak tizere, X ile Y arasindaki matrislerin
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sinifl
X:Y)={A=(an)| A: X > Y}
seklinde ifade edilir (Maddox, 1988).

Teorem 1.3.2.2. Fréchet koordinat uzaylar1 (FK-uzaylar1) arasindaki matris dontistimleri
stireklidir (Wilansky, 1984).

Tamm 1.3.2.3. A = (a,) sonsuz bir matris olmak tizere
¢y ={x=(x) Ew:Ax € ¢}

seklinde ifade edilen kime A = (ay,) Sonsuz matrisinin toplanabilirlik alanidir
(Wilansky, 1984). Ayrica ¢ c ¢, oluyorsa A = (a,;) sonsuz matrisine konservatif matris

denir. Bu sekilde ifade edilen konservatif matrislerinin siifi (c: ¢) seklinde gosterilir.

Teorem 1.3.2.4. A satir sonlu bir matris ise (¢4, p) bir BK uzayidir. n = 1,2,3, ... i¢in
po = Il. ll4 Ve p, = |x,| dir. A iggensel matris ise (c4, py) bir BK uzayidir (Wilansky,
1984).

Simdi  konservatif matrisler smifim1  ayirt edebilecegimiz  Kojima-Schur

teoreminden bahsedelim.

Teorem 1.3.2.5. (Kojima-Schur Teoremi) A = (a,;) sonsuz matrisinin (c: c¢) sinifina
ait olmasi i¢in yani, A = (ay;) € (c: ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i IAll = sup Xglan| <
neN

Ii. Vk € N i¢in lim a,;, = ay

n—-oo
iii. lim Zk Anpk = A

n—-oo

kosullarini saglamasidir (Boos, 2001).

Tanmim 1.3.2.6. A = (a,,) ve B = (b,,;) sonsuz matrisler olmak iizere ¢, < cg oluyorsa

B = (byy) matrisi A = (a,;) matrisinden daha kuvvetlidir denir (Wilansky, 1984).
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Teorem 1.3.2.7. A = (a,y) ve B = (by,) matrisleri tiggensel matris olmak tizere B =
(bpx) matrisinin A = (a,;) matrisinden daha kuvvetli olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart

BA~! matrisinin konservatif olmasidir (Wilansky, 1984).

Ispat: B = (b,;) matrisinin A = (a,;) matrisinden daha kuvvetli oldugunu varsayalim.
O halde x € c olsun. x = Ix = A(A"'x) € c olur ve bu durumda A~ € ¢, yazlabilir.
B = (by;) matrisinin A = (a,;) matrisinden daha kuvvetli oldugunu varsaydigimizdan
cy C€ cg olur. Bu sebeple A™! € ¢z yazabiliriz. O halde A(4A™'x) =B(A ™ 'x) =
(BA™Y)x €c olur ve bu da BA ! € (c:c) anlammna gelir. Bu durumda BA™!
konservatiftir.

Tersini varsayalim yani BA~! konservatif olsun. x € ¢, aldigimizda Ax € c olur.
Bx = B(AA™Y)x = (BA™1)(A4x) € c yazilabilir. Bu durumda x € cg olur ki buda c, ©

cp anlamina gelir ve bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 1.3.2.8. X bir FK-uzay1 ve ¢ € X olmak iizere e® = (0,0, ...,1.0,0) olacak
sekilde {e(")}keN smift X dizi uzay1 i¢in Schauder baz1 ise X uzayina AK-6zelliklidir

denir.

Tanmm 1.3.2.9. A = (a,;) sonsuz matris ve x = (x;), w’da bir dizi olmak lizere

Ilim X = Ilim (Ax); oluyorsa A = (ay;) matrisi regiiler matris olarak adlandirilir.
—00 —00

Regiiler matris konservatif matrisin daha 6zel bir hali oldugundan her regiiler matris
konservatif matristir diyebiliriz. Bu durumda yukarida so6zii gegen yakinsak her dizinin
aritmetik ortalamasi da aynmi degere yakinsar gerg¢eginden Césaro matrisinin regiiler
oldugu sonucuna varabiliriz. Regiiler matrislerinin siifi (c:c;p) seklinde gosterilir.
Simdi regiiler matrisler siifin1 ayirt edebilecegimiz Silverman-Teoplitz teoreminden

bahsedelim.
Teorem 1.3.2.10. (Silverman-Teoplitz Teoremi) A = (a,,;) sonsuz matrisinin (c: c; p)

siifina ait olmasi igin yani, A = (a,x) € (c: c; p) olmasi igin gerek ve yeter sart

i [[All = sup Xglank| < o0
neN
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Ii. Vk € N sabiti i¢in lim a,;, = 0
n—->oo
iii. lim Zk Ank = 1
n—-oo
kosullarinin saglamasidir (Boos, 2001).

Simdi Césaro matrisinin regiiler oldugunu ispatlayalim. Vn, k € N i¢in C = (cp)

matrisi

, 0<k<
Chk =\n+1 n
o , k>n

seklinde taniml1 olmak iizere,

. 1
L supR g =1 <0

ii. vk € N igin lim — = 0

n—-oo n+1
. 1 -
iii. 1113}10 ka =l
kosullar1 saglandigindan C € (c: c; p) olur.

Bir sonraki lemma i¢in asagidaki ifadeleri siralayalim. Burada F, N nin sonlu alt

; . . 1,1 .
kiimelerinin sinifin1 gosterir ve p € [1,00) ve - + i 1 dir.

sup ) |apl|? < oo (6)
neN
k

sup |apk| < ()
n,keN

sup ) |apkl? <o ®
keN

q

sup Z Ang| < o0 9
ker k InexK
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p

sup Z Ang| < o0 (10)
Ker n lkeEK
Vk € Nigin lim a,;, = & (11D
n—-oo
lim Anp = € (12)
n—->oo
K
lim ZIankl = z | lim ank| (13)

Lemma 1.3.2.11. A = (a,;) sonsuz matris olmak iizere asagidakiler saglanir (Stieglitz
and Tietz, 1977).

. A= (ay) € (cp:le) = (cile) = (le:ln) olmast igin gerek ve yeter sart (6)
saglanmasidir.

ii. A= (ap) € (lp: l,,) olmast igin gerek ve yeter sart % + % =1vel<p < oigin (6)

sartinin saglanmasidir.

iii. A = (anx) € (l1: ly) olmasi igin gerek ve yeter sart (7) sartinin saglamasidir.

iv. A= (au) € (lx:c) olmasi igin gerek ve yeter sart (11) ve (13) sartlarinin
saglamasidir.

V. A = (ay) € (c:c) olmasi igin gerek ve yeter sart (6), (11) ve ¢ = 1 igin (12) sartinin
saglamasidir.

Vi. A = (anx) € (co: ¢) olmasi igin gerek ve yeter sart (7) ve (8) saglanmasidir.

Vii. A = (an,) € (lp: c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (6), % +$ =1vel<p < oigin

(11) sartin1 saglamasidir.

viii. A = (ay) € (l;:¢) olmasi igin gerek ve yeter sart (7) ve (11) sartlarinin
saglanmasidir.

iX. A = (ank) € (co: cp) olmasi igin gerek ve yeter sart (6),q = 1veVk € Niginé&, =0
iken (11) sartlarinin saglanmasidir.

X. A= (ay) € (l1:1;) olmasi icin gerek ve yeter sart p =1 i¢in (8) sartinin
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saglanmasidir.

Xi. A= (ay,) € (lp: l;) olmast igin gerek ve yeter sart 1 < p < oo ve % +$ = 1 i¢in (9)
sartinin saglamasidir.

Xii. A = (ayy) € (co: 1) = (c:1;) olmasi igin gerek ve yeter sart p = 1 i¢in (10) sartinin
saglamasidir.

Xiii. A = (ay) € (lp: lp) olmas igin gerek ve yeter sart 1 < p < o i¢in A = (a,x) €
(lo:le) N (11: 11) olmasidir.

Xiv. A = (an,) € (c: lp) = (CO: lp) olmast igin gerek ve yeter sart p € [1, ) i¢in (10)
sartinin saglamasidir.

XV. A= (ay) € (ll: lp) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < oo i¢in (8) sartinin

saglamasidir.

Lemma 1.3.2.12. A = (anx) € (l»: cp) olmasi igin gerek ve yeter sart

lim ) |a,| =0
n—oo
K

olmasidir (Stieglitz and Tietz, 1977).

Lemma 1.3.2.13. Banach koordinat uzaylari1 (BK-uzay1) arasindaki matris doniistimleri
stireklidir (Wilansky, 1984).

Xn

Un

< M olacak sekilde en

Tamm 1.3.2.14. x,, = O(u,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

az bir M > 0 vardir (Wilansky, 1984).

Tamm 1.3.2.15. x, = o(u,) olmas: i¢in gerek ve yeter sartlim n = 0 olmasidir

n—oo Un

(Wilansky, 1984).

Tanmmm 1.3.2.16. A D ¢ olacak sekilde bir BK uzay1 verilsin. x = (x;) dizisinin n.

kesmesini
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n

ol — z 2 e

k=0

seklinde belirtiriz. Ayrica x = (x;) dizisi

lim ||lx — x|, = 0ise A dizi uzay1 AK 6zelliklidir.

n—->oo

f}éﬁ”x[n] |, < oo ise 2 dizi uzayr AB 6zelliklidir.

x € ¢ ise A dizi uzay1 AD ozelliklidir.
{xke(k)} kiimesi A uzayinda sinirli ise A dizi uzay1 KB 6zelliklidir.

Bu 6zelliklerden biri Vx € A i¢in saglaniyorsa A uzayi o 6zellige sahiptir denir (Erdmann,
2001).

1.3.3. Dual Uzaylar

Bu boliimde dizi uzaylari i¢in tanimlanan a—, § — ve y — duallerini verecegiz.

Tanmm 1.3.3.1. X ve Y herhangi iki dizi uzay1 olmak iizere; X ve Y nin ¢arpim kiimesi
MX,Y) ={y = (yi) Ew:Vx € X,xy = (xyx) €V}

seklinde tanimlanir. Bu tanim g6z oniine alindiginda keyfi bir X dizi uzaymimn a—, f —

ve y — dualleri asagidaki gibi tanimlanir (Garling, 1967).

X*=MX, 1) = {a = (ak):ZIakxkl < oo, Vx € X}

k=1

XB =M(X,cs) = {a = (ak):z a,x, yakinsak,Vx € X}
k=1

n

XY =M(X,bs) = {a = (ay): sup
n
k=1

< o0, VxeX}

Yakinsak her dizinin smirh olacag: gerceginden ve I; € cs oldugundan X* c Xf c X7

oldugu agiktir. Ayrica X cY ise & = a,f veyay olmak iizere Y¢ c X% kapsama

bagintis1 mevcuttur.
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Lemma 1.3.3.2. ¢ € {a, B, y} olmak iizere,
Lci=ct=1=1

o1 1 ..
“';-I_EZ 1ve1<p,q<001g1nl§=lq

esitlikleri saglanir (Boos, 2001).

Lemma 1.3.3.3. 1 ve u herhangi iki dizi uzayi, B liggensel matris ve A sonsuz bir matris

olmak tizere A € (A: ug) olmasi i¢in BA € (A: ) olmasi gerekir (Wilansky, 1984).

Ispat: A ve u herhangi iki dizi uzay1, B iiggensel matris ve A sonsuz bir matris olmak
lizere A € (A: ug) oldugunu varsayalim. O halde Vx € 1 i¢in Ax € ug olur ki bu da
(BA)x € pu olur ve boylece Vx € 1 igin BA € (A: u) elde edilir. Diger taraftan tersini
varsayalim. Yani BA € (A: u) olsun. O halde Vx € A i¢in Ax € ug olur ve bu da ispati

tamamlar.

Teorem 1.3.3.4. X bir topolojik uzay ve S, Xin bir alt vektor uzayi olsun. Keyfi bir f €
X' igin S tizerinde f = 0 iken Vx € X i¢in f(x) = 0 oluyorsa X = S dir.

Hahn Banach teoreminin [, uzayi i¢in uygulamasi ilk kez Banach limitlerinin
temsili olan Stefan Banach tarafindan belirlenmistir. Buna gore; [, uzaymin 6teleme
operatorleri altinda farklilasmadigi, [, uzayr {lizerinde negatif olmayan lineer

fonksiyonelleri ve l: ¢ - R, [(x) = lim x,, olmak iizere [ nin genisledigini de ilk kez
n—>oo

Banach belirlemistir. Bu sekildeki fonksiyonlar daha sonra Banach limiti olarak
adlandirilmistir (Choudhary and Nanda, 1989).
I. Va, b € R olmak tizere L(ax, + by,) = aL(x,) + bL(y,)
ii.n=0,1,2,..icin x, = 0ise L(x,) = 0 dur.
i j = 1,2,3, ... Ve P;(x,) = %, olmak iizere L (Pj(xn)) = L(x,)
iv.e = (1,1,1, ...) olmak iizere L(e) = 1
L:l, = R f onksiyonu yukaridaki kosullar1 saglaniyorsa Banach limiti olur.
Banach limiti ¢aligmalar1 devam ederken bizim ilgilenece§imiz hemen hemen

yakinsaklik kavrami ilk kez Lorentz tarafindan ortaya koyulmustur. Bir x = (x,,) € [

dizisinin biitiin Banach limitleri A olmas1 durumunda x = (x,,) dizisi A limitine hemen
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hemen yakinsaktir denir. Ayrica L(x,) = A ise limx, = A sayis1 F-limit olarak
adlandirilir (Lorentz, 1948).

Teorem 1.3.3.5. x = (x,,) dizisinin lim x,, = A olacak sekilde F-limitinin var olmasi i¢in

gerek ve yeter sart;

. Xp Tt Xpyq o Xpgp
lim =

k—oo k+1 A

olmasidir (Lorentz, 1948).
Hemen hemen yakinsaklik tanimini ve yukaridaki teoremi géz dniine aldigimizda
sirastyla hemen hemen yakinsak diziler uzayi, hemen hemen sifir dizileri ve hemen

hemen yakinsak serileri asagidaki gibi ifade edebiliriz.

. Xn+k
=<x = (x,) Ew:31 € C 3 lim
f () I ) 74

= A,nye gore duzgin ¢,

i
X
fo=1x = (x) € w: lim z i :_H; = 0,nye gore diizgin ¢,
i—oo
k=0

i

n+k
fi =<3x=(x) Ew:31 € C>3 lim z
0 j=0

| Axdee)

k=

x.
; +}1 = A,nye gore dizgin

Tamim 1.3.3.6. X ve Y herhangi iki normlu uzay olsun. B(X,Y) kiimesi X den Y ye sinirh

lineer doniisiimlerin kiimesi olmak tizere Y= C(veya R) alinirsa
B(X,C) = {f|f:X — C stirekli ve lineer}

seklinde tanimli kiimeye Xin topolojik duali denir. X* veya X' seklinde gosterilir
(Maddox, 1988).
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Tamm 1.3.3.7. Vx € X ve Vn € N igin ||f,,(x)|| < M, olacak sekilde en az bir M,, > 0

varsa {f;, }nen dizisi noktasal sinirhidir denir (Maddox, 1988).

Tanmm 1.3.3.8. Vx € X ve Vn € N igin ||f,(x)|| < M olacak sekilde en az bir M > 0
varsa {f;, }nen dizisi diizgiin sinirhidir denir (Maddox, 1988).
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2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Klasik Dizi Uzaylarinin Fark Matrisi Altindaki Etki Alanlar:

Ax = (x;, — xp41) Olmak tizere;
I le(A) = (lo)p ={x = (xy) : Ax € 1y}
ii.c(A) =(c)p = {x=(x): Ax E}
iii. co(8) = (co)a = {x = () + Ax € co}
tanimlayabiliriz. Bu uzaylar |[x||, = [x;| + [|Ax]|| normu ile birlikte Banach uzayidir
(Kizmaz, 1981). Simdi (I, (A), ||. ||s) uzaymin Banach uzay1 oldugunu gosterelim.
vn € N igin x™ = (x]') = (x], x7, ...) € l,(A) olmak tizere (x™) , I, (A) da bir cauchy
dizisi olsun. Ve > 0 igin Eln((f) € N vardir. Oyle ki vm,n > nff) icin ||x™ — x™||, < &

olmaldir.
Ix™ —x™[[p = |27 — 27" +[|Ax™ = Ax™||o, >0 (n,m - )
Bu nedenle Vk € N ve m,n - o igin |x; — x;*| = 0 elde ederiz.

Buradan (x}) = (xi,x2,...) dizisi C ‘de bir cauchy dizisi ve C tam oldugundan (x}')

yakinsaktir. Diger bir deyisle lim x;} = x, olacak sekilde k € N mevcuttur.
n

Ayrica her € > 0 i¢in Vk € N ve Vm,n > N olacak sekilde N = N (&) mevcuttur.
xp = at <

€
Xer1 — X4 — (O — x| <5

2
. €
lim|x? — x| = [xf' —xq| <
m 2
€
hrllnlx,’(lﬂ —xy1 — O = X)) =[xy — Xpeer — (0 — x| < 5 (vn = N)

€, k ‘ya bagl olmadigindan,
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&
Sl;p|x}g+1 — X1 — (g —x )| < 7

sonug olarak Vn > N igin ||[x™ — x||, < € olur. Buradan x = (x;) olmak tizere [, (A) da

n — oo iken x™ — x elde ederiz. Simdi x € [, (A) oldugunu gostermeliyiz.

Xk — X1l = |xx — xllcv + xllcv - xII<V+1 + xllcv+1 — X1l < |x11<V - xllcv+1| + lxN — x|l

=0(1)

oldugunu biliyoruz. Bu bize x = (x;) € l,(A) oldugunu gosterir. Ayrica k € N i¢in

lim ||x™ — x||, = 0 olmas1 lim |x;} — x;| = 0 olmasim gerektirdiginden [, (A) siirekli
n—00 n—-o0o

koordinat fonksiyonellerine sahiptir. Sonug olarak [, (A) bir BK uzayidir. Simdi

S:lo(8) = ()

x—->sx=y=1(00xyx3,..)

seklinde bir dontisiim tanimlayalim. s ‘nin [, (A) da smirh lineer operatoér oldugu ve

Is|l = 1 oldugu agiktir. Ayrica;
S[le(A) ] =5l (A) ={x = (x):x € l,(A) ,x, =0} C 1, (A)
uzay1 l,, (A) uzaynn bir alt uzay1 ve
lIxlla = llAx]lo € sle (D)
Diger yandan;
A:sly, (D) - 1y

x =) 2y =K = Ok — Xpe41) (14)
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ifadesinin lineer homeomorfizm oldugunu gosterebiliriz. Yani; sl,(A) ve l,uzaylar

topolojik olarak esdegerdir (Maddox, 1988).
2.1.1. Dual Uzaylar

Bu boliimde sl (A) nin a—, 8 — ve y — duallerini belirleyecegiz ve bazi matris

dontisiimii karekterizasyonlarinin yararli sonuglarini elde edecegiz.

Lemma 2.1.1.1. sup|x, — xy41| < o olmasi i¢in gerek ve yeter sart
k
i.sup k™ xy| < o
k
i. suplx, — k(k+ 1) x| < o
k

olmasidir (Kizmaz, 1981).

Ispat: sup|x, — xx.1| < o olsun. O halde;
k

Xp = Xpg1| =

k k
Z(xv - xv+1) < lev — Xy+1
v=1 v=1

Xy = Xpy1| < Sl;plxk — X1l =M

olacak sekilde 3M > 0 varsa,;

k

k k
D Ity = xpal < ) suplty = el = M. Y 1= M.k
v=1 k v=1

v=1

| X —Xp+1l

yazabiliriz. < M oldugundan |x; — xx41| = 0(k). Bu da sup k™ t|x;| < o
k

oldugunu gosterir.
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|xk — k. (k + 1)_1.xk+1| = |(k + 1)_1. (k + 1)xk — k. (k + 1)_1xk+1|
=|k.(k+ 1) xp + (k+ 1) 1x, —
= k. (k + )7 O — Xp41) + (K + 171y |

saglanir. Simdi (i) ve (ii) sartlarinin sagladigini varsayalim. O halde;

I — k. (k + 1) xpepq | = ko (b + 1) 7 g — g1 | — (k4 1) 7 x|

sup|xy — Xy4+1| < o oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
K

k. (k + 1) %41
=0(1)

da

Lemma 2.1.1.2. (B,) pozitif terimli monoton olarak sonsuza artan bir dizi olsun. Eger

) < oo olur.

sup|Yn—; ¢,| < oo ise o halde sup( |Zk 1 C;Jrk -
n n

Ispat: Abel kismi toplamlar formiiliinii kullanilarak,

>S5 ) ()
e = e P%+k Pn+k+1

ve

=0(1)

Z Cntk-1
P
= n+k

elde ederiz.

Lemma 2.1.1.3. : Eger },;— ¢ serisi yakinsak ise; O halde

[ee]
li Cn+k-1
1n1 n

=1 n+k

olur (Kizmaz, 1981).

Ispat: s,,_; = Y"1 ¢, olmak iizere (s,_;) cauchy dizisidir. O halde;
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Ve > 0 icin Eln((f) € N vardir 6yle ki ¥Yn > n(()g) ve Vk > 0 icin |Spip—1 — Sp_1]| < €

olmalidir. O halde;

n+k—1 n-1 n+k—1
|Sn+k—1 - Sn—ll = § Cy — Z Cy| = E Cy| <&
v=1 v=1 v=n

olur ki bu da lim Y7**%~1c, = 0 oldugunu gosterir. O halde; |Y7*k"1c,| = 0(1)
n—-00

seklinde yazabiliriz. Boylece;

E Cn+k—1 _
P
o n+k

olur.

Sonug¢ 2.1.1.4. (B,) pozitif terimli monoton olarak sonsuza artan bir dizi olsun

i. Eger sup|).2_; P,a,| < oo ise 0 halde sup|B, Y.5=n+1 @kl < oo olur (Kizmaz, 1981).
n n

Ispat: Lemma 2.1.1.2. de c;, yerine Py, a4, koydugumuzda

C -
R HL_p Y g =0()
=1 Pﬁ+k

k=n+1

elde ederiz.

ii. Eger )37, Pra; yakinsak ise o halde lim B, }.;_,,,; ar = 0 olur (Kizmaz, 1981).
n

Ispat: Lemma 2.1.1.3.te ¢, yerine Py, a1 koydugumuzda elde edebiliriz.
iii. Yi=1 kay serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart R, = Y5, 11 a4 Olmak

tizere nR, = o(1) ile birlikte .-, R) yakinsaktir (Kizmaz, 1981).

Ispat: Sonug 2.1.1.4. iin ii. béliimiinde P, = n aldigimizda ve Abel’in toplam formiiliinii

kullandigimizda
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n n
z kapy, = z Ry —nRy4q
k=1 k=1

elde ederiz.
Yukarida bahsettigimiz a—,f — ve y — duallerinin tanimlarin1 dikkate alarak

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1.1.5. R, = Y7 ;41 4, olmak lizere;
i (slo(®)" = {a = (@): I k. lag| <} =Dy
i, (slo(W)’ = {a = (q): X2, k. a; yakinsak 2[R, | < o0} = D,
i, (sl.() = {a = (@): sup|Ses k] < 00, EialRyl < oo} — D,

seklindedir (Kizmaz, 1981).

ispat:
i. Eger a € D, ise 0 halde Vx € sl (4) i¢gin

o)

zlakxkl = ) k.|al (lxkl/k) <
k=1

k=1

Bu da a € (slw(A))a oldugunu gosterir. Eger a € (sloo(A))a ise Vx € sl (A) i¢in

—11QX oo olur.
Yic=1laxxy| < ool

0, k=1
=k, k=2
alirsak,
@l + ) el = D klayl < oo
k=1 k=1
olur.

ii. a € D, oldugunu farz edelim. Eger x € sl (A) ise y = (yx) € L, olacak sekilde bir
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ve yalniz bir y € l,, vardir. Oyle ki;

k
xk=—2yv_1 Yo =10

v=1

Boylece;

n n k n-—1 n—-1
Z AxXy = _zak (Z Yv—1> = _ZRkyk +anyk (16)
k=1 v=1 k=1 k=1

k=1

Yt Ry mutlak yakinsak ve Sonu¢ 2.1.1.4. iin iii. boliminden n — oo igin
R, Y*_1 vk — 0 oldugundan Vx € sl (A) igin Y5, axxy ifadesi de yakisaktir. Bu da

ac€ (sloo(A))ﬁ oldugunu gosterir.

Simdi a € (sloo(A))B ise Vx € sl (4) i¢in Y72, a,x; yakinsaktir.

x_{o, k=1
k= \k, k>1

aldigimizda;
Yireq kay yakimsak olur ve bu Sonug 2.1.1.4. iin iii. bolimiinden nR,, = 0(1) oldugunu

gosterir. (16) esitligini kullanirsak

[o9] [o9]

z ApXp = — z Ry

k=1 k=1

ifadesi Vy € [, i¢in yakinsaktir. Boylece Y.3~;|Ry| < oo oldugunu ve a € D, oldugunu
gorebiliriz.
Iii. numaral1 teoremin ispat1 yukaridaki gibidir. Clink{i; £ = a, § veya y igin (sloo (A))f =

(sc(A))g oldugunu belirtebiliriz. E,l,(A), c(A) veya cy,(A) dizi uzaylarindan herhangi
biri olsun. ¢ = a, B veya y i¢in

(sE): = E¢

oldugunu gorebiliriz.
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2.1.2. Matris Doniisiimleri

E ve F, l, ve c dizi uzaylarindan herhangi birini gostersin. E’ ve F' ise [, (A) ve
c(A) uzaylarindan herhangi birini temsil etsin. (X,Y) , X den Y ye biitiin sonsuz

matrislerin sinifi olmak iizere asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.1.2.1. Ap(k) = Xp=1k.ane Ve R = (1) = Qg=k+1 Ang) olmak iizere;
A € (E', F) olmasi igin gerek ve yeter sart

i. (@) € Fve (4,(k)) €F

ii.R € (E,F)

olmasidir (Kizmaz, 1981).

Ispat: Eger A € (E',F) ise 0 zaman Vn € N ve Vx € E icin A,(x) = X5rq Qi Xi
serileri yakinsak ve (An (x)) € F dir.

vn € Nvex = (1,0,...) igin A,,(x) = a,; ve (4,(x)) € Fise Vn € Nigin (a,, ) € F.
Vx € E' igin x = (k) aldigimizda, Ax = x; — X341 = k — (k+ 1) = —1 olur. Yani;
Ax = ((-1)) = (-1,-1,..) € l,, (veya c¢) o halde x € [,(4) (veya c(A)) olur.
Boylece x € E'. Bu durumda i. sart1 saglanir.

Simdi x € sE' c E' olsun.

m m-—1 m-—1
An(m, x) = Z ApgXp = — Z TnkYk + Tam z Yk 17)
k=1 k=1 k=1

burada y € E ve y, = 0 dir 6yle ki;

k
Xk = — Z Vr-1
r=1

Yiee1|k| < oo oldugundan Vn € N i¢in ’lim Tnre = 0 olur. O halde lim r,, =0 ve

m—oo

ym- by, smirli (veya yakinsak) oldugundan; Vn € N igin
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o

h,{f’ Ap(m,x) = A, (x) = — Z Tnk Yk
k=1

Boylece Vy € E icin (R,(¥)) = (=1 rryi) € F olurve R € (E, F) elde ederiz. Bu da
ii. sartin1 saglar.

Simdi i. ve ii. sartlarinin saglandigini kabul edelim Eger x € E’ ise;

_{Xl, k=1
xk_x,’c, k>1

burada x" = (x;,) € sE' dir. Bu ifadeyi (17) ‘de yerine yazarsak;

o

An(x) = Ap1X1 — Z ThkYk

k=1
olur ve bu bize Vx € E' igin A, (x) in mevcut oldugunu gosterir. O halde A € (E', F).

Teorem 2.1.2.2. A € (E, F') olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i.Vn € Nigin Y7 |apk| < o
ii. B € (E,F) burada B = (bpy) = (@nk — Gny1x)

olmasidir (Kizmaz, 1981).

Teorem 2.1.2.3.
Il Nc(A) =1, Ncy(d) =My = {x = (x,):x € loo,lilgn(xk — Xp41) = 0}

il (Mg, 1) = (loo, Leo)
iii. A € (I, M) olmast igin gerek ve yeter sart

a. Sip Yk=1lan| < oo

b. lirrln Z]iozllank - an+1,k| =0

olmasidir (Kizmaz, 1981).
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Ispat:
i. Eger x €l Nc(A) ise x €1, Ve Ilim X — Xpg1 2 L (k> ), x5, — xp41 2 1+

ex(ex = 0, k — o) olur. O halde, Y p—; xx — Xk41 = 2p=q1 L+ &g OlUP, Xpiq = X1 —

Xn+1

_ymn i L
nl—Yy_q&isel - -

- % Yk=1Ek olup, I =0vex € l, Nco(A) olur.

ii. A € (My,l,) olsun. O halde Vx € M, i¢in Ax € [, olur. Ayrica M,, C [, gergeginden
Vx € l, igin Ax € l,, olur ki bu bize A € (I, ,ls) oldugunu gosterir. Boylece (Mo, lo,)
= (leo, Lo ) saglanur.

iii. My = l, N c(A) oldugundan Vx € M, i¢in x € [, olur. A € (I, My) ise  Vx € I,
icin Ax € M, , My € [, oldugundan Vx €[, igin Ax € [, olur. Bu da ||A|l =

sup Yk lank| < oo oldugunu gosterir ve i. sart1 saglanmis olur.
nenN

Ax e My =1l,Nc(A) = Ax €l,veVn €N i¢in Y |ay,| < o
= Ax € ¢y(4)

= AAx € ¢
= Bx € ¢,
o halde B € (I, cp)-
B € (I, Co) ise lim Yylbyl =0 vyani  lim Xy |ane — @nyrx| =0 olup ii. sart
n—-oo n—->oo

saglanmis olur.

Simdi i. ve ii. sartlar1 saglanmis olsun.

Vx €l i¢in Ax € l,,, B = AA oldugundan Ax € c(A) (veya cy(A)). O halde AA € ¢
(veya cg). O halde A € (I, My). Eger, my = {x = (x}):x € M, ve x;, € R} yazarsak
Das (1973) ve Devi (1976) kaynaklarindan biliyoruz ki; herhangi p pozitif tam sayist igin,

0 <n; <n, <-- < n, olmak iizere,

p
: 1 Z :
inf s - Xp4n, = lim supx, € my
Ny N2, Mp p 4 t k

olur.

Teorem 2.1.24. vn,k €N igin 7 = X)ki1Qny olmak ilizere A€ (c,c) ve
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SuUp  Xpeqltkl < oo ise; A € (My, ¢) olur (Kizmaz, 1981).
n

Ispat: Her x € M, igin

m m m—1
Z AppXp = X1 Z Ank — Z rnk(xk - xk+1) + (xl - xm)rnm
k=1 k=1 k=1

m (o] (o)
hrﬁnz X = Ap(x) = x; z Ank — z Tk (X — Xk41)

olur. O halde sup Y7 |m| < o oldugundan lim r,,;, mevcuttur. Bu bize R = () €
n n

(co, ) oldugunu gosterir ve lim Y,;; 1 (X — Xx41) Meveuttur. Boylece A € (M, ¢)
n

elde ederiz.

Simdi E ve F dizi uzaylar olsun. E (F) yi noktasal ¢arpma islemleri ile
E(F)={x:xy = yx2x,y EE,z € F}

seklinde tanimlayalim.

Mg, sup|)y=q1 x| < oo kosulunu saglayan x lerin uzayini belirtsin. O halde
n

Ms ={y: ¥y = X — X—1,Xx €l , xo = 0}

yazabiliriz. A matrisi regiiler ise ve

oo
lirran|ank - an,k+1| =0
k=1

kosulunu sagliyorsa kuvvetli regiiler olarak adlandirilir. Das (1973), kaynagindan

biliyoruz ki Eger A regiiler ise o zaman Vx € [, i¢in
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limA,(y) = limz Ani Y =0
n n ]

olmas1 i¢in gerek ve yeter sart y, = x; — X4+ oldugunda A nin kuvvetli regiiler
olmasidir.
Simdi My(M,) kiimesini goz Oniine alalim. M, € Mg(M,) oldugu agiktir ve bu

kapsama kesindir.

Teorem 2.1.2.5. A regiiler matris olsun. Vy € M;(M,) i¢in lim 4,,(y) = 0 olmast i¢in
n

gerek ve yeter sart A nin kuvvetli regiiler olmasidir (Kizmaz, 1981).

Ispat: vy € M (M,) iken limA4, (y) =0 ise A € (M;(My),co) dir. Bu A € (M, cy)
n

oldugunu gosterir. Buradan

(o]
lirrln2|ank i an,k+1| =0
k=1

elde ederiz (Stieglitz and Tietz, 1977). Simdi A kuvvetli regiiler olsun. Eger y € M;(M,)

ise @ = (ay) € Mg ve x = (x) € My igin y, = agx; dir. ¥, = Yp—; &y iken

m m
Z AnkVk = Z A A Xk
k=1 k=1
m
= Z Ak (Vi — Vi—1) Xk
k=1
m m
= Z Ank VXK — Z AnkVk-1Xk (Yo = 0 oldugundan)
k=1 k=1
m m
= Z Ank VXK — Z AnkVk-1Xk
k=1 k=2
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m m-—1

= Z AnkVrXk — z Ank+1YkXk+1

k=1 k=1
m m
= Z AnkVrXk — Z Ank+1VkXk+1 T Anm+1YmXm+1
k=1 k=1
m m m m
= Z Ank VXK — Z AnkYkXK+1 + Z AnkYeXK+1 — Z Ank+1YEXK+1
k=1 k=1 k=1 k=1
+ an,m+1ymxm+1
m m
= Z A (X — Xpe41) Vi + Z(ank - an,k+1))/kxk+1 + Apm+1YmX¥m+1
k=1 k=1

Bundan dolay1 Vn € N i¢in

(o]

m 00
lirfln Z Yk = An(y) = Z Qi (X — X4 1) Vi + Z(ank - an,k+1))’kxk+1
k=1 k=1 k=1

Boylece lim A,, (y) = 0 elde ederiz.
n

2.2. B(r, s) Matrisinin Etki Alani ile Elde Edilen Baz1 Yeni Dizi Uzaylar:

r,s € R\{0} olmak iizere B(r,s) = {b,x(r, s)} ikili band matrisini, Vk,n € N i¢in;

T, k=n
by (r,s) =1s, k=n-1
0, d.d

seklinde tamimlayalim. Burada A fark matrisi olmak tizere, B(1,—1) = A olduguna
dikkat edelim.

le , ¢y Ve I, dizi uzaylarmm B(r,s) matrisi altindaki etki alanlarinin kiimesi

olarak sirasiyla I, , ¢ , & ve l; dizi uzaylarini tanimlayacagiz. Ayrica lo, , ¢ , &y Ve l’;J
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dizi uzaylarmin § — ve y — duallerini hesaplayacagiz. (Kiris¢i and Basar, 2010).

—

lo = {x = (x) E wisup|sxy_q + x| < 00},
keN
¢ = {x =(x) Ew:3AlECS %imlsxk_l +rx, — 1| =0},
Co = {x = (x) € w:llim |sxp_1 + x| = 0},

—~

L, = {x = (x) € W:Z|Sxk_1 + rx [P < 00}
K

Burada etki alani tanimini kullanarak I, , ¢, Co Ve l; dizi uzaylarini;
l/o; = (loo)B(r,s)a ¢ = (C) B(1,s)» C’E) = (CO) B(r1,s) ve [;J = (lp)B(r,s)

seklinde tekrar tanimlayabiliriz.
Vk € N igin x = (x;) dizisinin B(r, s) matris doniistimii yardimiyla

y =) = SXp_q + 71X (18)

olacak sekilde y = (y) dizisini tamimlayalim. x = (x;) ve y = (y,) dizileri (18) kosulu

ile baglantili olmak tizere asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2.1. 1 € {loo ,C,Co, lp} olmak iizere Ap(,s) Ve A uzaylan lineer izomorfiktir

—~

c,Co=copvel, =L,

(Kirisci, 2010). Yani; [, =1y, € p

IR

Ispat: A (r.s) V€ A uzaylar arasinda birebir, drten ve norm koruyan bir lineer doniisiimiin
varhigini gosterirsek bu uzaylarin birbirine lineer izomorfik oldugunu goéstermis oluruz.
Bu ispat ¢esidi klasiklesmis biitiin dizi uzaylari i¢in gegerli olacagindan biz yalnizca [,
icin gosterecegiz. Diger dizi uzaylari i¢inde benzer sekilde gosterilebilir.

T: I, — lo, olacak sekilde bir T déniisiimii olsun.
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T:l, — 1y

x> Tx=B(r,s)x =y = Sxp_1 +1xi
Baoylelikle x = (x;) ve u = (u,) € I, icin;
{B(r,s)(x + W}l = s(xp_1 + Up—1) +7(xn + up) (19)
= SXp_q1 +TXp + SUp_q +TU,
= {B (T', S)X}n + {B(r, S)u}n

olur. Simdi keyfi bir a € C skaleri i¢in

{B(r,s)(ax)}, = s(axy-1) + r(ax,)
= a(sxp_1 +1x,)
= a{B(r,s)x}, (20)
elde edilir ve (19) ve (20) esitlikleri goz 6niine alindiginda T déniisiimiiniin I, uzayinda
lineer oldugu gortliir.
Tx = B(r,s)x = 0 oldugunu varsayalim. Béylece Vn € N i¢in
{B(r,s)x}p = sxp_1+1x, =0 (21)
esitligi elde edilir. n = 0 alindiginda (21) esitliginde yerine konuldugunda
Xg = 0
bulunur. n = 1 alindiginda yine (21) esitliginde yerine konuldugunda

Sxg+1rx; =0

ve
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X1=0

oldugu goriiliir. O halde Vn € N i¢in x,, = 0 dolayisiyla x = 0 olmak zorundadir. "Tx =
0 ise x = 0" Onermesini saglamasi sebebiyle T lineer doniisiimiiniin birebir oldugu
anlasilir.

T dontistimiiniin 6rten oldugunu gostermek igin ise keyfi bir y = (y,) € 4, dizisi alalim.

Bu durumda Vk € N igin bir x = (x;) dizisini

K .
=g (53 e

j=0

olacak sekilde tanimlayalim. Vk € N i¢in

sx sy < s\J
SXg—1 +TX = ;2 (— ;) Yi-1-j t Z (— ;) Vi-j
j=0 j=0
= s\J /s s\k
= (—;) (;}’k—1—j +yk—j) + (—;) Yo
j=0
=Yk

bu esitligi ||. ||, Nnormuna uygularsak

Ixll; = suplrax + sxi—1] = suplyil = ||lylleo < o0
kEN keN

oldugu goriiliir. Béylelikle x € I, olur. Buradan T déniisiimiiniin birebir, 6rten ve norm
koruyan oldugu goriiliir. Boylelikle I, Ve lo, uzaylari lineer olarak izomorfiktir.

Simdi s6zii gecen yeni dizi uzaylari ile ilgili bir kapsama bagintisi teoremi verelim.

2.2.1. I, ¢, € ve [, Dizi Uzaylarimn Kapsama Bagmtilari

Teorem 2.2.1.1. 1 € {l,,, ¢, co, 1, } ve B = B(r,s) olsun. O halde;
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. |§|<1iseA=AB

ii. |§| > 1ise 1 c Az kapsama bagintisi kesindir (Kiris¢i and Basar, 2010).
Ispat: 1 € {lo, ¢, co, 1} ve B = B(r, s) olsun. O halde ;

sup ) |bp| = [r| + |s|

eN
e

lim bnk =0
n—oo

lim by, =71+s
n—->oo

k

Sup > bl = Ir] +1s|
keN -

sartlarin1 sagladigindan B € (A: A) olmalidir. Herhangi bir x € A dizisi i¢gin Bx € A olur.

Buradan x € Az olur. Buda A c A3 oldugunu gosterir.
I. |§| < 1 olsun. Bu matrisin tersini bulabilmek i¢in gerekli matematiksel islemler

yapildiginda B~ = D = (d,;) olmak iizere; Vk,n € N icin

dnk:{ %(—;) 0<k<n
0 k>n

oldugu goriiliir. D matrisi;

1 - sk
sup ) |dukl = |— supz |—| <o
neN Tl neN r
k=0
1 S n—k
lim d =1im—(——) =0
n—oo nk n—-oor T



S n—k
lim d,;, = lim (— —) mevcut
n—oo n—oo T

k=0

ve

1 sk
sup ) |dpkl = |— supz |—| < oo
keN r neN T T
kosullarini sagladigindan D € (A: 1) olur.

Bu durumda, eger x € A ise;

y=Bx€eAl
B™ly=B"'Bxel
x=Blyel

elde edilir. Boylece 15 © A kapsamasi saglanir. Boylece teoremin i. boliimii ispatlanmis

olur.

i wt={(=2)/r} L= /r) v = (D DY, ut = (14 (-D/2)

dizilerini ele alalim. |§| > 1ise Bu! = e©® = (1,0,0, ...) € A olur ve buradan u® € 15\1

olur.
|§| = 1 oldugunu varsayalim.

a. 1 = ¢, L, oldugunda u' € A3\1 saglanir.

b. 1 = ¢,y olsun. s = —r oldugunda Bu? = e € A saglanir. Bundan dolay1 u? € 13\1

oldugunu gosterir. s = r oldugunda ise Bu® = {r(-1)"} € l,, , Bu* = (r,7,1,..) EC

saglanir ve bundan dolay1 u3 € (l,)5\le , u* € cg\c olur. Bdylece ispat tamamlanmis

olur.

2.2.2. 1, ¢ ¢ ve I, Dizi Uzaylarmmn g — ve y — Dualleri

Bu bolimde I, , &, &, Ve l’;o dizi uzaylarinin § — ve y — duallerini hesaplayacagiz.
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Burada gerekli olan tanimlar1 yukarida vermistik, simdi gerekli olan bir bagka teoremi

verecegiz.

Teorem 2.2.2.1. d,(r,s),d,(r,s),ds;(r,s),ds(r,s) ve ds(r,s) kiimelerini

tanimlayalim.

q
S\J7K
(-3) @| <o

k

d,(r,s) =<a = (ay) € w:sup

n n
neN -

1
T

k=0 Jj

n
s\/ 7k
d,(r,s) =<a = (ag) € w: lim z (— —) a; mevcut
n—-oo T 7
j=k

) 1% s\/ 7k
ds;(r,s) =<a = (a;) € w: rlllm ;z (——) a;

—00 T
k=0 j=k
- 1% s\/ 7k
Y EDYE RS
n-oo 1 r
k=0 j=k
k+1
S
Sl=(=3)
du(r,s) =4a = (a;) € w: lim < a, mevcut
e 1+ =

n sk
ds(r,s) =<{a = (ay) € w: sup Z(—;) aj| < oo

k,neN

Buradan;
i. g=1iken {l/;}y = {¢} = {5} =d (r,s)
i. {5} =di(r,s)
iii. {1} = ds(r,s)
iv. ¢ = 1iken {6} = d,(r,5) N d,(r,5)
v. q=1ikenéf =d,(r,s) Nd,(r,s) Nd,(r,s)
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Vi. {l;,}ﬁ =d,(r,s) Nndy(r,s)
Vi, [0 = dy(r,5) N ds(r,5)

viii. {2} = dy(r,5) 0 dy(r, 5)

esitlikleri ile I, ,& , & Ve [, dizi uzaylarim g — ve y — dualleri temsil edilir (Kirisci

and Basar, 2010).

Ispat:

i. Ispatimizda yalnizca & dizi uzaymin y — dualinin bulunmasima yer verecegiz. Diger
dizi uzaylar1 i¢in de ispat benzer sekilde elde edilebilir.

a = (ai) € w alalim. (18) bagintisinda yer alan y = (yy) dizisini inceledigimizde Vn €

N igin

Zn: Ap Xy = zn: zn:%(_ ;)j_k aj| Vi = zn: Ak (1, 8)yi = (DY)n (22)
- k=0

elde edilir. Bu esitlikte D = {d,;(r, s)} matrisi Vk,n € N i¢in

- 1 S\J—k
dni(r,s) = Z{;(_ ;) a; 0<k<n 23)
]:
0 k>n

seklinde tanimhidir. (22) esitligi goz Oniine alindiginda “x = (x,) € ¢; iken ax =
(axx)) € bs dir ancak ve ancak y = (y,) € ¢, iken Dy € [, dir” burada kastedilen D =
{dni (1, 8)} matrisi (23) esitliginde tanimlanmustir. "A = (an) €

(co: L) olmasi icin gerek ve yeter sart sup Yp|a | < ercegi 0z  Oniine
0 ¢in g y S g klQnk g g g
ne

alindiginda q = 1 iken {¢y}¥ = d,(r, s) elde edilerek ispat tamamlanir.
iv. a = (ay) € w alalim. (18) bagintisinda yer alan y = (y,) dizisini inceledigimizde

(22) esitligi ve
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lim a,; = ay, (k € N)
n—-oo

A= (a‘l’lk) € (Co, C) (=4 sup Iankl < o

sart1 kullanilirsa su ifade elde edilir. “x = (x;) € ¢, iken ax = (ayx;) € cs dir ancak ve
ancak y = (yx) € c iken Dy € c dir” burada kastedilen D = {d,,;(r,s)} matrisi (23)
esitliginde tanimlanmustir. Vk € N sabiti i¢in

lim d,,; (r,s) mevcut ve sup Yr_oldnk(r,s)| < oo elde edilir. O halde g =1 iken
n—o neN

{65} = d,(r,s) N d,(r,s) sonucunu ¢ikaririz. ¢# uzay: iginde benzer ispat yontemi
kullanilabilir. ii. ve iii. béliimlerini benzer sekilde ispatlayabiliriz.

Sunu biliyoruz ki A = (a,;) tiggensel matris iken normlu bir A dizi uzayinin 4, etki
alan1 bir baza sahiptir ancak ve ancak A dizi uzayi1 bir baza sahiptir (Jarrah and

Malkowsky, 1990) (Teorem 2.4.) Bu bilgi yardimiyla asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonu¢ 2.2.2.2. z = (z,) ve Yk € N sabiti icin b®(r, 5) = {b,ﬁ[‘) (r, s)} dizilerini

neN

k=0

- 0 n<k

by (r,s) ={1(_£)n n>k
r T -

seklinde tanimlayabiliriz. O halde;
a. Gy ve l’;, uzaylari igin {b(k) (r, s)}nEN dizisi bir bazdir ve ¢, ve l’;, uzaylarinda aldigimiz

herhangi bir x dizisinin Vk € N i¢in a; (r) = {B(r, s)x}; olmak tizere,

X = Z a, (MbP(r,s)

k

olacak sekilde tek gosterimi vardir (Kiris¢i and Basar, 2010).

b. ¢ uzay1 i¢in {z,b(k) (r, s)} kiimesi bir Schauder bazidir ve ¢ uzayinda aldigimiz
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herhangi bir x dizisinin [ = Ilim {B(r,s)x}, oldugunda
x=Ilz+ Z[ak(r) — 11O (r, s)
k

olacak sekilde tek bir gésterimi vardir (Kiris¢i and Basar, 2010).

Sonug 2.2.2.3. |*| = 1 oldugu durumda [; dizi uzay KB- ve AB- 6zelliklerine sahiptir

(Kirisgi and Basar, 2010).

Sonu¢ 2.2.2.4. |§| < 1 oldugu durumda ¢, ve l; (p > 1) dizi uzaylar1 AD- ozelligine

sahiptir (Kirisci and Basar, 2010).
223.1,,¢, ¢y ve lAl Dizi Uzaylar ile ilgili Bazi1 Matris Doniisiimleri

Bu béliimde tanimladigimiz I, , ¢ , & Ve l’;, dizi uzaylan ile ilgili bazi matris

siiflarini karakterize edecegiz.

Teorem 2.2.3.1. A bir FK- uzayi, U bir liggensel matris ve bu iiggensel matrisin tersi V
olsun. u ise w dizi uzayinin keyfi bir alt uzay1 olsun. 4 = (a,;) € (Ay: 1) olmasi ancak

ve ancak vn € N igin;

cmw = (cf,’;g) € (L:c) (24)
ve
C = (cni) € (L) (25)

sartlarint saglamasidir. Burada kastedilen C (™) ve ¢ matrisleri Vk,m,n € N i¢cin
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AnjVjk » (0 <k< m)

-
1l
&

s

m _
ka -

0 , (k >m)

ve

[o.0]
Cnk = z AnjVjk

seklinde tanimlidir.

Ispat: A = (a,;) € (Ay: p) ve x = (x;,) € Ay alalm. O halde Vm,n € N igin;

m m k m m m

— _ _ (n)
Z Ang Xy = z Ank 2 VY | = Z Z AnjVjk | Yk = ) Cni Vi (26)
k=0 k=0 =0 =0 \ 7=k k=0

esitliklerini elde ederiz. O halde Ax mevcuttur ve (A: ¢) sinifinda olmak zorundadir. m —
oo i¢in (26) esitliginin limitini alirsak Ax = Cy bulunur. O halde Ax € p yani Cy € u
olur. Diger bir deyisle C € (A: u) elde edilir. Diger taraftan x € A;; alalim ve (24) ve (25)
sartlar1 saglansin. O halde Vn €N i¢in (api)ken € /15 ve (24) ile birlikte verilen
(chi)ken € AP sonucunu elde ederiz. O halde Ax mevcuttur. Bdylece m — oo igin (26)
esitliginin limitini alirsak Ax = Cy olur ve bu da ispat1 tamamlar.

Bu boliimde kullanacagimiz baz sartlar asagidaki verilmistir.

m m . a
(D) | < @)
sup - —= Apj 00
meN £~ rj:k r
li 1 - ( S)j_k _ 28
ml—rgor' y r anj_cnk ( )
J:
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sup |cpg| < o0
kneN

<

3 e

neN keK

N,KEF
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(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)



q
sup < (40)

NEF
k

nenN

Teorem 2.2.3.1 den Sonug 2.2.3.2. yi elde edebiliriz.

Sonu¢ 2.232. A€ {f;, ¢, €, ve l;} Ve u € {loo,co,c, lp} olsun. A = (a,;) € (A: )
olmas1 asagidaki sartlara baglidir (Kiris¢i and Basar, 2010).

i.4A=(a,) € (l’; loo) & (28) ve (29) sartlar1 saglanmali ayrica g = 1 iken (32)
sartinin saglanmalidir.

ii. A = (ay) € (c:ls)e (28) ve (30) sartlar1 saglanmali ayrica ¢ = 1 iken (27) ve (32)
sartlar1 saglanmalidir.

iii. A = (ank) € (Cy: lo)=(28) sart1 saglanmali ayrica g = 1 iken (27) ve (32) sartlari
saglanmalidir.

iv.A = (ay;) € (l};: loo) & (27), (28), (32) sartlart saglanmalidir.
V. A = (an) € (I1: 1) © (28), (31) ve (36) sartlart saglanmalidir.
Vi.A = (ay) € (T; c) ©(28), (29), (33), (34) sartlart saglanmalidir.

vii. A = (a,) € (c:c) & (28), (30), (33) ve (35) sartlar1 saglanmali ayrica g = 1 iken
(27) ve (32) sartlart saglanmalidir.

viii. A = (anx) € (Gp: c) © (28) ve (33) sartlart saglanmali ayrica ¢ = 1 iken (27) ve
(32) sartlar1 saglanmalidir.

iX. A = (ay) € (l;: c) & (27), (28), (32) ve (33) sartlar1 saglanmalidir.
X. A= (ap) € (E c) & (28), (31), (32) ve (33) sartlar1 saglanmalidir.
Xi. A = (a,,) € (f; co) & (28), (29) ve (38) sartlar1 saglanmalidir.

Xii. A = (anx) € (c:cy) © P = 0 iken (28), (30), (33), f = 0 iken (35) sart1
saglanmali ayrica ¢ = 1 iken (27) ve (32) sartlart saglanmalidir.

Xiii. A = (anx) € (Cy: o) © Br = 0 iken (28) ve (33) sartlar1 saglanmali ayrica g = 1
iken (27) ve (32) sartlar1 saglanmalidir.

Xiv. A = (ay) € (l’;,: co) & (27), (28) ve (32) sart1 saglanmali ayrica B, = 0 iken (33)
sart1 saglanmalidir
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XV. A = (an) € (I1:co) © B = 0 iken (28), (31), (33) ve (36) sartlari saglanmalidir.
xVi. A = (ay) € (T; ll) < (28), (29) ve (39) sartlar1 saglanmalidir.

xvii. A = (ay) € (€:11) & (28), (30) ve (39) sartlar1 saglanmali ayrica g = 1 iken (27)
sart1 saglanmalidir.

xviii. A = (ani) € (€y: 1) & (28), (39) sartlar1 saglanmali ayrica g = 1 iken (27) sart1
saglanmalidir.

iXX. A = (a,) € (l;: l1) & (27), (28) ve (40) sartlar1 saglanmalidir.

xX. A = (an) € (l: l,) © (28), (31) ve (37) sartlar1 saglanmalidr.

2.3. Klasik Dizi Uzaylarimin B(7, s, t) Matrisi Altindaki Etki Alanlar:

r,s,t € R\{0} olmak tizere B(r,s,t) = {by; (1, s, t)} t¢lii band matrisini, Vk,n €

N i¢in;
T, k=n
S, k=n-1
bui(r, s, £) = t, k=n-2
0, d.d

seklinde tanimlayalim. Burada B(r, s), A% ve A sirastyla ikili band (genellestirilmis fark),
ikinci mertebeden fark ve fark matrisi olmak tizere, B(r,s,0) = B(r,s), B(1,—2,1) =
A% ve B(1,—1,0) = A olduguna dikkat edelim.

Bu béliimde I, (B), c(B), co(B) ve l,(B) dizi uzaylari tanimlayacak ve bu
uzaylarin @ —, B —,y — duallerini belirleyecegiz. Klasik dizi uzaylari olan [, ¢, ¢y Ve L,

dizi uzaylarimin B(r, s, t) genellestirilmis fark matrisi altindaki doniisiimlerini sirastyla

loo(B), c(B), co(B) ve 1,,(B) seklinde tanimlayacagiz (Sénmez, 2011). Yani;

lo(B) = {x = (xy) E wisup|rxy + sxp_1 + txp_,| < 00}
KkeN

c(B) = {x =(x) Ew:3AlEC> ’lim |rx) + Sxp_1 +txp_p, — 1| = 0}
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co(B) = {x = (x) Ew: Ili_r)golrxk + sxp_1 + txg_y| = O}

L,(B) = {x = (xy) € w:ZIrxk + Sxp_q +txp_,|P < o0
K

Burada etki alanmin tanimini kullanarak [, (B), ¢(B), ¢o(B) Ve L,(B) dizi uzaylarini
lo(B) = (loo)B(r,s,t)! c(B) = (C)B(r,s,t)! co(B) = (CO)B(r,s,t)! Ly (B) = (lp)B(T,S’t)
seklinde ifade etmek miimkiindiir.

Vk € N i¢in x = (x) dizisinin B(r,s,t) doniisiimii yardimiyla elde edilen y = (y,)

dizisini;
Vi = TXg + SXp_q +txp_2 (41)

seklinde tanimlayalim. O halde A ve Ag(, s nNorm izometrik olup x = (xi) € Ag(rs)
olmasi igin gerek ve yeter sart y = (y;) € A oldugu goriiliir. Burada x = (x;) ve y =
(yi) (41) deki iligki ile baglantilidir. Sonug 2.3.4. verilecek bazi sonuglarin elde edilmesi
icin gerekli lemmalar1 vermeden 6nce bu yeni uzaylarla iliskili kapsama teoremini ve bir

lemmay1 verecegiz.

Lemma 2.3.1. (Bilgi¢, Furkan, and Basar, 2010) (Not.1, Teorem 2.2), (Bilgi¢, Furkan, and
Altay, 2007) (Teorem 2.1-2.10(i))

i.1€ {lm, c, Co, lp} ve s, Vs2 = —s olacak sekilde bir karmasik say1 olsun.

S= {a EC:|2(r—a)| < |—S+\/SZ —4t(1‘—a)|}

olacak sekilde S kiimesi tanimlayalim. Burada S = o(B(r, s,t), A) dir.

i. Eger Vs2 = s ise o halde ayni diziler igin

o(B(r,s,t),1) = {a € C:12(r — )| < |s + /52— 4t(r — o)}
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elde ederiz.
ii. (Bilgi¢, Furkan, and Basar, 2010) (Teorem 2.4), (Bilgig, Furkan, and Altay, 2007)

(Teorem 2.3) kaynaklarina dayanarak

si={eecit-ol<|-s+ /s 4G -a)|}

olsun O halde; o, (B(r,s,t)*,A") = S; olur.
iv. (Bilgi¢, Furkan, and Basar, 2010)(Teorem 2.6), (Bilgi¢, Furkan, and Altay,
2007)(Teorem 2.5) kaynaklarina dayanarak

S1 yukaridaki gibi tanimlansin ve

S, = {a EC:|12(r—a)| = |—s + \/52 — 4t(r — a)|}

seklinde tanimlayalim. O halde
a. o, ((B(r, s, t)),l) =5

b. o, ((B(r, S, t)),/l) 2,
2.3.1.1,(B), c(B), cy(B), l1(B) Dizi Uzaylarimin Kapsama Bagintilar1

Teorem 2.3.1.1. 2 € {lo,, ¢, co, L, } Ve B = B(r, s, t) olsun. O halde;

i Eger|r| > =X ise 2 = A(B)
i Bger|r| < |2 ise A < A(B)

kapsama bagintis1 kesindir (S6nmez, 2011).
Ispat: 2 € {lo, ¢, co, 1} Ve B = B(r, s, t) olsun. B matrisi;

sup Yglbpi| = Ir| + Is| + [¢] , lim by, =0
neN n-o
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lim bpye=7r+s+t

n-o
k
ve

sup ) |buk| = [r| + Is| + [¢]
keN &

sartlar1 saglandiginda B € (A:4) dir. Herhangi bir x € A dizisi i¢in Bx € 4 dur.
Dolayisiyla x € A(B) dir. Bu A € A(B) oldugunu gosterir.

—s+Vs2—4tr
2

i r]> olsun. B matrisinin B~ = D = (d,,;) ters matrisi;

sup ) [dyi| < oo

eN
e

lim dnk =0

n—oo

lim d,r mevcut
n—-oo
K

sup |dnk| <
keN -~

sartlarin1 sagladigindan B~ € (A: 1) dir. Burada Vk, n € N igin

- —k—

11§ —s+\/sz—4trn v —s—\/sz—4trv 0<k<n

die(r,5,) =1 L 2r 2r ’ =n
v=

0, (k >n)

Bu sebeple x € A(B) ise y = Bx € 1 ve x = B~1y € A dir. Boylelikle A(B) < A Karsit

kapsamasi kanitlanmis olur. Bu kanitin i. kismin1 tamamlar.

n—-v v
{1 n—1 (—s+\/52—4tr) (—s— 52—4tr>

r ~v=0 2r 2r
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q> ={(-D"(n+2)}
ve

. 1+(C=D"
o=

—s+Vs2—4tr
2r

dizilerini g6z oniine alalim. O halde > 1ise, Bqt = ¢® = (1,0,0,...) € A.

Boylece g € A(B) elde ederiz. Fakat (Bilgi¢, Furkan, and Basar, 2010)(Teorem2.1) den

. —s+Vs2—4t —s—VsZ-4t .
r # 0 Ve s? # 4tr ise; uy = Al U, = ——7 olacak sekilde |u,| < |uy|
2r 2r

olmalidir ve |u;| > 1 oldugundan

1 U,
1

1 n
e T
1 s2 — 4tr ! 3 s2 — 4tr u !

elde ederiz. Boylece g dizisi simirh degildir ve buradan da g* € A(B)\A dir. Eger r # 0

_ _ _an N )
ve s% = 4tr ise u; = u, = — dir. Dolayisiyla g* := ﬁ(—s) = 2(—S) elde ederiz.
2r S 2r r \2r

|;—:| > loldugundan q! dizisi sinirli degildir. Boylelikle gq* € Ag\A. Varsayalim ki

—s+Vs2—4tr
2r

= 1 olsun.

a. A= cg,l,olsun. O halde g* € 15\A.

b. A € ly,c olsun. O halde agagidakiler saglanir.

r—t r—t

i. r4+s+t=0iseBq?= ( —, =%, ..) € A dir. Boylelikle q? € A(B)\A.

ii. r—s+t=0iseBg3 ={(-D".(r—1t)}€l, ve

B 4 _ (r+s+t r+s+t
- )
2 2

,.) € c dir. Boylelikle ¢* € L, (B)\L, Ve g* € c(B)\c. Boylelikle

A c© Ap kapsama bagintisi kesindir sonucu ¢ikarilabilir. Bu adim ispat1 tamamlar.
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2.3.2.l,(B), c(B), ¢co(B), l1(B) Dizi Uzaylarimin § — ve y — Dualleri

Bu boliimde [, (B), c(B), co(B), l;(B) dizi uzaylarmin f — ve y — duallerini

hesaplayacagiz.

Temel Lemma 2.3.2.1. (Altay and Basar, 2007)(Teorem 3.1)
C = (cpy) matrisini Vk,n € N i¢in b = (b)) € w dizisi ve ters matrisi D = (d,x),

tiggensel matrisi U = (u,y) ile
n
Cnk = ) 4
j=k
0 ; k>n
seklinde tanimlayalim. O halde;
{2y} ={b = (by) Ew:C € (X: 1)}
{Ay3f ={b = (by) e w:C € (A:0)}

Lemma 1.3.2.11. i ve bu temel lemmay1 birlikte g6z oniine alirsak asagidaki sonucu elde

ederiz.

Sonu¢ 2.3.2.2. d,(r,s,t) , dy(7,s,t) , d3(1,S,t) , dyu(r,s,t) , ds(7,5,t) , de(7,5,t)

kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

n

q
n
dy(r,s5,t) = b = (by) € w:sup Zdjkbj < oo
neN -
k=0 |j=k

n
d,(r,s,t) =<b = (b;) € w: lim Z djib; mevcut
n—-oo
j=k
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n n (o] n
d3(r, S, t) =<b= (bk) € w: lim z d]kbj = 2 lim z d]kb]
n—»oo k P n—o £ -

n k

d.(r,s,t) =<b = (by) € w: lim z 2 dji by mevcut
n—-o0o

k=0 j=0

n
ds(r,s5,6) = 4b = (b) € w: sup Zdjkbj < oo
j=k

kneN |4
n n
dy(r,s,) = 4b = (by) € w: lim z z diche| = 0
=} o

O halde
i. q=1icin{l,(B)}¥ =c(B) ={co(B)} =dy(r,5,¢);
i{L,(B)) = d,(r,s,t);
iii.{ly(B)} :==ds(r,s,t);
iv.qg = 1icin {co(B)}f = d,(r,s,t) Ndy(1,5,¢t);
v.q = 1icin {c(B)}f :==d,(r,5,t) Ndy(1,5,t) Ndy(r,s,t);
vidL, B = dy(r,5,6) N dy(r,s, £);
Vil{,(B)}f = d,(r,s,t) Nds(r,s,0);
Viii.{lo,(B)}f == d,(1,s,t) N d5(1, 5, 1);
seklindedir (Sonmez, 2011).

Sonug 2.3.2.3. Vk € N i¢in a; (r) = {B(r, s, t)x}, olsun. Vk € N sabiti i¢in z = (z;,) ve
b®(r,s,t) = (bW (r,s, £)}, o dizilerini z, = Y¢_o dy ve

0 , n<k

b‘r(lk)(rlsit)z{dnk’ nzk

seklinde tanimlayalim. O halde asagidakiler saglanir (Sonmez, 2011).

a. {p®(r,s, £)}. o dizisi co(B) ve L, (B) icin bir bazdir ve co(B) veya L, (B) deki
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keyfi x i¢in

X = Z a, (rb®(r,s,t)

k

olacak sekilde tek bir gosterimi vardir.

b. {Z, b® (1, s, 15)}11eN kiimesi ¢(B) i¢in bir bazdir ve | = ’lim {B(r,s,t)x}; olmak

tizere c(B) deki her x elemaninin,

x:=lz+ Z[ak(r) —11b®(r,s,t)

k

seklinde tek bir gdsterime sahiptir.

Lemma 2.3.2.4.
Ave u BKuzayi olsun. K = (fy) matrisini Vk,n € Nigin @ = (ay) € p dizisive U =

(unk) tggensel matrisi ile

n

fak = Z ajun;dj

j=k

seklinde tanimlayalim. O halde A; asagidaki ozelliklere sahiptir (Altay and Basar,
2007)(Teorem 2.1 ve Teorem 4.1).

i. KB ozelliktedir ancak ve ancak F” € (1: 1) ise,
ii.  AB zelliktedir ancak ve ancak Fy L E@D.

Lemma 2.3.2.4. den ve Lemma 2.3.1. in iv. kismindan asagidaki sonuca ulasabiliriz.

Sonug 2.3.2.5. [T — | g se ), (B), KB ve AB dzelliklerine sahiptir

(Sonmez, 2011).

Lemma 2.3.2.6. 4, AK 6zelligine sahip BK uzay1 U, tiggensel matris ve A; 2 @ olsun. O
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halde A, dizi uzay1 AD 6zelligine sahiptir ancak ve ancak t € A8 i¢in tU = 6 olmasi, t =
6 olmasim gerektirir (Altay and Basar, 2007).

o Ve L, nin AK odzelligine sahip oldugundan, U = B(r, s, t) matrisi i¢in Lemma
2.3.2.6. y1 kullanabiliriz. Ayrica Lemma 2.3.1. in iii. kismmdan asagidaki sonucu elde

ederiz.

Sonu¢ 2.3.2.7. ¢o(B) ve L,(B) (p>1) AD Oozelligine sahiptir ancak ve ancak
—s+VsZ—4tr
2r

—s—Vs2—4tr
2r

<

< 1 olmasidir (Sonmez, 2011).

2.3.3.1,(B), c(B), co(B), l,(B) Dizi Uzaylarina iliskin Baz1 Matris Déniisiimleri

Bu bolimde yeni dizi uzaylarina iliskin sonsuz matrislerin bazi simiflarmni

karakterize edecegiz.

Lemma 2.3.3.1. 4, bir FK uzay1 olsun. U tiggensel matris, D bu matrisin tersi ve w nun

keyfi bir alt kiimesi p olsun. O halde A = (a,) € (Ay, ) saglanir ancak ve ancak

vn € Nigin C™ = (c,(r?,z) € (Lic) (42)
ve
C = (cn) € (A:p) (43)

olmasidir. Burada Vk,m,n € N i¢in

m
m _ Z anjdj , (0<k<m)
ka - =k

0 ,(k>m)

ve
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(00
Cnk = z anjdjk
j=k

dir.

Ispat: A = (a,;) € (Ay, u) olsun ve x € A, alalim. Ym, n € N i¢in

m m k m m m
z AniXy = Z Ank Z dijyj | = Z Z anjdji | Vi = cf,?,iyk (44)
k=0 k=0 =0 k=0 \ =k k=0

O halde Ax mevcut oldugundan €™, (1: ¢) sinifinda olmalidir. (44) esitliginden m — oo
iken Ax = Cy elde ederiz. Ax € udan Cy € uoluryani, C € (1: u).
Tersine (42) ve (43) saglasin. x € A;; alalm. O halde (42) ile birlikte vn € N i¢in

(Ani)ken € /15 y1 veren (Cpi)ren € AP alalim. Dolayisiyla Ax mevcuttur. Boylece (44)

esitliginde m — oo alarak Ax = Cy elde ederiz. Buda A € (4y: u) oldugunu gosterir.

Simdi asagidaki kosullar listeleyelim.

m m a
sup z | < oo (45)
meN =0 7=k
m
1
r}llggo; djxAnj = Cnk (46)
j=k
m 1 m
vVn € Nicin lim —Z djxan;| = Z|an| (47)
m—oo r
k=0| j=k K
m k
vn € Nicin lim Z Z djxank = ay (48)
m—oco
k=0 j=0
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1
Z . | < 49
15D d) < 4
sup ) enel? < 0 (50)
neN
k
lim o = B (51)
n—->0oo

lim > el = ) 16l (52)
k k

lim Cak = P (53)
" K
sup |cp| < oo (54)
n,keN
sup ) [cpi| < o0 (55)
keN
n
lim Chk = 0 (56)
n—-oo
K
sup z Z Cni| < 00 (57)
N.KeF neN keK
q
sup Z Cnk| < (58)
NeF k InenN

Burada F, N nin tiim sonlu alt kiimelerinin siifin1 belirtir. Boylece asagidaki tabloyu
verebiliriz. Bu tabloda 1 € {loo (B),c(B),co(B), 1, (B)} ve u € {ly,c, cy, 11} olmak tizere

A € (A: u) smifin1 karakterize edecegiz.
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Tablo1l. (A:p) smifinin A€ {loo(B), c(B),cy(B), lp(B)} ve u € {ly, ¢, coly}
ile karakterizasyonu
lo,(B) c(B) co(B) 1,(B) l,(B)
l 1. 2. 3. 4, 5.
c 6. 7. 8. 9. 10.
Co 11. 12. 13. 14, 15.
l; 16. 17. 18. 19. 20.

Sonu¢ 2.3.3.2. Tablo 1'i okudugumuzda A € {lw(B),c(B),co(B),1,(B)} ve pe€

{lo, C, Co, 11} olmak lizere A € (A: ) smifi i¢in tiim yeterli ve gerekli kosullar asagida

siralanmistir (Sonmez, 2011).

1.

q = 1 icin (50), (46) ve (47)

2. q = 1icin (45), (50) ve (46), (48)
3. q = 1icin (45), (50) ve (46)

4. (45), (46) ve (50)

5,
6
7
8
9

(46), (49) ve (54)

. (46), (47), (51) ve (52)

. q = 1icin (45), (50) ve (46), (48), (51),(53)
. q = 1 iin (45),(50) ve (46),(51)

. (45),(46),(50) ve (51)

10. (46), (49), (51) ve (54)

11. (46), (47) ve (56)

12. B, = 0 igin (46), (48), (51) ve f = 0 i¢in (53) ve g = 1 i¢in (45), (50)
13. B, = 0 igin (46), (51) ve g = 1 igin (45), (50)
14. B, = 0 igin (51) ve (45), (46) ve (50)

15. By = 0 igin (46), (49), (51) ve (54)

16. (46), (47) ve (57)

17. q = 1 igin (45) ve (46), (48) ve (57)

18. g = 1 igin (45) ve (46), (57)

19. (45), (46) ve (58)

20. (46), (49) ve (55)

Simdi bazi yeni matris siniflarinin karakterizasyonunu Sonu¢ 2.3.3.2. den

69



karakterize etmek i¢in yararli olan Altay ve Basar (2003) tarafindan sunulan Lemma
2.3.3.3. verebiliriz.

Lemma 2.3.3.3. A ve u iki dizi uzay1 olsun. A sonsuz bir matris ve U {iggensel matris
olsun. O halde A € (A: uy) olmasi icin gerek ve yeter sart UA € (A: i) olmasidir (Altay
and Basar, 2003).

Son olarak eger Sonug 2.3.3.2. de Vk,n € N i¢in a,y, ran, + Sap_1x +tan_ox
seklinde degistirilirse o halde U = B(r,s,t) i¢in Lemma 2.3.3.3.ten (A(B): u(B))

siiflarinin karekterizasyonlarini tiiretebiliriz.

2.4. Klasik Dizi Uzaylarimin Q(r, s, t,u) Dortlii Band Matrisi Altindaki Etki Alam
ve Elde Edilen Yeni Dizi Uzaylar:

Bu béliimde dortlii band matrisinin etki alanlarini kullanarak 1 < p < oo olmak
tizere ¢(Q), c(Q), l(Q) ve 1,(Q) uzaylarini sirasiyla ¢y, ¢, I, Ve 1, uzaylarina lineer
izometrik oldugunu gdsterecegiz. Ayrica bu Uzaylar arasindaki kapsama bagmtilarindan
bahsedecegiz.

r,s,t,u € R\{0} olsun. Q =Q(r,s,t,u) = (an(r, s, t, u)) dortli band matrisini

Vk,n € N i¢in
T, k=n
S, k=n-1
Ak (1, s, t,u) =1t k=n-2
u, k=n-—3
0, d.d

seklinde tanimlayalim. Burada A3,B(r, s, t), A%, B(r, s) ve A sirasiyla iigiincii mertebeden
fark, ti¢lii band, ikinci mertebeden fark, ikili band (genellestirilmis fark) ve fark matrisi
olmak iizere Q(1,-3,3,—1) = A3, Q(r,s,t,0) = B(r,s,t), Q(1,—-2,1,0) = A% |
Q(r,s,0,0) = B(r,s) ve Q(1,—1) = A olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla dortlii band
matrisinin etki alanlar ile elde edilmis sonuglar, yukarida bahsedilen matrislerin etki
alanlar ile elde edilen sonuglardan daha genel ve daha kapsamlidir.

$imdi dortlii band matrisinin etki alan araciligi ile ¢ (Q), c(Q), I (Q) ve 1,(Q)

matrislerini tanimlayalim (Bisgin, 2020). 1 < p < oo olmak iizere;
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co(Q) = {x = (x) E w: llim (rxg + Sxp_q + txp_y + Uxp_3) = 0}
c(Q) = {x = (x) E w: llim (rxg + Sxp_q + txp_y + Ux_3) mevcut}

l-(Q) = {x = (xy) E wrsup|rxy + sxp_1 + txp_y + ux_3| < 00}
keN

ve

L,(Q) = {x = (x) € w:ZIrxk + Sxp 1+ txp_p Fux,_3|? < 00}
K

seklindedir. Aksi belirtilmedikge negatif alt indis iceren her hangi bir terimin sifir oldugu

varsayilir. Etki alan1 tanimindan;
¢o(Q) = (co)q . c(Q) = ¢, 1 (Q) = (Ico)g Ve [p(Q) = (lp)Q (59)
yazabiliriz. x = (x;) € w olmak iizere x in Q doniistimiinii Vk,n € N igin
QX)) = Vi =TX) + SXj—q + tXj—p + UXj_3
seklinde tanimlayabiliriz.

Teorem 2.4.1. Asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).
a. co(Q), c(Q) ve 1 (Q) dizi uzaylari

Ixlleo0) = Ixlleco) = xllig@) = 1QxIlco

= sup|rx; + Sxp_q + txXp_p + Uxk_3|
keN

normu ile birlikte BK uzayidir
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b. 1,(Q) dizi uzay1 1 < p < o olmak iizere;

o) /p
||x||lp(Q) = [lQx|l, = (erxk t SXp—1 T X + uxk—3|p>

k=0
normu ile birlikte bir BK uzayidir.

ispat :

a. ¢y, ¢ Ve lyuzaylarinin kendi supremum normuna gére BK uzay1 oldugu agiktir. Q =
Q(r,s, t,u) matrisi tiggensel matristir. Ayrica (59) bagmtis1 saglanir. Bu ii¢ kosulu,
Wilansky (1984) de Teorem 4.2.16 ile birlestirerek c,(Q), c(Q) ve l,(Q) uzaylarinin
BK uzay1 oldugu ¢ikarimina varabiliriz.

b. Bu kismin1 benzer yolla ispatlayabiliriz. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Simdir, s, t,u € R/{0} olmak iizere; rz3 + sz? + tz + u = 0 denklemini ele alalim. Bu

denklemin ii¢ kokii oldugu aciktir. Oyle ki;

1
leg[a—b—s]

Z; = —6—1r[(1 —iv3)a— (14 iV3)b + 2s]
ve
Z3 = —6—1r[(1 +iV3)a— (1 - iV3)b + 2s]

bu denklemin kokleridir. Burada

3\/\/(—27r2u + 9rst — 253)2 + 4(3rt — s2)3 — 27r?u + 9rst — 2s3
a =
2

ve
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b= 3\/\/(—271‘211 + 9rst — 253)2 + 4(3rt — s2)3 + 27r?u — 9rst + 253
- 2

seklindedir. Burada ve devaminda aksi belirtilmedikce 7z3 +sz?+tz+u =20

denkleminin rasgele koklerini yy, u, Ve pz kabul edecegiz. Burada basit hesaplamalar ile;

S
ﬂ1+ll2+.u3=_;

t
M1z + Mzt o3 = »

_u
Hil2i3 = r
S 422 by =0 60
pitopit ot o= (60)
B 5 S t
#1"‘#2"‘;(#1"‘#2)"‘#1#2"‘;:0 (61)

N t
M+ WG+ 3+ s iz + () + - =0 (62)

S
#1"‘#2"‘#3"‘;:0 (63)

ifadelerini elde ederiz.

Teorem 2.4.2. 1 < p < o olmak iizere; ¢,(Q), c(Q), l(Q) ve 1,(Q) dizi uzaylar

sirastyla ¢, ¢, L, Ve L, dizi uzaylan ile lineer izomorfiktir (Bisgin, 2020).

Ispat: Benzer ifadeleri tekrar tekrar kullanmamak adina yalnizca c(Q) dizi uzay1 igin
ispat1 veriyoruz. Bu ispat i¢in c¢(Q) Ve ¢ uzaylari arasinda birebir, 6rten ve norm koruyan

bir fonksiyonun varligini gostermeliyiz.
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L:c(Q) > c
L(x) = Q(x)

seklinde tanimli L donilisiimiinii g6z 6niine alalim. L doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir.
Ayica Qx = 6 oldugunda x = 6 oldugu agiktir. O halde L birebirdir.
y = (¥x) € colsun ve Yk € N i¢in

) k—j k—j—i
e i .
xk=;zz Z wy T gy

j=01i=0 v=0

olacak sekilde x = (x;) dizisi tanimlayalim. O halde (60)-(63) esitliklerini dikkate
aldigimizda Vk € N i¢in

(Qx)k = rxp + SXp_q + tx)_y + UXp_3

W 4 |
= 2 z wy T s
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k-3 [k—j—3 [k—j—v-3

j
e imiepe3 s t u
= Z Z uspsuy T (lif*‘;li%*‘;lh"';)

j=0] i=o0 v=0

 kiiio s t
+ sy (uf+u%+;(u1+uz)+umz +;)

k—j-2

S
+ 15 (uf + g U3 gt et s+ (0 g )

S t
+ [yk-z (#f + U5 4 U5+ w3 oz + —(uy + pp + p3) + ;)]

i (i + iz + i3 +2) 4y
r

=Yk

elde ederiz. Bu nedenle Qx =y ve y € ¢ oldugundan Qx € c olur. Yani; x = (x;) €

c(Q) ve L(x) = y.Boylece L ortendir. Ayrica Teorem 6.1. den her x = (x;) € c(Q) igin
ILC) o = 1QxIleo = lIxllccoy

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle L doéniisimii normu koruyor. Buradan L doniisiimii
istedigimiz gibi c¢(Q) Ve c uzaylari arasinda birebir, 6rten ve norm koruyan fonksiyondur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.4.3. X € {cy, ¢, Lo, L} Ve Q = Q(r,s, ¢, ) olsun. O halde

a. Eger Vo € {1,2,3} i¢in |u,| < 1ise, X = X,,.

b. Eger 30 € {1,2,3} i¢in |u,| = 1 ise, X c X, kapsamas: Kesindir (Bisgin,
2020).

Ispat: X € {cy, ¢, o, [} Ve Q = Q(, s, t,u) alalim. Lemma 1.3.2.11. deki i., v., ix., X. ve

Xiii. sartlarin1 dikkate aldigimizda

75



sup ) |qu(r, s, t,w)| = |ul + [t] + s + |7,
neN "

Vk € Nigin lim g (r,s,t,u) =0
n—-o0o

lim Quc(r,s,t,u) =r+s+t+u
n—oo
k

ve

sup E |Gni (s, 6, W)| = |r| + [s| + [t] + ul.
€
n

oldugu goriiliir. Bu nedenle Q € (X: X) elde ederiz. Yani; X c X,.

a. Vo € {1,2,3}i¢in |u,| < 1ve Q = Q(r, s, t,u) matrisinin ters matrisi vn, k € N i¢in;

n-kn-k—i

1 . .
a8 n-k—-i-v,,v,,i
R =37 E §_O Uy ups , 0<k<n

i=0 v
, k>n

seklinde tanimli H = (h,,;,) olsun. O halde p; # u, # pz oldugu durumda Vk € N igin;

|.U1|2—|.H1|n+3
(1 = |pua Dy — p2) (g — ll3)

1
sup ) |hpl < —sup[
|T| neN

neN T
|.Uz|2—|llz|n+3 |,u3|2—|/13|”+3
(1= |puDuq = .Uz)(.u3 —up) (11— |ll3|)(ll1 - H3)(M2 - .Us)
1 1 1
< —[ +
[P L = [ Dy — p2) (g — p3) (1= | D (g — p2) (s — 1)
+ 1 <
(0]
(1 = lpsDuy — p3) (uz — u3)
. (g = )+ (s — )3 4 (g — pp)pi
lim h,;, = lim 0
n-o n—00 (g — p) (g — pg) (U — U3)
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. 1 e —py "3 to2—p" 3
lim hpr == lim

A2 7 oo | (1= ) (s — 12) s — 113) (L — i) s — 112) ity — i)

2 n+3
Usz™—HUs3

* (1 = p3)(uy — p3)(uz — ps3)

.1112 sz

= A= i) G — )G — ) T A= 1) — 1) (s — 1)

Hsz

* (1= p3) (g — p3)(up — p3)|

sup |hnk| < supl LAY
keN 7] ken [(1 = |pa Dy — p2) (g — 113)
|z |? |lus|?
(A = lp2 Dy = p2) (s —pz) (X = |psDuy — p3) (uz — p3)
<1 1 . 1
I L = DGy = p2) (g — 13) - (1= D (g — ) (s — 12)
1

* (1= lus D) (g — p3) (U — p3) <

U =Yg = Uy = U3 oldugu durumda Yk € N igin;

sup |hnk|
nenN "

B M2 +5n+6)[u|™t —2(n? +4n + 3)|u|*? + (n? + 3n + 2)|u|**3 -2
" N 21 (jul = 1)?

o1

Tl = D3

_ v Fm—-k+2)(n—k+1)
lim h,, = lim =

n—oo n—-oo 2r
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lim ok
n—oo
K

M+ 5n+ )™t -2 +4n+ 33U+ P +3n+ 2)unt3 -2
nl_I)l;lo 2r(p — 1)3
1
T r@-w?

1
S ho| =————= < @
b 21 = a3

A, i,j € {1,2,3} olmak iizere u = p; = p; # py oldugu durumda Vk € N igin;

sup Ihnklsisup |ul luallul
neN & 7] nen [l — pal(ul = D? - Ju— pal2(@ = [ul)
n |.U/1|2 l
I — pal>(1 = ual)
<i[ 1 y 1 . 1
“rltp = malClel = D2 0 g = w2 = gD e = pal?(@ = )
< 00

P = p) (= k4 1) — ] + T

lim Ry = i 0
g, ke = LI (U — )2
. 1 [+ 2™+ (n+ D3 +u (W — )
lim hyx =—lim . _ _
TR T noe (u—p)u—1) (u—p)?(u—1)
G =
(= )?(ua — 1)]

_ 1[ u B s N T
rlu—1D2u—w) @—p)*A—w)  (u—p)*(1—uy)

sup S R | < sup |ul lual Ll
ken &t T ken I — il (Il = D2 7 i = pa|2(1 = D)

Mk l
| — pal? (1 = [ual)

+
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1 1 1 1
< + + < o0
7l Lp = wal (el = D2 | — a2 = ul) - = pal?2( = [ual)

Dolayisiyla H € (X: X) elde ederiz. Yani; X, c X olur. Bdylece X = X, saglanur.

b. X © X, kapsamasinin sagladigim biliyoruz. 3o € {1,2,3} i¢in |p,| = 1 olsun. Simdi
dort dizi tanimlayalim. Oyle ki;

Eger Vo € {1,2,3} igin |u,| > 1 ise;

n-2n—-i-2

1 n—-i-2-v,,v,,i
» Hq Uz U3
v=0

i=0

¢1

neN
@2 = {n}nen
@3 ={(=D"(n + 3)}nen
Ps ={(=1)"}nen
olsun. py # p, # psz oldugu durumda;

B {(uz — )t + (s — p)ug + (1 — uz)u?}
1= X
r(uy — p2) (g — p3) (g — 13) neN

U= U1 = Uy = Uz oldugu durumda;

"2pn—-1
or = {w} ¢ X
2r
nenN

i,j,A €{1,2,3}icin p = p; = uj # py oldugu durumda;

(M) (=1 ] + uﬁl}
o { (1 — 1) A

Qe =e® =(0,0,1,0,..) € X yani ¢, € X,. O halde ¢, € X,\X.
Eger 30 € {1,2,3} i¢in |u,| = 1 ise, herhangi bir X € {co,lp} i¢in @1 € Xp\X.

X € {c,l,,} olsun. O halde iki durum s6z konusu olur. Oyle ki;
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I. 4y = 1 oldugu durumda, yani; r + s+t + u = 0 ise,

Qp, = —t—2ur—t—2u,..) € X elde ederiz. Yani; ¢, € Xp\X.

Il. 4y = —1 oldugu durumda, yani; r —s +t —u = 0 ise,

Qs ={(—1D)"(2r — s + ulnen € lo, Q@4 = (0,0,0,...) € ¢ elde ederiz. Bu yiizden
@3 € (l)o\le V€& @4 € co\C olur. Sonug olarak X X, kapsamasi kesindir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.
Teorem 2.4.4.r+s+t+u = 0ise c C ¢y(Q) kapsamas kesindir (Bisgin, 2020).

Ispat: r+s+t+u=0 ve x = (x) € c oldugunu varsayalim. Ilim x;, =1 olur. O
halde llim QX)) =r+s+t+u)l =0 olur. Yani; Qx = ((Qx)y) € ¢, olur. Bu

durumda x = (xi) € ¢,(Q) olur. Bu bize ¢ c ¢y(Q) kapsama bagintisinin sagladigini

verir. Simdi z = (z;,) dizisini tanimlayalim. Oyle ki Vk € N i¢in z, = In(k + 4) olsun.

O halde z = (z;) € c oldugu agiktir, fakat Qx = ((Qx);) = (s ln( ) +tln (’;2) +

uln (11::)) € co, Yani z = (zi) € ¢,(Q). Sonug olarak ¢ < ¢y,(Q) kapsama bagintisi

kesindir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.4.5. 1,(Q) < ¢o(Q) < ¢(Q) < 1, (Q) kapsama bagintis1 kesin olarak saglanir
(Bisgin, 2020).

Ispat: l, € ¢y € c cly, kapsama bagmtisinin varligii biliyoruz. O halde [,(Q) c

co(Q) € c(Q) c 1 (Q) kapsamas1 bagntis1 da saglanir. $imdi Vk € N igin

1 k k—jk—j—i
k—
xkz;z My ]lvz.us(l"'l)p
j=01i=0 v=0
k k—jk—j—i
_1 k—j—i-v
yk—;z Hq Mz U3

ve
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k—j k—j—i

1 e
Z =;z z AT TGS Y

j=01i=0 v=0

1

seklinde ii¢ diziyi ele alalim. O halde Qx = < 1) € co\lp, Qy = (1,1,1,...) € c\cy
(k+1)P

ve Qz = ((—1)%) € I, \c¢ oldugu goriiliir. Yani x = (xx) € co(@\,(Q), ¥y = (vx) €
c(@)\co(Q) ve z = (zx) € l(Q)\c(Q) saglamr. Sonug olarak [,,(Q) € co(Q) C

c(Q) c l,(Q) kapsama bagintisi kesindir. Bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 2.4.6. [, Ve cy(Q) dizi uzaylan ortiigiir fakat birbirini igermez (Bisgin, 2020).

Ispat: Q = (qui (7, s,t,u)) dortlii band matrisini ve Lemma 1.3.2.12. yi ele alalm. O
halde; vr, s, t,u € R\{0} olmak iizere;

lim E |(qnx(r, s, t,w)| = |r] + [s| + |t] + |u] #0
n—oo
k

elde ederiz. Bu Q & (l,:cy) anlamina gelir yani en az bir a = (ay) € lo,, Qa & ¢y
demektir. Yani I, & co(Q) olur. Simdi b = (b,) ve d = (d;) seklinde iki diziyi
tanimlayalim. Oyle ki Vk € N icin b, = 4% ve d;, = 5%*3 olsun. O halde b = (by) €
lo N cy(Q) oldugu agiktir. r =t =1 ve s = u = =5 oldugunda Qd = (0,0,0, ...) € ¢,
elde ederiz. Yani d = (dy) € ¢, (Q) fakat d = (dy) € ls. Boylece I, N cy(Q) # @ ve

co(Q) & lyolur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.4.7. B = B(by, by, b3) = (byy) ucli band matrisi Vk,n € N ve by, b,,b; €
R\{0} olmak iizere;

b; Jk=n
b b, Jk=n—1
nk ) by k=n-2
0 ,d.d
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seklinde tanimlandiginda [,,(B) < 1,,(Q), ¢o(B) < ¢0(Q), c(B) € ¢c(Q), l(B) € 1, (Q)
kapsama bagintilar1 kesindir (Bisgin, 2020).

Ispat: Q = Q(r, s, t,u) dortlii band matrisini ele alalim. u = 0 oldugunda Q(r, s, t,0) =
B(by, by, b3) elde ederiz. Yani [,,(B) < 1,,(Q), co(B) € ¢o(Q),c(B) € c(Q) vel,(B)
lo (Q) kapsamalari saglanir. r, s, t,u € R\{0} varsayalm. Vk € N i¢in x;, = k? + 3k +
2vey, = (k + 2)3 olacak sekilde x = (x) ve y = (y) dizilerini tammlayalim. O halde
(Bx), = (by + by + b3)k? + (3b; + b, — b3)k + 2b,

@)y =@+s+t+wk?*+@Br+s—t—3wk+ Q2r+2u)

(By)x = (by + by + b3)k3® + (6by + 3b,)k? + (12b; + 3b,)k + (8b; + by)

ve

@V)r=@+s+t+wk3+(6r+3s—3uk?+ (12r+3s+3u)k+ (Br+s—u)
elde ederiz. Boylece

i. by, by, b3 € R\{0} oldugunda Bx € c,,l,, ve By & c, 1, yani x & co(B),1,(B) ve y ¢
c(B),l(B).

ii.s =—=3r,t =3r,u=—rver € R\{0} oldugunda Qx € co, 1, ve Qy € ¢, yanix €
c0(Q),1,(Q) vey € c(Q),l(Q) oldugunu gorebiliriz.

Sonug olarak [,(B) € 1,(Q), co(B) € co(Q), c(B) cc(Q) ve I[x(B)cly(Q)

kapsamalari kesindir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
2.4.1. Schauder Bazi1 ve a—, f—,y — Dualleri

Bu béliimde, 1 < p < o olmak iizere ¢,(Q), c(Q), lo(Q) Ve [,(Q) uzaylarinin
Schauder bazini verecegiz ve cy(Q), c(Q), lo(Q) Ve 1,(Q) uzaylarinmn a—, -,y —

duallerini belirleyecegiz.

Teorem 2.4.1.1. Vk €N igin y;, = (Qx), ve | = Ilim Xk olsun. Vk € N sabiti i¢in

d®(r,s,t,u) = {dP(r,s,t,0)} _ve g = (gy) iki dizi olsun. Oyle ki Vn € N igin

ne

82



d(k)( ) 1n—kn—k—1
rs,tu) = k—i—
" SY Y T nzk
i=0 v=0
ve
n n—jn—j-i
_1 nej-i-v y i
In = ; .ul 243
j=01i=0 v=0
olsun.

a. ¢o(Q) ve 1,(Q) dizi uzaylarinin schauder bazlari {d®(r, s, ¢, u)}kEN dizisidir ve her

X € ¢o(Q) veya 1,(Q) iken

X = 2)(,( d®(r,s, t,u)

k

seklinde tek bir gdsterime sahiptir (Bisgin, 2020).
b. ¢(Q) dizi uzaymin schauder bazi {g, d @ (r, s, t,u),d P (r,s,t,u), ... } dizisidir ve her
x € c(Q) iken

x=Ilg+ Z[)(k —10d®(r, s, t,u)
X

seklinde tek bir gosterime sahiptir (Bisgin, 2020).

Ispat:

a. Vk € N icin e®, k. birim vektdr yani e®™ =(0,0,...,1,0,0, ...) seklindedir. Yani k
yerine 1 ve diger durumlarda O dir. 1 < p < oo ve k € N olmak iizere;

Qd®(r,s,t,u) = e® € ¢, 1,

oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle {d(k)(r, s, t, u)}kEN Cco(Q) ve

{d(k)(r, s, t, u)}keN c 1,(Q) saglanr.
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1 < p < o olmak iizere x = (x) € ¢o(Q) veya [,(Q) alalm. Ym € N igin

m
ximl = Z)(k. d®(r,s, t,u)
k=0

seklinde tammlayalm. O halde Q = Q(r,s,t,u) dortli band matrisini x™ ye

uygulayarak vm,n € N i¢in

m m
0xm = z x.Qd® (r, s, t,u) = Z(Qx)ke(k)

k=0 k=0

ve
0 0<n<m
_my = s 9
{Q(x xm)}n_{ (Qx), , n>m

elde ederiz.

Keyfi verilen Ve > 0 i¢in 1 < p < oo olmak lizere Vm = m, i¢in |(Qx),| < gve

p
262 o1l (Q)nl? < (2) olacak sekilde bir mo € N meveuttur. O halde vm 2 my igin

&
e =2l o) = SuPI(@)nl < sup (@)l <5 <

c(Q) msn mosn

ve

N[ M

1 1
o 5 [ee] 14
||x—x“”]||lp(@=< > I(Qx)n|p> <{ > leunr| s5<e

n=m+1 n=my +1

elde ederiz. Bu da bize

X = Z)(kd(k) (r,s, t,u)

k
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verir. Simdi x = (x;) dizisinin

X = Z L d® (1, s,t,u)
K

seklinde bagka bir gosterimi oldugunu varsayalim. L:c¢y(Q) — ¢o veya L:1,(Q) = [,

seklinde tanimlanan L doniisiimiinden dolay1 L(x) = Qx siirekli oldugundan Vn € N igin
(Q.X')n = Z Ak{Qd(k) (T', s, t, u)}n - Z Akeflk) — An
k k

elde ederiz. Bu sonu¢ Vn € N i¢in (Qx),, = x, gercegiyle gelisiyor. Sonug olarak x €
co(Q), 1,(Q) gdsterimi tektir.

b. {d®(r,s,¢t, u)}kEN c ¢,(Q) ve Qg = e € c oldugu agiktir. Bu
{9,d®(r,s,t, u)}kEN C ¢(Q) kapsama bagntisinin saglandigini gosterir. Keyfi alinan
x=(x;) €Ec(Q) igin L = Ilim Xi olmak tlizere y = x — lg olsun. O halde y = (y;) €

co(Q) oldugu agiktir. (a) boliimiine gére y = () nin tek bir gosterimi oldugu sonucuna

varilir. Boylece

x=Ilg+ Z[xk —10d®(r, s, t,u)
X

seklinde tek bir x = (x3) € c(Q) yazilabilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.4.1. ve Teorem 2.4.1.1. deki sonuglar kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.4.1.2. 1 < p < o olmak iizere ¢ (Q), c(Q) ve 1, (Q) dizi uzaylari ayrilabilirdir
(Bisgin, 2020).

Teorem 2.4.1.3. F, N de tiim sonlu alt kiimelerinin koleksiyonu ve 1 < p < oo iken % +

1 .
= = 1 olmak tuzere
q
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n-kn—-k-i

1 .
n={a=(@)ewsupy L3 N N rkivpula, | < ooy,
KeF n rke

K i=0 v=0

1 —kn—k—i
T, =4a = (ay) € w:sup —z W b ay | < o
keN T 4
n =0 v=0
ve
n—-kn—k—i q
T3 = a=(ak)ew=sug Zz 2 P b ay | < oo
Ke

nekK i=

seklinde 74, 7, 73 kiimelerini tanimlayalim. O halde asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).
o {eo@)* ={c(@)} =7,
i (L@} =1,
iii. 1<p<oiken{l,(Q)} =13

Ispat: Teoremin yalnizca i. kismini ispatlayacagiz. Diger boliimler benzer sekilde ve
Lemma 1.3.2.11. kullanilarak ispatlanabilir.
i.  Teorem 2.4.2.yi dikkate alarak vn € N i¢in

n
1 o
Xp = ;Z pEe Tty (64)

n
1
AnXn =;Z N ~h-i- vﬂzﬂBanyk = (Vrstu )n

oldugu goriiliir. Yukaridaki sonug; x = (x) € ¢o(Q) veya c(Q) oldugunda ax =
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(axxy) € l; olmasi igin gerek ve yeter sart y = (y,) € ¢, veya ¢ oldugunda V"St%y €
[, oldugunu gosterir yani a = (a,) € {c,(Q)}* = {c(Q)}* olmasi i¢in gerek ve yeter sart
y = (yx) € ¢y veya c oldugunda V™St% € (cy:1;) = (c:1;) olmasidir. Bu sonugtan ve

Lemma 1.3.2.11.in xii. sartindan

- k-
1
a = (@) € {eo(Q))* = {e(@)}* & sup ;ZZ 2 nk=i-v; vl | < o

K i=0 wv=0

elde edilir. Sonug olarak {cy(Q)}* = {c(Q)}* = 7, olur. Boylece ispat tamamlanmig
olur.

Teorem 2.4.1.4. 7,4, T5,74,77 V€ Tg kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

n Jj—kj-k—i 1
— — . 1 j=k=i-v
7, =3a = (a;) € w:sup - T y2u3a] <, 1<qg< o

eN
"ol j=ki=o0 v=0

~
1l
&
I
o
<
1l
o

n n
1. E'Z jok=i=v y i

Te =3a = (a;) € w:— lim T Uz p3a; mevceut ¢,
rn—)OO n n

j—k j—k-i
) . 1 jmk—i=v oy
77 =4a = (a) €w: sup |- u upba;| < o
nkeN [T 9=k =0 v=0
ve
n j—kj—k—i
_ ) i 1 jmk=i=v oy
7g =4a = (ai) € w: lim - My H2U3a;
n—oo r
k | j=ki=0 v=0
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o halde agagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).
i, g=1igin {c(Q)}F =14 N 715
i. q=1i¢in {c(Q)}¥=t,n15N714,
ii.  {L@}F =wsn1y,
iv. 1<p<OOV61<q<OOi(;in{lp(Q)}ﬁ=T50T4,
V. (@)} =15n1s,
vi. g =1igin {co(Q)} ={c(Q} =14,
vii. — {L(Q)} =1,
viii. 1<p<owvel<q < o igin {lp(Q)}y=T4,
iX. q=1i¢in {{,(Q)} =14

Ispat: Teoremin yalnizca i. kismini ispatlayacagiz. Diger boliimler benzer sekilde ve
Lemma 1.3.2.11. kullanilarak ispatlanabilir.
i. Keyfi bir a = (ay) dizisini alalim ve (64) bagintisi ile tanimlanan x = (x;,) dizisini ele

alalim. Yk € N i¢in

n Jj-kj—k-i
1
—k—
pTStU —zz ,u] = vﬂ2ﬂ3a} 0<k<n
nk T4
j=k i=0 v=0
0 Jk>n

seklinde tanimh E™St% = (e]:7**) olmak iizere, Vn € N igin

k—j—i-v
Z 25 #2.“3}’] Ay
i=0

<
Il
o

—-k—-
iy
Z TR TEPTE Y7 ) A
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yazabiliriz.

Yukaridaki hesaplamalar x = (x;) € ¢o(Q) iken ax = (ayxi) € cs olmasi i¢in gerek ve
yeter sart y = (y) € ¢ iken ET5t%y € ¢ oldugunu gosterir. Yani a = (a,) € {c,(Q)}?
olmas! icin gerek ve yeter sart E™S%% € (¢y:c) olmasidir. Sonucumuzu ve Lemma
1.3.2.11. in vi. sartmi birlestirerek a = (a,,) € {c,(Q)}# olmasi igin gerek ve yeter sartin
Vk € N icin

ve

-
|
&

j—k—i
j—k—i-v 1 i
u Hzpu3a; mevcut

0

oldugunu gériiriiz. Bunun sonucu olarak {c,(Q)}® = t, N 75 oldugunu elde ederiz.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
2.4.2. Dort Yeni Dizi Uzayi ile Ilgili Baza Matris Doniisiimleri
Bubdliimde 1 < p < oo olmak iizere ¢ (Q), c(Q), Lo (Q) ve [, (Q) uzaylari ile ilgili

bazi matris siniflarini belirleyecegiz.

Gosterimi basitlestirmek adina bu boliim boyunca Vk,n € N i¢in

seklinde tanimlanan esitligi kullanacagiz.

Simdi sonraki ifadelerimizde bize yardimci olacak iki lemma verecegiz.
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Teorem 2.4.2.1. Kompleks sayilarda keyfi verilen A = (a,;) sonsuz matrisi igin
asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).

I. 1 < p < oo olmak iizere A € (c(Q): lp) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p
sup > | grett| <oo (65)
KEF

n lkeK
Vk,n € N igin g/;"* mevcut (66)
vn € N igin z gret* yakinsak (67)
3

j—k j—k—i
N
T T B psag| <o (68)

m 1m
VneN vel <p <oigin supz —22
meN r

k=0| Jj=ki=0 v=0

ii. A € (c(Q): 1) olmasi igin gerek ve yeter sart (66) ve (68) sartlarini saglamasi ve
sup2|g;',f't'"| < (69)
neN T

olmasidir.

Ispat: Teoremin ii. kismini Lemma 1.3.2.11. in i. sartinin yerine Lemma 1.3.2.11. in Xiv.
sartt alinarak benzer yolla ispatlanabilecegi icin teoremin yalnizca 1. kismini
ispatlayacagiz.

I. x = (xg) € c(Q) alalim ve (65)-(68) sartlarinin sagladigini varsayalim. O halde
Teorem 2.4.1.4. iin ii. kismin1 kullanarak vn € Nicin {a,,}ren € {c(Q)}* oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla x in A —doniisimii mevcuttur.

Vk,n € Nigin h """ = gt olmak iizere H™S%% = (hj"") olacak sekilde bir
matris tanimlayalim. (65) sartina gore H™St% = (hl»>**) matrisi Lemma 1.3.2.11. Xiv,

sartinida saglar. Yani; H™S% € (c: 1)) olur.
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vm,n € N igin;

j—k j—k—i

m m
1 iy
Z Ak Xy = ;Z Z Z W T u s an jy; (70)

k=0 k=0 j=k i=0 v=0

<

esitligini ele alalim. Her iki tarafin m — oo i¢in limiti alindiginda

Zankxk = Zgr”u (71)

l,, — normu alindiginda

Ax|l,, = IH™%yl,, < oo

elde ederiz. Bu bize Ax € L, oldugunu gdsterir yani A € (c(Q):1,) olur. Tersine A €
(C(Q): lp) oldugunu varsayalim. Lemma 1.3.2.13. yi ve c(Q) Ve l,, uzaylariin BK uzay1

oldugu gergegini birlestirirsek her x = (x;) € ¢((Q) igin;
1Ax|l;, < Mllxllcco) (72)

oldugunu sdyleyebiliriz.

d® (s, t,u) = {dg"') (1, s, t, u)} ve K € F olmak iizere Vk € N sabiti icin

neN

Xp = Z d®(r, s, t,u)

k€K

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisini distinelim. Her x = (x3) € ¢(Q) i¢in (72)

esitsizligi saglanir. O halde

1

) < Mlxllccpy =M
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yazabiliriz. Bundan dolay1 (65) saglanir.
Bu varsayimi dikkate aldigimizda A = (a,;) matrisinin ¢(Q) uzaymna uygulanabilecegi
sonucuna variyoruz. Sonug olarak (66)-(68) sartlariin saglamasi kolayca goriiliir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 2.4.2.2. Kompleks sayilarda keyfi verilen A = (a,;) sonsuz matrisi i¢in A €
(c(Q): c) olmast i¢in gerek ve yeter sart (66),(68),(69),

vk € Nigin lim gl = (73)
n—-0o
ve
lim » g =a (74)

n—-oo

k

sartlarinin saglamasidir (Bisgin, 2020).

Ispat: x = (x;,) € c(Q) keyfi dizisini alalim ve A = (a,,;) sonsuz matrisinin (66), (68),
(69), (73) ve (74) kosullarmi sagladigin1 varsayalim. Teorem 2.4.1.4. {i ve varsayilan
kosullar1 dikkate aldigimizda Vn € N igin {a,x }xen € {c(Q)}? sonucuna variriz. Bundan

dolay1 Ax mevcuttur. (69) ve (73) sartlarina gore Vk € N i¢in

k k
Z'aj| = 711_{{}02|g;]””| < supZ|gZ'js't'“| < o
Jj=0 j=0 n I

yazabiliriz. Bu da (ay) € l; oldugunu gosterir ve boylece Y.y ay (v, — 1) serisi I}im Vi =

[ olacak sekilde yakinsaktir. Yani y € c olur. Lemma 1.3.2.11. in v. sart1 ile (69), (73) ve
(74) sartlarim birlestirirsek G™** € (c: ¢) elde ederiz. Ayrica (71) sartina gére Vn € N

i¢in
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> et = ) g =D +1) gt (75)
k k

k

elde ederiz. (75) in n — oo i¢in limiti alindiginda,

lim (40, = ) (e =) + la (76)
k

elde ederiz ki bu da A € (c(Q): ¢) oldugunu verir.
Tersini varsayalim; yani A € (c(Q):c) olsun. ¢ c [, kapsama bagintisin1 dikkate
alirsak A € (c(Q): 1) oldugunu goriiriiz. Bu sonuca ve Teorem 2.4.2.1. iin ii. kiSmina

dayanarak (66), (68) ve (69) kosullarinin saglandigini elde ederiz.
Simdi d®(r,s,t,u) = {d;")(r, s, t, u)} ve x = 3, d®(r, s, t,w) dizilerini ele

alahm. O halde VkeN icin AdW(rs,tw) ={gy "} c ve Ax=

neN €
{Zk g;',;s't'u}neN € ¢ oldugu aciktir. Bu bize ihtiyacimiz olan (73) ve (74) sartlarinin
sagladigin1 gosterir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.4.2.3. Kompleks sayilarda verilen keyfi bir A = (a,;) sonsuz matrisi i¢in

asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).
i. A € ([1(Q): l,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

sup |gre™™| < oo (77)
k,neN

sartinin saglamasidir.

ii.A € (lp (Q): loo) olmasi igin gerek ve yeter sart 1 < p < oo olmak tizere,
sup Y |gret|” < oo (78)
neN
k
ve
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{ank}ken € T4 (79)

sartlarinin saglamasidir.

iii. A € (I,(Q): 1) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (69) sart1 ve

j—k j—k—i

m
vn € Nicin nl‘LlIgo Z Z M] e v#z.u3anj Z'g;stu' (80)

j=k i=0 v=0

Ispat: i. ve iii. kisimlar1 benzer yolla ispatlanabileceginden teoremin yalnizca ii. kismin
ispatlayacagiz.
il x = (xy) € 1,(Q) keyfi dizisini alarak A = (anx) sonsuz matrisi igin (78) ve (79)

kosullariin sagladigini varsayalim. Teorem 2.4.1.4. {in iv. kismima goére Vn € N igin

{anrtien € {lp (Q)}B oldugu agiktir. Boylece Ax mevcuttur.

(71) nin sirastyla l,, normunu alip Holder esitsizligini uygularsak;

|Ax]l = sup

neN

Zgrstuyk

= sup
neN

1 1

p

Sup(Zlg,ﬁ”“l ) (Zlyklp)
neN T

Z ApkXg
k

<

elde ederiz. Boylece Ax € [, saglanir. Yani A € (lp(Q): loo) olur.

Tersini varsayalim. A € (lp (Q):1,) olsun. Hipotezden Vn € N igin {ay}ren €

{lp(Q)}ﬁ oldugundan (79) kosulu saglanir ve {gl""} mevcuttur. Ayrica ayni

n,keN

sebeple (71) kosulu saglanir ve a,, = {an }xen dizileri, [,(Q) da vn € N igin

fa(x) = Z AnkXk

k

olacak sekilde siirekli lineer f,, fonksiyonellerini tanimlar. Ayrica Teorem 6.2. den

biliyoruz ki [,,(Q) ve L, uzaylar1 izomorfiktir. Bu sonucu ve (71) i birlestirirsek,
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Il = 7Y,

elde ederiz ki bu bize fonksiyonlarin noktasal sinirli oldugunu verir. Banach Steinhaus

teoremine gore fonksiyonlarin diizgiin sinirli oldugunu biliyoruz. Yani; Vn € N i¢in

(Zl e ) = lfall < M

olacak sekilde bir M > 0 mevcuttur. Bu bize (78) sagladigin1 gosterir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 2.4.2.4. Kompleks sayilarda verilen keyfi bir A = (a,;) sonsuz matrisi igin A €

(ll(Q): lp) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < oo iken

supZ|g;””| < o0 (81)

sartinin saglamasidir (Bisgin, 2020).

Ispat: x = (x;,) € [,(Q) keyfi dizisini alarak (81) sartimin sagladigini varsayalim. O

halde y € [, oldugu agiktir. Teorem 6.1.4. iin iii. kismina goére Vn € N igin {a,; }ken €

rs,t,u

{1,(Q)}”# saglanir yani Ax mevcuttur. Buradan vn € N sabiti ve y € Iy igin X, gie™" vy
mutlak yakisaktir.

Simdi (71) e Minkowsky esitsizligini uygulayarak

(ZI(Ax)nI”> an (ZIgZ”“I) <o

elde ederiz ki bu bize Ax € I, oldugunu verir. Yani A € (1,(Q):1,) dir.
Tersini varsayalim. 1 < p < oo olmak iizere 4 € (14 (Q):,) oldugunu varsayalim.

O halde Ax mevcut oldugu ve her x = (x;) € 1;(Q) igin L, uzayina ait oldugu agiktur.
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Yani; vn € N icin {a,; }ren € {11(Q)}? olur ve bu (71) nin sagladigim gosterir.
Simdi Vn, k €N igin dp, = gre™™ olacak sekilde bir D = (d,,) matrisi
tamimlayalim. Bu sebeple D € (ll: lp) oldugu agiktir. Lemma 1.3.2.11. in Xv. sartini

dikkate alarak (81) iin sagladigini goriiriiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.4.2.5. Kompleks sayilarda verilen keyfi bir A = (a,;) sonsuz matrisi igin
asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).
i. A € (11(Q): f) olmasi igin gerek ve yeter sart (77) ve Yk € N igin

f—lim g2t = A (82)

sartlarinin saglamasidir.
ii. A€ (lp Q):f ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < oo olmak tiizere (78), (79) ve
(82) sartlarinin saglamasidir.

iii. A € (I,(Q): f) olmasi igin gerek ve yeter sart (69),(80) ve (82) ve n ye gore diizgiin

=0

lim
m—o0o

k

1 m
r,s,t,u
m+1 Z Gnivak ~ M
ag=0
sartlarinin saglamasidir.

Ispat: i. ve ii. kismm benzer yolla ispatlanabileceginden teoremin yalnizca iii. kismini
ispatlayacagiz.

il x = (xx) €1,(Q) keyfi dizisini alarak (78), (79) ve (82) sartlarim1 sagladigim
varsayalim. O halde Ax mevcut oldugu agiktir. (82) sartin1 dikkate alarak Vk € N igin

m — oo iken ve n ye gore diizglin

q
= |2 |?

m

1 Zgr,s,t,u

m+1 n+o,k
o=0

yazabiliriz. Bu bizi (78) ile Vk € N i¢in n ye gore diizgiin
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,t, ,t,
§ | k1T = hm § m+ 1 § g:l-ls—qalé SnsrligN m+ 1 E g:lf-q)lé' =M < oo
’ o

g—00

esitsizliginin sagladigina yonlendirir. Buradan (4;) € [, elde edilir.
Hipotezden x = (x;) € 1,(Q) oldugunda y = (yy) € l,, oldugunu biliyoruz. O halde

Holder esitsizligini kullanarak

kam < (wa)a (szﬂ)ﬁ <o

yazabiliriz ki bu (Axyy) € l; oldugunu verir. Ayrica y = (yx) € l,, den dolay1 Ve > 0
i¢in
1

o 4
€
Dl ) <—
k=k0

4Ma

olacak sekilde k, € N vardir. O halde (82) den n ye gore diizgiin Vm > m, igin

<e
Yk )

ko 1 m

r,s,tu
)
k=0 o=0

olacak sekilde en az bir my € N mevcuttur. Bu iki gercegi goz Oniine alarak ve Holder

esitsizligini kullanarak n ye gore diizgiin ve Vm > m, i¢in

m m
1 Z(Ax)n+<p — Z/lkyk = ‘Z [—z ;i;% ] Vi
®=0 k k g=0
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1 m
T 0

]

k=0 o=0
co m
|5 b
m+1 n+o,k k k
1 1
oo 1 m a\q [e9) p
€ t
o[ 5 s Sosfon ) 3 v
k=ko+1 =0 k=ko+1
1
<=+ 2M4 T =€
4AMa

yazabiliriz ki bu bize Ax € f oldugunu verir yani A € (lp(Q):f) dir.

Tersini varsayalim. Yani A € (lp (Q):f) olsun. O halde f cl, kapsama
bagintisin1 dikkate alirsak A € (lp(Q): l,,) elde ederiz ki bu (78) ve (79) kosullarinin
sagladiginmi gosterir.

Simdi Teorem 2.4.1.1. de tammlanan d®(r,s,t,u) = {dgk) (r,s,t, u)} \ €
ne

[,(Q) dizisini dikkate alalm. A€ (lp @Q):f ) varsayimindan Vk € N  i¢in
Ad® (r,s,t,u) = {g;’;'t’u}neN € f yazabiliriz. Bu (82) sartinin sagladigimi gosterir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.4.2.5. de f —limit yerine siradan limit kullanirsak siradaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.4.2.6. Kompleks sayilarda verilen keyfi bir A = (a,,) sonsuz matrisi i¢in
asagidakiler saglanir (Bisgin, 2020).

i. A € (1,(Q): ¢) olmasi igin gerek ve yeter sart (73) ve (77) sartlarinin saglamasidir.

ii. A€ (lp(Q):c) olmas i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < oo iken (73), (78) ve (79)
sartlarinin saglamasidir.

iii. A € (I,(Q):c) olmasi igin gerek ve yeter sart (69), (73), (80) ve

98



sartlarinin saglamasidir.
Son olarak Lemma 1.3.2.14., Teorem 2.4.2.1., Teorem 2.4.2.2., Teorem 2.4.2.3., Teorem
2.4.2.4. Teorem 2.4.2.5., ve Sonug 2.4.2.6. yardimi ile asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 2.4.2.7. A = (a,,) kompleks degerlere sahip sonsuz bir matris olmak {izere

Vk,n € N igin
Cnk =TApg +SAp_1x T tan_2k +UAK_3k

olacak sekilde C = (c,y) matrisi tanimlayalim. O halde A = (a,;) matrisinin Teorem
24.2.1., Teorem 2.4.2.2., Teorem 2.4.2.3., Teorem 2.4.2.4., Teorem 2.4.2.5., ve Sonug
2.4.2.6. den herhangi birinde gerekli oldugunda C = (c,;) matrisi yer degistirdiginde

A= (an) matrisinin (c(Q):1,(@)), (c(@):1(@)). (c(@):¢(@)). (L(Q):L.()).
(1p(@:10(@), (1:(@):1(@)). (L(Q): (@), (L(Q):c(@). (L,(@):¢(@)) ve

(loo(Q): C(Q)) smiflarindan herhangi birine ait olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar
belirlenir (Bisgin, 2020).
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Matris doniistimleri teorisi Cesaro, Norlund, Borel, Riesz, tarafindan elde edilen
toplanabilme teorisinde biiyiik 6nem tasimaktadir. Birgok yazar sonsuz matrislerin etki
alanin1 kullanarak yeni dizi uzaylari tanimlanustir. Ik olarak Kizmaz (1981), A fark
matrisinin etki alanlarini inceleyerek c(A), cy(A) ve 1, (A) uzaylarini tanimladi. Sonra
Kirigci ve Basar (2010), A fark matrisinden daha genel olan B(r, s) ikili band matrisinin
etki alanlarini inceleyerek I, ¢, & ve l; uzaylarin1 tanimladi. B(r,s) ikili band
matrisinde r = 1 ve s = —1 alinirsa A fark matrisi olusur. Sonmez (2011), B(r, s) ikili
band matrisinden daha genel olan B(r,s,t) Ugli band matrisinin etki alanlarini
inceleyerek 1, (B), c(B), ¢o(B) ve 1,,(B) uzaylarmi tanimlamustir. B(r, s, t) ii¢lii band
matrisinde ¢ = 0 alinirsa B(r,s) ikili band matrisi, r = 1, s = —2, t = 1 alinirsa A?
ikinci mertebeden fark matrisi ve r =1, s = —1, t = 0 alinirsa A fark matrisi olusur.
Daha sonra Bisgin (2020), B(r, s, t) uglii band matrisinden daha genel olan Q(7, s, t, u)
dortlii band matrisinin etki alanlarmi inceleyerek ¢(Q), ¢ (Q), L (Q) Ve 1,(Q) uzaylarini
tanimladi. Dikkat edilirse Q(7, s, t,u) dortlii band matrisinde r =1, s = =3, t = 3 ve
u = —1 almirsa A3 {iciincii mertebeden fark matrisi, u = 0 alinirsa B(r, s, t) iiclii band
matrisi, 7 = 1, s = =2, t = 1 ve u = 0 alinirsa A% ikinci mertebeden fark matrisi, t = 0,
u = 0 alinirsa B(r, s) ikili band matrisi, r =1, s = —1, t = 0 ve u = 0 alinirsa A fark
matrisi olusur. Ayrica etki alani1 yardimi ile elde edilen bu yeni dizi uzaylarinda, dizi

uzaylar1 teorisinde ele alinan problemlere yonelik ¢éziim aranmaigtir.
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4. ONERILER

Bu tez caligmasinda A fark matrisinin, B(r, s) ikili band matrisi, B(r, s, t) liglii band
matrisi ve Q(r, s, t, u) dortlii band matrisinin etki alanlari ile yeni dizi uzaylari elde ettik.
Elde ettigimiz bu dizi uzaylan teorisinde ele alanin baglica problemlere ¢éziim aradik.
Bundan sonraki ¢alismalarda fark matrisi genisletilerek elde edilen bu sonuglardan daha

genel ve daha kapsamli sonuglar elde edilebilir.
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