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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Liitfi Ali Askerzade Berkeley Universitesi Elektrik Elektronik Miihendislik
Arastirma Laboratuvari’nda siirdiirdiigi ¢alismalar esnasinda teknik bir probleme
¢Ozlim arayisindaydi. Zadeh, klasik mantiginin 6znel veya belirsiz fikirleri temsil eden
verileri belirleyemedigini gézlemledi, bu nedenle klasik mantigin, insan akil yiiriitme
stirecine benzer sekilde gri tonlari ile veriler arasindaki farklar1 belirlemesi i¢in bulanik
mantik kavramini ortaya atti. Calismalarimi 1965°te “Information and Control”
dergisinde “Fuzzy Sets” basligiyla yayinlamasiyla bulanik kiime kavramim (fuzzy
logic) cebire kazandirdi. (Zadeh, 1965)

Klasik mantikta bir olgu dogruysa “1” yanligsa “0” denir. Oysa giinliik hayatta
karsilastigimiz her durum icin kesin dogru ya da kesin yanlis ifadelerini kullanamayiz.
Insan beyninin algisinda sicakla ¢ok sicak, sogukla az soguk, pismisle az pismis, cok
pismis arasinda farklar vardir. Az ve ¢ok gibi zarflarla ortaya belirsizlik ¢ikmaktadir.
Bir kantindeki gorevliden az kahve dediginizde bunu size gore ayarlarken bir
makineden cay alirken sadece tuslara basarak segeneklerinizi belirlersiniz ve makine
dilinde “az” yoktur, bastiginiz tuslar 1 basmadiklarimiz 0’dur.

Bulanik kiime kavrami uygulamali ve teorik bilimlerde kullanilmaktadir. Cok
sayida aragtirmaci ve bilim adami cebirsel yapilar {izerinde bulanik(fuzzy) kavrami
tizerinde ¢alismistir ve fuzzy kavrami genigletilmistir. Rosenfeld (1971) fuzzy kiime
kavramini kullanarak bulanik grup teoriyi gelistirmistir. Katsonas ve Liu (1977) de ilk
olarak fuzzy alt vektor uzayr tanimini vermislerdir. Fakat Nanda (1986) fuzzy kiime
kavramini cisim ve lineer uzaylara uyarlamistir ve fuzzy alt vektor uzayr Nanda’ya gore
“ bir fuzzy alt cismi lizerinde fuzzy alt vektor uzayr” taniminin 6zel halidir. Das (1981)
seviye alt gruplan iizerinde ¢alismistir. Liu (1983) fuzzy gruplar kullanarak fuzzy
halkalar ve bulanik idealler iizerinde ¢alismistir. Mukherje ve Bhattacharya (1984)
fuzzy normal alt grup ve fuzzy yan ctimleleri, Mukherjee ve Sen (1987) fuzzy idealleri,
Malik ve Mordeson (1990) fuzzy asal idealleri tanimlamislardir. Dixit ve arkadaslar
(1992) fuzzy halkalari, Kuraoka ve Kuroki (1992) fuzzy bolim halkalarini
incelemislerdir. Mordeson (1992) fuzzy cisim genislemeleri lizerinde ¢aligmistir. De

Gang (1998) calismasinda fuzzy halkalar ve fuzzy bolim halkalarini aragtirmig ve
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bunlara ait sonuglar elde etmistir. Ersoy (2003) fuzzy alt gruplarin ve fuzzy ideallerin
kartezyen c¢arpimi lizerine ¢aligmistir. Uygulama alaninda da g¢aligsmalar olmustur.
Maiers ve Sherief (1985) caligmalarinda bulanik mantig1 uygulama alanlaria ayirmis
ve her uygulamanin kaynagini da belirterek liste halinde vermislerdir. Bulanik mantigin
uygulama alanlarindan bazilar1 goriintii igleme, bilgi depolama ve yeniden ¢agirma,
bilgi tabanli sistemler, robotik, ticari elektronik iiriinler vb. Denetim sistemleri bulanik
mantigin en ¢cok uygulandigi alan olarak giiniimiize gelmektedir.

Bu tezin amac1 cisim genislemeleri ve fuzzy cisim genislemeleri hakkinda temel
ozellikleri incelemek ve bu yapilardan elde edilen sonuglari ortaya koymaktir.

Bu kisimdaki Tanim ve Teoremler Tas¢1 (2010), Asar, Arikan (2012), Callalp
(2012, 2013), Karakas (2008), Gezer, Bizim (2017), Harmanci (1987) ve Fraleigh
(2013)’den derlenmistir.

1.2. Grup Tanimm ve Ozellikleri

Tamim 1.2.1. G bos olmayan bir kiime ve iizerinde bir * ikili islemi tanimlansin. Eger

(i) Hera,b,c€ G igin
(axb)*xc=ax(bxc)
ise (* islemi birlesme 6zelligini saglar);
(i) Hera € G i¢in
axe=exa=a
olacak sekilde bir e € G varsa ( e’ye Gnin birim elemani1 denir);
(i)  Hera € G igin
axa'=a'xa=e
olacak sekilde bir a’ € G varsa (a’ ne a‘nin bir ters elemani denir)

0 zaman (G,*) sirali ikilisine bir grup denir.

Ayni zamanda her a,b € G i¢in a * b = b * a ise bu gruba degismeli ya da

abelyen grup denir.

Tamm 1.2.2. G bir grup H, G’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G’deki
islemlere gore kendi basina bir grup ise H’ye G’nin bir alt grubu denir ve H < G ile

gosterilir.



Teorem 1.2.3. G birgrupve @ #+= H < G olsun. H’nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

I. Vab€Hicinab € H

ii. Va€Hicina ! € H olmasidir.

Tammm 1.24. M c G olmak iizere M’yi kapsayan, G’nin biitiin alt gruplarinin
arakesitine M’nin iirettigi alt grup denir ve < M > ile gosterilir. M’nin elemanlarina

< M > grubunun iiretegleri denir.

Tanmm 1.2.5. Bir G grubu i¢in, G =< M > olacak sekilde bir M < G alt kiimesi varsa,
G’ye M ile iiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G’ye sonlu dretilmis grup
ve M = {a} tek elemanl bir kiime ise G’ye a ile tretilmis devirli grup denir ve

G =< a > seklinde gosterilir.

G bir grup ve a € G olsun. a’nin irettigi grup G ¢arpimsal grup olarak alinirsa

< a>={a": n € Z}, toplamsal grup olarak alinirsa < a > = {na : n € Z} dir.

Tammm 1.2.6. G bir grup ve a € G olsun. a’nin trettigi < a > devirli grubunun

mertebesine a elemaninin mertebesi denir ve o(a) ile gosterilir.
o(a) =n, a™ = e kosulunu saglayan n > 0 tamsayilari arasindaki en kiigiik olanidir.

Sonug 1.2.7. G = (a) devirli grubu verilsin. Eger G sonsuz ise G nin iiretegleri a ve
a~! den olusur. Eger |G| = m bir sonlu say1 ise a® nin iirete¢ olmasi i¢in gerek ve yeter

sart (s,m) = 1 olmasidir.

Tamm 1.2.8. G ve H iki grup olmak tizere G’den H’ye ¢ fonksiyonu tanimlansin. Eger

her a, b € G igin

p(ab) = p(a)¢(b)
ise ¢ ‘ye G*den Hya bir grup homomorfizmasi denir.

Ayn1 zamanda ¢ bire bir ise ¢’ye bir grup monomorfizmasi; @ orten ise ¢@’ye bir
grup epimorfizmast Ve ¢ hem bire bir ve hem de orten ise ¢’ye bir grup izomorfizmasi
denir. ¢ bir izomorfizma ise G, H’ya izomorftur denir ve G = H ile gosterilir. Ayrica

G = H ve ¢, G’den G’ye bir izomorfizma ise ¢’ye G’nin bir otomorfizmasi denir.

3



Tamm 1.2.9. f:G —» H bir homomorfizma ise f~l(ey) ={a€G: f(a) = ey}

kiimesine f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cekf veya Kerf ile gosterilir.

Teorem 1.2.10. (Birinci izomorfizma Teoremi) ¢: G — H bir grup epimorfizmasi olmak
lizere G/ Ker(¢p) = H dur.

Teorem 1.2.11. G bir grup, {e} = Hy < H; < - < H, = G ve G’nin alt gruplarinmn bir

artan zinciri olsun. Her 0 < i < n i¢in H;, H;; i¢inde normal ise;
{e}=Hy<H < <H,=G

ise bu zincire G’nin bir alt normal serisi denir. Her 0 < i < n i¢in H; < G ise seriye
normal seri denir. Eger H = Hy = H; = --- = H,, = G, G’nin altgruplar1 olmak {iizere

H =Hy, < H; < - < H, = G ise H’ya G’nin bir alt normal alt grubu denir.
Tamm 1.2.12. G bir grup ve
{e}=Hy<Hy < <H,=G

G’nin bir alt normal serisi olsun. Her 0 < i < n i¢in H;,,/H; bolim grubu abelyan ise

G’ye ¢oziilebilir grup denir.

Teorem 1.2.13. G bir ¢ozilebilir grup ise her alt grubu ve her bolim grubu

¢Oziilebilirdir.

Sonu¢ 1.2.15. n > 5 olsun. S,, permiitasyonlariin grubu ¢oziilebilir degildir.

Teorem 1.2.16. G bir grup ve N, G’nin normal alt grubu olsun. Eger N ve G/N
¢oziilebilir ise G ¢oziilebilirdir.

1.3. Halka Tanim ve Ozellikleri

Tamm 1.3.1. R # @ olmak iizere her a,b € R i¢in
+:(a,b) >a+b, -:(ab)—-a-b
seklinde taniml1 ve sirasiyla, toplama ve carpma islemleri verilsin. Eger

(1) (R, +) bir abelyen grup ise,



(i) Vab,ceRigin(a-b)-c=a-(b-c)ise,

(ili)  Va,b,c € R igin
a-(b+c)=a-b+a-c(soldan dagilma 6zelligi)
(a+b)-c=a-c+b-c(sagdan dagilma ozelligi) ise,

0 zaman (R, +,7) sirali iigliisiine halka denir.

(R, +,) halka olmak iizere a,b € R i¢in a-b = b - a ise halkaya bir degismeli
halka denir. R’nin toplamsal birimi (sifir1) Oy ile gosterilir. Eger her a € R i¢in
a1z = 1z -a = a olacak sekilde 1z € R varsa 1 elemanina halkanin birim elemani

denir. Halkaya da birimli halka denir. R = {0z} halkasinin birimi 15 # 0y dir.

Devaminda (R, +,") halkast daha sade olarak R ile a-b carpimida ab ile

gosterilecektir.

Tamm 1.3.2. R bir halka olmak {izere Va,b,c € R ve a # 0y i¢in ab = ac iken b = ¢
ise R i¢inde sol sadelestirme ve ba = ca iken b = c ise R i¢inde sag sadelestirme

ozellikleri saglanir.

Tammm 1.3.3. R bir halka ve a,b € R olsun. a # 0y i¢in ab = 0y olacak sekilde
b # 0 € R varsa a‘ya bir sol sifir béleni, a # O igin ba = 0y olacak sekilde b #
Ogr € R varsa a’ye bir sag sifir béleni ve boyle bir b elemani yoksa a sifir boleni
degildir denir. Ne sol sifir béleni ne sag sifir bdleni bulunan bir halkaya da sifir bélensiz

halka denir.

Tamim 1.3.4. R birimli bir halka ve 0z # a € R olsun. Eger ab = 1; olacak bigimde
b € R varsa b’ye a’nin sag tersi ve ca = 1y olacak bigimde ¢ € R varsa c’ye a’nin sol
tersi denir. a’nin sag ve sol tersi birbirine esittir; yani a’nin tersi tektir. Eger d € R
olmak iizere ad = da = 1y ise d’ye a’nin bir tersi ve a’ya tersinir (birimsel) eleman

denir. Dolayisiyla a’nin tersi, varsa a™ ! ile gosterilir.

Tanim 1.3.5. R birimli degismeli bir halka ve 1z # 0z olmak iizere R sifir bolensiz ise

R’ye bir tamlik bélgesi denir.

Tamm 1.3.6. R birimli bir halka ve 1; # 0z olmak iizere R’nin sifirdan farkli her
elemani tersinir ise R’ye bir bolme halkasi denir. Degismeli bir bélme halkasina cisim

denir.



R birimli bir halka ve (R, +) bir abelyan gruptur. Ancak (R, -) bir grup degildir.

Fakat R’nin birimsellerinin kiimesi U(R) ¢arpma islemine gore bir gruptur.

Tamm 1.3.7. R bir halka ve @ # A c R olsun. R’deki islemlere gore A kiimesi kendi

basina bu islemlere gore bir halka ise A’ya R’nin bir alt salkas: denir.

{0z} ve R’ye R’nin asikar alt halkalar: ve R’nin kendisinden farkli her alt

halkasina R’nin bir oz alt halkas: denir.

Tammm 1.3.8. R bir halka ve @ #1 c R olsun. Eger a,b € I igin a — b € I igin her
a€lver €Riginra € I ise I’ya R’nin bir sol idealivehera € I ver € Riginar € |
ise I’ya R’nin bir sag ideali denir. Eger hem sol ideal hem sag ideal ise I’ya R’nin bir

ideali denir.

{0z} ve R, her R halkasinin idealleridir. {0z} ve R’ye R’nin asikar idealleri ve

R’nin R’den farkli her idealine bir 6z ideali denir.

Tanmm 1.3.9. R bir halka ve X € R olmak tizere R’nin X’i igeren biitiin ideallerinin
kesisimine X tarafindan iiretilen ideal denir ve (X) ile gosterilir. Eger X =
{x1, %2, oo, X} 158 ({1, X2, oo, X0 }) = (X1, X3, ..., Xy,) ile gOsterilir ve buna x4, x5, ..., X,
tarafindan iiretilen ideal denir.n =1 igin (x;) idealine x; tarafindan iiretilen temel
ideal denir. Her ideali temel ideal olan bir tamlik bolgesine temel ideal bélgesi denir ve

TIB ile gosterilir.

Tanmm 1.3.10. R bir halka ve M # R olmak iizere M, R halkasinin bir ideali olsun. Eger
R halkasinin M idealini bulunduran M ve R’den bagka ideali yoksa M’ye R’nin bir

maksimal ideali denir.

Tammm 1.3.11. R degismeli bir halka, P #= R ve P, R’nin bir ideali olsun. Eger her

a,b € Riginab € Pikena € P yadab € P ise P’ye R’nin bir asal ideali denir.

Tanmm 1.3.12. D bir tamlik bolgesi ve S = {(a,b) : a,b € D ve b # 0p} olsun. Her

(a,b), (c,d) € S olmak iizere S kiimesi tizerinde
(a,b) ~ (c,d) © ad = bc

seklinde bir denklik bagintisi tanimlidir. Her (a,b) € S denklik siifi, @Q’nun

elemanlarina benzemesi i¢in % biciminde gosterilir. Boylece
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%={(c,d)€5:ad=bc}

dir. Buna bir bicimsel kesir denir.

Q) = {% :a,b€EDveb # OD} olsun. Q(D) tizerinde tanimlanmis olan toplama ve

carpma islemleri sirasiyla su sekildedir: %, % € Q(D) olsun.

a+c_ad+bc
b d  bd
ve

ac_ac
b'd bd
olsun

Lemma 1.3.13. Q(D) iizerinde tanimlanan toplama ve ¢arpma iyi tanimlidur.
Teorem 1.3.14. Q(D) iizerinde yukarida tanimli toplama ve ¢arpma islemlerine gore
cisimdir.

Belirlenen Q(D) cismine D’nin kesirler (béliimler) cismi denir.

Teorem 1.3.15. D tamlik bélgesi F cisminin i¢inde olsun ve F’nin D’yi igeren en kiigiik
alt cismi Dy olsun. O zaman Q(D) = Dy dir. Ozel olarak bir cismin kesirler cismi

kendisine izomorftur (Bir D tamlik bolgesinin herhangi iki kesirler cismi izomorftur).
Dr ={ab™':a,b € Dveb # 0,} cismine D’nin F igindeki kesirler cismi denir.

Tanmm 1.3.16. R birimli bir halka olmak tizere terimleri R’nin elemanlari olan
(ag,ay,asy, ..., an, 0 Og ...) bi¢imindeki bir diziye R iizerinde bir belirsizin polinomu

denir. R {izerinde taniml1 polinomlarin kiimesi P(R) ile gosterilir.

f,g € P(R) ve f = (ay,a4,ay,...), g = (by, by, by, ...) olsun. P(R) iizerinde tanimh

toplama ve carpma islemleri sirasiyla su sekildedir:
f+g == (ao + bo,al + bl,az + bz, )

k = 0icinc, = ¥¥ ,a;by_; = aghy + a1by_q + -+ ayby = Yi+j=k ;bj olmak iizere
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f.g = (co,cq,C3,...)

olarak tanimlanir. k > m + n i¢in a, + b, = 0x olacagmmdan f + g = (ag + by, a; +
by, ...,amin + bmin,Og,...) E P(R) dir. Ayrica c¢arpma isleminin tanimindan
goriildiigii gibi k > m + n igin ¢, = 0 olacagmdan f.g = (¢, €1, --+» Cmsn Ory - ) €
P(R) dir.

Teorem 1.3.17. R birimli bir halka olmak iizere P(R) polinom kiimesi yukarida

tanimlanan toplama ve ¢ikarmaya gore birimli bir halkadir.

P(R)  halkasina R iizerinde bir belirsizin polinom halkas:  denir.
x = (0g, 1z, Og, O, ...) olmak iizere P(R) polinom halkasi alisiimis bicimde R[x] ile
gosterilecektir. R’den katsayili polinomlar kiimesi R[x] ile gosterilir. R[x] in
elemanlar1, belirsizi de belirtmek amaciyla f(x), g(x),h(x) gibi sembollerle
gosterilecektir. Eger f # Op(gy ise a; # O olan i‘lerin en biiyligiine f’nin derecesi

denir.

f(x)=3Y",a;x' ve g(x) = Y=o b;x’ polinomlari verilsin. m < n alinsin.

f(x) = (ag,a4,ay, ..., am, Og, ...), g(x) = (bg, by, by, ..., by, Og, ...)
oldugundan a,,,1 = Q42 = Qa3 = - = a, = O olarak tanimlanirsa
f(x) = (ag,a4,ay, ..., ay, Og, ...) olur. Boylece

f(x)+gx) = (ay+ by, ay + by, ...,a, + by, Og, ...) oldugundan

f(x) + g(x) = Xj-(a; + b)x’ olur.

Diger taraftan her k > 0 igin ¢, = YX ,a;b,_; olmak iizere f(x) ile g(x)’in
carpmmi  f(x)g(x) = (cy,€1,C2,...) dir. k>m+n igin ¢ =0z oldugundan
f(x)g(x) = (co, 1, ) Cmans Og, -..) dir. Boylece

m+n k

f0g@) = ) ek, ao= ) abi

elde edilir.



f(x) =3¥",a;x* polinomunda a,, # 0 olsun. a,, ye baskatsay: denir. Eger

a, = 1 ise f(x) e monik polinom denir.

S birimli bir halka olmak iizere R, S’nin birimli bir alt halkas: ve u € S olsun.
R[x] inher f(x) = agx® + a;x + ayx? + --- + a;,x™ elemaninda x yerine u konulursa
f) = agu® + aqu + au® + -+ + a,,u™ elde edilir. S halka oldugundan f(u) € S
dir. Boylece R[x] den S’ye ¢, : f(x) = f(u) eslesmesiyle bir ¢, fonksiyonu

tanimlanir. ¢, ya bir deger fonksiyonu denir.

Teorem 1.3.18. S birimli ve degismeli bir halka ve R, S’nin birimli bir alt halkasi olmak

tizere her u € S igin ¢, deger fonksiyonu bir halka homomorfizmasidir.

Pu(f(0)9(0)) = pu(f())u(9(®)) = f(wg(w) olur. Boylelikle ¢,

homomorfizmasina bir deger homomorfizmas: denir.

Tamim 1.3.19. D bir tamlik bdlgesi ve a,b € D olmak iizere b = ac olacak bigimde

c € D varsa a, b’yi béler yada a, b’ nin bir ¢arpanidir denir ve a|b seklinde gosterilir.

Lemma 1.3.20. D bir tamlik bolgesi f(x),g(x) € D[x] olmak tizere asagidakiler

saglanir.

(i) der(f(x) + g(x)) < maks{der(f(x), g(x))}
(i) der(f(x)g(x)) = der(f(x)) + der(g(x))

Teorem 1.3.21. D bir tamlik bolgesi ve f(x), g(x) € D[x] olsun. Ayrica g(x) # 0p ve
g(x) in bas katsayisi tersinir olsun. O zaman f(x) = q(x)g(x) + r(x) ve der(r(x)) <
der(g(x)) olacak bicimde q(x), r(x) € D[x] vardir. Ayrica q(x) ile r(x) tektir.

Tanmm 1.3.22. p(x) € F[x] olsun. p(x) sabit olmayan bir polinom olsun. Eger p(x),
F[x] i¢inde, her birinin derecesi p(x) inkinden daha kiiciik olan iki polinomun ¢arpimi
olarak yazilamazsa o zaman p(x) e F[x] iginde (F lizerinde) bir indirgenmez polinom

denir.

Boylece p(x) in indirgenmez olmast igin gerek ve yeter sart der(p(x)) = 1 ve

p(x) = r(x)s(x) ise r(x) yada s(x) polinomunun sabit polinom olmasidir.



Tamm 1.3.23. f(x) = a,x™ + a,_1x" 1+ -+ aq € Z[x] ve f(x) # 0 olmak iizere
ag, a4, ..., A, Katsayilarinin en biiyiik ortak bolenine f(x) in icerigi denir ve C(f(x)) ile

gosterilir. Eger C(f(x)) = 1 ise f(x) e bir ilkel polinom denir.
Teorem 1.3.24. p bir asal say1 ve
f(x) = apx™ + ap_x™ 1 + .- + a, € Z[x] bir polinom olsun. Eger

(i) plagplay, .. ,pla,—, fakatp t a, ve

(i) p?+ta,ise,
f(x), Q[x] i¢inde indirgenmezdir. Buna Einstein Indirgenmezlik Kriteri denir.

Teorem 1.3.25. F[x] in bir I idealinin maksimal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart bir

indirgenmez polinom tarafindan tiretilmesidir.

Lemma 1.3.26. p(x), F[x] in bir indirgenmez polinomu olsun. Eger s(x), t(x) €
F[x] olmak tizere p(x)|s(x)t(x) ise p(x), s(x) veya t(x) ten birini boler.

Teorem 1.3.27. (F/x] i¢inde Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma) F bir cisim ve p(x) € F[x]

sabit olmayan bir polinom ise

p(x) = p1(x) ..o (%)

olacak bigimde p; (x) ...p,(x) indirgemez polinomlari vardir. Bu gosterim indirgenmez

carpanlarin yer degistirmesi ya da birimsellerle farkiyla tektir.

Teorem 1.3.28. D bir TiB ve a,, ay, ...,a, D’nin en az biri sifirdan farkli olan n

elemant olsun. Asagidakiler saglanir.

(1) a4,ay, ..., a, nin bir ebobu vardir.
(ii) Eger aq,as,, ..., a, nin bir ebobu d’ ise d’' = a;x; + ayx, + -+ + a,x, olacak

bicimde xq,x,,...,X, € D vardir.
Tamim 1.3.29. D bir tamlik bdlgesi olmak iizere eger;

(i) D’nin sifir ve birimsel olmayan her elemani sonlu sayida indirgenemezin

carpimi ise ve
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(i)  ¢y,¢9, e, Cpy dy,dy, ...,d, D’nin indirgenmez elemanlart olmak iizere
€1Cy .Gy = dqd, ...d,, iken m=n ve d;d,, .., d, nin uygun bir

indekslenmesinden sonra her 1 < i < m i¢in ¢; ile d; bagdasik ise,

D’ye bir tek tiirlii carpanlara ayrrma bélgesi (TCAB) denir.
1.4. Cisim Genislemeleri

Tamm 1.4.1. E bir cisim, F € E olmak tiizere E kendi basina F cismindeki islemlere

gore bir cisim ise F’ye E’nin alt cismi denir ve F < FE ile gosterilir.

Teorem 1.4.2. E bir cisim, F € E olsun. F’nin E’nin alt cismi olmast i¢gin gerek ve yeter

sart F’nin en az iki elemanini icermesi ve her a, b € F i¢in

(i) a+b,—a ab€EF
(i) b#0giken b1 €F

olmasidir.

Ispat. Eger F, E’nin bir alt cismi ise verilen sartlarin saglandig1 agiktir. Karsit olarak
verilen sartlar saglansin. Hipotezden F # @ dir. a,b € F olsun. O zaman (i)’den dolayi
a+ b,—a,ab € F oldugundan F, E’nin alt halkasidir. Ayrica F’nin en az iki elemani
oldugundan Oy # b € E vardir. O zaman (ii)’den dolay1 b~ € F ve 1, =bb™ ' € F
oldugundan 1; € F dir. Boylece F, E’nin birimli bir alt halkasi1 ve sifirdan farkli her

elemanin tersi oldugundan E’nin alt cismidir.
Sonug 1.4.3. F, E’nin bir alt cismi ise Og ve 1 € F dir.

Teorem 1.4.4. E bir cisim ve {F;:i € I}, E’nin alt cisimlerinin bos olmayan bir kiimesi

olsun. O zaman
D = ﬂ Fi
i€l
E’nin bir alt cismidir.
Ispat. Her i € I igin F;, E’nin alt cismi oldugundan 0, 1z € F; ve buradan Og, 15 €

D’dir. Dolayisiyla D’nin en az iki eleman1 vardir. Ayrica her i € [ igin F; alt halka
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oldugundan D, E’nin alt halkasidir. 0 # b € D olsun. Her i € [ igin b € F; Ve F; cisim
oldugundan b~ € F; ve buradan b~! € D dir. Dolayisiyla D, E’nin bir alt cismidir.

Tamm 1.4.5. Kendinden bagka higbir alt cismi bulunmayan (6z alt cismi yoksa) cisme

asal cisim denir.
Ornek 1.4.1. Q ve L., (p asal) cisimleri asal cisimdir.

Tamim 1.4.6. E bir cisim ve F, E’nin alt cismi olmak tlizere E’ye F’nin cisim genislemesi

denir ve F < E ile gosterilebilir (Sekil 1).

Sekil 1. E, F’nin cisim genislemesi

Tamm 1.4.7. E bir cisimve V0 <i <1 igin Ey, E,,...,Eg, E’nin alt cisimleri olsun.

E; < E;;, olmak tizere E; < E, < --- < E yiikselen zincirine bir cisim kulesi denir.

Ornek 1.4.2. R, Q’nun C hem R’nin hem Q‘nun birer cisim genislemesidir ve Q <
R < C cisim kulesi elde edilir (Sekil 2).

Sekil 2. Q < R < C cisim kulesi
12



Ornek 1.4.2. F bir cisim ve F[x], F iizerinde bir x belirsizinin polinom halkas1 olmak

tizere F[x] in kesirler cismi F(x) ile gosterilir ve su sekildedir:

F(x) = {%:f(x),g(x) € Flx] ve g(x) #+ O}.

Sabit polinomlar F’nin elemanlariyla gosterilirse F < F(x) dir. F(x) e F tizerindeki

rasyonel fonksiyonlar cismi denir.
Lemma 1.4.8. F bir cisim ve F < E olmak tizere E, F tizerinde bir vektor uzayidir.

Ispat. E cisim oldugundan (E,+) bir toplamsal abelyan gruptur. E iizerinde F’ye gore
skaler carpim v € E ve ¢ € F igin c. v, E igindeki ¢carpim seklinde tanimlansin. E cisim

oldugundan Vv,w € E ve c,d € F i¢in asagidakiler saglanir.

i. cw+w)=cv+cw
ii. (c+d)v=cv+dv
iii.  (cd).v=c.(d.v)

iv. lv=vw
Vektor uzayi tanimi geregince E, F lizerinde bir vektor uzayidir.

Tamim 1.4.9. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Bu durumda E, F
tizerinde n boyutlu ise 0 zaman E’ye F iizerinde n dereceye sahiptir denir ve [E : F] =

n ile gosterilir.

[E : F] sonlu ise sonlu cisim genislemesi, [E : F] sonsuz ise bir sonsuz cisim

genislemesi denir.

Ornek 1.4.4. C, R’nin bir sonlu cisim genislemesidir. C = {a + ib:a,b € R} ve {1,i},
C tizerinde vektor uzay1 ve lineer bagimsiz oldugundan [C : R] = 2 dir. p bir asal say1
olmak tizere {\/7, V3, .., \/5} kiimesi Q iizerinde lineer bagimsiz oldugundan R, Q'nun

sonsuz cisim genislemesidir.

Tamim 1.4.10. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. u € E olsun. Eger

F[x] in sifirdan farkli bir f(x) polinomu i¢in f(u) = Oy ise u’ya F lizerinde bir
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cebirsel eleman denir. Eger her 0 # f(x) € F[x] i¢in f(u) # 0 ise u’ya F iizerinde

bir transandantal eleman denir.

Tanmm 1.4.11. Q iizerinde cebirsel olan bir kompleks sayiya cebirsel sayr ve

transandantal olan bir kompleks sayiya da transandantal say: denir.

Ornek 1.45. F bir cisim ve E, F nin bir cisim genislemesi olmak iizere u € E, F
lizerinde transandant ve O # ¢ € F ise cu ve u? nin F iizerinde transandant oldugu su

sekilde gosterilir:

U€EE, fluy#0g 0<i<nvec; #0p c; €EF olmak tlzere f(u)=cy+ciu+

cu? + -+ cou™ # 0p vardur.

O #CEF ise flcu) = ¢y + cy(cu) + c;(cu)? + -+ + ¢, (cu)™ = ¢y + cycu +
cyc?u? + -+ ¢ c™u™ elde edilir. ¢g = ag, ¢ic = aq, c¢% = ay, ..., cy,c™ = a,, olarak
almirsa ¢, ¢; € F oldugundan O # a; = c.c; € F oldugu agiktir.

O halde f(cu) =ag+ a;u+ au? + -+ a,u™ yazilir. f(u) # 0 oldugundan
f(cu) # 0g dir. Yani cu transandantir.

u? dgin  f(u?) =co +ciut + (U + -+ ()" = g + (ciu)u + (cu)u? +
v (cuMu™ elde edilir. 0F # c;ul € F ve f(u) # 0p oldugundan f(u?) # 0 dir.

Yani u? transandanttir.

Ornek 1.4.6. x> -3, x2—5 ve x?+1 polinomlarmin kokleri sirasiyla v/3, V5,

i sayilari cebirsel sayilardir. T ve e sayilari transandantaldir.

Ornek 1.4.7. V2 ++/5 bir cebirsel sayidir. u =+/2 ++/5olsun. O zamanu? = 2 +
24104+ 5 =7 + 2v10 oldugundan (u? —7)% =40 ve buradan u* —14u?+9 =0

bulunur. O halde u sayis1 f(x) = x* — 14x? + 9 polinomunun kokiidiir.

R bir halka ve X c R olmak iizere R halkasinin X kiimesini i¢eren alt halkalarinin
kesisimi de R’nin bir alt halkasidir ve bu halkaya R i¢inde X tarafindan iiretilen alt
halka denir. F bir cisim ve X € F olmak iizere F’nin X’i igeren alt cisimlerinin kesisimi

F’nin bir alt cismidir ve bu cisme F i¢inde X tarafindan iiretilen alt cisim denir.

Tamim 1.4.12. F bir cisim E, F’nin bir cisim geniglemesi ve S € E olmak iizere E iginde

F U S tarafindan tretilen alt halkaya F’ye S’nin katiimasiyla elde edilen alt halka (S
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tarafindan iiretilen alt halka) denir. F[S] ile gosterilir. F US tarafindan iretilen alt
cisme F’ye S’nin katilmasiyla elde edilen alt cisim (S tarafindan iiretilen alt cisim)
denir. F(S) ile gosterilir. S = {s1,S3,...,S,} n elemanli bir sonlu kiime ise
F[{s1,52, ..., Sn}]l = F[51,S2, ., Sn ] Ve F({sy,S2, ..., Sp}) = F(51,52,...,S,) seklinde
gosterilir. n =1 ve s; = s ise F[s] ve F(s) ye sirastyla F’ye s’nin katilmasiyla elde
edilen alt halka ve alt cisim denir. Ayrica F(s) ye F’nin bir basit cisim genislemesi

denir.

Ornek 1.4.8. R U {i} yi igeren her alt halka C’yi igerdiginden, C = R[i] = R(i) oldugu
aciktir. Benzer sekilde F iizerindeki rasyonel fonksiyonlar cismi F(x), F’ye X’in
katilmasiyla elde edilen cisimdir. Ayni1 bigimde Q cismini ve v2 elemanini igeren her

alt halka Q(~/2) yi kapsar. O halde Q(+/2) cismi de bir basit cisim genislemesidir.

Ornek 1.4.9. a,b € Q" olsun. Eger Q(va) = Q(Wb) ise b = t?a olacak bigimde
t € Q vardir ve su sekildedir:

Q(\/a)={c+d\/5=c, deQ}ve@(\/E)={e+f\/5=e, f € Q}
CY:Q(\/E)—)Q(\/B),

o(Va) =e+ fVb ,e,f € Q vardur.

o) =1 ve o(a)=c( aa)=c(Va).o(vVa)=(e+fVb)(e+ fVb) =e? +
2efVvb+f?b=a

e=0 ise f2b=a dir. O halde b = f—lza = (%)Za dir. f,jé =t€eQ olmak iizere

b = t%a olur.

Lemma 1.4.13. F bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi ve S € E olmak {izere F[S],

E’nin bir alt bolgesi ve F(S), F[S] nin kesirler cismidir.

Ispat. E bir cisim oldugundan F[S], E’nin degismeli ve sifir bélensiz bir alt halkas1 ve
1 € F[S] oldugundan bir alt bdlgesidir (birimli halkadir). F[S] nin E igindeki kesirler
cismi K olsun. O zaman F U § € K oldugundan F(S) € K dir. Diger taraftan K, F[S]
yi igeren en kiigiik alt cisim oldugundan K € F(S) ve boylece K = F(S) dir.

Teorem 1.4.14. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi ve u € E olmak iizere

Flu] = {f(w):f(x) € F[x]} ve

15



Fw) = {fa)(g@) " f(x), g(x) € Flx] ve g(x) # 04} dir.

Ispat. ¢,, u’ya karsilik gelen deger homomorfizmasi olmak iizere ¢,(F[x]) =
{f(w): f(x) € F[x]}, E’nin alt halkasidir. S = ¢, (F[x]) olmak tizere S = F[u] oldugu
gosterilmelidir. FU{u} < S ise Flu] €S dir. f(u) €S olmak tizere f(u) =cy,+
ciu+ -+ c,u™ olacak sekilde cg,cq,...,c, € F vardir. Ancak F[u] alt halka
oldugundan f(u) € Flu] ve buradan S € F[u] dur. O halde F[u] =S dir. Lemma

1.4.13’den ve bir 6zel cismin kesirler cismi kendisine izomorf oldugundan dolay1
-1
Fu) = {fa)(gw) "+ f(w), g(w) € Fulve g(w) # 0}

= {f@(g@) " £ (0, 9(x) € Flxlve g(x) # 05 dir.

Teorem 1.4.14°den F[u] = ¢, (F[x]), w'nun F iizerindeki polinomlarmin “cok

terimlilerinin” kiimesidir.

Genel olarak u;,u,...,u, € E olsun. Yukaridaki ispata benzer sekilde

gosterilebilecegi gibi

Flug, uy oy upn] = {f(Ug, Uy oo, uy): f(X4, X0, o, X)) € Flxq, X3, 0, X0 1}
F(ug,uy ..., uy) =

-1
{f (ug, uy ...,un)(g(ul,uz ...,un)) (%1, %2, 0, x0), g (X1, X3, o, X)) €

Flxy,x3, ..., Xp] ve g(xq1, X5, ..., ) # 0p} dir.

Teorem 1.4.15. F bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi ve u € E olmak iizere u’nun

F tizerinde transandant olmasi igin gerek ve yeter sart F[x] = F[u] olmasidir.

Ispat. ¢,,: F[x] = E deger homomorfizmasi olmak iizere u’nun F iizerinde transandant
olmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkli her f(x) € F[x] i¢in f(u) # Oz olmasidur,
bunun igin gerek ve yeter sart Ker(¢,) = {0z} ve boylece F[x] = ¢, (F[x]) olmasidur.
Flu] = ¢ (F[x]) oldugundan u’nun F {izerinde transandant olmasi i¢in gerek ve yeter

sart F[x] = F[u] olmasidir.

Teorem 1.4.16. F bir cisim ve p(x) € F[x] bir indirgenemez polinom olmak {izere

F’nin dyle bir cisim genislemesi E vardir ki p(x) in E i¢inde bir koki vardir.
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Ispat. F[x] bir temel ideal bélgesi ve p(x) indirgenemez oldugundan (p(x)) maksimal
idealdir. Boylece F[x]/(p(x)) boliim halkasi cisimdir. E = F[x]/{p(x)) olsun.

w:F[x] = F[x]/{p(x)), f(x) = f(x) + (p(x))

bigiminde kanonik epimorfizma tamimlansmn. p; = ulp olsun. u,(F) # {0g}
oldugundan F = u,;(F) dir. u(F) ={a+ (p(x)):a € F} oldugundan E iginde
a + (p(x)) yerine a yazilirsa F, E’nin bir alt cismi ve E, F’nin bir cisim genislemesi
olur. F[x] € E[x] oldugundan p(x) € E[x] dir. u = x + (p(x)) ve p(x) = ¢y + c1x +

... + ¢, x™ olmak tizere u € E oldugundan

p(w) =cy+ciu+ ...+ cu”
=co+ci(x+{P)) + ...+ cp(x + {(pLONH™
=co+c1(x+(p())) + ...+ cp(x™ + (p(x)))
=co+cix+ ..+ cpx™ + (p(x))

=p() + (p(x)

=0,

ve boylece p(u) = 0 dir.

Sonu¢ 1.4.17. f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olmak {izere F’nin iginde f(x) in

kokii olan bir cisim geniglemesi E vardir.

Ispat. f(x) sabit olmadigindan F[x] i¢inde p(x) gibi bir indirgenmez garpani vardir.
Teorem 1.4.16°dan bir u € E i¢in p(u) = 0y dir. Bu durumda, agik¢a goriildiigi gibi
f(u) = 0’dir.

Teorem 1.4.16’da insa edilen E cismi i¢in E = F[x]/{p(x)) = {f (x) + (p(x)) :
f(x) € F[x]} tir. f(x) € F[x]olsun. f(x) + (p(x)) te u = x + (p(x)) yerine yazilirsa
fx) + (p(x)) = f(uw) elde edilir. Boylelikle E = {f(u): f(x) € F[x]} dir. Teorem
1.4.14’den E = F[u] dur. E = F(u), F’ye u’nun katilmasiyla elde edilen basit cisim

genislemesidir.
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Ornek 1.4.10. p(x) = x® + 2x + 3 € Q[x] olsun. p(x), Q iizerinde indirgenemez
oldugundan E = Q[x]/(p(x)) bir cisimdir. Q < E oldugu kabul edilirse E, Q’nun bir

cisim geniglemesi ve p(x) € E[x] olur. Simdi

p(x + () = (x + () )* +2(x + (p()) +3 = x* + 22 + 3 + (p(x))
= p() + (p(x)) = 0

oldugundan p( x + (p(x))) = 0 dur.

Lemma 1.4.18. F bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi ve u € E, F ilizerinde cebirsel
olmak tizere 6yle bir monik ve indirgenmez p(x) € F[x] vardir ki p(u) = 0 dir. p(X)

tektir ve g(u) = 0 olan her g(x) € F[x] in bir bélenidir.

Ispat. ¢,:F[x] - E deger homomorfizmas: dikkate alinirsa F[x] bir temel ideal
bolgesi oldugundan Ker(¢,) = (p(x)) olacak sekilde bir p(x) € F[x] vardir. u, F
tizerinde cebirsel oldugundan f(u) = 0 olacak sekilde sabit olmayan bir f(x) € F[x]
vardir. p(x) € Ker(¢,) oldugundan p(x) sabit degildir. Eger p(x) indirgenmez
olmazsa dereceleri p(x) in derecesinden daha kiigiik olan s(x), t(x) € F[x] vardir ve
p(x) = s(x)t(x) tir. Esitligin iki tarafina da ¢, uygulanirsa 0 = p(u) = s(w)t(w)
elde edilir. E cisim oldugundan s(u) = O ya da t(u) = O olmalidir. Eger s(u) = Og
ise s(x) € (p(x)) ve p(x)|s(x) elde edilir. Fakat s(x)|p(x) oldugundan s(x) = ap(x)
olacak bigimde O # a € F vardir. Yerine yazilirsa at(x) = 1 ve buradan t(x) = a™1
bulunur. Dolayisiyla t(x) birimseldir. Benzer sekilde t(u) = 0 ise s(x) birimsel olur.
Dolayisiyla p(x) indirgenmezdir. Bazi durumlar ig¢in p(x)’i bagkatsayisinin tersiyle

carparak p(x) in monik oldugu kabul edilebilir.

q(x) € F[x] monik ve q(u) = 0 olmak iizere q(x) € Ker(¢,) oldugundan
yukaridaki gibi, g(x) = ap(x) olacak sekilde Op # a € F vardir. Ayn1 zamanda q(x)

monik oldugundan a = 1z ve bdylece q(x) = p(x) bulunur.

Son olarak q(x) € F[x] ve q(u) = 0 olmak tizere q(x) € (p(x)) oldugundan
p(x) g (x) tir.

Tamim 1.4.19. F bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi ve u € E, F {izerinde cebirsel
olsun. Lemma 1.4.18’de taniml ve tek tiirlii belirli olan monik ve indirgenmez (derecesi

kendisinden kiigiik olan iki polinomun c¢arpimi seklinde yazilamiyorsa) p(x)
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polinomuna u’nun F iizerindeki indirgenmez polinomu, der(p(x)) e p(x) polinomunun

derecesi denir ve p(x) = ind(u, F) ve der(p(x)) = der(u, F) ile gosterilir.

Ornek 1.4.11. /5, v/7, V4, i sayilarmin Q fiizerindeki indirgenmez polinomlari

sirastyla x2 — 5, x2 — 7, x3 — 4 ve x? + 1 dir.

Ornek 1.4.12. 1 + /5 elemaninm Q cismi iizerindeki indirgenmez polinomu asagidaki
gibidir.

1++V5=uolsun. V5 =u—1 ve 5=u? — 2u + 1 bulunur. Buradan u? — 2u — 4 =
0 yani f(x)=x%—2x—4 elde edilir. 1++/5 sayis1 f(x)=x%—2x—4 in bir
kokudir. f(1) = =5, f(=1) = -1, f(2) = —4ve f(—2) =4 # 0 oldugundan f(x)

in rasyonel kokii yoktur. f(x) in birinci dereceden ¢arpanlart bulunsun. O zaman
x2—=2x—4=(x+a)(x+b)

olacak bi¢cimde a, b tam sayilar1 vardir. Buradan a + b = —2, ab = —4 esitlikleri elde
edilir. Buradan a = —b — 2 yerine konulursa (—b — 2)b = —4 ve buradan b% + 2b —
4 = 0 elde edilir. b tam say1 oldugundan c¢eliski elde edilir. ind(u, Q) = x? — 2x — 4

indirgenmez polinomudur.

Ornek 1.4.13. 3 + 5i elemanin Q cisim iizerinde cebirseldir ve indirgenmez polinomu

asagidaki gibidir.

3+ 5i =u olsun. u —3 = 5i ve u? — 6u + 9 = —25 oldugundan u? — 6u + 34 =0

bulunur. Dolayistyla u sayist f(x) = x? — 6x + 34 polinomunun bir kokiidiir.

Teorem 1.4.20. F bir cisim E, F’nin bir cisim genislemesi ve u € E, F flzerinde

cebirsel, ind(u, F) = p(x) ve der(p(x)) = n olmak {izere asagidakiler saglanir.

(i) FQ)=F[u]veF(u)=F[x]/{(p(x))
(i) {1,u4, ... ,u™ 1}, F(w) nun bir F-bazidir.
(i) [F(u):F]l=n

Ispat. (i) ¢,:F[x] > E deger homomorfizmasi olmak iizere F[x]/Ker(¢,) =
¢, (F[x]) tir. Teorem 1.4.14°den ¢, (F[x]) = F[u] ve Lemma 1.4.18’den Ker(¢,) =
(p(x)) oldugundan bu degerler yerine yazilirsa F[u] = F[x]/{(p(x)) elde edilir. Diger
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taraftan Teorem 1.4.16’nin ispatinda oldugu gibi F[x]/(p(x)) cisim oldugundan F[u]
bir cisimdir. Ayn1 zamanda F(u), F[u] yu igeren en kiigiik cisim oldugundan F[u] =
F(w) bulunur.

(i) f(u) € F[u] ve f(x) = q(x)p(x) + r(x) ve der(r(x)) < n olacak sekilde
q(x), r(x) € F[x] vardir. Esitligin iki tarafina ¢, uygulanirsa f(u) = q(u)p(u) +
r(u) = q(u)0g + r(u) = r(u) bulunur. O halde {1,u,...,u™ '} kiimesi F[u] yu F-
uzay1 olarak gerer. cg,Cy,...,Cn_q € F olmak iizere ¢y + ciuu + ...+ cpoqu™ 1 = 0p
olsun. s(x) =cy+ ¢;x + ...+ ¢c,_1x™ 1 olarak tanimlansm. s(u) = 0 oldugundan
Lemma 1.4.12°den dolayr p(x)|s(x) dir. Fakat der(s(x))<n—1 oldugundan
s(u) =0 dir. Buradan ¢y =c¢; = ...=c,_1 =0 elde edilir. Dolaysiyla

n-1

1,u,..,u elemanlari F tizerinde lineer bagimsizdir ve boylece {1, 1, ..., u™ 1}, F (w)

nun bir F-bazidur.
(iii) Tanim 1.4.9 ve (ii)’nin sonucudur.

Sonug¢ 1.4.21. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. u;,u,, ...,uy € E, F
tizerinde cebirsel olmak tlizere E = F(uq, Uy, ..., u;) olsun. O halde E’nin elemanlari
my

- m o . .
mq., m,, ..., m; dogal sayilar ve c U, L ..U tipindeki elemanlarin sonlu
1 2 k mq,msy,. M1 k

toplamlarindan olusur.

Ispat. F, = F ve her 0 < i < k igin F;,; = F;(u;4,) Olmakiizere F = Fy < F; < -+ <

F;, = E cisim kulesi elde edilir. 0 < i < k olmak iizere i iizerine timevarim uygulanir.

i = 0 i¢in F; = F(uy) oldugundan Teorem 1.4.20°den F; = F[u,] dir. Kabul edilsin ki

0 < i< k i¢in iddia saglansin ve F;,, i¢in saglandigi gosterilsin. u;,;, F tlizerinde

cebirsel oldugundan F; {izerinde cebirseldir ve y € F;,; olsun. Teorem 1.4.20(i)’den

Fiy1 = F;[u;;1] oldugundan by, b4, ..., b; € F; olmak flizere y = by + byu;yq + -+
1, 52

beuf, dir. Timevarimdan her by, ds, s, € F olmak iizere d,_s,u3*uy” ... u;" tipindeki

monomlarmin  bir sonlu toplami1 oldugundan, yerine yazilirsa y eleman

S
m m m;
ul 1,u’2 2 U i+1

.u, ;" monomlarimin bir F lineer kombinasyonu olur. Béylece timevarim ve

ispat tamamlanir.

Ornek 1.4.14. p(x) = x? + 1 polinomu R’de indirgenmezdir ve (p(x)) R[x] de

maksimal idealdir. O halde ve E = R[x]/{(p(x)) bir cisimdir ve R < E olsun. Teorem
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1.4.16’nm ispatinda goriildiigii gibi u = x + (p(x)) yazilirsa Ind(u,E) = x? +1
oldugundan Teorem 1.4.20(i)’den dolayr R(u) = R[x]/{x* + 1) ve R(u) = {a + bu :
a, b € R}dir. a + bu, ¢ + du € R(u) olsun. u?> = —1 oldugundan

(a+bu)+(c+du)=((@a+c)+(b+d)u
(a+ bu)(c+ du) = (ac — bd) + (ad + bc)u

dur. Agik¢a goruldigi gibi R(u) daki toplama ve ¢arpma C’dekinin aynisidir. u, C
icindeki i’nin 6zelligine sahiptir. a + bu — a + bi eslesmesi vardir ve R[x]/{(x? +

1) = Cdir.

Ornek 1.4.15. Z, cismi iizerinde f(x) = x? + x + 2 polinomu verilsin. Buna gore

Z,[x]/{f (x)) halkasinin bir cisminin toplam ve ¢arpim tablolar1 asagidaki gibidir:

f@=x+x+2=(x+2-20)(x+2+2i) oldugundan f(x) polinomu Z,

iizerinde indirgenmezdir. Bu nedenle Z,[x]/{x? + x + 2) halkas: bir cisimdir. Bu
cismin elemanlar1 Z,[x] /{x? + x + 2) = {0,1,«, +1} dir. Burada P = (x? + x + 2)
olup x= x + P € Z,[x] /{x? + x + 2) dir. Buna gére 0 =0+ P ve 1 =1 + P olmak
tizere Z,[x]/ (f (x)) = {0, 1, <, < +1} dir.

Bu cisim i¢in toplama ve ¢arpma tablolar sirasi ile asagidaki gibidir:

Tablo 1. Cisme gore elemanlarimin toplama tablosu

+ 0 1 x x +1
0 0 1 x x +1
1 1 0 x +1 x
x [ x +1 0 1
x +1 o« +1 [ 1 0

Tablo 2. Cisme gore elemanlarinin garpma tablosu

| 0 1 x o +1

0 0 0 0 0
0 1 [ x +1

0 x x +1 1

o« +1 0 x +1 1 o«
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Ornek 1.4.16. Q(v2) cismi ind(v2,Q) = x? — 2 oldugundan Q(~/2) in bir Q-bazi
{1, \/E} den olusur. O halde Q(\/E) ={a+hV2:a,beQ} ve [F:Q]=2 dir.

Toplama ve ¢arpma islemleri de

(a+bV2)+ (c+dV2)=(a+c)+ (b+d)V2
(a+ b\/z). (c+ d\/z) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2
seklindedir.

V5 ¢ Q(+2) oldugu su sekilde gosterilir: f(x) = x? — 5 fonksiyonunun bir kokii V5
tir. V5€QW2) ise V5=a+bVv2 yerine yazilrsa (a+bvV2)2—5=0, a®+
2abV2 + 2b? — 5 = 0 elde edilir. @ = 0 ise 2b? = 5 yani b = ,/5/2 ¢ Q geliskisi elde
edilir. b = 0 ise a = V5 ¢ Q celiskisi elde edilir. O halde V5 ¢ Q(v/2) dir.

Ornek 1.4.17. Q(B\/Z Q) cismi igin ind(@(%), @) = x3 — 2 oldugundan (@(3{/5)
nin bir Q-baz1 {1, ¥2, 4} ten olusur. O halde Q(¥2) = {a+bV2+cV4 : a, b,
c €Q} dur. w= %(—1 + iv/3) olmak iizere x3 —2 = 0 denkleminin biitin kokleri

V2, V2w, V2w? dir. Teorem 1.4.20(i)’den dolayr Q(¥2) = Q(V2w) = Q(V2w?)

dur.
1.5. Cebirsel Genislemeleri

Tammm 1.5.1. F < E olmak iizere eger E’deki her eleman F iizerinde cebirsel ise o

zaman E’ye F’nin bir cebirsel genislemesi denir.

Not 1.5.2. E, F cisminin bir sonlu genislemesi ise bu durumda [E:F|=1©E =

F (1) = F olmasidir.

Teorem 1.5.3. E, F cisminin sonlu bir cisim genislemesi ise o zaman E, F’nin bir

cebirsel genislemesidir.

Ispat. E, F cismi iizerinde derecesi n (sonlu) olan bir cisim genislemesi ve a € E
olmak iizere K = {1,a,a?, ...,a™} kiimesi dikkate alinirsa K kiimesi n + 1 tane

elemana sahip oldugundan K kiimesi lineer bagimli olup

22



col + cra + c,a? + -+ c,a™ =0

olacak bigimde en az birisi sifirdan farkli olan ¢y, ¢4, ..., ¢, € F vardir. O halde buradan

a € E elemaninin
f(x) =co+ c1x + c3x% + -+ cpx™ € F[x]

Sifirdan farkli polinomunun kokii oldugu sonucu elde edilir. Bu da a € E’nin F

tizerinde cebirsel olmasini gerektirir.

Not 1.5.4. Teorem 15.3%in karsit her zaman dogru degildir. Ornegin
Q(?2,¥2,¥2,...) cismi Q’nun bir cebirsel genislemesi olmasma ragmen Q’nun bir

sonlu genislemesi degildir.

Sonug¢ 1.5.5. E, F cisminin bir cisim genislemesi ve @ € E olmak lizere a, F iizerinde
cebirsel ise F(a) nin her elemani F {izerinde cebirseldir. Bagka bir ifadeyle F (), F’nin

bir cebirsel genislemesidir.

Ispat. Pozitif bir n tam sayis1 i¢in Tanim 1.4.9°dan [F(a) : F] = n yazilabilir. Béylece

istenilen sonu¢ Teorem 1.5.3’den elde edilir.

Ornek 1.5.1. Sonug¢ 1.5.5°den Q(+/3) iin her elemam Q iizerinde cebirseldir. Eger
a+bV3 e QW3)isea+ bV3,

fG) = (x —a+bV3)(x —a—bV3) = (x — @) - 3b? = x* — 2ax + (a® - 3b?)
polinomunun bir kokiidiir ve f(x), Q[X] de bir polinomdur.

Teorem 1.5.6. E, F’nin ve K’da E’nin bir sonlu cisim genislemesi ise K, F’nin bir sonlu
cisim genislemesidir ve [ K : F] = [K: E][E : F] dir.

ispat. A = {x1, x3,...,x,} E cismi lizerinde K i¢in bir baz ve B = {y;, V5, ..., ¥n} F
lizerinde E i¢in bir baz olmak tizere BA = {y;x; : 1 < j <m,1 < i < n} kiimesinin F
tizerinde K igin bir baz oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Yani BA kiimesinin F
tizerinde K’y1 gerdigi ve lineer bagimsiz oldugu gosterilmelidir. Buna gore eger @ € K
ise a = byx; + byx, + -+ + b, x,, olacak bi¢imde E cismine ait by, b, ..., b, elemanlar1
vardir ve bu yazilis tek tiirliidiir. Ote taraftan b; = c;1y; + iy, + = + CimVm Olacak
sekildei = 1,2, ...,n1i¢in ¢;4, Cip, ..., Cym € F vardir. Boylece
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n m

n
a= Z bix; = Z Z CijYj | Xi = Z cij (V%)
i=1

i=1 \j=1 i)

yazilabilir. O halde BA kiimesi F tizerinde K’y1 gerer. BA kiimesinin F cismi {izerinde

lineer bagimsiz oldugu gosterilsin.

¢ij € F olmak lizere

0= z cij(yjx;) = z Z(Cijyj)xi
- &

L

oldugu kabul edilsin. O zaman c¢;;y; € E ve A, E iizerinde K i¢in bir baz oldugundan

her i i¢in

Z cijy; =0

J

yazilabilir. Fakat c;; € F ve B, F iizerinde E i¢in bir baz oldugundan buradan her c;;
elemani sifir olur. O halde BA kiimesi F iizerinde K’y1 gerdiginden ve yine F tizerinde

lineer bagimsiz oldugundan F iizerinde K i¢in bir baz olur.

Ornek 1.5.2. {1, \/7}, Q(\/§) lizerinde Q(\/Z \/§) i¢in bir bazdir. Yine {1, \/§}, Q
tizerinde Q(\/g) icin bir bazdir. O halde Teorem 1.5.6’nin ispatindan {1, V2, V3, \/8}
kiimesi Q tizerinde (@(\/7, \/§) i¢in bir bazdir.

E, F cisminin bir cisim genislemesi ve a4, @y, ...,a, € E olsun. Fla;] € F(a;)
olacak sekilde en kiigiik F(a;) cismini elde etmek i¢in a;, F’ye eklenebilir. F € F[a,]
oldugundan F € F(a;) € E’dir. Aym sekilde @, , F (a;)[a, |’yi kapsayan F(a;)(a;) =

F (a4, a,) en kiigiik cismini elde etmek i¢in F(a;) e eklenebilir.

F(ap) € F(ay)[a;,] oldugundan F € F(a,) € F(a4, a;) Yazilabilir. Bu isleme

devam edilirse F cisminin cisim genislemelerinin kulesi ya da zinciri denilen
F S F(ay) € F(ay, a;) € Fag, az,a3) € -+ € F(ay, ay, ..., an)
elde edilir.

F(ay, ay, ..., a,) = F(ag, ag, ..., ap_q1)(ay)
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olup F(ay,ay, ..., ay), F’'ye a, a,, ..., a, € E elemanlarinin katilmasiyla F’den elde

edilen cisimdir.

Ornek 1.5.3. f(x) = x* — x% — 2 € Q[x] polinomunun kokleri V2, —V2, i, —i olup

bunlarin hepsi Q tizerinde cebirseldir. f(x) in kokleri
Q< Q(v2) € Q(V2,—V2) € Q(V2,—V2,i) € Q(V2,—V2,i,—i)

cisim kulesini olusturur. —v2 € Q(v2) oldugundan Q(v2,—v2) = Q(v2) ve
Q(V2, —v2, i) cQ(V2, i), i€Q(V2 i) oldugundan Q(V2,—V2, i, —i) =
Q(V2, i) olup bundan dolay: cisim genislemelerinin kulesi Q € Q(v2) = Q(V2,i)
seklinde yazilir.

Ornek 1.5.4. Q(V3, V3) = Q(V/3) oldugu gosterilsin. 33, x> —3 = 0 indirgenmez
polinomunun kokii oldugundan [Q(i/g) : Q] =3, 3, x2-3=0 indirgenmez
polinomunun k&kii oldugundan [Q(V3): Q] =2 ve (3,2) =1 oldugundan [Q(V/3,
3\'/§) : Q] = 3.2 =6 dir. V3,x® — 3 = 0 indirgenmez polinomunun kokii oldugundan
[@(%3): @] = 6dr.

V3, Y3 € Q(V3, V3)ise \/5%§ =3 e Q(v3, V3).
V3e Q(%) oldugundan @(\/3 %) c Q(%) dir.

Q < Q(¥3) < Q(V3, ¥3) oldugundan Q(v3, ¥3) = Q(¥3) dir.

Not 15.7. Eger a, F iizerinde cebirsel ise F’nin her cisim genislemesi {izerinde
cebirseldir. a, F[x] deki sifirdan farkli bir polinomun kokii olmak iizere E, F’nin
herhangi bir cisim genislemesi ise F € E olursa F[x] € E[x] olmalidir. Dolayisiyla
a, E[x] deki sifirdan farkli bir polinomunun kokiidiir. Bdylece a4, sy, ..., a,

elemanlarinin her biri k = 1,2, ...,n i¢in F (a4, @y, ..., @) lizerinde cebirseldir.

Teorem 1.5.8. a4, ay, ..., a, elemanlarinin her biri F cismi iizerinde cebirsel ise bu

durumda F (a4, @y, ..., @), F nin bir cebirsel cisim genislemesidir.

Ispat. a;, @y, ..., a,, elemanlarinin F iizerinde cebirsel oldugu kabul edilsin ve
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F S F(ay) € F(ay,ay) € F(ay, @, a3) € € F(ay,ay, ..., ay)
cisim Kkulesi kolaylik agisindan

Fy=F,F, =F(ay), ... K, = F(ay,ay, ..., a,)

seklinde gosterilsin. Bu durumda

F,CF,CF,C-CF,

olacag1 agiktir. Ote yandan a;, F;_; cismi iizerinde cebirsel oldugundan Teorem
1.4.20°den [F;: F;_4] in a; nin F;_;[x] deki minimal polinomunun derecesi ile

belirlenir. i = 1,2, ...,n i¢in [F; : F;_;] sonludur. Buna gére Teorem 1.5.6’dan
[F; : Fol = [F, : Fi][F; : Fy]

yazilabilir. Bu son esitligin her iki tarafin1 [F; : F,] ile carparak ve Teorem 1.5.6 tekrar

kullanilirsa

[F3: Fol = [F3: F]lF; ¢ Fol = [F3: B[R+ Fi]lF; : Fol
yazilabilir. Benzer sekilde bu defa da son esitligi [F, : F5] ile ¢arpilirsa
[Fy: Fol = [Fy: FsllFs: Fol = [Fy ¢ F5][F5: F][F; + Fil[F; : Fol.
Bu iglemin n. adimda

[Fo: Fol = [Fy i Fual o [Fs ¢ B][F, + Fi][F; ¢ Fol

esitligi elde edilir. Bu son denklemin sag tarafindaki her carpan bir pozitif tamsay1
oldugundan [F, : F,] dolayisi ile [F, : F] pozitif bir tamsayr olmak zorundadir. O

halde Teorem 1.5.3’den F,, , F cisminin bir cebirsel genislemesidir denilebilir.
Sonu¢ 1.5.9. a4, a3, ..., a, elemanlar F {izerinde cebirsel ve

(B2 Fol = [Fy ¢ Fuoq] - [Fs 2 F][F; = Fi][Fy ¢ Fol

oldugunda F (a4, a5, ..., &), F’nin bir sonlu boyutlu cisim genislemesidir.

Teorem 1.5.10. Eger K, E’nin ve E’de F’nin cebirsel cisim genislemeleri ise K’da F’nin

bir cebirsel cisim genislemesidir.
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Ispat. a € K ve a, E iizerinde cebirsel olmak iizere E[x] de f(a) = 0 olacak sekilde bir
f(x) =ag+ a;x + azx? + - + a,x™

polinomu vardir. F(agy, @4, ...,a,) CiSMi igin a4,ay, ...,, € A F lizerinde cebirsel
oldugundan Sonu¢ 1.5.9°dan F(ay, sy, ..., a,), F’nin bir sonlu boyutlu cisim
genislemesidir. @, f(x) € F(ag, 4, ..., ay)[x] polinomunun bir kokii oldugundan
F(ay, aq, ..., @) cismi lizerinde cebirseldir. F(ay, @4, .., Op, X) = F(ay, @4, ..., @p) (X),

F(ay, ay, ..., @) Nin ve F(ay, ay, ..., ay,), F nin sonlu bir cisim genislemesidir. Fakat
[F(ag, a1, ..., O, X): F] = [F(ag, A1, ) Oy, X): F (g, Ay, ..., )] [F (g, @q, ..., @p): F]

ve bu esitligin sag tarafindaki her iki carpan da pozitif tamsayilardir. Bundan dolayi
F(ag, @4, ..., 4y, %), F nin bir sonlu cisim genislemesi olup Teorem 2.1.3’den bir
cebirsel cisim genislemesidir. € F(ag, a4, ..., @y, ) oldugundan a, F iizerinde
cebirseldir. o« elemani keyfi secildiginden K F’nin cisminin bir cebirsel cisim

geniglemesidir.

Ornek 1.5.5. f(x) = x3 4+ 2x? + 1 € Z3[x] in indirgenmez oldugu asagida verilmistir.
Z5 (<) mn biitiin elemanlari ve «? +o¢ +2 elemanmnin ¢arpimsal tersi asagidaki gibidir.
f(0)=1, f(1) =1 ve f(2) =2 oldugundan f(x) =x3+2x%+ 1 polinomu Z,
cismi iizerinde kokii yoktur ve indirgenemezdir. f(x) = x3 + 2x2 + 1 polinomunun bir
kokii o ise f(ex) =oc3+ 2 o2+ 1 = 0 yazalir. Bu oc kokiinii Zs’e ilave ederek elde

edilen Z3 (o) cisminin elemanlari sunlardir:

0,1,2,0¢0 +1,0¢ +2,2 o¢, 2 « +1,2 o< +2,0¢2, %+ 1,

o+ 2,2 2,2 24+ 1,2 o2+ 2,02 ¢, o2+ +1,

o2 4o +2,2 o? +¢,2 oc? +ox +1,2 «? +x +2, 2 %+ 2 ,
2 o®+ 2 +1,2 ?+ 2 o +2

F (o) nin verilen «? +o¢ +2 polinomunun ¢arpmaya gore tersi « +1 dir. Yani (oc? +«

+2)71 = o +1 dir.

(? +o¢ +2)(x +1) =3+ 2 o2+ 3 o +2
olup f(x)=03+20?+1=0 dolayisiyla o3+2o?=—1 ve Zz‘de 3x=0

oldugundan
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(< 4o +2)(x +1) =—-1+2=1

yazilir.

Tammm 1.5.11. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim geniglemesi ve f(x) € F[x] sabit
olmayan bir polinom olmak tizere eger f(x), E[x] deki lineer garpanlarin bir ¢arpimi
olarak yazilirsa f(x) polinomuna E’de pargalanisa sahiptir denir. f(x) polinomu E’de
parcalanisa sahip fakat E’nin 6z alt cisimlerinde parcalanisa sahip olmayan bir polinom

ise 0 zaman E’ye F tizerinde f(x) i¢in par¢alanis cismi denir.

Teorem 1.5.12. E, F cisminin bir cisim genislemesi ve f(x) € F[x] derecesi n olan ve

sabit olmayan bir polinom olmak iizere f (x) polinomu E cismi tizerinde

f(x) =oc (x —o¢p) (x —0¢) ... (x =)

olacak bigimde bir pargalanisa sahip ise F (¢, 5, ..., %;) cismi f(x) polinomu i¢in bir

parcalanis cismidir.

Ispat. o« ,,, ..., x, € F(X;, X5, ...,%,), f(x) in kokleri oldugundan f(x) polinomu

F(o¢q, Xy, ..., ¢, ) lizerinde pargalaniga sahiptir.
F S F' € F(xy, Ky, ...,%y) (D

ve f(x) polinomu F' {izerinde pargalanisa sahip olsun. E[x] bir Tek Carpanlama
Bolgesi (TCB) ve F'[x] € E[x] oldugundan f(x), F’{izerinde

f(x) =oc (x —o¢p ) (x —0¢5) ... (x =)

seklinde bir pargalanisa sahiptir. o, %5, ...,x,€ F' olup bundan dolay:
F(xq, Xy, ..., ), f(x) in biitin koklerinin kapsayan E’nin en kiigik alt cismi

oldugundan
F(Xq, Xy, ., 6,) S F' (2)

Dolayistyla (1) ve (2)’den F' = F(o¢q, X5, ..., X,) yazilir. Boylece F(o¢q, Xy, ..., %X,),

f (x) i¢in bir pargalanig cismidir.

Tamim 1.5.13. F bir cisim olmak {izere eger F[x] deki sabit olmayan her polinom F

cisminde bir koke sahipse F cismine cebirsel olarak kapalidir denir.
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Tamim 1.5.14. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. E cebirsel olarak
kapali ve E, F’nin bir cebirsel cisim genislemesi ise E’ye F’nin bir cebirsel kapanis:

denir ve F = E ile gbsterilir.
Teorem 1.5.15. Bir F cismi i¢in asagidaki 6nermeler denktir:

a) F cebirsel olarak kapalidir.

b) Vf(x) € F[x] indirgenemez polinomu i¢in der(f(x)) = 1 dir.

C) « € F olmak tlizereF[x] deki sabit olmayan her polinom x—o formunda lineer
carpanlar ve polinomun bagkatsayisinin ¢arpimi seklinde bir parcalaniga sahiptir.

d) Eger E, F cisminin bir cebirsel cisim genislemesi ise E = F dir.

Ispat. (a) = (b) F cisminin cebirsel olarak kapali ve f(x) polinomunun F[x] de
indirgenmez olsun. F cebirsel olarak kapali oldugundan f(x) polinomu bir <« € F
kokiine sahiptir. Boylece f(x) polinomu g(x) € F[x] olmak iizere f(x) = (x—x)g(x)
seklinde yazilir. Kabulden f(x), F[x] de indirgenemez g(x) = a olacak sekilde bir
0 # a € F vardir. O halde f(x) = a(x—) olup buradan der(f(x)) = 1 dir.

(b) = () Vf(x) € F[x] indirgenemez polinomu igin der(f(x)) =1 olsun. F[x] bir
TCB oldugundan Vf;(x) polinomu F|[x] de indirgenemez olmak tizere f(x) =
fi() f2(x) ... fu(n) seklinde yazilir. Kabulden her f;(x) in derecesi 1 oldugundan
i=12,..,n i¢in a; ;€ F olmak tizere f;(x) = a;(x —«;) seklinde yazilir. a =

a,a; ...a,, f(x) polinomunun baskatsayisi olmak iizere

f(x) = alx =) (x —o¢) ... (x =),

() = (d) E’nin F cisminin bir cebirsel genislemesi olsun. Eger o< € E ise «, F cismi
tizerinde cebirseldir. Diger yandan oc’nin F[x] de minimal polinomunun m(x) olsun. O
halde m(x), F[x] de indirgenemez oldugundan (c) sikkindan der(m(x)) =1
olmalidir. Eger a € F igin m(x) = x + a seklinde ise 0 = m(x) =x +a ya da

«= —a € F olup buradan F € E oldugundan F = E dir.

(d) = (a) f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olmak iizere Kronecker Teoreminin
sonucundan E, f(x) polinomunun bir o kokiinii kapsayacak sekilde F nin bir cebirsel

genislemesidir. Teorem 1.5.3’iin sonucundan F(x), F’nin bir cebirsel cisim
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genislemesidir. (d) sikkindan F(c) = F olup buradan « € F dir. O halde F cebirsel
olarak kapalidir.

Ornek 1.5.6. C kompleks sayilar cismi R reel sayilar cisminin bir cebirsel kapanisidir.
Cebirin Esas Teoreminden eger f(x) € C(x) pozitif dereceli bir polinom ise f(x)
polinomunun C’de bir kokii vardir. Bu teoremden dolay1 C cebirsel olarak kapalidir. C,

R’nin bir cebirsel genislemesidir. Ciinkii z = a + bi € C ise bu durumda z,
f(x) = x? — 2ax + (a® + b?) € R[x]
polinomunun bir kokiidiir. O halde C, Rin cebirsel kapanisidir.

Not 1.5.16. C kompleks sayilar cismi, alt cisimlerinin her birinin cebirsel kapanisin

kapsar.

1.6. Geometrik Cisimler

Eski Misir ve Yunanlilara kadar geriye giden matematikg¢iler “Verilen bir ac1
derecesiz pergel ve derecesiz cetvelle ii¢ esit par¢aya boliinebilir mi?”, “Verilen bir
kiipiin hacminin iki katina esit hacimli bir kiip derecesiz pergel ve derecesiz cetvelle
cizilebilir mi?” ve “Verilen bir dairenin alanina esit alanli bir kare derecesiz pergel ve
derecesiz cetvelle c¢izilebilir mi?” problemlerine ¢6ziim aramislardir. 18. ve 19.
Yiizyillarda modern cebirin gelismesiyle bu problemlerin ¢éziimleri olumsuz olarak

elde edilebilmistir. Bu boliimde ispatlariyla gosterilecektir.

Burada cetvel ve pergel denildiginde {izerinde hi¢ bir isaret bulunmayan pergel ve

cetvel kastedilmektedir.

Bir diizlemde P ve Q noktalar1 verilsin. U¢ noktalar1 P ve Q olan dogru pargasi PQ
ve uzunlugu |PQ|ile gosterilir. P ve Q ‘dan gegen dogru L(P,Q) ve merkezi P ve

yarigapt |PQ| olan ¢ember C (P, Q) ile gosterilir.

Bir diizlemde kartezyen koordinat sistemi verilsin. X ekseni tizerinde A(—1,0) ve

B(1,0) noktalar1 belirlensin.

Tanim 1.6.1. Diizlemde birbirinden farkli E, F, G, H noktalar1 ve Z herhangi bir nokta

olsun.
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(i) ZeL(E,F)NL(G,H),L(E,F)+ L(G,H) yada
(i) ZeL(E,F)NC(G,H)yada
(i) ZeC(E,F)NC(G,H),C(E,F)+ C(G,H)
ise Z’ye E, F, G, H noktalar1 yardimiyla ¢izilebilir nokta denir. Eger Z = A ya
daZ=Biseyadan = 1i¢in Py, P, ..., B, diizlemin noktalar1 olmak iizere
(iv) Py € {A, B} ve her 0 < j < n igin Pj,, noktasi {4, B, P;, P,, ..., P;} kiimesinin
noktalar1 yardimiyla ¢izilebilirse ve

(V) Z = P, ise 0 zaman Z’ye c¢izilebilir nokta denir.
A ve B noktalari ¢izilebilir noktalardir.

Ornek 1.6.1. {4,B} yardimyla (—2,0), (2,0), (0, —\/E) ve (0, v2) noktalart
cizilebilirdir.
C(A,B) ve C(B, A) ¢emberlerinin birbiriyle ve L(A4, B) ile kesim noktalar1 aranan

noktalardir.
Ornek 162. 0= (0,0) noktas1 {A, B, (0, —\/E), (0,\/5)} kiimesi yardimiyla
¢izilebilir. 0 € L(A, B)NL((0,—V2) U (0,v/2)) dir.

(cosB, sinf) noktasi ¢izilebilirse 0 agisina ¢izilebilir agi denir. Her ag1 iki esit
parcaya bdliinebilir oldugundan, eger (cos@,sinf) noktasi gizilebilirse (cosg,sin g)
noktas1 ve dolayisiyla g acis1 ¢izilebilirdir. Bir dogruya paralel dogrular ve tizerindeki

bir noktada dik olan bir dogru pergel ve cetvel yardimiyla ¢izilebilir.

Tamm 1.6.2. (a, b) noktasi ¢izilebilirse z = a + ib kompleks sayisina ¢izilebilir sayt

denir. Ozel olarak (a, 0) noktas: cizilebilirse a reel sayisina gizilebilir say1 denir.

(0,0), (1,0), (—1,0), (0,—1), (0,1), (0,—v2) ve (0,4/2) noktalari cizilebilir
oldugundan 0,1, —1, —i, i, —/2i,V2i sayilar1 ¢izilebilirdir. O halde biitiin tamsayilar ve

biitiin rasyonel sayilar ¢izilebilirdir.

Lemma 1.6.3. z = a + ib kompleks sayisinin ¢izilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

reel kisminin ve imajiner kisminin ¢izilebilir olmasidir.
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Ispat. z c¢izilebilir olmak iizere Z = (a, b) noktas cizilebilirdir. Z noktasindan x-
eksenine dik olan bir dogru gizilebilir. C(Z,0), x-eksenini O ve R # 0 noktalarinda
keser. C(0O,Z) ve C(R,Z) nin kesim noktalar1 Z ve Z' diir. L(Z,Z") dogrusu x-eksenine
diktir ve bu dogrunun x eksenini kestigi nokta (a, 0) oldugundan a sayisi ¢izilebilirdir.
Benzer sekilde b sayisi gizilebilirdir. Tersine a ve b sayilar ¢izilebilir ise (a,0) ve
(b,0) noktalar ¢izilebilirdir. O zaman (0, b) noktasinin da cizilebilir oldugu agiktir.
Simdi (a,0) ve (0, b) noktalarinda sirasiyla x ve y eksenlerine ¢ikilan dik dogrularin

kesin noktas1 Z = (a, b) oldugundan z = a + ib ¢izilebilirdir.

Tiim gizilebilir kompleks sayilarin kiimesine K denirse Q cismi R’nin en kiigiik alt

cismi oldugundan ayn1 zamanda K’nin da alt cismidir.
Lemma 1.6.4. Asagidakiler saglanir.

(1) K nRcisimise K, C’nin bir alt cismidir.
(i) K N R < R olmak iizere Va € K N R ve a > 0 i¢inva € K N Rise Vz € K i¢in
Vz € K dir.

Ispat. (i) K N R cisim ve z = a + ib,w = ¢ + id ¢izilebilir sayilar olmak iizere Lemma
1.63’ten a,b,ccd€e KNRveatc, btdeKNRdir. Ohalde ztw=(atc)+
i(b + d) € K dir. Ayni sekilde zw € K’dir. z # 0 ise zZ = a® + b? # 0 oldugundan

Z a b

-1
— — — l .
a? +b%2 a?+ b2 a? + b2

.. - b s
Ayrica K N R cisim oldugundan —2_ ve —— elemanlarini kapsar ve Lemma 1.6.3’ten
a?+b? a?+b?

z~1 € K olur. Béylelikle K cisimdir.

(i) K n R cisim, karekok alma islemine gore kapali ve z = a + ib gizilebilir
olsun. Lemma 1.6.3’ten a,b € K N R dir. r = vVa? + b2 € KN R olmak iizere z’nin

kutupsal bigimi z = re®® seklindedir. Yani

0 0
\/E=ﬁ(cos(§+kﬂ)+isin(§+kﬂ)); k=0,1.
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r = 0 oldugundan vr € K N R dir. 0 ¢izilebilir oldugundan g ve g + km cizilebilirdir.
O halde (cos (3 +km) +isin(3+km)) noktast gizilebilirdir. vz gizilebilirdir ve
Vz € K dur.

21

. Zr 2T . . 2T .
Ornek 1.6.3.z=¢e5 = cos— + isin— olmak tlizere

a) IndzQ=x*+x>+x2+x+1
b) Z+Z_=2COSZ?”

Q) (z+2*+(zZ+2)—-1=0

2T _ —1+\/§
d) cos—=—,
asagidaki gibidir.

@ fO=x"-1=@-DE*+x>+x2+x+1), p(x)=x-1 ve q&)=
x*+x3+x?+x+1 seklinde tanmimlansin. x°—1 denkleminin kokleri z, =
cos% +1 sin%, k=01, 2, 3, 4 seklindedir. w=2z = cosz?n +1 sinz?n
denklemin bir kokidiir; yani, f(w) =0 ise p(w) # 0 oldugundan q(w) =0 dir. O
halde w, q(x) in k&kiidiir ve Q iizerinde indirgenmezdir. O halde ind(z, Q) = x* +
x3 4+ x% + x + 1 dir.

_ om . 2w _ om | . . 2 om . . 2 2
(b) Z=cos=—isin=dir.z+Z = cos=+ i sin— + cos — — i sin— = 2 cos —
5 5 5 5 5 5 5

_ o 2 2 .
) z+z=2 cos?n yerine yazilirsa (2 cos ?n)z + (2 cos ?n) — 1 = 0 denkleminde

degisken degistirme yontemi kullamilarak 2 cosz?n =a almrsa a?+a—1=0

-1+5

denkleminin kokleri a; , = dir.
(d) (c)’den 2 cosz?n — T oldugundan cosz?n = _1;‘”@ tiir.

Teorem 1.6.5. K, C’nin alt cismi olmak iizere karekok ve eslenik alma iglemlerine gore

kapalidir.

Ispat. K N R nin ve Lemma 1.6.4(i)’den K’nin cisim oldugu gosterilir. a,b € K N R

icina + b, —a,abve b # 0 iken b~ € K N R oldugu gosterilmelidir.

(i) —a sayisi ¢izilebilirdir.
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P = (a,0) noktasi ¢izilebilirdir ve C(O,P) g¢emberinin x eksenini kestigi noktalar
P = (a,0) ve P' = (—a,0) oldugundan —a € K N R dir (Sekil 3).

(-a,0)

O (a,0)

Sekil 3. —a sayisinin ¢izilebilir oldugunu gosteren koordinat diizlemi

(i) a+ b, a — b sayilan gizilebilirdir. a #0 ve b#0ve a>b igina>b >0

olmak {izere P = (a,0) ve Q = (b,0) olsun. Merkezi P ve yarigapt b olan ¢ember

cizilir ve bu ¢ember x eksenini R = (a + b,0) ve R’ = (a — b, 0) noktalarinda keser. O
halde a + b ve a — b € K n R dir (Sekil 4).

Q R’ P R

Sekil 4. a + b ve a — b sayilarinin ¢izilebilir oldugunu gosteren koordinat diizlemi

Benzer sekilde a > 0 > b ve 0 > a > b i¢inde ayn1 sonug elde edilir.
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(iii)  ab sayisi gizilebilirdir. a >0, b >0 ve I = (1,0), P =(1+a,0),Q = (0,b)

olsun.

lon _ 100l y;

Sekil 5’te 1Q || PP’, QOl ve P'OP {iggenleri benzer oldugundan or = Top]

v

Sekil 5. ab sayisinin ¢izilebilir oldugunu gosteren koordinat diizlemi

|0I| =1, |OP| =1+a, |0Q| = b, |OP'| = b + x oldugundan — = —— esitliginden

1+a b+x

x = ab elde edilir. O halde ab € K n R dir.

(iv) a # 0 olmak iizere 2 sayisi gizilebilirdir.
a>0veP=(a0), Q=(a+1,0)vel=(01) olsun. Sekil 6’da PI || QQ’, IOP ve
Q'0Q tiggenleri benzer oldugundan

v

0 a P 1 Q

Sekil 6. 1,a sayisinin ¢izilebilir oldugunu gosteren koordinat diizlemi
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1 e 1
— == esitliginden x = = bulunur.
1+x a+1l a

Boylece (1), (ii), (iii) ve (iv)'ten gorildigi gibi K N R, R’nin alt cismidir.

(v) a€KnRvea > 0igin+/a sayisi gizilebilirdir.
a>0 ve I=(10), P=(a+1,0) ve OP dogru pargasinin orta noktasi Q olsun.

C(Q, 0) gemberi ¢izilsin ve I noktasindan x eksenine ¢ikilan dikmenin ¢emberi kestigi

[RIl _lQIl _ IRl _ 1
l@Pl IR a |RI|

esitliginden |RI|? = a elde edilir. O halde |RI| = Va € K n R dir (Sekil 7).

nokta R olsun. ROI ve RIP f{iggenleri benzer oldugundan

v

Sekil 7. v/a sayisiin gizilebilir oldugunu gosteren koordinat diizlemi

(vi) z=a+ibeKvelemmal6.3’tena,b € KnRdir. —b € K N R oldugundan
z=a—ib € K dir.

Sonuc¢ 1.6.6. a,b,c € K olmak iizere ax? + bx +c =0 ikinci derece denklemin
kokleri K’dedir.

Ispat. a, b, c € K oldugundan b # 0 ise a/b ve a/c € K dir. a = 1 alinirsa

b
x2+bx+c=(x+5)2+(4c—b2)/4
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4c—b?
4

oldugundan (x +2)% + =0 ve (x +2)? = (b? — 4c)/4 bulunur. D = b? — 4ac

olmak iizere D € K dir. Teorem 1.6.5’ten K bir cisim ve VD € K dir. (x+§)2 =
VD VD

(\/5)2/4 oldugundan x; = —g — X = —§+ TD ve x4,x, € K dir.

Lemma 1.6.7. F, C’nin bir alt cismi ve esleniklemeye gére kapali olmak tizere i € F
olsun. P, Q, R, S gizilebilir sayilarinin koordinatlar1 F’de ve w = u + iv € C olsun.

Eger

(i) Birbirinden farkli iki dogru bir noktada kesisirse ya da
(i) Bir cember ve bir dogru bir noktada kesisirse ya da

(ii1) Birbirinden farkli iki gember kesisirse
[F(w) : F] < 2dir.
Ispat. (i) icin L(P, Q) ve L(R, S) x eksenine dik olmayan birbirinden farkl1 iki dogru ve
L(P,Q):y=mx+q; mq€E€FNR
L(R,S):y=m'x+q’; m',q' € FNR

olmak tizere w € L(P,Q) N L(R,S) olsun. w = (u,v) igin mu+q =m'u+q’ ve

(m —m")u = q' — q elde edilir. Ayrica m # m’ oldugundan her iki taraf m —m' ile

bollntirse
—q/ —-q’
u=qq ve v=—qqm+q
m-m/ m-m/

elde edilir,. m,m’,q,¢'" € FNR oldugundan u,v € FNR ve i€ F oldugundan
w=u+iv € Fve[F(w): F] = 1dir. Diger kosullarda da ayni1 sonuca ulasilir.

(ii) i¢in L(P, Q) bir dogru ve C(R, S) bir gember olmak tzere
L(P,Q):y=mx+q; m,q € FNR,
CR,S):(x—a)>+(y—-b)=r?ver?=(c—a)*+(d—-b)?€EFNR

ve weL(PQ)NC(R,S) olsun. w=(u,v) igin v=mu+q ve (u—a)’+

(v — b)? =r? yazilir. v’nin degeri ikinci esitlikte yerine yazilirsa ikinci dereceden

Au? 4+ Bu + C = 0 esitligi elde edilir. A=1+m?, B=2(mgq—mb—a), C =a’*+
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(gq—b)>—r? dir. O halde f(u)=Au?+Bu+C =0 dir ve Ind(u, F)If(x)
oldugundan [F(u): F] <2 dir. v =mu+q € F(u) ve i € F oldugundan w € F(u) ve
[F(w): F] < 2 dir. Gergekten f(x) in kokleri

—-B+D

— 2 _
2 veD =B 4AC

X12 =

oldugundan F(u) = F(+/D) dir. D, F i¢inde bir tam kare ise |F(u) : F| = 1 ve tam kare
degilse [F(u): F] = 2 dir.

(i) i¢in C(P,Q) ve C(R,S) birbirinden farkli iki ¢ember olmak {izere bu
cemberler ya tegettir ya da farkl iki noktada kesigir. O halde (ii) haline doniistiiriilerek

iddia saglanir.

Sonug¢ 1.6.8. Tiim ¢izilebilir kompleks sayilarin cismi K olmak iizere katsayilar1 K’den
secilmis olan dogrular ve ¢emberlerin kesisimleri belli bir z € K i¢in K (\/E)

cismindedir.

Teorem 1.6.9. Bir z kompleks sayisinin ¢izilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
0 <i<s tamsayist i¢in [L;4q : L;] € {1,2} ve z € Ly olacak sekilde bir Q = Ly <

Ly < --- < L cisim kulesinin olmasidir.

Ispat. z ¢izilebilir olmak iizere n > 1 igin oyle bir —1,1, 21,2, ..., 2, = z ¢izilebilir
sayilart vardir ki her 1 <j<n igin Zj sayisi {—=1,1,24,2,, ...,Zj_l} kiimesiyle
cizilebilir. zy € {—1,1} olmak iizere i ¢izilebilir oldugundan z; = i olarak alinir. Vj > 1
igin her 0 <i<s(j) igin, [Lipq 2 L] <2 dir ve —1,1,2q,2,, ..., 2 € Lg(j), eslenik

almaya gore kapalidir sartlarini saglayan
Q=L =Ly = = Ly (*)

cisim kulesi insa edilir. j = 1 i¢in Lsqy = L, = Q(i) olarak almirsa [Q(i) : Q] =2
olacagindan (*) saglanir. Tiimevarimdan j > 1 i¢in iddia saglansin ve j + 1 i¢in dogru
oldugu gosterilsin. zj,q sayis1 —1,1, zy, Z,, ..., 2; sayilariyla cizildiginden bu noktalara

karsilik gelen dyle P, Q, R, S noktalar1 vardir ki agsagidakilerden biri saglanir.

(ii) 2741 € L(P,Q) N C(R,S)
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Lgcjy, Uy1 igerir ve eslenik almaya kapalidir. Lemma 1.6.8 geregince [Ls(j)(zj+1):
Lgijy] < 2.dir ve Lgj11y = Lg(jy(2; + 1) olsun. Eger Lg(jy in eslenik almaya gore kapal
oldugu gosterilirse (*) kulesine Lg(j4qy €klenmesiyle elde edilen kule (1) ve (2)
sartlarini saglar ve tiimevarim tamamlanir. zj,q € Lg(j) IS Lg(j11) = Lg(j) oldugundan
Lg(j+1) eslenik almaya gore kapalidir zj,; & Lgjy Olmak iizere Lemma 1.6.7°nin
ispatindan oyle bir D > 0 reel sayist vardir ki; LS(]-)(Z]-_H) = Ls(j)(\/ﬁ)’dir. w E
Ls(j)(\/ﬁ) ve w=u+vVD olacak sekilde u,v € Lgcjy vardir ve w =1u+ /D
bulunur. @, € Ls(jy oldugundan w € Ls(j)(\/ﬁ) ve Ls(j)(\/ﬁ) eslenik almaya gore
kapalidir.

Tersine VO < j < s i¢in [Lj;q ¢ L;] < 2 ve z € L olacak sekilde bir Q = Ly <
Ly < -+ < L cisim kulesi verilsin. Vj = 0 igin L; nin elemanlarmin ¢izilebilir oldugu
gosterilmelidir. j = 0 igin Q’nun elemanlar1 gizilebilir oldugundan iddia dogrudur.
j = 0 igin iddia saglansin ve j + 1 i¢in dogrulugu gosterilsin. [L;yq : L;] = 1 ise iddia
agiktir. O halde [L;yq: L;]]=2 ve w € Ljyq/L; olmak iizere Lj,q = L;(w) dir.
p(x) = ind(w, L;) olsun. p(x) = x* + bx + ¢ olacak sekilde b,c € L; vardir. Sonug
1.6.6’dan p(x) in kokleri ¢izilebilir oldugundan w ¢izilebilirdir ve Lemma 1.3.4

geregince L;j(w) nun her elemani ¢izilebilirdir.
Sonug 1.6.10. Bir z € C gizilebilirse s > 0 tamsayisi igin [Q(z): Q] = 2% dur.

Ispat. Teorem 1.6.9°dan Q = Ly < L; < -+ < Lg cisim kulesi icin her 0 < j < s olmak

tizere [L;i;1 * L;] < 2 ve z € Ly dir. Sonug 1.2.4°ten dolay,

[Ls: Q] =[Lg: Ls—q][Ls—q : Lg_3]...[Lq1 : L]

oldugundan [Ls: Q] = 2! olacak bicimde t > 0 tamsayis1 vardir. Diger taraftan
[Lg: Q] =[Ls: L(2)].[L(2) : Q] oldugundan [L(z): Q]/2¢ dir. O halde [L(z):
Q] = 2% olacak sekilde bir s > 0 vardr.

Teorem 1.6.11. Verilen bir ag1 derecesiz pergel ve derecesiz cetvelle ti¢ esit parcaya her

zaman boliinemez.
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Ispat. Bir 0 agisinin ¢izilebilir olmasi icin (cos6, sin) noktasi cizilebilir olmalidir. 0

. . e s 6 . 6 et e
agisinin ii¢ esit parcaya boliinebilmesi i¢in (cos; ,Sin 5) noktasinin ¢izilebilir olmasi

gerekir. Ozel olarak cosg cizilebilir ise 0 agisi ¢izilebilirdir.

Ornek 1.6.3. 6° ve 15° lik agilarmn iige boliinemez. Yani bir 6°’lik agmin ¢izilebilir
olmasi demek (cos6°, sin6°) noktasinin ¢izilebilir olmast demektir. Dolayisiyla 6° lik
aciin {i¢ esit pargaya boliinebilmesi i¢in (cos2°, sin2°) noktasinin ¢izilebilir olmasi

gerekir. Ozel olarak cos2° gizilebilir degildir. O halde 6° lik ac1 iige boliinemez.

Benzer sekilde bir 15° lik ac¢inin ¢izilebilir olmasi demek (cos15°, sin15°)
noktasinin cizilebilir olmasi demektir. Dolayisiyla 15° lik agmnin ii¢ esit parcaya
boliinebilmesi igin (cos5°, sin5°) noktasinin ¢izilebilir olmas1 gerekir. Ozel olarak

cos5° cizilebilir degildir. O halde 15° lik a¢1 iice boliinemez.

Ornek 1.6.4. Derecesiz pergel ve derecesiz cetvel kullanarak 45° lik a¢min ii¢ esit
parcaya boliinebilir. 45° lik agmin gizilebilir olmasi demek (cos45, sin45) noktasinin
cizilebilir olmast demektir. Dolayisiyla 45° lik aginin {i¢ esit parcaya bdliinebilmesi i¢in

(cos15, sin15) noktasinin gizilebilir olmasi gerekir. Ozel olarak cos15 cizilebilirdir.
c0s360 = cos(6 + 26) = cosBcos20 — sinbsin2 = cosO(2cos?0 — 1) — 2s5in’OcosH
= 2c0s30 — cosO — 2cos0 + 2cos30 = 4cos36 — 3cosO

oldugundan c0s36 = 4cos30 — 3cosf dir. Burada 38 =45 konulursa g =

405320 — 3c0s20 ve buradan 8cos®15 — 6c0os15 —+2 = 0 bulunur. Dolayisiyla

cos15° sayist p(x) = 8x3 — 6x — /2 polinomunun bir kokiidiir. Ancak bu polinom Q

tizerinde rasyonel kokii cos15° = \/g;ﬁ say1s1 ¢izilebilirdir.

Not 1.6.12. n > 3 olmak {izere diizgiin bir n-genin ¢izilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

21 .. N
sart cos — sayisinin cizilebilir olmasidir.

Ornek 1.6.5. 36° lik acilarin cizilebildigini ve buradan yararlanarak diizgiin ongen

asagidaki gibi cizilebilir.
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m(A40B) = a, m(ABC) = m(BAO) = B, |AB| = |0B| = |0C| dir. m(BCA) = 2p =
a dir. ABC ii¢geninin i¢ agilar1 toplami 180 dir; yani, 5a = 180°, a = 36° dir. [AB]
kirisine benzer sekilde 10 tane esit uzunlukta kiris ¢izilerek diizglin ongen elde edilir.

Koseleri bir atlayarak birlestirilirse diizgiin besgen elde edilir. (Sekil 8)

N

Sekil 8. Diizgiin ongen ¢izimi

Teorem 1.6.13. Verilen bir kiiptin hacminin iki katina esit hacimli bir kiip derecesiz

pergel ve derecesiz cetvelle ¢izilemez.

Ispat. Bir kenarmnim uzunlugu 1 birim olan bir kiip ¢izilebilir olsun. Bu kiipiin hacmi 1
birim kiiptiir. Hacmi 2 birim kiip olan bir kiipiin bir kenarmm uzunlugu V2 dir. Y2
gizilebilir degildir. [Q(¥2): Q] =3 oldugundan Sonug 1.3.10°dan bir geliski elde

edilir.

Teorem 1.6.14. Verilen bir dairenin alanina esit alanli bir kare derecesiz pergel ve

derecesiz cetvelle cizilemez.

Ispat. Yaricap1 1 birim olan bir daire ¢izilebilirdir ve bu dairenin alan1 7 birim karedir.
Alaninin Ol¢iisii w birim kare olan bir karenin bir kenarinin uzunlugu Jrr o dir.

transandant oldugundan V1 cizilemezdir. Celiski elde edilir.
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1.7. izomorfizmalarin Genisletimesi ve Otomorfizma Gruplari

Bu boliimde E, F’nin cebirsel genislemesi ve @, [ € E elemanlar1 minimal bir
polinomun sifirlar1 olmak {izere F cisminin her bir elemanin1 kendisine ve F(a) dan
F(B) ye tamimli izomorfizmalar verilecektir ve bu izomorfizmalar E’nin F’yi sabit
birakan otomorfizmalarinin belirlenmesinde yardimei olacaktir. E’nin F’yi sabit birakan
tim otomorfizmalarmin kiimesinin E’nin tim otomorfizmalarinin grubunun bir alt

grubu oldugu gosterilecektir.

Tanmmm 1.7.1. F bir cisim E, F’nin bir cebirsel genislemesi ve u,v € E olmak iizere

ind(u, F) = Ind(v, F) ise u ile v, F iizerinde esleniktir denir.

Ornek 1.7.1. a, b reel sayilar olmak iizere z = a + ib ve z € C olsun. Eger b = 0 ise
z=avez=adr b=#0isepkx)=((x—-2z)(x—2) =x%—2ax+ (a? + b?) olsun.
p(x) in kokleri z, z reel olmadigindan p(x), R lizerinde indirgenmezdir. O halde z’nin

eslenikleri z, z dir.

Ornek 1.7.2. Q iizerinde V2 + i nin eslenigi —/2 + i, /i nin eslenigi Vi, V7 nin
eslenigi —/7, /8 = 2 oldugundan eslenigi kendisidir ve v3 + v2 nin eslenikleri
V7 (V3 -v2),-v7 (V3 - 2) dir.

Tamm 1.7.2. ¢ : R = S bir halka homomorfizmasi ve A, R’nin bir alt halkas1 olmak
lizere Va € A i¢in @(a) = a ise @, A’y1 sabit birakir denir. ¢ : A - S bir halka
homomorfizmasi olmak iizere @|A = o ise o’ya ¢ ’nin A’ya kisitlanisi Ve @’ye a’nun

R’den S’ye bir genislemesi denir.
Lemma 1.7.3. ¢ : F - F' bir cisim izomorfizmasi olmak tiizere
0" (ag+ a1x + ...apx™) - a(ag) +a(a)x + -+ a(ay,)x™

olarak tanimli ¢* bir halka homomorfizmasidir. p(x) € F[x], F lizerinde indirgenmez

ise *(p(x)), F' iizerinde indirgenmezdir.

Ispat. p(x) € F[x], F iizerinde indirgenmez olsun. s(x),t(x) € F'[x] olmak iizere
a*(p(x)) = s(x)t(x) olarak alinsin. ¢* orten oldugundan s(x) = J*(a(x)), t(x) =

o*(b(x)) olacak sekilde a(x), b(x) € F[x] vardir. Yerlerine yazilirsa o*(p(x)) =
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o*(a(x))a*(b(x)) = o*(a(x)b(x)) ve p(x) = a(x)b(x) elde edilir. p(x), F iizerinde
indirgenmez oldugundan a(x) € F ya da b(x) € F dir. s(x) € F' ya da t(x) € F

celiskisi elde edilir. a*(p (x)), F' iizerinde indirgenmezdir.

Teorem 1.7.4. E = F(u) ve E' = F'(v) basit cebirsel genislemeler ve g : F — F' bir
cisim izomorfizmasi olmak iizere p(x) = Ind(u, F) ve o*(p(x)) = ind(v, F") olsun.

7 : E > E' cisim homomorfizmasi i¢in 7(u) = v ve t|F = o dir. (Sekil 9)

Ispat. Teorem 1.2.14(i)’den dolay1

T
F(u) » F'(v)
| |
F 3 F

Sekil 9. Teorem 1.7.4’te verilen 7 ve T|F = ¢ homomorfizmalari

E={f(w) : f(x) €EF[x]} ve E'={h():h(x) € F'[x]} tir. Vf(x) € F[x] igin
o*(f(x)) = f*(x) olsun. T: E - E’ fonksiyonu 7 : f(u) - f*(v) olarak tanimlanir.

Va € F igin t(a) = o(a) ve t(u) = v dir.

(i) fQ), g(u) € F(u), u ve v’ye karsilik gelen deger homomorfizmalar1 ¢, ve ¢,

olmak {izere
f@) =g & ¢u(f(®)) = ¢u(9(®)
= ¢u(f(x) — g(x) = 0p
© f(x) — g(x) € Ker(¢y)
o @) — g@) € (p(x)
= pMI(f(x) - g(x)

=0 (p()]o" () - g()
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= p @I(f ) —g' ()

& f(x) —g"(x) € Ker(¢y)

= ff(w) —g"(v) = 0p

= ffw)=g"W)

oldugundan t iyi taniml1 ve bire birdir.

(i)  f(uw) =XZoau' ve gu) = X}, bju’ olmak iizere m < n alinsin. m < n iken

Amyz =+ = @, = 0p Olarak almirsa f(u) = Y1, a;u’ seklinde yazilir. O

halde 7(f(w) = Xi-oo(a)v’ vet(gw)) = Xj-oa(b)v/ dir.

n n

n n
T Z a;ut + Z bul | =1 <Z a;ut + Z biui>
= i=0

i=0 j=0 i=0

n n

= Z o(a)vt + ; o(b)v’

=0

n n
T (Z aiui) +1 z bu/
0 =0

i=

oldugundan T(f(u) + g(u)) = T(f(u)) + (g (w)) dur.

n . n ) m+n k
z a;ut z bul | = Z ceu®, ¢ = Z a;by_;
i=0 j=0 k=0 i=0

oldugunda
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m+n m+n

w(fgw) = Y alev’, ole) = ) ola)olbey.

k=0 =0
Diger taraftan

n m+n

r(fuo)r(g(u)):(z(acaovi)) oot | = Y
i=0 k=0

Jj=0

k

die = ) 0(a)o (b,

i=0

Vk = 0 i¢in o(cy) = d) oldugundan

(fwg@W) = t(f W) (gw).

T bir halka homomorfizmasidir ve tanimdan dolayr t orten oldugundan bir halka

izomorfizmasidir.

Teorem 1.7.4’te F =F', E=E' ve 0 =t ise t: F(u) - F(v) izomorfizmasi,

Yy, ile gosterilir ve buna temel izomorfizma (monomorfizma) denir.

Sonuc 1.7.5. F ve F’ iki cisim ve sirastyla, E ve E’ bunlarin birer cebirsel geniglemeleri
olsun. ¢ : F — F' bir cisim izomorfizmasi olmak tizere p(x) € F[x] bir indirgenmez
polinom ve p(x) in E igindeki bir kokii u olsun. o’nun F(u) dan E’ i¢ine tanimli her
genislemesi u’yu o*(p(x)) in bir kokiine gotiiriir. O halde bu genislemelerinin sayisi

o*(p(x)) in E’ igindeki koklerinin sayisina esittir.

Ispat. Teorem 1.7.4’ten o*(p(x)) in E’ igindeki her kokii v igin dyle bir 7 : F(u) —
F'(v) izomorfizmasi vardir ki, T|F = o ve t(u) = v dir. Bir polinomun bir cisimdeki
sifirlar1 sayis1 sonlu oldugundan t izomorfizmasinin genislemelerinin sayis1 da

sonludur.

Tersine 7, F(u) dan E’ igine bir cisim homomorfizmasi olmak {izere t|F = o
olsun. p(x) = ap + a;x + -+ + a,x™ olsun. p(u) = 0z oldugundan ay, + a;u + -+ +

a,u™ = 0 dir. Esitligin iki tarafina 7 uygulanirsa
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t(ag + aqu + -+ a,u™) = t(ay) + 1(a)t(w) + - + t(a)t(W™) = a(ay) +
o(ap)t(w) + -+ a(a,)t(W)" = Op,

Diger taraftan ¢*(p(x)) = a(ay) + g(a;)x + -+ + o(a,)x™ oldugundan
" (p(t(u))) = 0f olur. O halde t(u), o*(p(x)) in bir kokidiir. ¢’nun ¢*(p(x)) in
(w( P p @

farkli koklerine karsilik gelen genislemeleri de farklidir. O zaman ¢’nun F(u) dan E’

icine olan genislemelerinin sayis1 ¢*(p(x)) in E' igindeki koklerinin sayisina esittir.

Sonu¢ 1.7.6. E = F(u), F’nin bir basit cebirsel genislemesi, p(x) = Ind(u, F) ve
der(p(x)) = n olmak iizere E’nin F’yi sabit birakan otomorfizmalarmnin sayist p(x) in

E icindeki koklerinin sayisina esittir.

Ispat. T|F = 1z oldugundan Sonug 1.7.5’ten p(x) in E icinde dyle bir kdkii v vardir ki,
t(u) = v ve t|F = 1z; yani, T = i, dir. Boylece Teorem 1.6.4’ten 7, F(u) dan F(v)
lizerine bir izomorfizmadir. T’nun E nin otomorfizmasi oldugu gésterilir. Ind(u, F) =
p(x) = Ind(v,F) oldugundan [F(u): F]=[F(v):F] dir. [E:F]=[F(u):F]=
[E : F)][F(v) : F] oldugundan [E : F(v)] =1 ve boypy)(E) =1 dir. O halde
E’nin bir F(v)-baz1 {1z} oldugundan E = F(v)1; = F(v) dir ve 7, E’nin F’yi sabit
birakan bir otomorfizmasidir. E’nin F’yi sabit birakan biitiin otomorfizmalari v, p(x) in

E i¢indeki kokleri tizerinde degismek tizere ¥, ,, temel otomorfizmalarindan olusur.

b € E olsun. Teorem 1.2.14’ten ¢, ¢4, ..., Cp—1 € F olmak {izere
b=cy+cu+-+cp_u?
Ve
T(b) = Py p(b) = Pyp(co +cru+ -+ cpqu™ ) =co + v+ -+ g™t

seklindedir.

Teorem 1.7.7. f(x) € R[X]’in R iizerinde indirgenmez olmasi igin gerek ve yeter sart

f(x) in derecesinin 1 olmasi ya da f(x) = ax? + bx + ¢ ve b?> — 4ac < 0 olmasidur.

Ispat. der(f(x)) = 1 ise ya da f(x) = ax? + bx + ¢ ve b? —4ac < 0 ise f(x) in R
tizerinde indirgenmez oldugu agiktir. O halde f(x) in indirgenmez ve der(f(x)) = 2

olarak alinir. C cebirsel kapali oldugundan f(x) in bir kompleks kokii z vardir ve
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f(Z)=0 dir. f(x),R iizerinde indirgenmez oldugundan z = z dir. Teorem 1.5.13
geregince f(x) = (x —z)(x — 2)f;(x) olacak sekilde f;(x) € R[x] vardir. (x —
z)(x —2z) =x*—2(z+ 2) + zZ € R[x] ve f(x),R iizerinde indirgenmez oldugundan
f1(x) = c olacak sekilde bir ¢ € R vardir ve der(f(x)) = 2 dir.

Ornek 1.7.3. E = Q(+/3) cisminden C’ye tanimli biitiin Q monomorfizmalari asagidaki
gibidir.

ind(v3,Q) = x% — 3 oldugundan V3 nin Q iizerindeki eslenikleri —v3, V3 dir ve
Sonug 1.7.6 geregince E’nin Q’yu sabit birakan biitiin monomorfizmalar1 .z 7z Ve
Y5_y3 dir. a,b € Q olmak iizere a + bv/3 € E seklindedir ve ¥ 5 _ 5(a + bV3) =
a — bv/3 dir.

Tanmm 1.7.8. Bir cismin kendi lizerine tanimli bir izomorfizmasma 0 cismin
otomorfizmast denir ve bir E cisminin biitiin otomorfizmalarinin kiimesi Aut(E) veya

Oto(E) ile gosterilir.
Teorem 1.7.9. E bir cisim olmak tizere Aut(E) bileske islemine gore bir gruptur.

Ispat. i : E > E birim fonksiyonu otomorfizma oldugundan t; € Aut(E) ve Aut(E) #

@ dir.o,t € Aut(E) ve a,b € E olsun. g o T = g7 olmak {izere
ot(a+b) = O'(T(a + b)) = O'(‘L'(a) + T(b)) = o1(a) + ot(b)

ve benzer sekilde ot(ab) = (o(t(a))(o(t(b)) oldugundan o1, halka
homomorfizmasidir. o ve 7 bire bir esleme oldugundan o7, E’nin bir otomorfizmasidir
ve ot € Aut(E) dir. Bileske islemi birlesme 6zelligini saglar ve iz bu isleme goére birim
elemandir. o € Aut(E) igin 0~ € Aut(E) oldugu gosterilsin. o bire bir ve &rten
oldugundan ¢! bire bir ve értendir. a, b € E olsun. o(c) = a,o(d) = b olacak sekilde

c¢,d € E vardir. Buradan 0~ 1(a) = ¢,071(b) = d bulunur.

o(c+d)=o0(c)+o(d)=a+b oldugundan cla+b)=c+d=
o~ 1(a)+o71(b) dir. Benzer sekilde o~ (ab) = 6 1(a)o~1(b) oldugundan o~ €
Aut(E) dir. O halde Aut(E) bileske islemine gore bir gruptur.

Aut(E) ye E’nin otomorfizma grubu denir.
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Tamm 1.7.10. E bir cisim F, E’nin bir alt cismi ve H, Aut(E) nin bir altgrubu olmak
tizere E’nin F’yi sabit birakan biitiin otomorfizmalarinin kiimesi G(E/F) ile E’nin H

tarafindan sabit birakilan elemanlarinin kiimesi Ey ile gosterilir.
G(E/F) ={o € Aut(E) : hera € F igin o(a) = a}

ve

Ey={a€E : hero € Hicinog(a) = a}.

Teorem 1.7.11. E bir cisim ve H, Aut(E) nin bir altgrubu olmak tizere Ey kiimesi E’nin

alt cismidir.

Ispat. Vo € H icgin 0(0;) = 0 ve o(1;) = 15 oldugundan O, 15 € Ey ve |Ey| = 2
dir. a,b € Ey olmak iizere Teorem 1.4.4’ten a+ b,—a, ab € Ey ve b # 0 iken

b~! € Ey oldugunun gosterilmesi yeterlidir. ¢ € H olmak iizere
o(a+b)=0(a)+a(b) =a+b, o(—a) =—-o(a) =—a,
o(ab) = o(a)o(b) = ab

oldugundan a + b,—a, ab € Ey dir. b # 0y olmak iizere bb~! = 1; oldugundan
o(bb™) = o(b)o(b™1) = 1; dir. Buradan, a(b™') = a(b)"1 =b~! oldugundan
b1 € Ey dir. O halde E, E’nin alt cismidir.

Ey cismine H’nin E igindeki sabit cismi denir.

Sonu¢ 1.7.12. E, F’nin bir cisim genislemesi olmak iizere G(E/F) kiimesi Aut(E’) nin
bir alt grubudur.

Ispat. iz € G(E/F) oldugundan G(E/F) # ¢ dir. 0,7 € G(E/F) olmak iizere Va € F
icin 07(a) = 0(7(a)) = o(a) = a ve 07(a) = a oldugundan 07,071 € G(E/F) ve
Teorem 1.2.3 geregince, G(E/F), Aut(E) ‘nin altgrubudur.

E’nin F iizerindeki grubu (E’nin F’yi sabit birakan otomorfizmalarimin grubu)

G(E/F) dir.

Teorem 1.4.4’ten E’nin biitlin alt cisimlerinin kesisimi E’nin bir alt cismidir ve

buna E’nin asal cismi denir. A(E) ile gosterilir. Diger taraftan, Teorem 1.7.11°den,
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H = Aut(E) igin Ey, E’nin bir alt cismidir ve A(E) € Ey dir. Ey nin her eleman1 E’nin
her otomorfizmasi tarafindan sabit birakildigindan, A(E) nin her elemani da E’nin her
otomorfizmasi tarafindan sabit birakilir. O halde Aut(E) = G(E/A(E)) dir. kar(E) nin
O ise A(E), Q’ya ya da bir p asal sayis1 ise Z, ye izomorftur.

Teorem 1.7.13. F bir cisim, E, F’nin bir cebirsel cisim genislemesi ve E =
F(uq,u,, ..., uy) olmak iizere G(E/F) nin her ¢ eleman1 u,, u,, ..., u; deki degerleriyle
tam olarak belirlenir. G(E/F) nin her ¢ elemami i¢in o({uy, uy, ..., ux}) S

{uy, uy, ..., ustise G(E/F), Sym({uq, u,, ..., ui }) nin bir alt grubuna izomorftur.

Ispat. 0 € G(E/F), y €E ve Sonug 1.4.21°den Vi =0 igin Cp, . m, € F olmak

lizere y elemant ¢, ‘mikuln“ .. Uy tipindeki monomlarin bir sonlu toplamudir.
O-(Cmip--wmiku;nil ulrcnik)

= O-(Cmil,...,mik)o-(ul)mil w0 (U )™Mk

= Cmil,...,miko-(ul)mil e 0 (U )"

oldugundan o; a(uy), a(uy), ..., 0(uy) degerleriyle tam olarak belirlenir.

U ={uy,uy, .., ux}, her o€ G(E/F) i¢in c(U) € U ve & = o|U olsun. ¢ bire bir
oldugundan & de bire bir ve oOrtendir. O halde & € Sym(U) dir. ¢ - ¢ eslemesi

G(E/F) den Sym(U) ye bir monomorfizma oldugu agiktur.

Sonug¢ 1.7.14. F bir cisim, E, F'nin bir cebirsel genislemesi ve E = F(uy, Uy, ..., Uy)
olmak tizere Vo € G(E/F) igin o ({(uq, uy, ..., ux)}) < {uy, uy, ..., u;} olsun. G(E/F),
Sy nin bir alt grubuna izomorftur ve boylece |G (E/F)||k! dir.

Ispat. U = {u;,u,, ..., ux} ve Teorem 1.7.14’ten G(E/F), Sym(U) nun bir alt grubuna
izomorftur. Sym(U) = S oldugundan G(E/F), Sj nin bir alt grubuna izomorftur ve

Lagrange teoreminden dolay1 |G(E /F)||k! dir.

Ornek 1.7.4. E = Q(+/3) olmak iizere G(E/Q) su sekilde belirlenir: Ornek 1.7.3’ten
dolay1 G(E/Q) = {,5.3,¥y3-y3 } dir. O halde G(E/Q), mertebesi iki olan devirli
gruptur ve Egg/q) = Q dur. E’nin Q ve kendisinden bagka alt cismi ve G(E/Q) nun

birim ve kendisinden bagka altgrubu yoktur.
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Ornek 1.7.5. E = Q(v/3, V/5) olmak iizere G(E/Q) asagidaki gibi belirlenir.

E = Q(3)(V5) tir. V5 ¢ Q(v3) oldugundan ind (V5,Q(v3))=x?-5 dir. V5

nin Q(+v5) iizerindeki eslenikleri V5, —V5 oldugundan Q(v/3) yi sabit birakan
lpﬁﬁ P N otomorfizmalar: vardir.

Yzv3WyE-v3 Yysvs  Pys—vs

otomorfizmalari elde edilir. 0, = 3 _ 3 Ve 03 =P 5_5 olsun. Iki otomorfizmanin

bileskesi de otomorfizma oldugundan g, 05 bir otomorfizmadir.
{tg, 02,03,0,03} S G(E/Q) ..

o € G(E/Q) olsun. Teorem 1.7.14’ten o, o(v/2) ve o(v/3) degerleriyle tam olarak
belirlenir. Sonug 1.7.6’dan, 0'(\/5) € {(vV2,—V2} ve a(\/g) € {3, —V/3} oldugundan &
dort farkli bigimde segilebilir ve G(E/Q) = {ig, 03, 03,0,03} dir. Burada ¢ = g, ve
T =03 konulursa G(E/Q) = {1,0,7,0t} olur. Ustelik ¢2=12=1 Ve or=10

oldugundan dolay1 G (E /Q), mertebesi dort olan bir abelyan gruptur.

Ornek 1.7.6. Ornek 1.7.5°deki G(E/Q) grubunun alt gruplari ve bunlarin sabit
cisimleri su sekilde belirlenir: G = G(E/Q) olsun. G = {1,0,7,07}, 0% =12 =1 Ve
ot = 10 oldugundan G’nin alt gruplar1 G = (1), (o), (1), (or) dur. E;, = QVe E, =E
dir. 0(\/3) =+/5 oldugundan Q(V5) € E, dir. Ayrica 2= [E : Q(\/g)] =
[E : E;][E, : Q(\/g)] oldugundan [E : E;] =1 ya da [E : E;] = 2 olmalidir. Birinci
durumda E = E, olur. Fakat o(v2) = —V2 # V2 oldugundan bu geliskidir. O halde
[E : E;] = 2 olmaldir. Buradan [E, : Q(v3)] =1 ve E, = Q(v3) bulunur. Benzer

sekilde E, = (@(\/E) dir. E;; igin O'T(\/g) =0 (T(\/g)) = a(—\/g) = v/6 oldugundan
V6 € E,, ve Q(+/6) € E,, olur. [E : Q(\/E)] = 2 oldugundan E; ‘nin belirlenmesinde
oldugu gibi, Q(v6) = E,, bulunur (Sekil 10(a-b)).
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G
SN 1N
{0} {Lott {1} Q(V3) Q(Ve)  Q(2)
N/ N/
{} Q
(@) (b)

Sekil 10: G’nin alt grup kafesi (a), E’nin alt cisim kafesi (b)

Ornek 1.7.7. E = Q(v/2,v/3,/5) cisminin asagidaki temel otomorfizmalar1 veriliyor.
Y-z QWB5)(2) - QW3,V5)(—/2)
Y-z QW25 (/3) » QW25 (=/3)
Ys-vs° QW2,V3)(5) » QW2,V3)(—V5)

T, =Yz _y3 T3 =Py3_y3 V€ Ts =P 5 _yz Olmak iizere E'nin asagidaki elemanlar:
asagidaki gibi hesaplanir.

@  t.13(V3+V10) = 7,(v3 - V10) = -3 -+10
(b)  73[ts(V6 — V15) + 1,75(V30) = 75[V6 + V15 + 7,(—V30)] = 73[V6 +
V15 + /30| = —V6 — V15 — /30

Ornek 1.7.8. Ornek 1.7.7°de verilen E cismi i¢in G(E/Q) grubu su sekilde belirlenir:
E=Q(V2 \/5)(\/5) tiir. V5 & Q(v2,/3) oldugundan ind (\/g, Q(v2, \/§)) =x2-5
dir. /5 in Q(\/f, \/§) lizerinde eslenikleri V5, —/5 oldugundan Q(\/Z \/§) U sabit
birakan Y.z 5, Y5 _y5 otomorfizmalar: vardir. Ornek 1.7.7°de oldugu gibi Q(\/g) i

sabit birakan Y 7 7, ¥ 5 _ /7, Q(\/E) U sabit birakan ¢ z 5, ¥, 5_5 otomorfizmalari

vardir.

Vizvz ¥vi—va Yyays Vi e Yisvs Y55
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otomorfizmalar elde edilir. 7, = Y. 5 _ 5, T3 =9, 5_y3 Ve Ts =Y, 5_ 5 olsun,
G(E/Q) = {1F, T2, T3, Ts, T2 T3, TTs5, T3Ts, ToT3Ts }
seklinde bulunur.

Ornek 1.7.9. Omek 1.7.7°de verilen E cismi igin T,, T3, T,T3Ts in sabit cisimleri su
sekilde belirlenir: 7,, Q(v3,V/5) cismini sabit birakir, 75, Q(v2,V/5) cismini sabit

birakir ve 17,7375, Q cismini sabit birakir.

R degismeli ve birimli bir halka olmak {izere binom teoremi saglanir. Va,b € R

veVn = 1 i¢in
(a+b)*=a"+ (}a" b+ -+ (7)a b + -+ b™

n = p bir asal say1 ve kar(R) = p olmak iizere 1 < i < p i¢in
Py _ _P
(i) T il(p-D)!

sayisi p ile boliinir; ¢iinkii i! ve (p —i)! sayilarmin carpanlart < p oldugundan bu

sayinin paydasi p ile boliinmez fakat pay1 p ile boliintir. 1 < i < p ver € R i¢in
()r = 0g
Boylece kar(R) = p iken binom teoreminden (a + b)? = a? + b? elde edilir.

Teorem 1.7.16. F bir cisim ve kar(F) = p olmak iizere g, : F - F,a — a? seklinde
tanmimlanan o,, fonksiyonu monomorfizmadir ve g, nin sabit cismi Z, ye izomorftur. F

sonlu ise g;, bir otomorfizmadir.
Ispat. Teoremden &nceki agiklamadan dolay1 a, b € F olmak iizere
(a+ b)P = aP + b? ve (ab)? = aPbP

oldugundan o, halka homomorfizmasidir. a € F i¢in a? = Or olmak iizere F sifir
bolensiz oldugundan a = 0 ve g, bire birdir. F sonlu ise g, 6rten oldugundan bir
otomorfizmadir. g, nin sabit cismi E ve a € E olsun. a? = a oldugundan a eleman

1pxP — 1px = 0 denkleminin bir kokiidiir. F cisim oldugundan bu denklemin F iginde
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en ¢ok p kokii vardir. Fermat teoreminden, her 0 <t <p i¢in tP = t(modp)
oldugundan F iginde, tP1, = t1y dir. O halde 0.1, 1.15, ..., (p —1).15, 1pxP —
1px = 0 denkeleminin birbirinden farkli p koki vardir. E = {0g 1.1, ...,
(p—1).1z} dir. ¢ : Z > F,z — z1p eslemesi bir halka izomorfizmasidir ve Ker(¢p =
pZ dir. ¢(Z) = E oldugundan Z/pZ = E dir.

Teorem 1.7.16°da F cismi sonlu iken tanimh Op otomorfizmasina Frobenius

otomorfizmasi denir.

Ornek 1.7.10. p(x) = x3 — x + 1 € Z3[x] polinomunun Z; iin bir cebirsel genislemesi
icindeki bir kokii u ve E = Zz[u] olsun. G(E/Z3) = (o3) oldugu ve w = 1 + u + 2u?

elemanlarinin biitiin eslenikleri asagida verilmistir.

p(x) in Z3 i¢inde higbir kokii olmadigindan Z; iizerinde indirgenmez ve [E : Z3] = 3

tir. kar(Zs) = 3 oldugundan E’nin o5 Frobenius otomorfizmasi tanimlidir.
osw)=ul-u+1=00w=ul=u-1
diuw)=o3;(u—-1)=u—-1-1=u-2
giw)=o03;u—2)=u—-2-1=u-3=u-0=u, o5(u)=u

a3 nun mertebesi 3 tiir ve u’nun eslenikleri u,u — 1,u — 2 olup E’ye aittir. Dolayisiyla
Sonug¢ 1.7.4 geregince, E’nin biitlin otomorfizmalar1 o3 iin kuvvetlerinden olusur ve

G(E/Ty) = (a3) dir.

w =1+ u+ 2u? igin;
osW)=w—-1=1+4+u+2u?—-1=u+ 2u?
ciw)=os(w—1)=w-2=14+u+2u?-2=u+2u?-1
giw)=w=1+u+ 2u?

oldugundan w = 1 + u + 2u?’nin biitiin eslenikleri 1+ u + 2u?,u + 2u?,u + 2u? —

1 dir.
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1.8. Parcalanma Cisimleri ve Normal Genislemeler

Tammm 1.8.1. F bir cisim, f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom ve F < E olsun.
f(x), E[x] iginde lineer ¢arpanlarmna ayrilirsa; yani a € F ve uy, Uy, .., U, €E

olmak lzere

fQ) =alx —u)(x —uyp) ... (x —uyp)

olarak yazilabilirse f(x), E iizerinde par¢alanir denir. F(uq, uy, ..., u,) = K ise

K’ya, f(x) inF iizerinde bir par¢alanma cismi denir.

Ornek 1.8.1. Q(+/3), x> —3 € Q[x] ve C=R(i), x>+ 1 € Q[x] polinomunun Q

tizerinde ki pargalanma cismidir.

Ornek 1.8.2.Q(v2,v/3) cisminin x*+2x3 —8x2—6x—1 polinomunun Q
lizerindeki parcalanma cismi su sekilde gosterilir: x* + 2x3 — 8x2 — 6x — 1 in kokleri

++/2, ++/3 olursa polinomun Q iizerindeki par¢alanma cismi Q(~v/2,+/3) olur.

x*+2x3 —8x% —6x— 1= (ax?+ bx + ¢)(dx?* + ex + f)
= adx* + (ae + bd)x® + (af + dc + be)x?* + (bf + ce)x + cf

ad = 1,ae +bd = 2,af +dc + be = —=8,bf +ce = —6,cf = —1 esitlikleri elde

edilir. Buradana=d =c=1,f = —1,b = 4 ve e = —2 bulunur.

x*+2x3—8x2—6x—1=(x?+4x + 1)(x? — 2x — 1) olarak carpanlarma ayrilir.
x? + 4x + 1’nin kokleri 14++v2, x> —2x —1 nin kokleri —2+vV6 ve 142,
—2 ++/6 € Q(+/2,/3) oldugundan Q(v/2,/3) par¢alanma cismidir.

Teorem 1.8.2. f(x) € F|[x] sabit olmayan bir polinom olmak tizere f(x) in F iizerinde

bir par¢alanma cismi K vardir ve [K : F] < n! dir.

Ispat. der( f (x)) = n lizerine timevarim uygulanir. n = 1 ise f(x) in tek kokii vardir
ve F’ye aittir ve K = F dir. 1 <k <n dereceli polinomlar i¢in saglansin. Teorem
1.4.16 ve Teorem 1.3.27’den F’nin p(x) in bir kokii olan F(u) genislemesi vardir ve
f(x) = (x —u)g(x) olacak bicimde g(x) € F(w)[x] vardir ve der(g(x)) <n-—

1°dir. Timevarim g(x) in F(u) izerinde bir pargalanma cismi K vardir ve [K :
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Fw]<m-1)! dir. ceF),uy, Uy ..,up_;1 €K olmak iizere g(x)=
clx—up(x—uy) ...(x —u,_7) dir. g(x) in degeri f(x) te yerine K iizerinde
pargalanir. K = F(u)(uy, Uy, ..., Up_1) = f(U, Uy, Uy, ...,Uy_1) oldugundan K, f(x)
in F tzerindeki bir par¢alanma cismidir. [F(u) : F] < der(u,F) <n oldugundan

[K:F]=[K:FW][F(u):F]<(n-—1)!n=n!dir.

Teorem 1.8.3. ¢ : F — F' bir cisim izomorfizmasi ve f(x) € F[x] sabit olmayan bir
polinom olmak iizere f(x) in F tizerindeki bir par¢alanma cismi K ve J*( f (x)) in F'
lizerindeki bir pargalanma cismi K’ olsun. o, K’dan K’ ne bir t izomorfizmasina

genisler.

u
Fu) —» F

o
F — F

)

Sekil 11. Teorem 1.8.3’te tanimli izomorfizma geniglemesi

Ispat. der(f(x)) = n iizerinde timevarim uygulanir. n = 1 olursa f(x) ve *(f(x))
lineer polinomlar oldugundan f(x) in pargalanma cismi F ve a*( f (x)) ‘in pargalanma
cismi F' dir ve o = 7 dir. Simdi ise 1 < k < n dereceli polinomlar i¢in dogru olsun.
Teorem 1.3.27°den ve Lemma 1.7.3’ten dolay1 o*(f(x)), F' iizerinde indirgenmezdir ve
0*( f (x)) in bir ¢arpanidir. f(x), K iizerinde pargalandigindan, K i¢indeki bir kokii u
ve o*(f(x)) in K’ igindeki bir kdkii v olsun. Teorem 1.7.4’ten F(u) dan F'(v) ye
u’yu v’ye gotiiren bir u izomorfizmast vardir. u(u) = v ve ulp = o dir (Sekil 11).
Diger taraftan f(x) = (x —u)t(x) olacak sekilde t(x) € F(u)[x] vardir. Bu esitlige
,u*(f(x)) = (x— v)u*(t(x)) olur.
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K ve K', sirastyla, t(x) ve p*(t(x)) in F(u) ve F(v) iizerindeki paralanma
cisimleridir ve der(t(x)) = der (u*(t(x))) =n—1 dir. O halde 7:K > K’

izomorfizmast i¢in 7|,y = p dur ve u|p = o oldugundan t|r = o dur.

Sonug¢ 1.8.4. f(x) € F|[x] sabit olmayan bir polinom olmak tizere f(x)’in F iizerinde
taniml1 olan herhangi iki parcalanma cismi F’yi sabit birakan izomorfizma ad1 altinda

izomorftur.

Ispat. f(x) in F iizerinde iki par¢alanma cismi K, K’ ve 1z, F’nin birim otomorfizmasi
olsun. Teorem 1.8.3’te F =F' ve iz = ¢ yazilirsa K',i3(f(x)) = f(x) in z(F) =F
lizerindeki parcalanma cismi olacagindan 6yle bir 7 : K —» K’ izomorfizmasi vardir ki

TlF — LF dll’

Sonu¢ 1.85. F < E <K bir cisim kulesi ve K, bir f(x) € F[x] polinomunun F
tizerindeki pargalanma cismi olmak tizere E’den K i¢ine tanimli her F monomorfizmasi

K’nin bir otomorfizmasina genisler.

Ispat. 0:E > K bir F monomorfizmasi olsun. o : E — o(E) bir izomorfizma
oldugundan ¢(E), K nin bir alt cismidir ve |z = iz oldugundan F < g(E) dir. Bu
durumda f(x) = ;;(f(x)) = 6*(f(x)) oldugundan K, f(x) in E ve o(E) iizerindeki
parcalanma cismidir. Sonu¢ 1.8.4’den dyle bir 7: K —» K otomorfizmas: vardir ki

T|g = o dir. T|p = g|g = tr oldugundan 7, F’yi sabit birakir (Sekil 12).

!

K ——» K
E — o(E)
.

F —» F

Sekil 12. Sonug 1.8.5’te taniml1 otomorfizma genislemesi
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Teorem 1.8.6. F < K < L bir cisim kulesi ve f(x) € F[x] polinomunun F tizerindeki
parcalanma cismi K olmak iizere K’den L’ye tanimli ve F’yi sabit birakan her

monomorfizma K’nin bir otomorfizmasidir.

Ispat. f(x) in K igindeki biitin kokleri uy, uy,...,u, Olmak iizere K = F(uy,

Uy, ..., Uy) VE a € K igin
f) =ale —u)(x — uy) ... (x — up).

7 : K - L bir monomorfizma ve 7| = i olmak iizere T*(f (x)) = f(x) ve

T (f(0) = 1(@) (x = T(w)) (x — T(w) .. (x = T(un))

oldugundan 7(u,), T( uz), ..., T(U,) f(x)‘in kokleridir. u; # u; iken t(u;) # t(u;) dir.
O halde {t(uy), t(uy), .., T(up)} = {u1, Uy, ..., un} ve K = F(uq, Uy, ..., u,) < 7(K)
dir. Diger taraftan T bir cisim otomorfizmasi ve t|r = tz oldugundan bir vektor uzayi
izomorfizmasidir. O halde boyr(K) = boypt(K); yani [K :F]=[t(K):F] dir.
[T(K):F] = [t(K):K][K : F] ve [K : F] < oo oldugundan [t(K):K] =1 ve t(K) =K

bulunur.

Teorem 1.8.7. F bir cisim ve f(x) € F[x] sabit olmayan polinomunun pargalanma

cismi K olsun. f(x) in K i¢indeki birbirinden farkli kokleri u;, us, ..., u; Olmak {izere

G(K/F), Sym({uy, uy, ..., w}) nin bir alt grubuna izomorftur ve |G (K/F)||k! dir.

Ispat. c € F ve my, m,,..,my pozitif tam sayilar olmak iizere f(x) = c(x —
U™ (x — up)™ .. (x — )™ olsun. o € G(E/F) olmak iizere o (f(x)) =
c(x—ow)™x —0o(uy))™ ...(x — o(ur))™ oldugundan o(uy), o(uy),...,o(u)
elemanlart da f(x) in K igindeki birbirinden farkli kokleridir. O halde {o(u,),
o(uy), ..,o(ur)} = {uq, uy, ..., ux} dir. Teorem 1.7.14 ve Sonu¢ 1.8.15 geregince

G(K/F), Sym(uy, uy, ..., u;) nin bir alt grubuna izomorftur ve |G(K/F)||k! dir.

Ornek 1.8.3. (x? —5)(x% —7) polinomunun Q iizerindeki par¢alanma cismi K ve
G (K/Q) asagidaki gibi belirlenir.

(x? = 5)(x? — 7) € Q[x] polinomunun Q iizerindeki pargalanma cismi Q(v/5,v7)
dir. Q(v5,v7) =K dir. ind(v5,Q) =x2—5 oldugundan Q(v/5) nin bir Q-baz
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{1, V5}, ind(v7,Q) = x? — 7 oldugundan Q(v/7) nin bir Q-baz1 {1, V7} dir.
Dolayisiyla K’'min bir Q-bazi {1, v/5, V7, /35} ve buradan [Q(\/g,\ﬁ): Q] =
[K : Q] = 4 tiir. Orek 1.7.7°den dolayr Q(+/5) i sabit birakan .5 5, 02 = Y5 _7

Q(‘ﬁ) 1 sabit bwakan Y 5.5 03 =9y 5_5 otomorfizmalart vardir. O halde
G(K/Q) ={ig, 05 03, 0y03}dir,

Ornek 1.8.4. x* —1 polinomunun Q iizerindeki parcalanma cismi K ve G(K/Q)

asagidaki gibi belirlenir.

x* = 1 € Q[x] denkleminin kéKleri z, = cos == + isin ==, k = 0,1,2,3 esitlikleriyle
verilir. w = z; olsun. O zaman her k > 0 icin w* = z;, olacagindan K = Q(w) dir.
xt—1=(x—-D+DE?+1),¢s(x) = (x2+1) indirgenmez  oldugundan
ind(w,Q) = x2 + 1 = ¢,(x) dir. Dolayisiyla [K : Q] = 2 dir ve w’nun Q eslenikleri
w?, w3, w*  tir.  Bitin  otomorfizmalar 1,9, 2, Py W Pyt temel
otomorfizmalarindan olusur. Yywz =0,0w) =w?a?(w) =wod(w) =
w3 oldugundan o(0) = 4, G(K/Q) = (o) ve |G(K/Q)| = 4 tiir. |G(K/Q)| # [K : Q]
dir.

Teorem 1.8.8. F bir cisim f(x) € F[x] olmak iizere f(x) in F {izerindeki bir
pargalanma cismi K ve p(x), F[x] in bir indirgenmez polinomu olsun. p(x) in K i¢inde

bir sifir1 varsa p(x), K {izerinde pargalanr.

Ispat. p(x) in K igindeki bir kokii u ve F < K oldugundan p(x) € K[x] tir. p(x) in K
tizerindeki bir par¢alanma cismi L ve L igindeki herhangi bir kokii v olmak tizere Sonug
1.7.6’dan v, : F(u) —» F(v) temel izomorfizmasi vardir. T =, ve t(u) =v ve
T|p =t dir. Diger taraftan K, F iizerinde f(x) in par¢alanma cismi oldugundan
K(u), F(u) ftzerinde ve K(v), F(v) tuzerinde f(x) in parcalanma cismidir.
t*(f(x)) = f(x) oldugundan K(v), F(v) iizerinde f(x) in pargalanma cismidir. O
halde Teorem 1.8.3’den 7, K(u) dan K(v) ye bir u izomorfizmasina genisler. Ayrica
Ul = t|p = tr oldugundan u, F yi sabit birakir ve ¢, K’dan L’ye bir F monomorfizmasi
oldugundan Teorem 1.8.6’dan u|g, K’nin bir F-otomorfizmasidir. Buradan v = t(u) =

u(u) € K ve v € K olur. O halde p(x), K iizerinde pargalanir.
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Tamm 1.8.9. F bir cisim ve E, F’nin bir cebirsel genislemesi olmak {izere E iginde bir
kokii olan her p(x) € F[x] indirgenmez polinomu E {izerinde pargalanirsa E’ye F’nin

bir normal genislemesi denir.

Teorem 1.8.10. F bir cisim ve E, F’nin bir cebirsel cisim genislemesi olmak tizere E’nin
F’nin bir normal genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart E’nin F {izerinde bir

f (x) € F[x] polinomunun par¢alanma cismi olmasidir.

Ispat. E, F iizerinde bir f(x) € F[x] polinomunun par¢alanma cismi olsun. Teorem
1.8.8’den F[x] in E i¢inde bir kokii olan her indirgenemez polinomu E iizerinde

parcalandigindan E, F’nin bir normal genislemesidir.

Tersine E, F’nin bir normal genislemesi olsun. [E : F] sonlu oldugundan
Teorem 1.5.6’dan E = F(u,y, u,,...,u,) olacak sekilde E’nin u,, u,,...,u, cebirsel
elemanlart vardir. Vi=1,2,..,r icin p;(x) = Ind(u;, F) ve
f(x) =p1(x0)po(x) ...p-(x) ve f(x) € F[x] tir. E, F’nin bir normal genislemesi ve
Vi=1,2,..,7ri¢in p;(u;) = 0p oldugundan p;(x), E lizerinde pargalanir. O halde f(x),
E {izerinde pargalanir. f(x) in E igindeki par¢alanma cismi K olsun. F U {u,,

Uy, ..., Uy} € K oldugundan E = F(uy, uy,...,u,) S K dir, yani E = K dir.

Teorem 1.8.11. F < E < K bir cisim kulesi ve K, F’nin bir sonlu normal genislemesi
olsmak iizere E’den K igine tanimli F monomorfizmalarinin sayis1 < [E : F] dir. Bu

monomorfizmalarin sayisi yalniz E ve F’ye baglhdir.

Ispat. E’den K’ya tanimli F monomorfizmalarinin sayisinin =~ < [E : F] icin [K : F] =
n olacak sekilde bir n > 1 tamsayis1 vardir ve Teorem 1.8.10’dan K, F iizerinde bir
f(x) € F[x] polinomunun pargalanma cismidir. n iizerine tiimevarim uygulanir. n = 1
icin iddia agiktir. 1 < k < n dereceli olan normal genislemeler i¢in saglansin. u € E/F
olmak tizere [F(u):F] = 2 oldugundan [E : F(u)] < n dir. Ayrica K, F(u) nun bir
normal genislemesi oldugundan, hipotezden dolayi, E’den K’ya tanimhi F(u)

monomorfizmalarmin sayist < [E : F(u)] dur.

F(u) dan K i¢ine tamimli bir F-monomorfizmasi ¢ ve 74, Ty,.., Tg, 0 NUN
E’den K’ya tanimli s genislemesi olsun. Sonu¢ 1.8.5’ten V7;, K‘nin bir
7, otomorfizmasima genisler. V1 <i < s i¢in K’nmn (7;) 17, otomotrifzmas: dikkate

alinrsa  T1|p) =0 V€& T|ppy =0 oldugundan 7;(u) =7,(u) ve buradan
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(7)) 75,(w) = u ‘dur. (77)7 7| , E’den K’ya tanimli ve F(u) yu sabit birakan bir
monomorfizmadir. ~ Ayrica i#j i¢in T; #7;  oldugundan ()7, lg
monomorfizmalarmin sayis: s dir. iddia F(u) < E genislemesi icin dogru oldugundan,
s < [E : F(u)] dur. O halde ¢’nun E’den K’ya tanimli genislemelerinin sayis1 < [E :
F(u)] dur.

Sonu¢ 1.7.5’ten, F(u) dan K igine tanimli F monomorfizmalarinin sayisi
< [F(uw) : F] oldugundan F(u) dan K’ya tanimli F monomorfizmalarinin E’ye
genislemelerinin sayis1 < [E : F(w)][F(u) : F] = [ E : F] dir. E’den K’ya taniml1 her F
monomorfizmasmin F(u) dan K’ya tanimli bir F monomorfizmasinin E’ye
geniglemesidir. O halde E’den K’ya tanimli F-monomorfizmalarinin sayisi [ E : F] den

kiigiik veya esittir.

L, F’nin bir sonlu normal genislemesi ve F < E < L olmak tizere L, F iizerinde
bir g(x) € F[x] in par¢alanma cismidir. h(x) = f(x)g(x) ve h(x) in F tizerindeki bir
parcalanma cismi M olsun. M i¢inde f(x) in ve g(x) in parcalanma cisimleri, sirasiyla,
K' ve L’ olsun. Teorem 1.8.3’ten K’dan K’ ne ve L’den L' ne birer F izomorfizmasi
tammlidir. O halde K = K’ ve L = L’ olsun. E’den K’ya tanimli bir F monomorfizmasi
o olsun. Sonu¢ 1.8.5’ten o, M’nin bir T otomorfizmasina genisler. Teorem 1.8.6’dan
7|, L’nin bir F otomorfizmasi oldugundan <t|z =0, E’den L’ye bir F
monomorfizmasidir. O halde E’den K’ya tanimli F monomorfizmalarinin sayis1 E‘den
L’ye tanimli F monomorfizmalarinin sayisindan kiiciik veya esittir. K yerine L alinirsa
bunun karsiti da dogru olur ve esitlik saglanir. O halde E’den K’ya tanimli F

monomorfizmalarinin sayisi yalniz F ve E’ye baghdir (K’dan bagimsizdir).

Tanim 1.8.12. F < E < K bir cisim kulesi ve K, F’nin bir sonlu normal genislemesi
olmak tizere E’den K’ya tanimli F-monomorfizmalarinin sayisina E’nin F iizerindeki

indeksi denir ve {E : F} ile gosterilir.

Teorem 1.8.13. K, F’nin bir sonlu cisim genislemesi ve F < E < K olmak iizere

{K:EHE :F}={K:F}dir.

Ispat. F’nin K’y1 igeren bir sonlu normal genislemesi L olmak iizere Teorem 1.8.11°den
E’den L’ye tanimli F monomorfizmalarinin sayisi sonludur ve bu monomorfizmalar

01, Oy, ..., O Olsun. Benzer sekilde K’dan L’ye tanimli E monomorfizmalarinin sayist
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da sonludur, bu monomorfizmalar da t;, 7,,..., T; olsun. Tanim 1.8.12°den {E : F} =
s ve {K : E} = t dir. Sonug 1.8.4’ten her g;, L’nin bir F otomorfizmasi g, ye ve her T,
L’nin bir E-otomorfizmas1 7, ye genisler. Her 1 <i <sve her 1 <j <t igin @, =
g, © T, olsun. @,; , L’nin bir F-otomorfizmas: oldugundan ¢;; = (p_U|K, K’dan L igine
tamiml1 bir F-monomorfizmasdir. ¢;; lerin sayisinin st oldugu gosterilir. 1 <i, u <s

ve 1 <j, v < tigin @;; = @y, Olmak iizere

Pyl =Pwlc =, 0 G| =7, ° Tlk
=3, 0G| =0 o Gle
= 0; = 0y

=i=u
dur; r—,|E = T,|p = t|g dir. 3, = 5, ve &, ler birebir oldugundan
O_-lOT_J|K:O_-l oﬁ)lKﬁ ‘[_le: ﬁ)lK :‘[j:‘[v:>j:v

dir. O halde (i,j) # (u,v) iken @;; # @y, dir ve @;; lerin sayis1 st oldugundan
st < {K : F}dir.

Tersine ¢ : K —» L bir F-monomorfizmas: ise ¢’nin bir ¢;; ‘ye esit oldugu

gosterilir ve {K : F} < st oldugundan {K : F} = st olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 1.8.14. F bir cisim ve E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olmak iizere E,

F’nin bir normal genislemesi olmasi igin gerek ve yeter sart {E : F} = |G(E/F)| dir.

Ispat. E, F'nin bir sonlu normal genislemesi oldugundan Tanim 1.8.12 geregince, E’den
E’ye tanimli F monomorfizmalarinin sayisi {E : F} dir. Diger taraftan Teorem
1.8.6°dan, E’den E’ye tanimli her F monomorfizmasi E’nin bir F otomorfizmasi

oldugundan {E : F} = |G(E/F)| dir.

Tersine {E : F} = |G(E/F)| ve E, F’nin bir normal genislemesi olmasin. E,
F’nin bir sonlu genislemesi oldugundan E’nin F’yi i¢eren bir sonlu normal genislemesi
L vardir ve E # L dir. Teorem 1.8.8 ve Teorem 1.8.10’dan 6yle bir u € E/F vardir ki,
ind(u, F), E iizerinde parcalanmaz. ind (u, F), L iizerinde par¢alandigindan w’nun L/E

icinde eslenegi vardir. Bu eslenik v olsun. Sonug 1.7.5’ten dolay1 F(u) dan F(v) ye,
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u’yu v’ye esleyen bir i, , deger homomorfizmas: tanimlidir. Sonu¢ 1.8.5’ten v, ,, ,
L’nin bir u otomorfizmasmna genisler ve p|g, E’den L igine tanimli bir F-
monomorfizmasidir. {E : F} = |G(E/F)| oldugundan u|g, E’nin bir otomorfizmasidir
ve p(u) € E dir. Ancak pu(u) =1, ,(u) =v oldugundan v € E olur ki, bu bir

celiskidir. O halde E = L ve E, F’nin bir normal genislemesidir.

Ornek 1.8.5. K = Q(V2, V3,i) nin Q iizerinde bir parcalanma cismidir. E = Q(¥/2,1)
olduguna gore {E : Q} ve {K : E} indekslerini asagidaki gibi belirlenir.

x3—2€Q[x] in Q iizerindeki parcalanma cismi Q(V2), x2 -3 € Q[x] in Q
tizerindeki par¢alanma cismi Q(\/§), x? + 1 € Q[x] in Q iizerindeki par¢alanma cismi
Q(i) olmak iizere (x®—2)(x?—-3)(x*+1) € Q[x] polinomunun kokleri
+i,+/3,+312 oldugundan Q(ii, ++/3, ii/?) = Q(i/z V3, i) parcalanma cismidir.

E, Q tizerinde parcalanma cismi oldugundan E, Q’nun normal genislemesidir.
F=Q(¥2)olsun. {E: Q}={E:F}{F: Q dir. {E: F}=2ve {F: Q} =3 diir. O
halde {E : Q} =2 x 3 = 6 dir. K, Q iizerinde pargalanma cismi oldugundan K, Q’nun
normal genislemesidir. {K: Q}={K:EHE: Q} ve {K: Q} =12 oldugundan
12={K:E}x6ise {K : E} = 2 dir.

1.9. Ayrilabilir Genislemeler

Tanim 19.1. f(x) € F[x] olsun. f(u) =0 olacak sekilde bir u elemani vardir.
(x —w)?®, f(x) in bir ¢arpan1 olacak sekilde s en biiyiik tamsay1 ise u, f(x) in ¢ok katl

bir sifiridir.

Teorem 1.9.2. f(x) € F[x] ve f(u) = 0 olacak sekilde bir u eleman1 vardir. u’nun ¢ok

katli kok olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x) in bir koki olmasidir.
Ispat. K, f(x) in u’yu iceren bir par¢alanma cismi olsun.

u, f (x) in ¢ok katl1 bir kokii olmak tizere

fx) =(x—-u)g(x)

olacak sekilde g(x) € K[x] ve s > 2 tamsayis1 vardir. iki tarafa tiirev uygulandiginda
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) =stx—u)y gl + (x —w?ig'(x).
Iki tarafa da deger homomorfizmasi ¢,, uygulandiginda
ffw) =stu—uw)s g + (u—wsg' (u) = 0.

Tersine f(x) ve f'(x) in ortak kokii u olsun. f(x) = (x —u)h(x) olacak

sekilde h(x) € K[x] vardir. Her iki tarafa tiirev uygulanirsa
f'(x) = h(x) + (x —wh'(x).

Buradan f'(u) = 0 oldugundan

0 = h(uw) + (u —w)h'(u) = h(uw).

h(x) = (x —u)t(x) olacak sekilde t(x) € K[x] vardir. Yerine yazildiginda f(x) =
(x — u)?t(x) oldugundan u ¢okkath koktiir.

Teorem 1.9.3. K, p(x) € F[x] indirgenmez polinomunun F iizerindeki pargalanma

cismi olmak tizere

(i) kar(F) = 0g ise p(x) in K i¢indeki her kokii basit koktiir.
(if) kar(F) = p ise p(x) in ¢ok katli kok olmasi i¢in gerek ve yeter sart p(x) =
q(xP) olacak seklinde bir q(x) € F[x] olmasidir.

ispat. u € K, p(x) in ¢ok katli kokii olmak iizere Teorem 1.9.2°den u, p’(x) in bir
kokii oldugundan (x —u) hem p(x) i ve hem de p'(x) i boler. Teorem 1.3.28’den
dolay1 p(x) ile p'(x) in K[x] iginde bir ebobu d(x) olmak tizere (x —u)|d(x)
oldugundan der(d(x)) = 1 dir. d(x)|p(x) ve p(x) indirgenmez oldugundan d(x) ile
p(x) bagdasiktir ve d(x)|p’(x) oldugundan p(x)|p'(x)’tir. der(p’(x)) < der(p(x))
oldugundan p’(x) = 0 olmalidir.

p(X) = anxn + an_lx"‘l + o+ a;x + a,
olmak lzere
p'(x) = napx™t+ (n— Da_x" 2+ +ay

oldugundan p’(x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 1 < i < n igin ia; = O dir.
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Q) kar(F) = 0 olsun. V1 <i < n i¢in ia; = 0 iken a; = 0 oldugundan
p(x) = a, olur p(x) indirgenmez oldugundan ¢eliski elde edilir. O halde p(x) in her
kokii basit koktiir.

(i) kar(F)=p>0 olsun. V1 <i <n i¢in ya aq; = 0 ya da pl|i olmasi

gerekir. p|i olan i’ler k4, ks, ..., k, olsun. p t i iken a; = 0y oldugundan
p(x) = a x*r + - + ay x*1 + a,.

V1 <i<rigink; = ps;ax, = bs, Ve ag = b, olsun. Yerine yazilirsa
p(x) = bg xP5r + -+ + bg xP51 + byx°.

q(x) = bs x5 4 -+ + by x5t + byx°

olarak tanimlanirsa p(x) = q(x?) dur.

Tersine  kar(F) =p ve p(x) = bs xP*r + ---+ by xP*1 + b, olmak flizere

p'(x) = psrbsrxpsr—l 4+ 4 pslbslxpsl_l =0
oldugundan Teorem 1.9.2 geregince p(x) in ¢ok kath kokii vardir.

Tanmm 1.9.4. f(x) € F[x] sabit olmayan bir polinom olmak tizere f(x) in her
indirgenmez ¢arpani F iizerinde ayrilabilir ise f(x) e F lizerinde bir ayrilabilir polinom

denir.

Sonu¢ 1.9.5. F bir cisim olmak iizere kar(F) =0 ise F iizerinde tamimli her
indirgenmez polinom ayrilabilir polinomdur. Ancak kar(F) = p ise F iizerinde tanimli
bir indirgenmez polinomun ayrilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart x” nin bir

polinomu olarak yazilamamasidir.

Ispat. p(x) € F[x] bir indirgenmez polinom olsun. Teorem 1.9.3’ten kar(F) = 0 igin
p(x) in her kokii basit kok olacagindan p(x), F tizerinde ayrilabilirdir. kar(F) = p ise
p(x) in ayrilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart p(x) = q(xP) olacak sekilde q(x) €

F[x] olmamasidir.

Tamim 1.9.6. F bir cisim E, F’nin bir cebirsel genislemesi ve u € E olmak iizere
ind (u, F) ayrilabilir polinom ise u’ya F iizerinde bir ayrilabilir eleman denir. E’nin her

elemani F tizerinde ayrilabilir ise E’ye F’nin bir ayrilabilir cisim geniglemesi denir.
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Lemma 1.9.7. K, E cisminin, E de F cisminin birer sonlu genislemesi olsun. Bu
durumda K’nin F cisminin ayrilabilir geniglemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart K,

E’nin bir ayrilabilir cisim genislemesidir.

Ispat. K’nin her elemami F iizerinde ayrilabilir oldugundan E’nin her eleman1 da F
izerinde ayrilabilirdir. O halde E, F’nin bir ayrlabilir genislemesidir. u € K,
ind(u, F) = p(x) ve ind(u, E) = q(x) olsun. q(x)|p(x) ve p(x) ayrilabilir polinom
oldugundan q(x) ayrilabilir polinomdur. Boylelikle u, E iizerinde ayrilabilirdir ve u,

K’den keyfi alindigindan K, E’nin bir ayrilabilir genislemesidir.

Teorem 1.9.8. F bir cisim ve kar(F) = 0 olmak tizere F’nin her cebirsel genislemesi

ayrilabilir genislemedir.

Ispat. E, F’nin bir cebirsel genislemesi ve u € E olsun. kar(F) = 0 oldugundan Sonug
1.9.5ten Ind(u,F), F iizerinde ayrilabilir polinomdur. O halde u, F iizerinde

ayrilabilirdir ve u, E’den keyfi segildiginden E, F’nin bir ayrilabilir genislemesidir.

Ornek 1.9.1. Qnun her cebirsel genislemesi ayrilabilir genislemedir. Q(\/E),
Q(V3), ... gibi.

Teorem 1.9.9. F bir cisim ve E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. E, F’nin bir

ayrilabilir geniglemesi olmast i¢in gerek ve yeter sart {E : F} = [E : F] dir.

Ispat. E, F’nin bir ayrilabilir genislemesi olsun. [E : F] = n ve F’nin E’yi igeren bir
sonlu normal genislemesi L olmak ilizere n iizerine timevarim uygulanir. n = 1 i¢in
iddia dogrudur. n > 1 ve < n — 1 dereceli polinomlar i¢in iddia dogru olsun. n > 1
oldugundan E # F dir. u € E/F ve Ind(u, F) = p(x) olsun. Teorem 1.5.3 ve Teorem
18.13ten [E:F]|=[E:F)][F(w):F] ve {E:F}={E:F}Fu):F}
oldugundan [E : F(u)] = {E : F(u)} ve [F(u): F] = {F(u) : F} oldugu gosterilmelidir.
[F(uw):F] =der(p(x)) > 1 oldugundan [E:F(u)]<n—1 dir. Lemma 1.9.7°den
dolay1, [E:F(u)] ={E: F(u)}dur.

[F(u):F] = {F(u) : F} i¢in {F(u):F} = der(p(x)) oldugunun gosterilmelidir.
Sonug 1.7.5’ten F(u) dan L igine tanimli her F monomorfizmasi u’yu F {izerindeki bir
eslenige gotiirdiigiinden {F(u): F} sayisi, L i¢inde p(x) in sifirlarinin sayisina esittir.

u, F lizerinde ayrilabilir oldugundan ve p(x), L {izerinde parcalandigindan u’nun F
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tizerindeki esleniklerinin sayisi der(p(x)) e esittir. O halde {F(u):F} = der(p(x))
dir.

Tersine {E : F} = [E : F] olsun. E # F, u € E/F ve Ind(u, F) = p(x) olsun.
unun F iizerinde ayrlabilir oldugu gosterilmelidir. [F(u):F] = der(p(x)) tir.
[E:F]=[E:FW][F(w):F] ve {E:F}={E:F@}{F(u):F} tir. Teorem
1.8.11’den {E : F(w)} < [E : F(u)] ve {F(u) : F} < [F(u): F] olmalidir. {F(u):F} =
der(p(x)) olarak bulunur. Tamimdan {F(w):F}, F(u) dan L igine tamimh F
monomorfizmalarinin sayisidir ve Sonu¢ 1.7.5°ten p(x) in L i¢indeki sifirlarinin

sayisina esittir. O halde p(x) in her kokii tek katli koktiir ve u, F tizerinde ayrilabilirdir.

Sonu¢ 1.9.10. K, E’nin, E, F’nin sonlu bir genislemesi olmak iizere E, F'nin ve K,

E’nin ayrilabilir genislemeleri ise K, F’nin bir ayrilabilir genislemesidir.

Ispat. E, F’nin ve K, E’nin ayrilabilir genislemeleri ise Teorem 1.9.9(ii)’den {E : F} =
[E:F] ve {K:E}=|[K:E] dir. Teorem 1.5.6 ve Teorem 1.8.13’ten [K : F] = [K :
E|[E : F]lve {K : F}={K : E}{E : F} oldugundan yerine yazildiginda [K : F] = {K :
F} elde edilir. Teorem 1.9.9(i)’den K, F’nin ayrilabilir genislemesidir.

Sonug 1.9.11. F bir cisim E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi ve E = F(uy, Uy, ..., Uy)
olsun. wuy, uy,..,u, € E, F lzerinde ayrlabilir ise E, F’nin bir ayrilabilir

genislemesidir.

Ispat. u = u, ve Ind(u,F) = p(x) olmak iizere [F(w): F] = der(p(x)) tir. u, F
tizerinde ayrilabilir oldugundan  p(x) bir ayrlabilir polinom ve {F(u):F}=
der(p(x)) dir. [F(u): F] = {F(uw) : F} oldugundan Teorem 1.9.9’dan, F(u), F’nin

bir ayrilabilir genislemesidir. n lizerine timevarim uygulanarak genel hali gosterilir.

Tammm 1.9.12. F bir cisim olmak {izere F cisminin her sonlu genislemesi ayrilabilir

genisleme ise F cismine bir miikemmel cisim denir.
Sonug¢ 1.9.13. Karakteristigi sifir olan her cisim miikemmeldir.
Ispat. Teorem 1.9.8 ve Teorem 1.9.11 geregince ispat agiktir.

Teorem 1.9.14. F bir cisim ve kar(F) = p olmak iizere F cisminin miikkemmel olmasi
icin gerek ve yeter sart F = FP olmasidir. FP = {aP:a € F} dir.
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Ispat. F # FP olarak kabul edilsin. a € F/FP ve f(x) = xP —a olsun. f(x) in F
tizerindeki pargalanma cismi K ve K i¢indeki bir kokii u olmak itizere u? —a = 0 ve
u? =a oldugundan f(x) =xP —uP = (x—u)? olur. p(x)=Ind(u, F) ve
p(x)|f (x) oldugundan p(x) = (x — u)* olacak sekilde t > 1 tam sayis1 vardir. t = 1
ise u € F ve u? = a € FP geliskisi elde edilir. O halde t > 1 ve u, p(x) in ¢ok kath

bir kokidiir. F(u), F’nin bir ayrilabilir genislemesi degildir.

Tersine F miikemmel olmasin. F cisminin ayrilabilir olmayan bir sonlu
genislemesi E vardir. u € E, F iizerinde ayrilabilir olmasin ve p(x) = ind(u, F)

olsun. Teorem 1.9.3(ii) geregince
p(x) = by(xP)" + by_q (xP) 71 + - 4 by (xP) + by

olacak sekilde by, by, ..., b, € F vardir. VO < i <71 igin b; = cip olacak sekilde c; € F

varsa
p(x) = cPxP" + P xPT ok cPaP + P = (X F o XTI+ X+ )P

elde edilir. Ancak ¢, x" + c,_qx"" 1+ -+ x4+ ¢y € F[x] ve p(x) indirgenmez
olmasiyla ¢elisir. O halde kabul yanlistir ve 30 < i <7 igin b; € FP oldugundan
F = FP dir.

Sonug¢ 1.9.15. Her sonlu cisim miikemmeldir.

Ispat. F sonlu bir cisim olsun. p asal sayisi olmak iizere kar(F) =p dir. Teorem

1.7.16’dan, F = FP oldugundan Teorem 1.9.14 geregince F miikemmeldir.

Ornek 1.9.2. F bir cisim ve kar(F) = 0 olsun. f(x) € F[x] ve f'(x) = 0p ise f(x) =
¢ olacak bigimde bir ¢ € F vardir. Eger kar(F) # 0 ise bu sonucun yanlis olabilecegi

Zs[x] den bir 6rnekle asagidaki gibi gosterilir.

kar(F) =0 ise f(x) = x™ + d olacak bi¢gimde f(x) polinomu tanimlansin. f'(x) =
nx" 1 =0z n=0 almrsa f'(x) =0p olur. f(x)=x°+d=1+d=c olacak
bicimde ¢ € F vardir. kar(F) # 0 icin f(x) = x3 € F[x], f'(x) = 3x? = 0 fakat
f(x) = x3 # c oldugundan bu ifade yanlistir.
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Tammm 1.9.17. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Eger E = F(u)

olacak bi¢imde bir u € E varsa u’ya E’nin F {izerinde bir ilkel eleman: denir.

Teorem 1.9.18. (Ilkel Eleman Teoremi) F bir sonsuz cisim ve E, F cisminin bir sonlu

ayrilabilir cisim genislemesi ise E, F’nin bir basit genislemesidir.

Ispat. [E : F] sonlu oldugundan E = F(uy,uy, ..., u,) olacak sekilde u,u,, ...,u, € E
vardir. n flizerine timevarim uygulanir. n =1 i¢in E = F(uy), F’nin bir basit
geniglemesidir. 1 <k <n-—1 i¢in iddia dogru olsun. Timevarimdan dolay1
F(uq,uy, ..., uy—q) = F(v) olacak sekilde bir v € E vardir ve E = F(v,u,) olur.
u, = w olsun. F’nin E’yi iceren bir sonlu normal genislemesi L, ind(v,F) = p(x) ve
ind(w, F) = q(x) olsun. u, v € L oldugundan Teorem 1.8.7’den dolay1 p(x) ve q(x), L
tizerinde pargalanir ve kokler basit koktiir. p(x) ve q(x) in L igindeki birbirinden farkli
kokleri, sirasiyla v = vy, Uy, oo, Uy W = Wy, Wy, ..., W, OlISUN. V1< i<m ve V1<
j < nigin v+ xw = v; + xwj; esitligini saglayan bir tek x € F vardur. (i, ) ikililerinin
sayist sonlu ve F sonsuz oldugundan Oyle bir a € F vardir ki, her 1 <i <m, her

1<j<nve (1,1) # (i) icin v + aw # v; + aw;; yani a;t% dir. t=v+aw
=

olsun. v=t—aw oldugundan p(t —aw) = 0z olsun. p(t —ax) = h(x) olsun.
h(x) € F(t)[x] ve h(w) = O dir. Bir j > 1 igin h(w;) = O olsun. O zaman p(t -
awj) =0 oldugundan bir 1 <i<m icin t—aw; =v; ve buradan t = v; + aw;
celigkisi elde edilir. O halde h(x) ile q(x) in bir tek ortak kokii vardir. F(t)[x] iginde
h(x) ile g(x) in w’dan baska kokii olmayan bir en biiyiik ortak boleni d(x) olsun.
q(x), L iginde parcalandiginda d(x) te pargalanir. Fakat d(x) in her kokii g(x) in bir
kokii oldugundan d(x) bir lineer polinom olmalidir. Boylece O # b, c € F(t) olmak
tizere d(x) = bx + ¢ dir. 0p = d(w) = bw + ¢ oldugundan w = —c¢/b € F(t) olur.
t € F(t) oldugundan v € F(t) ve F(v,w) < F(t) olur. F(t) € F(v,w) oldugundan
F(v,w) = F(t) dir.

Sonug 1.9.18. F bir cisim ve kar(F) = 0 olsun. O zaman F’nin her sonlu genislemesi

F’nin bir basit geniglemesidir.

Ispat. E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olsun. kar(F) =0 oldugundan F
sonsuzdur. Ayrica Sonu¢ 1.9.13’ten dolayr E, F’nin bir ayrilabilir genislemesi

oldugundan Teorem 1.9.16 geregince, E, F’nin bir basit genislemesidir.
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Ornek 1.9.3. f(x) = (x? + 2)(x® — 3) polinomunun Q iizerindeki par¢alanma cismi K
olsun. K = Q(u) olacak bigimde u € C vardir. Yani f(x) = (x% +2)(x3 —3)

polinomunun @ iizerindeki pargalanma cismi Q(v/3,iv2) dir. Polinomunun kékleri

+iv2, +v3 oldugundan Q(+iv2, +v3) = Q(V3, iv2) dir.

1.10. Tamamen Ayrilamaz Genislemeler

Tamim 1.10.1. E, F cisminin sonlu bir genislemesi ve {E : F} =1 < [E : F] ise E’ye
F’nin tamamen ayrilamaz genislemesi denir. F nin bir @ eleman1 F(a), F iizerinde

tamamen ayrilamaz ise F iizerinde tamamen ayrilamazdir.
Ornek 1.10.1. Z, (), Z,(y?) iizerinde tamamen ayrilamazdur.

Teorem 1.10.2. K, E’nin bir sonlu genislemesi ve E, F’nin bir sonlu genislemesi ve
F < K < E ise o zaman K, F iizerinde tamamen ayrilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter

sart K, E lizerinde tamamen ayrilamaz ve E, F iizerinde tamamen ayrilamaz olmasidir.

Ispat. F<K <E ise [K:E]> 1 ve [E : F] > 1 dir. Kabul edelim ki K, F iizerinde
tamamen ayrilamaz olsun. O zaman {K : F} =1 ve {K:F}={K: EH{E : F} dir.
Dolayisiyla

{K:E}=1<[K:E]ve{E:F}=1<]E:F]

olmalidir. Boylece K, E {izerinde tamamen ayrilamazdir ve E, F lizerinde tamamen

ayrilamazdir.

Tersine K, E {izerinde tamamen ayrilamaz ve E, F lizerinde tamamen ayrilamaz

ise
{K:F}={K:EHE:F}=(1)1)=1velK:F]>1.
O halde K, F iizerinde tamamen ayrilamazdir.

Teorem 1.10.2 sonlu genislemelerin herhangi bir sonlu cisim kulesine
tiimevarimla genisletilebilir. Cisim kulesindeki en iist cisim en alttaki cisim tamamen
ayrilamaz olmast i¢in her bir cisim hemen altindakinin bir tamamen ayrilamaz

genislemesi olmalidir.
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Sonu¢ 1.10.3. E, F’nin bir sonlu geniglemesi ise E’nin F {izerinde tamamen ayrilamaz
olmast i¢in gerek ve yeter sart E’deki her bir ¢ € E — F, F iizerinde tamamen

ayrilamazdir.

Ispat. E, F iizerinde tamamen ayrilamaz ve @ € E — F olsun. O zaman F < F(a) < E
dir. F(a) = E ise sonugtan oOnceki agiklamadan dolayr a, F iizerinde tamamen
ayrilamazdir. F < F(a) < E ise o zaman Teorem 1.10.2 ve E, F {izerinde tamamen

ayrilamaz olmasindan dolay1 F («), F lizerinde tamamen ayrilamazdir.

Tersine her «a € E — F i¢in a, F {izerinde tamamen ayrilamaz olsun. E, F

tizerinde sonlu oldugundan
F<F(a;)) <F(a;,a;) <+ <E=F(ay,..,a)

olacak sekilde ay, ... ,a, vardir. Simdi a;, F iizerinde tamamen ayrilamaz oldugu i¢in
a;, F(ay,..,a;_1) tizerinde tamamen ayrilamazdir. Ciinkii
q(x) = ind(al-,F(al, ,ai_l)), ind(a;, F)’yi boler. Buna gore a;, q(x) in tek
sifindir ve ¢ok katlidir. Boylece F(ay, ... , @;) timevarimla genisletilmis Teorem 1.10.2

sayesinde F(ajy, ... ,a;_,) lizerinde tamamen ayrilamazdir.
1.11. Sonlu Cisimler ve Galois Genislemeleri

Bu kisimda eleman sayisi sonlu olan cisimler ve bu cisimlerin ozellikleri
arastirtlacaktir.  Sonlu cisimler ilk kez Evariste Galois (1811-1832) tarafindan

calisildigindan bunlara Galois cisimleri de denir.

Teorem 1.11.1. F bir sonlu cisim ve kar(F) = p olmak iizere bir n > 1 i¢in F, p™

elemanli bir cisimdir.

Ispat. A (F), F’nin asal cismi ve F, A (F) iizerinde vektor uzay1 oldugundan [F : A
(F)] = n olacak bigimde bir n > 1 vardir. F’nin bir A (F)-baz1 {vy, vy, ..., v} olsun.

F’nin her eleman1 u, ¢4, ¢y, ..., ¢, €A (F) olmak lizere,
u = Clvl + szz + -+ Cnvn

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir. A (F) = Z,, oldugundan |A (F)| = p dir. V¢;, p

farkl1 sekilde secilebildiginden F cisminin elemanlarinin sayis1 p™ dir.
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Teorem 1.11.2. F bir sonlu cisim olmak iizere F* = F /{0z} ¢arpimsal grubunun her

sonlu alt grubu devirlidir.

Ispat. G, F* nin bir sonlu altgrubu ve |G| = n olsun. n = 1 i¢in G = {15} devirlidir.
n > 1 i¢in G’nin mertebesi maksimal olan bir elemani a ve o(a) = m olsun. m = n ise
G =(a) dir. m <n olsun. Vc € (a) igin ¢™ = 1; oldugundan {(a) nin elemanlari
x™ — 15 polinomunun m farkl kokiinii olusturur. Polinomun derecesi m ise polinomun
F icindeki koklerinin sayisi en ¢ok m’dir. Bu polinomun F iginde en ¢ok m kokii

oldugundan biitiin kokler (a)’nin elemanlaridir. b € G /{a) ve o(b) = s olsun. b™ #

m

17 oldugundan s t m ve s < m’dir. d = (m,s) icin d <m ve d < s dir. o(a%) = =

ve o(b®) = = dir. (%,2) =1 oldugundan  o((ab)®) = 0(ah?) = (g) (g) dir.

Buradan o(ab) = d (%) (g) =m (g) >m celiskisi elde edili. O halde G = (a)

oldugundan G devirlidir.
Sonug 1.11.3. Bir sonlu cismin her sonlu genislemesi bir basit genislemedir.

Ispat. F bir sonlu cisim ve E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olmak iizere [E : F] =
n olsun. F sonlu oldugundan |E| = |F|™ dir. E sonludur ve Teorem 1.11.2’den E* =

(a) olacak sekilde a € E vardir. E = F(a) olacag agiktir.

Teorem 1.11.4. F, p" elemanli bir cisim ise 1;x?" — 1px €A (F)[x] polinomunun
A (F) tizerindeki bir par¢alanma cismi ve p™ elemanli herhangi iki cisim birbirine

izomorftur.

ispat. f(x) = 1;xP" — 1zx olsun. F sonlu oldugundan Teorem 1.11.2’den F* = (a)
olacak sekilde 0y # a € F vardir. |F*| = p™ — 1 oldugundan a?" = a dir. V1 < i < p"
icin (a’)?" = (a?")! = a’ oldugundan F cisminin her elemani f(x) in bir kokidiir. O
halde f(x) in F icinde p™ kokii vardir. f(x) in koklerinin sayis1 < p™ oldugundan F
tizerinde lineer ¢arpanlarma ayrilir. O halde F, f(x) in A (F) iizerindeki bir parcalanma
cismidir.

p" elemanli baska bir cisim E, 1;x?" — 1;x polinomunun A (E) iizerindeki
pargalanma cismidir. Ote yandan, A (F) = L, ve A (E) = Z, oldugundan A (F) den

A (E) ye bir o izomorfizmasi tanimhdir. o*, A (F)[x] ten A (E)[x] e o’nun
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eslemesiyle tanimli izomorfizma olmak iizere 0*(1Fxpn - 1Fx) = 1,xP" — 1;x

oldugundan Teorem 1.7.3’ten dolay1 o, F’den E’ye bir izomorfizmaya genisler.
Cogunlukla p™ elemanli bir cismin daima Z, yi icerdigi kabul edilecektir.

Ornek 1.11.1. F bir sonlu cisim ve |F|=p" olsun. F’nin sifirdan farkli her a
elemaninin bir tek p. kokii su sekilde gosterilir: f(x) = xP" — x € Z,[x] olsun. Kabul
edilsin ki a € F i¢in b # ¢ olmak iizere a = b™ ve a = c"olacak sckilde b, c € F
vardir. f(a) =a?" —a=0p, a=b" ve a =c" icin sirastyla (b")?" — b™ = 0, ve
(c™P" —c" = 0p esitlikleri elde edilir. (b™)P" —b" = (c™)P" —c" = (BM)P" —
(P =bp"—c" = (b =P = (b — ™) = (B — )P =0, esitligi elde
edilir. O halde b™ = c™ den b = ¢ dir. Kabulle ¢elisir. F’nin sifirdan farkli her a

elemaninin bir tek p. kokii vardir.

Teorem 1.11.5. Her p asal sayis1 ve her n = 1 i¢in p™ elemanli bir cisim vardir.

ispat. f(x) = xP" — x € Z,[x] olsun. Teorem 1.8.2°’den K, Z, iizerinde f(x) in bir
parcalanma cismi olmak iizere f (x) in K i¢indeki biitiin koklerinin kiimesi S olsun.

@) =" =T = -1

oldugundan f'(x) in higbir kokii yoktur. O halde Teorem 1.9.2°den f(x) in her koki
basit koktiir ve |S| = p™ dir.

|S| = 2 oldugu aciktir. a,b € S olsun. Teorem 1.4.2’den a + b, —b, ab ve
(b # 0) b~' € S oldugu gosterilmelidir. a, b, f(x) in kokleri oldugundan a?" = a ve
p?" = b dir. Vk = 0 icin

(a+b)P* = a?* + bP"*

oldugu gosterilir. k =0 igin agikardir. k =1 hali Frobenius otomorfizmasinin

aciklamasinda gosterilmistir. k >0 ve k — 1 i¢in iddia saglansin. Tiimevarimdan

1

dolayr, (a + b)P*" = aP

k-1 k

+bP""" oldugundan

1

(@a+b)P" = [(a+b)P P = (@ + P TP = aP* 4 pP"
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k =nigin (@ + b)P" = aP" + bP" = a + b’dir. Aym zamanda (—a)?" = —aP" = —a,
ab?" = aP"b?" =ab ve b#0 iken (b~H)P" =b"! oldugundan a+b, —b,
ab, b~* (b # 0) € S dir. O halde S bir cisimdir. Z, < S oldugu agiktir. O halde S, Z,

tizerinde f (x) in pargalanma cismi oldugundan S = K dir.

Tamm 1.11.6. Z,, yi igeren p™ elemanl bir cisim GF (p™) ile gdsterilir ve bu cisme p"

elemanli bir Galois cismi denir.

Teorem 1.11.7. F bir sonlu cisim olmak iizere Vn > 1 i¢in F|[x] i¢inde derecesi n olan

bir indirgenmez polinom vardir.

ispat. kar(F) =p, F=GF(p") ve f(x) =xP" —x € Zy[x] olmak iizere Z, < F
oldugundan f(x) € F[x] tir. K, f(x) in F lizerindeki pargalanma cismi ve S, f(x) in K
icindeki koklerinin kiimesi olsun. Teorem 1.11.6’nin ispatinda goriildiigi gibi S, K’nin
bir alt cismi ve |S| = p™ dir. Ote yandan Z,, K’nin asal cismi oldugundan S’nin bir alt
cismidir. f(x) € Z,[x] oldugundan hem K ve hem de S, K i¢inde f(x) in Z,
lizerindeki parcalanma cisimleridir ve S = K dir. Ozel olarak |K| = p"™ dir. F < K ve
|F| = p” oldugundan [K : F] =n dir. Sonu¢ 1.10.4’ten bir u € K igin K = F(u)
oldugundan [K : F] = der(ind(u, F)) ve der(ind(u, F)) = n bulunur.

Sonu¢ 1.11.8. f(x) = x?" —x € Z,[x] polinomu birbirinden farkli monik indirgenmez
polinomlarin ¢arpimi ve bir indirgenmez polinomun f(x) i bolmesi igin gerek ve yeter

sart derecesinin n’yi bolmesidir.

ispat. f'(x) = p™x?"~1 =1 = —1 oldugundan f(x) in her kokii tek katlidir. Yani

birbirinden farkli monik indirgenmez polinomlarin ¢arpimudir.

p(x) € Zy[x] indirgenmez ve der(p(x)) =d olmak iizere f(x) in Z,
tizerindeki par¢alanma cismi K olsun. Teorem 1.11.6’dan K, f(x) in biitiin koklerinin
kiimesidir ve |K| =p™ dir. O halde [K : Z,] =n dir. p(x)|f(x) olsun. K, f(x) in
biitiin kokleri oldugundan p(u) = 0 olacak sekilde bir u € K vardir. Bu durumda

[Zp(u) : Zp] = d dir. Ayrica
n=I[K:Z,]=[K:Z,W][Z,w) : Z,] = [K : Z,(W)]d
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oldugundan d|n dir.

Tersine d|n igin p(x) € Z,[x] € K[x] oldugundan p(x) € K[x] tir. p(x) in K
tizerinde bir par¢alanma cismi L ve p(x) in L igindeki bir kokii v olsun. Eger v € K ise
Teorem 1.11.6’nin ispatindan f(u) =0 ve p(x)|f(x) tir. v &K olursa Z, <K
oldugundan Z,(v) < K(v) dir. Ayrica [Zp (v): Zp] = d oldugundan |Zp (v)| =p4 ve
|Zp(v)|* = p? — 1 dir. v # 0 oldugundan v?*~1 = 1 ve v, xP"~1 — 1 in bir kokiidiir.
Ote yandan d|n oldugundan p® — 1|p® — 1 ve xP"~1— 1|xpn_1 — 1 dir. O halde

vP""1 =1 ve v?" = v bulunur. v, p(x) in L icindeki bir kokiidiir ve v € K ¢eliskisi

elde edilir.

Ornek 1.11.2. p(x) = x* + x + 1 polinomu igin Z, iizerinde p(0) =1 ve p(1) =1
oldugundan kokii yoktur. O halde p(x) =x*+x+1 polinomu Z, iizerinde

indirgenmezdir.

Tamim 1.11.9. F bir cisim ve E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olmak iizere E, F’nin
bir ayrilabilir normal genislemesi ise E’ye F’nin bir galois genislemesi ve G(E/F)

grubuna galois grubu denir.

Ornek 1.11.3. x* — 2 polinomunun Q iizerindeki pargalanis cisminin galois grubu su
sekildedir: x* — 2 polinomunun kokleri +V2, +iV2 olup Q iizerindeki pargalanma
cismi  K=Q(V2,i) dir. Q(¥2) yi sabit birakan otomorfizmalari
Vi1 Yii Yagam Yag sz din ;=7 ve sz a5 =0 dur. G(K/Q) = (0, 7) =

{1, o,7,01}dir.

Teorem 1.11.10. F bir cisim ve E, F’nin bir sonlu cisim geniglemesi olmak tizere E’nin

F tizerinde galois olmasi i¢in gerek ve yeter sart |G(E/F)| = [E : F] dir.

Ispat. E, F iizerinde galois ise Tanim 1.11.9°den E, F’nin bir ayrilabilir normal
genislemesidir. Teorem 1.8.14 ve Teorem 1.9.9 geregince {E : F} = |G(E/F)| ve
{E : F} = [E : F] oldugundan |G(E/F)| = [E : F] dir.

Tersine |G(E/F)| = [E : F] olsun. {E : F} nin tanimindan |G(E/F)| < {E : F} oldugu
agiktur. Teorem 1.8.11°den {E : F} < [E : F] dir. Boylelikle |G(E/F)| ={E : F} =
[E : F] elde edilir. Teorem 1.8.14 ve Teorem 1.9.9 uygulanir E, F iizerinde galoistir.
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Lemma 1.11.11. F bir cisim olmak tizere E, F’nin bir galois genislemesi ve F < B < E

ise E, B’nin bir galois genislemesidir.

Ispat. E, F’nin bir sonlu ayrilabilir normal genislemesi oldugundan Lemma 1.9.7°den E,
B’nin bir ayrilabilir genislemesidir. E, F iizerinde par¢alanma cismi oldugundan B
tizerinde de pargalanma cismidir. Yani B’nin bir normal genislemesidir. O halde E,

B’nin iizerinde galoisdir.

Lemma 1.11.12. F bir cisim E, F’nin bir galois genislemesi ve F < B <E ise

EG(E/B) - B dll’
Ispat. Tanim 1.11.9°dan
Ege/py ={u€E: o(u) =u, Vo € G(E/B) igin}.

O halde B < Eg(g/py dir. Varsayahm Ki, Eg/p) # B olsun. u € Egg/p) \ B Ve
p(x) = Ind(u, B) olsun. Lemma 1.11.12°den E, B iizerinde galois oldugundan B’nin
bir normal genislemesidir. O halde p(x), E lizerinde pargalanir. Ayrica u,p(x) in bir
basit kokii ve der((p(x)) > 1 oldugundan p(x) in E iginde w’dan farkli bir kokil v
vardir. ¥, ,, : B(u) = B(v) temel izomorfizmas1 gz oniine alinirsa Teorem 1.8.3’ten
Yy, E’nin bir 6 otomorfizmasima genisler ve 8 € G(E/B) dir. Ancak u € E;(g/p)
oldugundan v =y, (u) =60(u) =u € G(E/B) ¢eliskisi elde edilir. O halde
Ege/p) = B dir.

Lemma 1.11.13. F bir cisim olsun. E, F’nin bir galois genislemesi, G = G(E/F) ve H,
G’nin bir alt grubu ise G(E/Ey) = H dur.

Ispat. |H| = n ve H = {0y, 0, ...0,,} olsun. E, F’nin bir ayrilabilir cisim genislemesi
oldugundan Teorem 1.9.16 ve Sonu¢ 1.11.3’ten E = F(u) olacak sekilde bir u € E

vardir.

flx) = (x - Jl(x))(x - az(x)) (x - an(x))

f(x) polinomu tamimlansin. 1 <j <n i¢in o’nun etkisiyle tanimlanan o;" : E[x] —

E[x] otomorfizmasi gbz 6niine alinirsa

o/ (f(0) = (x - ajal(x)) (x - ajaz(x)) (x - ajan(x)).
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H grup oldugundan g;, H’nin biitiin elemanlar iizerinde degisirken g;0;’de H’nin biitiin
elemanlar1 iizerinde degisir. aj*(f (x)) = f(x) ve f(x) in katsayilar1 o; altinda sabit
kalir. Burada o; keyfi secildiginden, f(x) € Ey[x] tir. O halde E, f(x) in Ey
lizerindeki bir parcalanma cismidir. p(x) = ind(u, Ey) ve o; = i olsun. (x — u)|f(x)
oldugundan f(u) = 0p Ve p(x)|f(x) tir. Bu durumda der(p(x)) <n oldugundan
[E: Ey] <n dir. Ayrica Teorem 1.8.11°den |G(E/Ey)| <|[E : Ey] oldugundan
|H| = [E : Ey] elde edilir.

Teorem 1.11.14. (Galois Teorisinin Temel Teoremi) F bir cisim E, F’nin bir Galois
genislemesi ve G = G(E/F) olsun. E’nin F’yi igeren biitiin alt cisimlerinin kiimesi
Ara(E /F) ve G’nin biitlin alt gruplarinin kiimesi Alt(G) olmak tizere VB € Ara(E/F)
icin 6 : B - G(E/B) eslemesi Ara(E /F) den Alt(G) tizerine bire bir eslemedir (Sekil
13). Asagidakiler saglanir.

(i) VB € Ara(E/F) i¢in B = E;g/gp)

(ii) VH € Alt(G) i¢in H = G(E/Ey)

(iii) [E : B] = |G(E/B)|ve [B : F] = |G(E/F) : G(E/B)|

(iv) B’nin F’nin bir galois genislemesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart G(E/B) <

G(E/F) olmasidir. Bu durumda G(B/F) = G(E/F)/G(E/B) dir.

E—— {i}

|U In

0
B —— G(E/B)

N

F———— G

Sekil 13. Galois Teorisinin Temel Teoremi

76



(i) B € Ara(E/F) olmak flizere E, F lizerinde Galois oldugundan Lemma
1.11.13’den B = Eg(g /g, dir.

(if) H € Alt(G) olmak iizere E, F iizerinde Galois oldugundan Lemma 1.11.13’den
H = G(E/Ey) dir.

B',B € Ara(E/F) olmak iizere 6(B)=06(B') ise G(E/B)=G(E/B’)
oldugundan, EG(E/B) = EG(E/B') dir. (i)’den B = EG(E/EB) ve B'= EG(E/BI)

oldugundan B = B’ olur.

H € Alt(G) olmak iizere O(Ey) = G(E/Ey) dir. Fakat (ii)’den dolay1 G(E/Ey) =
H oldugundan, 6 o6rtendir. O halde 6 bire bir eslemedir.

(iii) B € Ara(E/F) olmak tizere E, B {lizerinde galois oldugundan [E : B] =
|G(E/B)| dir.

G (E/F) Galois oldugundan

|G| =[E:F]=[E:B][B:F]=|G(E/B)I|[B : F]

boylelikle

ol — Gl
B+ Fl = ez = 16+ G(E/B)]
bulunur.

(iv) B € Ara(E /F) olmak tizere B, F’nin bir galois genislemesi olsun. o € G(E/B)
ve o € G olsun. 8|z, B’den E i¢ine bir F monomorfizmasidir. B, F {izerinde normal
oldugundan Teorem 1.8.6°den B’nin bir otomorfizmasidir. O halde 6(B) < B’dir.
Vb € B icin 6(b) € B oldugundan 8 1g8(b) = 07 1a(6(b)) = 671(6(b)) = b dir.
Dolayisiyla 8 106 € G(E/B) ve G(E/B) < G dir.

Tersine G(E/B) < G olsun. Varsayalim ki B, F iizerinde galois olmasin. E, F
tizerinde galois oldugundan Lemma 1.9.7°den B, F iizerinde ayrilabilirdir; dolayisiyla
normal genisleme olamaz. Oyleyse bir u € B vardir ki Ind(u,F), B iizerinde
parcalanmaz. Ind(u, F) nin E /B igindeki bir kokii v olsun. ¥, : F(u) - F(v) deger
izomorfizmasi, Sonu¢ 1.8.5’ten E’nin bir T otomorfizmasina genisler. ¢ € G(E/B)
olsun. Kabulden t~ ot € G(E/B) dir. Buradan (t7'o7)(u) =u oldugundan
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O'(T(u)) = t(u) dur. o, G(E/B) den keyfi secildiginden, T(u) = E; /gy olur. Lemma
1.11.13’ten dolay1, Eg/py = B oldugundan 7(u) € B celiskisi elde edilir. O halde B,

F tizerine galoistir.

Teorem 1.11.15°daki B — G(E/B) eslemesine galois eslemesi denir. Bu teorem
bir E/F Galois genislemesinde ara cisimlerin sayisinin G(E /F) Galois grubunun alt
gruplarinin sayisina esit oldugunun ve G(E/F) sonlu oldugundan, B ara cisimlerinin

sayisinin sonlu oldugunu gostermektedir.

Ornek 1.11.4. E = Q(\/g, \/E) ve G = G(E/Q)olsun. E’nin biitiin ara cisimleri
asagidaki gibi belirlenir.

E, Q tizerinde galois ve ara cisimler alt gruplarin sabit cisimlerinden olusur. o =
Yyz-zVet=¢sz_s olmak tizere G = {(, 0, 7,01} ve G’nin elemanter abelyan grup

oldugu gosterildi ve G’nin alt gruplari ile bunlarin sabit cisimleri belirlendi.

QV2) «— @

Q(V3) <+— (o7)

Sekil 14. E’nin alt cisimleri ile G’nin alt gruplar1 arasindaki esleme

Ornek 1.11.5. x* — 1 polinomunun Q iizerindeki pargalanma cismi K ve G = G(K/Q)
olsun. K’nin Q’nun galois genislemesidir. galois eslemesi, alt grup ve alt cisim kafesleri

asagida gosterilmistir.
K= Q(W) ve G = G(K/@) = (o) = {LF’ djw,wz' djw,w?" djw,w“} dir.

lpw,w2 =0, lpw,w3 = 0_2' lpw,w4 = 03' lp = ot
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K, Q’nun ayrilabilir normal genislemesi oldugundan K, Q’nun galois genislemesidir.

(@) Qw)
SR N
Q(w) & (o)
QW) o {1} u e
(a) (b) (c)

Sekil 15: Galois eslemesi (a), Alt grup kafesi (b), Alt cisim kafesi (c)

F bir cisim, f(x) € F[x] F iizerinde bir ayrlabilir polinom ve f(x)
polinomunun F {izerindeki par¢alanma cismi K ise K, F cismi iizerinde bir ayrilabilir
genislemesidir. Ustelik K, F’nin bir normal genislemesi oldugundan galoistir. Bu

durumda G (K /F) grubuna f (x) polinomunun F iizerindeki galois grubu denir.

Teorem 1.11.15. F = GF(p") ve E, F’nin bir sonlu cisim genislemesi olmak iizere

[E : F] = n ise E, F’nin bir Galois genislemesidir.
opr i E > E, u uf’

seklinde tanimli o,r fonksiyonu E’nin F’yi sabit birakan bir otomorfizmasidir ve

G(E/F) = (g,r) dir.

ispat. [E : F] = n oldugundan |E| = p™ ve Teorem 1.11.4 geregince E, x?" —x €
F[x] polinomunun F tizerindeki pargalanma cismidir. xP™" — x in her kokii tek kath

oldugundan E, F tizerinde galoistir. Teorem 1.11.10°den |G(E/F)| = n dir.

a,b €E olsun. kar(F) =p oldugundan (a+ b)?" =a? +b?", (ab)? =

r T
aP b? dir.

O halde g,r bir halka homomorfizmasidir. o,r(1z) = 1z # O oldugundan o,r bire

birdir. E sonlu oldugundan o,r otomorfizmadir. Ote yandan u € E icin apr(u) =u

demek uP" = u oldugundan u, x?"" — x in bir kokiidiir. x?" — x in koklerinin kiimesi

F oldugundan o?", F’yi sabit birakir ve G(E/F) ye aittir. |G(E/F)| = n oldugundan
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o(apr) = n oldugu gosterilirse esitlik saglanir. & = g,r ve 0(8) = s olsun. Vu € E ve

k > 1icin 8%(u) = T oldugu tiimevarimla gosterilir. k = 1, 8 taniminin sonucudur.

k = 1igin iddia dogru olsun ve k + 1 i¢in dogrulugu gosterilsin.
kr
Ot (u) =6 ((u)PkT) = (Ow)P" = (upr)p _ T

k=n i¢in 6™(u) = uP" =u oldugundan, 6™ =1 ve buradan s|n dir. Ote yandan
Vu € E i¢in 85(w) = (w)?” = 1(w) = u oldugundan u elemam xP" — x polinomunun
bir kokidir. Buradan |E| <p™ ve boylece p™ < p"™ olur. Buradan rn <rs

oldugundan n < s bulunur. s < n oldugundan s = n dir.

Ornek 1.11.6. GF(729)/GF(9) galois genislemesinin galois grubu devirlidir. GF(9) <

B < GF(729) olan B ara cisimlerinin sayisini asagida verilmistir.

E = GF(729) = GF(3°%) Teorem 1.11.15°den dolay1 Z; iizerinde Galois oldugundan
[E : Z3] = 3° dir. Her u € E i¢in 03 : u > u® bigiminde tanimh g3 fonksiyonu E’nin
bir otomorfizmasidir ve G(E /Z3) = (o) tiir. Benzer sekilde F = GF(9) = (a3) tiir. O
halde GF(729)/GF(9) genislemesi devirlidir. E’nin biitiin alt gruplart 1 < k < 12 ve
k|12 olmak iizere {oX) lardan olusur ve Omek 1.11.5 ‘deki gibi E}, & GF(3*) eslemesi
elde edilir. GF(3°) nin alt gruplari {o3), (a3), (63°), (63°), (a3"), (63°), (63"°) ve
GF(3%) nin alt cisimleri GF(3), GF(3%),GF(33), GF(3*), GF(3%), GF(3'?) dir.
Benzer sekilde GF(9)'nin altgruplart {(g3), (03), (0'3?2) ve GF(9) nin alt cisimleri
GF(3),GF(33),GF(3%) dir. O halde GF(9) < B < GF(729) olacak sekilde B ara
cisimleri GF(32), GF(3°) dir.

Lemma 1.11.16. s,t € C igin f(x) = x*> + sx +t olmak iizere f(x),C iizerinde

parcalanir.

Ispat. x2 +sx+t=(x—5s/2)%+ (4t —s2)/4 tir. (x —s/2)? + (4t —5%)/4=0
olsun. Buradan (x —s/2)% = (s? —4t)/4 bulunur. (s?—4t)/4 iin karekokleri
asagidaki sekilde bulunabilir.
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a,b € R olmak iizere (s* — 4t)/4 = a + ib ve a + ib nin bir karekokii x + yi olmak
lizere a + ib = (x + yi)? esitliginden x> —y% = a ve 2xy = b elde edilir. y = b/2x

c . b2 . -
birinci esitlikte yerine yazilirsa x* — ax? — ~ = 0 denklemi elde edilir. Buradan

WaTTh?
(x2)1,2 — %

bulunur.

Ornek 1.11.7. 5z2+2z+10=0 denklemi Lemma 1.11.16°daki ikinci ydntem

uygalanirsa su sekilde ¢oziiliir:

z>+2/5z+2=0Lemmal11.16’dens = 2/5, t = 2 dir.

. WA, N 25
2igta=(z-g5) +5
2 "
(Z_£> __ 35
10 4
2 8—4
(Z_i) _ |, 2. 86 2 6V6
10/ ~ 4’ 1710 " 10" 2710 10

Lemma 1.11.17. f(x) € R[x] ve der(f(x)) = n bir tek tamsay1 olmak iizere f(x) in

bir reel kokii vardir.

Ispat. f(x) =ag+a;x+ -+ a,_x" 1 +x" € R[x] ve t = 1 + ¥ a;| olsun. Her

0<i<n-1igina; <t—1dir. Buradan

lag +a;t+ -+ a, t"H<(t-1DA+t+ -+t =t"—-1<t"

elde edilir. O halde

FO) =ag+art 4+ @yt L+t > " — |ag + ait + - + ap_ VL > " — "
=0.

Ote yandan Va; < t oldugundan
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f(=t)=ag+a;(=t) + -+ a1 ()" + (=)"
Stl+ 0+ + 0"+ (DT

=t[(t"+1)/(t+D]-t"<0.

O halde f(t) >0 ve f(—t) <0 ve f(x), fonksiyon olarak siirekli oldugundan bir
c € (—t,t)igin f(c) = 0 olur.

Teorem 1.11.18. (Cebirin Temel Teoremi) C[x] in sabit olmayan her polinomu C

tizerinde pargalanir.

Ispat. f(x) € C[x] ve der(f(x)) >0 olsun. f(x) polinomunda katsayilar1 yerine
eslenikleri konularak elde edilen polinom f£(x) olsun. f(x)f(x) in her katsayis1 reeldir.
Bazi durumlarda f(x) yerine bu polinom alinirsa katsayilarinin reel oldugu kabul
edilebilir. f(x) in C iizerindeki pargalanma cismi K olmak iizere K, f(x)(x? + 1) in R
tizerindeki bir par¢alanma cismidir. kar(R) = 0 oldugundan K, R iizerinde ayrilabilir
ve galoistir. [K : R] = [K : C][C: R] ve [C: R] = 2 oldugundan [K : R] bir ¢ift tam
sayidir. Yani [K : R] =25t ve (2,t) =1 olacak sekilde s > 1,t > 1 tam sayilar
vardir. G = G(K/R) olsun. K, R iizerinde galois oldugundan |G| = 25t dir. G’nin bir
Sylow 2 alt grubu P olsun. |P| = 2% dir. E = Kp olsun. Teorem 1.11.14(iii)’den
[K : E] = |P| = 2% dir. Buradan [E: R] = t bulunur. u € E ve p(x) = Ind(u, R) olsun.
[R[u] : R] =der(p(x)) oldugundan der(p(x))|t ve t bir tek tamsay1 oldugundan
Lemma 1.11.17°dan p(x) in bir reel kokii vardir. Fakat p(x), R {izerinde indirgenmez
oldugundan, der(p(x)) =1 ve u € R dir. Buradan E = R bulunur. Boylece |G| = 2°
ve G =P dir. H=G(K/C) olsun. |H| = 2571 dir. s — 1 > 1 olmak iizere H’nin dyle
bir alt grubu N vardir ki, |H : N| = 2 dir. U = Ky olsun. N < H oldugundan Teorem
1.11.15 (iv) geregince U, C’nin bir galois geniglemesidir ve

[U: €= 205 =

dir. Yu € U i¢in a,b,c € C olmak iizere bir ax? + bx + ¢ polinomunun kokiidiir.
Ancak Lemma 1.11.15°den x? + bx + c¢’nin her kokii C’nin iginde oldugundan u € C
buradan U € Colur, bu da geliskidir. O halde s—1=0,s =1 ve K = C bulunur.

Boylelikle f(x) in C iizerindeki parcalanma cismi C'dir.
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1.12. Déngiisel Genislemeler

Bu boliimde birimin bazi koklerinin F’ye eklenerek elde edilen bir F cisim
genislemeleri incelenecektir. Bulunan sonuglar yardimiyla bir diizgiin n-genin ¢izilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilecektir.

Tanmm 1.12.1. F bir cisim ve n > 1 bir tamsay1 olmak tizere f(x) = x™ — 1z € F[x]
olsun. f(x) in F {izerindeki pargalanma cismi K ve a € K olmak iizere a, f(x) in bir
kokii ise a’ya F iizerinde birimin bir n. kokii denir. a™ = 1 ancak Vk|n igin a* # 15

ise a’ya F lizerinde birimin bir ilkel n. k6kii denir.

a € K bir ilkel n. kék olmak tzere H = (a) ise |H| = n dir. O halde H’nin
elemanlar1 x™ — 1z € F[x] polinomunun biitiin kokleridir. Béylece b € K bir ilkel n
yinci kok ise b™ — 1z = 0y olacagindan b € H olup H devirli grubunun bir tiretecidir.
O halde ilkel n. kokler, Sonu¢ 1.2.7°den dolayi, 1 < k < n ve (k,n) = 1 olmak lizere

a® lardan olusur ve bunlarin sayis1 ¢(n) dir.

Tanmmm 1.12.2. x™ — 1 € F[x] polinomunun F iizerinde parcalanis cismine F’nin n.

dongiisel genislemesi denir.

kar(F) = 0 ise ya da kar(F) = p ve p { n ise F iizerinde ilkel n-yinci kokler

vardir. Fakat p|n ise F iizerinde ilkel n-yinci kok yoktur.

F bir cisim E, F'nin bir n. dongiisel genislemesi, n € N ve F cisminin
karakteristigi p > 0 ise p +n olsun. f(x) = x™ — 1z polinomunun E i¢indeki her
kokiiniin katliligr birdir ve bu polinomun E i¢inde n tane kokii vardir. Boylelikle E
icinde birimin n. koklerinin olusturdugu devirli grup U, in mertebesi n’dir. Mertebesi n
olan bir devirli grubun ¢(n) tane iireteci vardir. ¢(n), birimin n. ilkel koklerinin

sayisidir. U, = {wy : 0 < k < n — 1} n. ilkel koklerinin kiimesidir.

kar(F) >0 ve ptn oldugunda E, F lizerinde pargalanis cismidir ve f(x), F
tizerinde ayrilabilir oldugundan Sonug¢ 1.9.11 geregince E, F cisminin bir ayrilabilir
genislemesidir; yani E bir normal genislemedir. O halde [E : F] = {E : F} = |G(E/F)|
dir.
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G(E/F), U(Z,) nin bir alt grubuna izomorftur. O halde G(E/F) abelyandir ve
mertebesi ¢(n) yi boler.

Bundan sonra kar(F) + n olarak kabul edilecektir. Teorem 1.12.3(i)’den dolay1 F
uzerinde birimin ilkel n. kokleri vardir ve w bir ilkel kok olmak tizere biitiin ilkel kokler

1 < k < nve (k,n) = 1 olmak iizere w* bicimindedir.

Ornek 1.12.1. w € C bir ilkel dokuzuncu kok olsun. z° — 1 denkleminin dokuzuncu

kokleri ~ z, = cos==+isin=", k=0,1,..,n—1 seklindedir. Uy = {1, z,

Zy, ., Zn} birimin dokuzuncu koklerinin kiimesidir. Ilkel n. kokler 1 <k <n ve
5

(k,n) =1 olmak iizere w¥ lardan olusur; yani, wt, w?, w*, w® w’, w® dir ve

¢(9) = 6 dur.

Tamim 1.12.3. F cisminin bir n. dairesel genislemesi E olsun. E i¢inde birimin biitiin n.

ilkel kokleri w;, 1 < i < ¢(n) olmak tizere
(%) = [ (x = wy)

polinomuna F {izerinde n. déngiisel polinom denir.
Teorem 1.12.4. &, (x) € F[x] tir.

spat. @, (x) polinomunun katsayilar;, F cisminin asal cisminin elemanlaridir. Ozel
olarak F cisminin asal cismi Q ise ®,(x) polinomunun katsayilar1 Z halkasindadir;
yani ®,,(x) € Z[x] tir.

Teorem 1.12.6. ®,,(x), F[x]’in bir monik polinomudur.

Ispat. U, E icinde birimin biitiin n. koklerinin ¢carpimsal grubu olmak iizere u € U, ise
u™ — 1 = 0 olacagindan d|n i¢in o(u) = d dir. O halde u birimin bir ilkel d. kokidiir
ve (x —u)|® (x) tir. Tersine d|n olmak tizere u birimin bir ilkel d. kokii ise u™ =1
olacagindan u € U, dir. O halde ®,4(x)|(x™ — 1) dir. e|n ve d # e ise P, (x) ile
@, (x) in higbir ortak kokii olamaz. Boylelikle

x"—1= 1_[ D,(x)
d|n,d=1
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n lizerine timevarim uygulanir ve ispat biter. n =1 ise ®,(x) =x — 1 € Z[x] tir.

n>1veVl <d < nigin ®4(x), Z[x] in bir monik polinomu olsun.

xt—1

D, ()

gx) =

olarak alinirsa tiimevarimdan g(x) € Z[x] ve x™ — 1 = g(x)®,(x) tir. x™ — 1 ve g(x)
monik oldugundan x™ —1 = q(x)g(x) +r(x) ve der(r(x)) < der(g(x)) olacak
sekilde g(x), r(x) € Z[x] vardir ve q(x) moniktir. Buradan

q(x)g(x) +r(x) = g(x)P,(x)
ve
r(x) = g()[Pn(x) — q(x)]

g(x) # 0 ve der(r(x)) = der(g(x)) oldugundan [®,(x) — q(x)] # 0 ise r(x) # 0
celigkisi elde edilir. O halde ®,(x) —q(x) =0 ve &,(x) = q(x) € Z[x] tir. q(x)

monik oldugundan ®,,(x) de moniktir.

x" —1=[lgn Pa(x) esitliginden d’nin kiiciik degerleri icin Py(x) ifadeleri

yazilabilir:
(Dl(x)=x—1

x? -1
Cbz(x)zx_1=x+1

x3 -1
d>3(x)=x_1=x2+x+1

x*—1

D, (x) = —x2+1
D= Tharn C T

x°—1
<I>5(x)=x_1=x4+x3+x2+x+1

x6—1

Dy (x) = =x*—x+1

x—DxE+DE*+x+1)
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x7 -1

d)7(x)=x_1 =x0+x+axt+ad+x2+x+1
Dy (x) = 1 =xt+1
N

x%—1
) = = x© 341
W = e xrn F T

x10—1

Dyo(x) = =x*—x3+x?—x+1

(x—Dx+Dx*+x3+x2+x+1)
Teorem 1.12.6. ®,,(x) dongiisel polinomu F = Q igin F iizerinde indirgenmezdir.

Ispat. f(x) = ®,(x) ve Teorem 1.12.6°dan f(x) € Z[x] tir. Varsayalim ki f(x), Q[x]
icinde indirgenmez olsun. f(x) in bir indirgenmez ¢arpant g(x) olmak iizere
der(g(x)) < ¢p(n) dir. f(x) = g(x)h(x) olacak seklinde bir h(x) € Q[x] vardir.
g(x),h(x) € Z[x] ve f(x) monik oldugundan g(x) ve h(x) in de moniktir denebilir. w
bir n. ilkel kok olmak tizere g(w) = 0 olsun. 1 < p < n ve p t n olan her p asal sayisi

icin g(wP) = 0 oldugu gosterilirse g(x) = f(x) olur.

p t n olan bir p asal sayisi igin g(w?) # 0 olmak lizere h(wP) = 0 oldugundan
w, h(xP) nin bir kokidiir ve g(w) = 0 oldugundan (x —w), g(x) ve h(xP?) yi boler.
g(x) indirgenmez oldugundan g(x)|h(xP) dir. Ote yandan g(x) monik oldugundan,
h(xP) = g(x)t(x) olacak bigcimde t(x) € Z[x] vardir. ¢ : Z[x] > Z, [x], o(f(x)) =
f(x) seklinde bir epimorfizma tamimlanirsa Z[x] iginde h(xP) = g(x)t(x) olur. g(x)
in Z,[x] i¢inde bir indirgenmez carpan d(x) ise cf(x)|f_l(xp) tir. A(xP) = (h(x))?P
oldugundan d(x)|h(x) olur. Ote yandan f(x)|(x™ — 1) oldugundan g(x)h(x)|(x™ —
1) ve g(x)h(x)|(x™ — 1) bulunur. Béylelikle (d(x))?|(x™ — 1) olur. O halde (x™ — 1)
in en az iki katli bir kokii vardir. Ancak (x™ — 1)’ =nx""! ve p tn oldugundan
nl # 0 dir. Bu durumda (x™ — 1)’ m tek kokii x = 0 oldugundan (x™ — 1)' ile ortak
kokii yoktur. Teorem 1.9.2 geregince x™ — 1 in ¢ok katli kokii olamayacagindan bu bir

celiskidir ve g(wP) = 0 olmalidir.

Teorem 1.12.7. G(Q(w)/Q) galois grubunun mertebesi ¢(n) ve G(Q(w)/Q) =
U(Z,,) dir.

86



Ispat. w, Q iizerinde bir n. ilkel kok ise Q’nun n. dongiisel genislemesi Q(w)’ye esittir
ve Q(w), Q cisminin bir galois genislemesi oldugundan Teorem 1.12.6’dan dolay1

[@Qw) : Q] = |G(QW)/Q)| = ¢(n) ve G(QwW)/Q) = U(Z,) dir.

Sonug¢ 1.12.8. p bir asal say1 olsun. Q’nun p. dongiisel genislemesinin galois grubu,

mertebesi p — 1 olan bir devirli gruptur.

Ispat. Qnun p. dongiisel genislemesinin galois grubu G olmak iizere Teorem

1.12.7°den |G(Q(W)/Q)| = p — 1 ve G(Q(W)/Q) = U(Z,) oldugundan G(Q(w)/Q)

devirlidir.

p bir asal tek say1 olmak lizere ancak n = 1, 2,4, p", 2p" i¢in n. ilkel kok vardir

ve n’nin bu degerleri i¢in U (Z,,) devirlidir.

Tamim 1.12.9. k negatif olmayan bir tam say1 olmak tizere 22 41 bi¢imindeki bir asal

saytya Fermat asal sayist denir.

Ornek 1.12.2. Euler k =0,1,2,3,4 icin 22" + 1 bicimindeki sayilarin asal say1
olduklarin1 gostermistir. Bilinen Fermat asal sayilar1 3,5, 17,257, 65537 dir.

Teorem 1.12.10. n > 1 bir tam say1 olmak lizere ¢(n) sayist 2 nin bir kuvveti ise

k,t >0 ve pi, py, ..., p; birbirinden farkli fermat asal sayilar1 olmak {izere n =
2%pip, ... e dir.

Ispat. Aritmetigin temel teoremi geregi k,t = 0 Ve p;, Py, ..., p; birbirinden farkli asal
sayllar ve S$y,53,..,5; =1 olmak iizere n = 2*p'p;?..p;* seklinde yazilabilir.

Esitligin her iki yanina Euler fonksiyonu uygulanir:

d(n) = 25" 1pS Tt L ptt T p - D, — D) ... (pe — 1).

¢(n) sayist 2 nin bir kuvveti oldugundan ve buradan i =1,...,t i¢in s; = 1 dir.
1 <i < tiginp; — 1,2 nin bir kuvveti oldugundan p; — 1 = 2™ ve p; = 2™ + 1 olacak
sekilde m > 1 vardir. Eger m sayisin1 bolen q asal tek sayis1 varsa m = qu olacak

sekilde u > 1 tam sayis1 vardir.

p;=2Mm4+1=2041=02%7+1=Q%+ [T + -+ 2% + 1]
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p; nin asal olmasi ile gelisir. O halde p = 2™ + 1 in asal olmasi i¢in m = 2%, a > 0 ve

22% 4+ 1 olmalidir. O halde p; bir fermat asal sayisidur.

Teorem 1.12.11. n > 3 bir tam say1 olmak iizere diizgiin n-genin pergel ve cetvelle

cizilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢ (n) in 2 sayisinin bir kuvveti olmasidir.

Ispat. Diizglin n-genin ¢izilebilir olmasi i¢in (cosf,smf) noktasinin yani w =

cos Z;n + isin 27” kompleks sayisinin ¢izilebilir olmasi gerekir (Sekil 16).

»
»

( 2T 27'[)
cos —,sin—
n n

Sekil 16. w = coszf+ isin%r kompleks sayisinin ¢izilebilir oldugunu gosteren

koordinat dizlemi

Sonug¢ 1.6.10°’dan [Q(w) : Q] = 25 olacak sekilde bir s > 1 tam sayis1 vardir. Ote
yandan Teorem 1.12.8’den dolay1 [Q(w) : Q] = ¢(n) oldugundan ¢(n) = 2° dir.
Teorem 1.12.10’dan k > 0 ve p4, py, ..., p; birbirinden farkli fermat asal sayilar1 olmak

iizere n = 2kp,p, ... p, dir.

Tersine k = 0 ve p;, py, ..., p; birbirinden farkli fermat asal sayilar1 olmak {izere

n = 2%pip, ...p; ise p(n) = 25 olacak sekilde bir s > 1 tam sayis1 vardir. E = Q(w)

ve G =G(Q(w)/Q olsun. Teorem 1.12.8’den dolay1 [Q(w): Q] = |G| =2° ve

G = U(Zy) dir. O halde G bir abelyan 2 grubudur. G bir 2-grubu oldugundan o(a) = 2
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olacak sekilde bir a € G vardir. G = (a) ve |H;| = 2 dir. |G/H;| = 25! oldugundan,
G /H; in mertebesi 2 olan bir alt grubu H,/H; vardir. Ayn1 sekilde devam edilirse G’nin

bir normal serisi
{e}=Hy<H < <H; =G

elde edilir; 6yle ki, VO < i < s igin |H;;1/H;| = 2 dir. VO < i < s i¢in E; = Ey, olmak
tizere E=Ey>E; > > E; =Q cisim kulesi elde edilir. VO<i<s i¢in E;,Q

tizerinde galois oldugundan Teorem 1.11.6(iii)’den
[Eiv1: Ei] = [E: E]/IE : Ejyq] = |Hi/Hiyq] = 2.

i lizerine tiimevarim uygulanir. VO < i < s i¢in E; nin elemanlarinin ¢izilebilir oldugu
gosterilir. i =0 ig¢in Q’nun elemanlart ¢izilebilirdir. i > 0 olmak iizere E; nin
elemanlarinin ¢izilebilir ve u € E;,; olsun. [E;,; : E;] = 2 oldugundan E;,; = E;(u)
ve Ind(u,E;) = x? + bx + ¢ olacak sekilde b,c € E; vardir. Aym1 zamanda b,c
cizilebilir oldugundan Sonug¢ 1.6.6’dan u gizilebilirdir. O halde E;,; in her eleman

cizilebilirdir. Ozel olarak i = s i¢in E = E nin her eleman cizilebilir oldugundan

2T , .2 . . » -
w = cos — + i sin — ¢izilebilirdir.
n n

Ornek 1.12.3. 17 fermat sal sayis1 oldugundan Teorem 1.12.11 geregince diizgiin 17-

gen derecesiz pergel ve derecesiz cetvelle ¢izilebilir.
Ornek 1.12.4. cos72°+ isin72°birimin bir onuncu ilkel kokii degildir. z™ —1
denkleminin kokleri z, = cos 2 + i sin ==~ seklindedir. n > 10 olsun. w* = z igin

k =10 alinirsa z;5 = cosZOTn + isinZOTn bir ilkel kok olur. ZOT” = 72 ise n = 50 olur.

w10 = z,, = 17 birimin ilkel onuncu k&kii olmasi igin 10|50 ve w>® # 15 olmaldir.

w30 = (W15 = (1;)° = 15 celiskisi elde edilir.

Ornek 1.12.5. k bir pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olsun. CDpk(x) =&, (xpk_l)

oldugu asagida gosterilmistir.

(1) = [P0 —w) = (e — wi) (= wp) o (x — wpoy) Ve
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1

@, (xpk_l) = Hf’:(f)(xpk_l —w;) = (x”k_1 - wl) (x’f’k_1 - wz) (xpk_ - Wp_1)

dir. Her a; bir p*-ymer ilkel kok oldugundan alpk_l de bir p-yinci ilkel koktiir.
Dolayisiyla @, (afk_l) =0 dir. Boylece a; ler @, (xpk_l) in birbirinden farkli
p* 1(p — 1) kokiidiir. Ayn1 zamanda @ k(x) ninde kokidir. O halde ®,k(x) ve

k-1
D, (af ) dereceleri ayni olan monik polinomlardir ve birbirine esittir. Bu esitlik

kullanilarak @, (x) su sekilde hesaplanir:

Dy (x) = De2(x) = ¢5(x51) = dc(x5) = 220 + x1° + x10 + x5 + 1.

Ornek 1.12.6. m ve n aralarinda asal pozitif tamsayilar olsun. x™* — 1 in Q {izerindeki

pargalanma cisminin (x™ — 1)(x™ — 1) pargalanma cismine esittir. Ornek olarak n = 2

ve m=3 almsm. (3,2)=1 dir. x®—1 ‘nin kokleri z, = cosZan + isinZan

seklindedir. z; = = (1 +V3i), z, = 2 (-1 +3i), z3 = =1, 2 = —5 (1 +V3i), z5 =
~(1-+3i), z=1 denklemin kokleridir. -(1+V3i)€Q(V3,i) oldugundan
pargalanma cismi Q(+/3, 1) dir. x> — 1 denkleminin kokleri +1 dir ve pargalanma cismi
Q’dur. x3 — 1 denkleminin k&kleri z;, = %(—1 ++3i),z, = —%(1 +/3i),z, = 1 dir

ve parcalanma cismi Q(v/3,i) dir. O halde (x? —1)(x® — 1) ‘in pargalanma cismi

Q(+/3,1) dir.

Ornek 1.12.7. n>1 bir tek tamsayr olsun. ®,,(x) = ®,,(—x) oldugu asagida

gosterilmistir.

n iizerine tiimevarim uygulanir. n = 3 igin ®3(—x) = (—x)?+ (—x) +1=x%—x +
1 ve O (x)=x2—-x+1 dogrudur. n==k icin  dogru  olsun.

(0f-1
©1(~x)Ps, (—0)... 05, (=)

O (—x) = i >1 k = s, ...s; olacak sekilde s; ... s; asal sayilart

ka—l d.
vardir. @, (x) = D1 () P2 () Ps, (1) ... Ps; (%) "

Dy (=x) = Py ()

(-x0)-1 _ x?k-1 __ —ef-nnk-n
D1 (-2) D5, (1) D5, (=) P (NP2 (NP5, (). D5, (1) P2 ()P (0)Ds, (x)... D5, ()

sadelestirmeler yapilirsa
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—(xk-1)
D) 1

oldugundan —(x* — 1) = &, (x) dir.
n=k+ 2icin

(_x)k+2_1

D1 (—x) Dy, (—x) ...fbtj (—x

(Dk+2(_x)= ),]21k+2=t1...t]

olacak sekilde t; ... t; asal sayilari vardir.

x2k+a_q
(—x)*+2 -1 y2k+4 _ 4

D1 (=x) D¢, (=) ... Dy (=) T 0, ()PP, (1) - 0, ()

icin —(x**2 — 1) = &, (x) oldugundan @, ,(—x) = P44 (x) dir.
1.13. Koklerle Coziilebilirlik

Bu boliimde n. dereceden rasyonel cisim katsayilt a,x™ + -+ a;x + a, =0

polinom denkleminin hangi sartlar altindan koklerle ¢6ziimiiniin miimkiin oldugu

incelenecektir.

2. ve 3. dereceden polinom denklemlerin koklerle ¢oziimii i¢in formiiller sirasiyla

asagida belirtilmistir.

@ ax?+bx+c=0, a,b,ceQ ve a=#0olsun. a =1 alinir ve x2+

bx + ¢ = 0 denkleminde x = y — g yerine yazilirsa

b\?2 b b2 b2 b2

_— _— = 2 _ B —_— = 2 _ =
(y 2) +b<y 2>+c y by+4+by 2+c y 4+c 0.

—b +Vb?% —4c
2

X12 =
polinomun kékleridir. b — 4c¢ > 0 ise kokler reel, b2 — 4c < 0 ise komplekstir.
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(b) a,b,c € Q olmak iizere x3 + ax? + bx + ¢ = 0 olsun. Bu denklemde

xX=y-— % yerine yazilirsa gerekli islemlerden sonra

34 a2+b +2a3 ab+ =0
Y 3 Yt\27 73 7¢) 7

2 2a® b
bulunur. p = —=+b, ¢ ==~ =+ ¢ yazilrsa,

y3 = (u+v)3 =ud+3u?v + 3uv? + v3 = ud + v3 + 3uvy
Onceki denklemde yerine yazilirsa

W+ 3+ Buw+p)y+q=0

3uv+p=0veuv = —g olmak tizere
3
ud+v3=—qve udv3 = —2—7

O halde u3 ve v3

3

2 p
——=0
x“+qx 27

ikinci dereceden denklemin kokleridir.

1 ’ 4p3 1 4p3
3__[| — 24 5 3__| —pg — 24—
u > q+ |q +27 , U > q q +27 .

3.,3 —

uv® = —g denkleminin kokleri (u,v) sirali ikilisi bir kok olmak iizere (u,v),

(u, wv), (u, w?v), (wu, v), (wu, wv), (wu, w?v), w?u, wv), (W?,wv),(w?u, w?v)

. —1+iv3
dir. w = V3

olmak tizere bilesenleri ¢arpimi —g e esit olanlar (u, v), (wu, w?v) ve
(w?u, wv) dir. y3 + py + q = 0 denkleminin kokleri u + v, wu + w?v, w?u + wv

dir. tigiincii dereceden denklemin kokleri

a ) a ) a
x1=u+v—§, X, =wWu+w v—g, X3 =W u+wv—§

Bu formiillere CardanoFormiilleri denir.
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Ornek 1.13.1. x3 —3x + 1 polinomunun koklerini Cardano formiilleriyle ¢oziimii

asagidaki gibi bulunur.

p = —3 ve g = 1 dir. Bu degerler

1/3
1 4p3 1 4p3
—1Z( = 2 4 -2 |2l =g = [g2 + 22
T2 ‘H«fq 27 )l VT R\ YT T
1/3
oy . . 1 5, 4(=3)3 _ 1 , 1/3
Esitliklerinde yerine yazilirsa u = 5 -1+ [14+ — = [E (—1 + l\/§)] ve

v= [% (—1 — i\/§)]1/ 3 olarak bulunur. Dolayisiyla f(x)’in kokleri

1/3

-1+4iV3
w =

olmak iizere,

X = i/%(—1 +iV3) + 3\/%(—1 — iV3)

X, = 3/%(—1 + iV3w) + 3/%(—1 — iV3w?)
31 3|1
X3 = /E(_l +iV3w?) + /E(_l — iv3w)

olarak bulunur. %(—1 + i\/§) = cosz?n + isin 2?” sayisinin bir kiip koki, t = cos%n +

isin %ﬂ oldugundan Yu = t ve /v = t dir. Buradan
_ 21
Yu + 3 v=t+t=2cos?,

T 0T 2 2m 8t = 8m
(COS—+LSln —)(cos—+lsm —)=cos—+Lsm—

3 3 9 9 9 9
oldugundan
8 8w 8w 8m 8w
Yuw + Yvw? = (cos? + isin ?) + (cos? —isin ?) =2 cos?

ve
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(cosg — isin g) (cos%r + isin %T) = cos (— g) + isin (— g)

oldugundan

T T T T 5m
Yuw? + vw = (cos— — isin —) + (cos— + isin —) = 2 cos—

9 9 9 9 9
bulunur. O halde denklemin biitiin kokleri
21 8m s
x1=2cos? , x2=2cos? , X3=2COS§
olup kokler reeldir.

Tamm 1.13.1. F bir cisim ve E, F’nin sonlu cisim genislemesi olsun. n; € N olmak
lizere a,, p;(x) = x™ —a,;™ € F[x] polinomunun i = 2, ...,r i¢in n; € N olmak iizere
a;, pi(x) = x™ —a;™ € F(ay, ..., a;_1)[x] polinomunun bir koki ve 1 <i <r igin
F; = F;_1(a;) olmak iizere Fj, ..., F. cisim genislemelerinin F = Fy < F; << F. =
E 6zelliginde bir cisim kulesi varsa bu kuleye kdk kulesi, E’ye de F cisminin bir kok

genislemesi denir.

Tanmm 1.13.2. F bir cisim, der(f(x)) = 1 ve K, f(x) in F iizerindeki bir par¢alanma
cismi olsun. Eger F cisminin bir K kok genislemesi varsa f(x) = 0 denklemi F cismi

tizerinde koklerle ¢oziilebilir denir.

Tanim 1.13.1°den V1 <i <t i¢in u?" = a; konulursa u;,x™ —a; = 0’1in bir
¢oziimii olur. Burada u; = "3/a; yazilsa E = F("Vay, "{/ag, ..., "ya;) dir. f(x) = O
denkleminin E ig¢indeki ¢oziimleri " aq, "i/az, . nf/at koklerinin monomlarinin F

lineer kombinasyonlari olur.

Ornek 1.13.2. x® — 1 € Q[x] polinomunun par¢alanma cismi K olsun. birimin bir ilkel
besinci kokii w olmak iizere K = Q(w), Qnun K’y1 iceren bir kdk genislemesi ve bu

polinomun koklerle ¢ozilebilir oldugu asagida gosterilmistir.

w € K bir ilkel altinct kdk olsun. z® =1 denkleminin kokleri z, = cos¥+

k

. . 2km - . 2T . . 2T
LsmT,k =0,...,5 ile bulunur. w* = z; olmak tlizere w = z; = cos— + sin—=

%(1 + iv3) olarak bulunur. K = Q(w) = Q(V3,i) dir. Tamm 1.13.1 den Fy = Q, F; =
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Fy(z) = Q(V3,i) = K bulunur. Fy = Q < F; = Fy(z,) = Q(V3,i) = K cisim kulesi
elde edilir. K’ya F’nin bir kok genislemesi denir. w € K, f(w) =w®—1=0 ve

denklemin biitiin kokleri K i¢inde oldugundan Q tizerinde koklerle ¢oziilebilirdir.

Ornek 1.13.3. x° + 32 € Q[x] polinomunun Q iizerindeki galois grubu ve bu

polinomun Q iizerinde koklerle ¢oziilebilir oldugu asagida gosterilmistir.

x> + 32 € Q[x] polinomunun bir kékii —2 oldugundan w bir ilkel kok olmak iizere
biitiin kokler —2, —2w, —2w?, —2w3, —2w* ve bdylece Q(w) parcalanma cismi ve
Qnun bir kok genislemesidir. Dolayisiyla x°+32 =0 denklemi koklerle
¢oziilebilirdir. o(w) = —2w olarak tanmimlansin. Lemma 1.13.5’ten o(c) =4 ve

G(Q(w)/Q) = (w) dir. Galois grubu devirlidir.

Lemma 1.13.3. F < B < L bir cisim kulesi, F sifir karakteristikli bir cisim ve L, F’nin
bir sonlu cisim genislemesi ve B, F’nin bir normal genislemesi olsun. v € L ve k > 1
icin L = B(v) ve v* € B olmak iizere L’nin dyle bir cisim genislemesi N vardir ki

B’nin bir kdk genislemesi ve F’nin bir normal genislemesidir.

Ispat. Teorem 1.8.10’dan B, F iizerinde bir g(x) € F[x] in pargalanma cismidir.
p(x) = Ind(v,F) ve N, g(x)p(x) in F iizerindeki bir pargalanma cismi olsun. Teorem
1.8.10’dan N, F iizerinde normaldir ve B < L < N dir. p(x) in N i¢indeki biitiin kokleri
V=vy,..,0 Olsun. V1<i<k icin i 5 : F(v;) > F(v;) temel izomorfizmasi
Sonug 1.8.5’ten N’nin bir t; otomorfizmasina genisler. Boylece t;, F’yi sabit birakir,
7;,(v) = v; dir ve B, F lizerinde pargalanma cismi oldugunan Teorem 1.9.6’dan

7.(B) = B dir.
B = BO < B(vl) < B(vl,vZ) <. <Z B(vl,..,vt) =N

cisim kulesi V1 <i <t igin v} = 7;(v;)* = 7;(v¥) € B < B;_; oldugundan bir kok

kulesi oldugundan N, B’nin bir kdk genislemesidir.

Lemma 1.13.4. F karakteristigi sifir olan bir cisim ve der(f(x)) = 1 olsun. f(x) = Og
denklemi F iizerinde koklerle ¢oziilebilir ise F cisminin dyle bir normal kok genislemesi

N vardir ki N, f(x) in F iizerindeki bir par¢alanma cismini igerir.
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Ispat. K, f(x) polinomunun F iizerinde bir par¢alanma cismi olsun. Hipotezden F’nin
K’y1 igeren bir kok genislemesi E vardir. E, F’nin bir kok genislemesi oldugundan E’nin
oyle uq, uy, ..., u; elemanlar1 ve oyle nq, n,, ..., n; pozitif tamsayilar1 vardir ki, Fy = F
ve V1<i<t i¢in F; = F;_;(u;) olmak tizere u?i eF_ydir. F=Fy<F <<

F; = E bir kok kulesidir.

Lemma 1.13.3’te B =F ve L = F; alinirsa F’nin F; i i¢eren bir normal kok
genislemesi N; ve u,? € F; < N, dir. Ote yandan F;(u,) tammli oldugundan N; (u,)
tamimhidir ve F, = F;(u;) < N;(uy) dir. Lemma 1.13.3’te B =N; ve L = N;(uy)
alinirsa F’nin N;(u;) yi iceren Oyle bir normal genislemesi N, bulunur ki; N, Ny in,
dolayistyla F’nin, bir kok genislemesidir. Ayni bigcimde F’nin F; yi i¢eren bir normal

kok genislemesi N; ve K < F, oldugundan K < N, dir.

Lemma 1.13.5. F, kar(F) = 0 olan bir cisim olsun ve birimin bir ilkel n-yinci kokiinii
kapsasin ve a € F olmak iizere x™ —a polinomunun F’nin bir cisim genislemesi

icindeki bir kokii u olsun. Asagidakiler saglanir.

(i) F(w), F’nin bir galois genislemesidir.
(i) G(F(u)/F ) galois grubu devirlidir.

Ispat.

(i) F iginde birimin bir ilkel n-yinci kokii w olsun. x™ —a’nin bir koki u
oldugundan  biitin  kokler  u, wi, ...,w™ lwdur.  F(u,wu,..,w" 1u) = F(u)
oldugundan F(u), F tizerinde x™ — a nin bir par¢alanma cismidir. Karakteristigi sifir
oldugundan F (u), F {izerinde Galois genislemesidir.

(i) G =G(F(w)/F) ve g € G olsun. o(u), f(x) in bir kokii oldugundan, o(u) =
w*u olacak sekilde 0 < k < n vardir ve ¢ = gy, yazilabilir. ¥ : G = (W), g, > w¥
sekilde bir fonksiyon tanimlansin. 0 < s,t < n olmak {izere g5, 0, € G olsun. s +t =

r(mod n) olacak sekilde 0 < r < n vardir.
(050)(w) = wiwlu = wstty = w'u = g, (u)

oldugundan o0, = o, dir. Y(os0;) = Y(o,) =w" ve Y(o)YP(op) = wswt =w"
oldugundan ¥ (og0;:) = Y (a5)P(a;) dir. O halde i bir grup homomorfizmasidir. Ayni
sekilde ¥ birebirdir. G, (w) nun bir alt grubuna izomorf oldugundan devirlidir.
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Teorem 1.13.6. F, kar(F) = 0 olan bir cisim ve E, F’nin bir normal kék genislemesi

ise G(E/F) galois grubu ¢oziilebilirdir.

Ispat. Hipotezden E, bir g(x) € F[x] in F iizerindeki parcalanma cismidir ve
Uq, Uy, ..., Ug € E ve nqy, Ny, ..., N € Z+ Vardlr. FO =FveVvl < i <t lgln Fl = Fi_l(u,i)

iIse V1 < i <tigin u?" €EF,_1ve F=Fy<F <--<F,=E bir kok genislemesidir.

ny, Ny, ..., Ny pozitif tamsayilarinin ekoku n ve F iizerinde birimin bir ilkel n-
yinci koki w olsun. V1 <i <t i¢in L; = F;(w) olmak lizere V1 <i <t i¢in L; =
Fy(w) = Fi_y(u) W) = Fi_1(u, w) = Fiiy (W) (W) = L1 (wy), u?i €F_1<L;j_, ve
wmh € F oldugundan F <Ly <L, <:-<L;=0L, Fnin bir kok genislemesidir.
Ly = F(w),x™ — 1 nin F lizerindeki bir par¢alanma cismi oldugundan L, g(x)(x™ —
1z) in F ftzerindeki bir pargalanma cismidir. kar(F) = 0 oldugundan L, F’nin bir

galois genislemesidir.
G(L/F)=G(L/Ly) =--=G(L/Ly) = {1}

azalan grup zinciri géz Oniine alinirsa V1 <i <t i¢in G(L/L;4,) < G(L/L;) ve

G(L/L;)/G(L/L;1) bolimiiniin grubunun devirli oldugu gosterilir.

Teorem 1.12.3(ii)’den L, = F(w), F’nin bir Galois genislemesidir ve V1 < i <
t igin i¢in n;|n oldugundan birimin bir ilkel n;-yinci kokiinii igerir. Teorem 1.13.5’ten
V1<i<t igin Lj.q,L; nin bir galois genislemesidir ve G(L;.,/L;) devirlidir. Bu
durumda Teorem 1.11.6(iv)’den G(L/Liy1) < G(L/L)) ve
G(Liy1/L;) =G(L/L;)/G(L/L;yq1) dir. Ayrica her 1 <i <t i¢in G(L;4,/L;) devirli
oldugundan G(L/L;)/G(L/L;.,) de devirlidir. O halde Tanim 1.2.11 geregince
G(L/Ly) cozilebilirdir. Ote yandan L, = F(w), F iizerinde bir n-yinci dairesel
genisleme oldugundan Teorem 1.12.3 geregince Ly, F’nin bir Galois genislemesidir ve
G(Ly/F) abelyandir. Bu durumda G(Ly/F)=G(L/F)/G(L/Ly) ve G(L/Ly)
¢oziilebilir oldugundan Teorem 1.2.16 geregince G (L/F) ¢oziilebilirdir.

Teorem 1.13.7. F karakteristigi sifir olan bir cisim, der(f(x)) =1 ve K, f(x)
polinomunun F tizerindeki bir par¢alanma cismi olsun. f(x) = 0 denklemi F iizerinde

koklerle ¢oziilebilir ise G (K /F) galois grubu ¢6ziilebilirdir.
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Ispat. f(x) = 0 denklemi F iizerinde koklerle ¢oziilebilir oldugu kabul edilsin.
Lemma 1.13.4’ten F cisminin 6yle bir normal kok genislemesi N vardir ki, K < N dir.
Teorem 1.13.6’dan G(N/F) Galois grubu ¢oziilebilirdir. Ote yandan karakteristigi sifir
oldugundan K, F cisminin bir galois genislemesidir. Bu durumda Teorem 1.11.6(iv)’den
G(K/F)=G(N/F)/G(N/K) oldugundan Teorem 1.2.13 geregince G(K/F)

¢Oziilebilirdir.

Teorem 1.13.8. F karakteristigi sifir olan bir cisim ve E, F’nin bir galois genislemesi
olmak tizere G(E/F) grubu ¢oziilebilir ise F cisminin E cismini igeren bir kok

genislemesi vardir.

Teorem 1.13.9. (Abel-Ruffini) Besinci dereceden koklerle ¢oziilemeyen bir f(x) €

Q[x] polinomu vardir.

Ispat. f(x) = x5 —6x +3 polinomunun Q iizerinde kéoklerle ¢oziilebilir olmadig

asagida gosterilmistir.

x> —6x+3, Q iizerinde indirgenmezdir. Gergcekten p =5 i¢in Eisenstein

indirgenmezlik kriterine gore f(x) indirgenmezdir.

f(x)’in 1ig reel kokii ve iki reel olmayan kompleks kokii vardir. f(x) in tiirevi alinirsa
f'(x) =5x*—6=0=5x*=6=x=13/6/5, x =—3/6/5 bulunur. f fonksiyonu,
(—w,—m] araliginda artan, [—W,m] araliginda azalan ve [ﬁ,w)
araliginda artandir. f(—2)=-17<0 ve f (—W) >0 oldugundan bir a; €
(—2, —W) icin f(a;) =0 diwr. f (—W) >0vef (i/6_/5) < 0 oldugundan bir
a, € (—VT/S, V6_ﬁ) icin f(a,) =0 dir. Son olarak f (W) <0ve f(2)>0
oldugundan bir a5 € (‘{/6_/5, 2) icin f(az) = 0 dir. Boylece f(x) in biitiin reel kokleri

ai, a, Ve az tir. f(x) in reel olmayan kompleks kokleri b; ve b, olsun. O zaman f(x)
in parcalanma cismi K = Q(a4, a,, a3, by, by) olur. Eger G’nin ¢oziilebilir olmadig:

gosterilirse Teorem 1.13.7°den dolay1, f(x) kdklerle ¢oziilemez.

G = S bulunur. Sg ¢oziilebilir olmadigindan G de ¢oziilebilir degildir. O halde

Teorem 1.13.7 geregince f(x) polinomu Q tizerinde koklerle ¢oziilemez.
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Ornek 1.13.4. F bir cisim ve kar(F) # 2 olsun. ax? + bx + c,a # 0 polinomunun

parcalanma cismi F (V b? — 4ac) bir kdk genislemesi oldugu agagida gosterilmistir.

f(x) = ax® 4+ bx + ¢, a ile boliniirse % =x2+px+qp= g, q= 2 olacak sekilde
% = g(x) polinomu tanimlansm. g(x) in kokleri x; , = —piVpT-4q Vzpz“”’ seklindedir. p ve

q yerine yazilirsa Xx;, = %j—m elde edilir. F <F(Vb%—4ac) ve
(Vb2 — 4ac)? = b? — 4ac € F oldugundan (Vb2 — 4ac), F'nin bir kok genislemesidir
ve x;,x; € F(Vb2 — 4ac) oldugundan % = g(x) denklemi F iizerinde koklerle

¢Oziilebilirdir.
1.14. Simetrik Fonksiyonlar

Tanimm 1.14.1. Gy Xn) € F(xq, X5, ..., Xy) Ve her g € S,, olmak tizere
g(xq,.0Xn)

5 <f(x1, ...,xn)> _ f(xa(l), ...,xo(n)) _ f(xl, ...,xn)

g(xlr ey xn) r g(xg(l), very xa(n)) a g(xl, . Xn)
- f(x1,.0%n) . . . . . . . }
iIse ——="=vye Fiizerinde x, ..., X, Nin bir simetrik fonksiyonu denir.
g(x1,.%n)

Biitiin simetrik fonksiyonlar S, nin F(x;,xy,...,x,) icindeki sabit cismini

olusturur ve bu cisim K olsun.

F (x4, x5, ..., x,) Uzerinde bir t belirsizinin polinom halkast F (x4, x5, ..., Xp)[t]

ve

f@®) = ﬁ(t — X;)

G € S, ve &’nin F (x1, x5, ..., X,) [t] ye genislemesi &; olmak {izere

a(f(©) =a; (ﬁ(t - xi)) = ﬁ(t - xa(i)) = ll[(t —x;) = f(t)
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oldugundan &;, f(t) nin katsayilarin1 sabit birakir ve f(t) € K[t] bulunur. Ote yandan
f(¢t) nin sag yani agilir ve t’nin kuvvetlerine gore yazilirsa s; = Y7, x; Ve Vi = 2 igin
Sj = lei1<...<ij Xiy o X olmak iizere f(t) =t" —s;t" 1+ -+ (—=1)"s, dir. Her

G € S, vel <i<mnicina(s;) =s; oldugundan s; € K dir.

Tammm 1.14.2. V1 < i < n igin s;, X4, ..., X, NN i-ninci elemanter simetrik fonksiyonu

denir.s; = x; + x, + - 4+ x, V€ S, = X1X5 ... X, dir.

E =F(sy,S,...,S,) Olmak tizere E <K dir. f(t) € E[t] oldugundan
F(xq,x5, ..., xy), f(t)’nin E lizerindeki bir pargalanma cismidir ve f(t) nin biitiin
kokleri birbirinden farkli oldugundan E’nin bir ayrilabilir genislemesidir. O halde
F(x1,%g, ..., Xn), E lizerinde galoistir. G = G(F(xq,%5,...,x,)/E) oOlmak tzere
[F(xq, x5, ...,x,) : E] = |G| dir. E <K <F(xq,x5, ..., %) oldugundan
F(xq1,%5, ...,X,), K’nm bir Galois genislemesidir. S, < G(F(xy, %y, ...,%,)/K) ve
Teorem 1.8.2°den [F(xy,x5,...,%,) : K] <n! oldugundan [F(xq,%X5,..,%,) : K] =
IS,| = n! ve |G| = n! dir. F(xq,x,...,%,), F iizerinde f(t) nin bir parcalanma cismi
oldugundan Teorem 1.8.7°den |G| < n! ve |G| = n! oldugundan G =S, olur. Ozel

olarak G = S,, dir. Ote yandan [F (x, x5, ..., X,,) : K] = |S,,| oldugundan K = E dir.

Teorem 1.14.3. F bir cisim ve x4, x,, ..., x,, F lizerinde n tane belirsiz olmak iizere
X1, X3, ..., Xy Uzerinde tamimli elemanter simetrik fonksiyonlar sy, Sy, ...,s, olsun.
F(sy,S3,...,8,) biitin  simetrik  fonksiyonlarin ~ kiimesidir. ~ F(xq, X3, ..., Xp,),

F (54,53, ..., Sy) Nin bir galois genislemesidir ve su sekilde gosterilir:

G(F(xq, X9, ey X)) /F (51,52, o, Sp)) = Sp .

F bir cisim, F {izerinde n tane xi, x,, ..., x,, belirsizinin rasyonel fonksiyonlar

cismi F(xq, x5, ..., x,) Ve F(xq, x5, ..., x,,) lizerinde bir belirsiz t olsun. O zaman
Gn(t) =t" — 2 t" 71 4+ (=)

polinomuna F iizerinde n. dereceden bir genel polinom denir. F[t] i¢inde n. dereceden
her monik polinom, x;, x,, ..., x, yerine F’nin uygun elemanlar segilerek g,(t) den
elde edilebilir. Gergekten f(t) = t" — a,t" 1 + -+ + (—1)"a,, € F[t] olmak iizere x;
yerine a; yazilarak tammlanan  ¢q g, . F(X1, X, .., Xq) = F[t]  deger

homomorfizmasi altinda g,,(t) nin goriintiisii f(t) dir. g,,(t) = 0 polinom denkleminin
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¢oziimleri igin X4, X, ..., X, cinsinden formiil varsa bu formiilde x;, x5, ..., x, Yyerine

a, a,, ..., a, konularak f(t) = 0 polinom denkleminin ¢6ziimleri elde edilir.

Teorem 1.14.4. F bir cisim, F iizerinde tanimhi bir genel polinom g,(t) =t™ —
x t" 4+ + (= 1D)™x, ve K, g,(t) nin F(xq, X, ..., x,) lizerindeki parcalanma cismi

ve F(xq, x5, ..., x,) Uzerinde galoistir. G(K/F (xq, x5, ..., X,)) = S, dir.

Ispat. u;, uy, ..., u, € K olmak iizere g,,(t) = (t — uy) ... (t — u,,)’dir. Buradan,

n

X, = Z u; = s1(uq, uy, ..., Uy)

i=1

ve Vi > 2 i¢in

Xj = z Ui, ...ul-j = Si(ul,uZ; ---:un)

1<iy <<

Y1, V2, -, Yn Delirsizleri xq, x5, ..., x,, t den farkli olmak iizere F[y;,ys, .., ¥»] polinom
halkasi vardir. y;,y,, ..., ¥, Nin elemanter simetrik fonksiyonlar1 s; = Y/~ y; ve i = 2
igin s; = lei1<...<ij Yiy Vi olmak tizere x; = s;(Uq, -, Up), voes Xy = S (Uq, o, Up)
olur. Teorem 1.14.3te F(yy,V2, o, Yn), F(51,85,...,5,) Tlizerinde galoistir ve
G(F(Y1,Y2, -, Yn)/F (51,82, .., Sp)) = S, dir. O halde K’nin F (x4, x5, ..., X,,) Uzerinde
galois ve G(K/F (x4, ..., xy)) = S, dir.

Flyq, .., yn], ntane yy, ..., y, belirsizinin polinom halkasi oldugundan

T: F[yl; ---ryn] - F[uli ---,un]: T(yi) =u;ve TlF =lF

sekilde tanimli bir T deger homomorfizmasi vardir. Benzer sekilde o : F[xy, ..., x,] =

F[Sl, 52, ..-,Sn]; O-(xl) = Sl ve O-lF = lF

sekilde tanimli bir ¢ deger homomorfizmasi vardir. to : F[xq, ..., x| = F[uq, ..., Uy]

homomorfizmasi elde edilir. 1 < i < n i¢in

to(x;) = 1(s;) = T(sl-(yl, ...,yn)) = s;(Uuqy, .., uy) = x; Ve T0|p = 1

oldugundan 70, F[x4,..,x,] in birim otomorfizmasidir. Oyleyse o’ nun bir

monomorfizma oldugu agiktir. o orten oldugundan bir F izomorfizmasidir. O halde ¢,
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Sonug¢ 1.8.5’ten dolayi, F(xq, X5, ..., X,) den F(sq, S5, ...,S,) Ye bir & izomorfizmasina

genisler. @ nin F(xq, x5, ..., x,)[t] ye genislemesi &; olmak iizere 7;(t) = t oldugundan
0(gn(©) = G (" — 2, "7+ o+ (— 1)) = " — 5t 4 o+ (=D, = £(2)

olur. K, g, (¢t) nin F(xy, x5, ..., x,) tUzerinde ve F(yq, Vs, ..., ¥n) de f(t) = [1i=,1(t — ¥))
nin F(sy,Sy,...,Sy) lzerinde parcalanma cisimleri oldugundan Teorem 1.8.3’ten &,
K’dan F(yi,¥2,..,¥,) Ye bir 6 otomorfizmasina genisler. F(yq,¥2, -, Vn),
F(sy,S3, ..., Sy) lizerinde Galois oldugundan K, F(xq,x,, ...,x,) lizerinde Galois’tir. 6
yardimiyla G(K/F (x4, %3, ..., %)) den G(F(yq, V2, s Yn)/ F(51,52, ...,S,)) Yye bir
izomorfizma tanimlanabilir. G(F(y1,Y2, -, Vn)/ F(S1,S2, .., Sp)) =S, oldugundan

G(K/F(xy,x5,..,%,)) = S, dir.

Sonug¢ 1.14.5. F cisim ve kar(F) = 0 olmak iizere n > 5 i¢in n. dereceden bir genel
polinom g, (t) = t"™ — x,t" 1 + -+ (=1)"x,,, F(xq,%,...,x,) lzerindeki koklerle

¢Oziilemez.

Ispat. g,(t) nin  F(x;, %y, ..,x,) lzerindeki parcalanma cismi K ve
G =G(K/F(xq,...,x,)) olsun. Teorem 1.14.4’ten G = S,, dir. Sonug 1.2.15’ten n = 5
icin S,, ¢Oziilebilir olmadigindan Teorem 1.13.7’den g, (t), F (x4, X5, ..., X,,) lizerinde

koklerle ¢ozlilemez.

Ornek 1.14.1. x* —4x2 + 6x — 2 € Q[x] polinomunun kokleri —,—,— olan n.

1 2 3
dereceden denklemi su sekilde gosterilir: s = u; +uy, +uz3 = —4, s, = wu, +
UUz + UyUuz = 6, S3 = U UU3z = —2 olmak lizere

(=) =)=

5 1 1 1y , 1 1 1 1
=X —(—+—+—>x - + + X —
Uiy, UUz  UpU3 UjUz U3

s s 1 1
=x3—(—Z)xz—(—l)x—(—>:x3+3x2—2x+—
S3 S3 S3 2
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1.15. Bagintilar ve Kafes

Tanim 1.15.1. f € X X X olmak iizere

(i) Vx € Xigin (x,x) € B ise B’ya yansiyan bagintt,

(i)  V(x,y) € Bi¢in (y,x) € B ise B’ya simetrik baginti,

(i)  V(x,y) € Bi¢in (y,x) & B ise B’ya ters simetrik baginti,
(iv)  V(x,y),(v,2) € Bigin (x,z) € B ise B’ya gecisken baginti

denir.
Tanmm 1.15.2. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak {iizere iizerindeki bir § bagintisi

ayni zamandan yansiyan, simetri ve gecisme bagintisi ise bu bagintiya denklik bagintist

denir.

Tanmm 1.15.3. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak {iizere iizerindeki bir  bagintisi
aynt zamandan yansiyan, ters simetri ve gecisme bagintist ise bu bagintiya kismi

swralama bagintisi denir. “<” ile gosterilir.

Tamim 1.15.4. Bir X kiimesi lizerinde tanimlanan kismi siralama bagintist varsa (X, <)

ikilisine kismi sirali kiime denir.

Tamim 1.15.5. (X, <) kismi sirali bir kiime ve x,y € X olmak iizere (x,y) € B veya
(y,x) € B oluyorsa x ve y elemalarina karsilastirilabilir (iliskili) elemanlar, olmuyorsa

karsilastirilamaz (iliskisiz) elemanlar denir.

Tamm 1.15.6. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere iizerindeki bir £ kismi
siralama bagntis1 verilsin. Vx,y € X i¢in (x,y) € B veya (y,x) € B oluyorsa ’ya X

tizerinde bir tam siralama bagintis1 denir. (4, B) iklisine de tam swrali kiime denir.

Tamim 1.15.7. (X, <) bir kismi sirali kiime ve B € X olsun. Eger (B, <) bir tam sirali

kiime oluyorsa B alt kiimesine X kiimesinin bir zinciri denir.
Tamm 1.15.8. (X, <) kismi siral1 kiime olsun.
(i) Vx € Xigin x < M olacak bigimde bir M € X varsa M’ye A kiimesinin en biiyiik

elemani denir.
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(i) Vx € Xicin M < x olacak bi¢imde bir M € X varsa M’ye A kiimesinin en kiigiik
elemani denir.

(ili)  M™ € X i¢in X kiimesinde M* dan biiyiik eleman yoksa M* ya maksimal eleman
denir ve max(X) ile gosterilir.

(iv)  M* € X i¢in X kiimesinde M* dan kii¢iik eleman yoksa M* ya minimal eleman

denir ve min(X) ile gosterilir.

Not 1.15.9. Sirali bir kiimede en biiyiik ve en kiigiik eleman tektir ve maksimal ve

minimal eleman birden fazla olabilir.

Tanmm 1.15.10. X kiimesi {izerinde bir siralama bagintisi olsun. Eger bu bagint1 bir
kismi siralama bagintis1t ve X kiimesinin bostan farkli her alt kiimesinin bir en kiiciik

eleman1 varsa (X, <) ya iyi sirall kiime denir.
Tamm 1.15.11. (X, <) kismi sirali kiime ve B < X olsun.

. Vy € Biginy < M olacak bicimde M € X varsa M’ye B kiimesinin bir st sinirt
denir ve tist(B) = { a| a, B kiimesinin bir iist sinir1} seklinde gosterilir.
Il.  Vy € B i¢cin M < y olacak bicimde M € X varsa M’ye B kiimesinin bir alt sinir

denir ve alt(B) = { a| a, B kiimesinin bir alt sinir1} seklinde gosterilir.
Tamm 1.15.12. (X, <) kismi sirali kiime ve B < X olsun.

I. B alt kiimesinin {ist sinirlarinin en kii¢iik elemanina B kiimesinin en kiiciik iist
st veya supremumu denir ve sup(B) ile gosterilir.
II. B alt kiimesinin iist sinirlariin en biliyiik elemanina B kiimesinin en biiyiik alt

st veya infimumu denir ve inf(B) ile gosterilir.

Tamim 1.15.13. (X, <) kismi sirali kiime olmak iizere Vx,y € X igin inf(x,y) = x A

yvarsa (X, <, A) sistemine yar: kafes denir.

Tamim 1.15.14. (X, <) kismi sirali kiime olmak tizere Vx,y € X i¢in inf(x,y) =x Vy

ve sup(x,y) = x Vyvarsa (X, <, A, V) sistemine kafes denir.

Not 1.15.15. Bir kafeste en biiylik ve en kiiciik eleman varsa sirasiyla 1 ve 0 ile

gosterilirler.
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Tanmm 1.15.16. Vx € X icin x Ax' =0 ve x Vx' =1 esitliklerini saglayan x’

elemanina x elemanin tamlayan: denir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu kisimdaki tanim ve teoremler Mordeson ve Malik (1998), Mordeson (1992)

ve Mordeson ve Malik (1991) ¢alismalarindan derlenmistir.
2.1. Fuzzy Alt Kiime

Tammm 2.1.1. X herhangi bir kiime olsun. u: X — [0,1] seklinde tanimlanan
fonksiyona X kiimesinin fuzzy alt kiimesi denir. X kiimesinin biitin fuzzy alt

kiimelerinin olusturdugu kiimeye fiizzy kuvvet kiimesi denir ve [0, 1]% ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. u € [0, 1]% olmak iizere {u(x)|x € X} = u(X) kiimesine goriintii kiimesi

denir ve Im(X) ile gosterilir.

Tamm 2.1.3. p € [0,1]% olmak {iizere u* ={x € X| u(x) > 0} kiimesine u’niin
destekleyicisi denir. u* sonlu bir kiime ise y’ ye sonlu fuzzy kiime, u* sonsuz bir kiime
ise u’ ye sonsuz fuzzy kiime denir. Ayrica 1 € u(X) ise u’ ye X kiimesinin birimli fuzzy

alt kiimesi denir.

Tamm 2.1.4.Y c X ve a € [0,1] olsun. a, € [0,1]% su sekilde tanimlanur:

a, xeyY
() ={3 T oy

Eger Y = {x} olacak sekilde tek elemanli bir kiime ise ay = a seklinde

gosterilir ve [0,1]- fuzzy singleton veya [0,1]- fuzzy nokta denir.
a=1Iise

1;x €Y
1Y_{0;x6£Y

fonksiyonuna Y ’nin karakteristik fonksiyonu denir. (Kaufmann, 1975)

Tamm 2.1.5. u,v € [0,1]* olsun. Vx € X i¢in u(x) < v(x) ise u, v’niin fuzzy alt

kiimesidir denir. Eger 4 € v ve u # v ise kesin icindedir denir.

Tamm 2.1.6. p,v € [0,1]%¥ olsun. u N v, pUv € [0,1]% sirasiyla kiimeleri seklinde

tanimlanir;
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(N v)(x) = p(x) Av(x)
(rUv)(x) = plx) vo(x)
U Nuv veyuUwvye sirastyla u ve v’niin kesisimi ve birlesimi denir.

Tamm 2.1.7. p€[0,1]* ve a€[0,1] olmak iizere u, = {x|x € X, u(x) = a}

kiimesine p’niin a -seviye kiimesi denir.

Tanim 2.1.8. I # @ ve {X;|i € I} bos olmayan bir kiimeler ailesi olsun. Bu kiimelerin

kartezyen carpimi

X = nxi = {(xDierlx; €EX, i €I}

iel
bigiminde tanimlanir.

Vi€l icin p; € [0,1]%i olsun. Her (x;)ie; € X igin u(x) = Ajes i (x;) seklinde

u € [0,1]* fuzzy kiimesine y; lerin tam direkt ¢carpimi denir ve su sekilde gosterilir:

M=ﬂﬂi

Tamm 2.1.9. X ve Y herhangi iki kiime olmak iizere u € [0,1]%, v € [0,1]" ve
f:X - Y bir fonksiyon olsun. Yy € Y icin f(u) € [0,1]Y wniin f’de fuzzy goriintii

kiimesi

Vi{ux):x e X}y fr(x) = @

Fwo =1, ) = 0

ve f~1(v) € [0,1]% v’niin fde ters fuzzy goriintiisii £~ (v)(x) = v(f(x)) seklinde

tanimlanir.
2.2. Fuzzy Alt Gruplar ve Fuzzy Normal Alt Gruplar

Tamm 2.1.1. X bir grup ve Vu, v € [0,1]% fuzzy kiimeleri olmak iizere Vx € X icin

(o = \ /() Av():y,7 € X,yz = x)

107



) = plx™h)
seklinde tanimlanir. p o v’ye u Ve v’niin carpimi, u~t ye u fuzzy kiimesinin tersi denir.

Tamm 2.2.2. X bir grup ve u € [0,1]% olmak iizere u

()  Vxy € Xiginu(xy) = u(x) Ap(y)
(i)
(i)  Vvx € Xicin u(x™1) = u(x)

sartlarini saglarsa p’ye X’in fuzzy alt grubu denir.

Tamim 2.2.3. X bir grup ve u, X’in fuzzy alt grubu olsun. e, X’nin fuzzy alt grubu
olmak tizere u, = {x € X: u(x) = u(e)} dir.

Tamm 2.2.4. p sonlu bir X grubunun fuzzy alt grubu olmak tizere u, G’nin degismeli

alt grubu ise p’ye degismeli fuzzy alt grup denir.

Onerme 2.2.5. X bir grup olmak iizere u, X’in fuzzy alt kiimesi olmas1 igin gerek ve

yeter sart Vx, y € X icin u(xy™1) = u(x) A u(y) dir.

Teorem 2.2.6. X bir grup u, X’in fuzzy alt kiimesi olmak {izere Vx,y € X i¢in

asagidakiler denktir.

(i) u(xy) = u(yx) (Bu durumda p’ye abelian (degismeli) fuzzy alt kiime denir)
(i) uCyx™) =p®)

(i) uCyx™) = p®)

(iv)  ulyx™) <u@)

(v) Vve[01]* iginpov=voyu

Tamim 2.2.7. Teorem 2.2.6’daki sartlardan en az birini saglayan p’ye fuzzy normal alt

grup denir.

Tamim 2.2.8. X bir grup ve u, X’in fuzzy alt grubu ve x € X olmak iizere p(e)gy © 1,
po u(e)gy ye srastyla p'niin x’e goére sol koseti ve sag koseti denir ve sirasiyla xu ve

ux ile gosterilir.

Eger u, X grubunun fuzzy normal alt grubu ise xu = ux dir.
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Onerme 2.2.9. f:G — H grup izomorfizmasi olsun. v, H grubunun fuzzy normal alt

grubu ise f~1(v), G grubunun fuzzy normal alt grubudur.

2.3. Fuzzy Alt Halka ve Fuzzy idealler

Tamm 2.3.1. R bir halka u ve v, R halkasinin fuzzy alt kiimeleri olsun. u + v, —pu,
u —v € [0,1]* asagidaki sekilde tanimlanir. Vx,y, z € R igin,

D+ v)(X) =Vyayrz {1) AV(2)}

i) (=) (x) = u(—x)

i) (u — v)(x) =Vyoy—, () A v(2)}

U+ v ve u-v’ye sirastyla g ve v’niin toplami ve farki, —p’ye p’niin tersi denir.

Tamim 2.3.2. R bir halka ve u, R’nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger V x,y € R igin,
) u(x—y) 2 p() Ap®)

(i) u(xy) =2 n(x) Ap)

ise w’ye R’nin bir fuzzy alt halkasi denir. (Liu,1982)

Tamim 2.3.3. y, R’nin fuzzy alt kiimesi olmak {izere Vx,y € R igin,

Dux—y) = p) Au®)

(i) u(xy) = u(x) ise w’ye R halkasinin bir fuzzy sag ideali,

(i) u(xy) = u(y) ise w’ye R halkasinin bir fuzzy sol ideali denir.

Eger u, R halkasinin hem sol fuzzy hem sag fuzzy ideali ise p’ye R halkasimin fuzzy
ideali denir. (Gupta ve Kantroo, 2001)

2.4. Fuzzy Alt Cisim, Fuzzy Alt Uzay ve Fuzzy Cisim Genislemeleri

Bu kisimda F cisim olarak alinacaktir. Pozitif tam sayilar kiimesi N ile

gosterilecektir.
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Tamim 2.4.1. F bir cisim, A: F — [0,1] fuzzy alt kiime olsun. Eger A(0) =1 = A(1) ve
Vx,y € F i¢in

i. Alx—y)=AX) NA®Y)
i. Ay ™D =>AX)NAQY) y#0

oluyorsa A’ya fuzzy alt cisim denir.

F cisminin biitiin fuzzy alt cisimlerinin kiimesi & ile gosterilecektir. Eger A € ¥

ise bu durumda Vx € F icin x # 0, A(x) = A(—x) = A(x™1) oldugu agiktr.

Tamim 2.4.2. A ve B, F’nin fuzzy alt cisimleri olsun. Eger A 2 B ise A/B ye fuzzy
cisim geniglemesi denir. C € F ve A 2 C 2 B oldugunda C’ye A/B nin fuzzy ara cismi

denir.

A e golsun. Ay = {x € F|A(x) = 1} seklinde tanimlanir.
Onerme 2.4.3. A : F - [0,1] fuzzy alt cisim olmak {izere A4 ve A*, F’nin alt cismidir.
Ispat. A, igin x,y € A4 olsun. O halde A(x) = 1 ve A(y) = 1 dir.

(i) Ax+y) =2 Ax)ANA(y)=1A1=1ise A(x+y) =1 dir. Boylece x +y € Ay
dir.

(i) A, fuzzy alt cisim oldugundan A(x) = A(—x) = A(x™}) =1 dir. Bdylece
—x,x"1 € Ay dir.

(iii) A(xy) = A()AA(Y ) =1A1=1ise A(xy) = 1 dir. Bdylece xy € Ay dir.
(i), (ii) ve (iii)’den A, F’nin alt cismidir.
A" igin x,y € A* olsun. O halde A(x) > 0 ve A(y) > 0 dur.

(i) A(x+y) = A(x)ANA(y) > 0ise A(x + y) > 0 dir. Boylece x + y € A dir.
(i) A, fuzzy alt cisim oldugundan A(x) = A(—x) = A(x™1) > 0 dir. Boylece
—x,x~1 € A* dir.
(iii) A(xy) = A(x) AA(y™1) > 0ise A(xy) > 0 dir. Boylece xy € A* dur.
(1), (i1) ve (iii)’den A*, F’nin alt cismidir.
Onerme 2.4.4. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olmak iizere Ay 2 By ve A* 2 B* dur.
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Ispat. A/B bir fuzzy cisim genislemesi oldugundan A 2 B dir.

X € By olsun. B(x) =1 ve A 2 B oldugundan Vx € F i¢in A(x) = B(x) =1 dir. O
halde A(x) = 1 oldugundan x € Ay dir. Boylelikle Ay 2 By dir.

x € B* olsun. B(x) > 0 ve A 2 B oldugundan Vx € F igin A(x) = B(x) > 0 dir. O
halde A(x) > 0 oldugundan x € A" dir. Boylelikle A* 2 B* dur.

Tamm 2.4.5. A,B € § olsun. Vx € F igin F’nin A o B fuzzy alt kiimesi su sekilde

tanimlanir:
(AeB)(x) =N{Cx)|CEF, BSC, AcC}.

Acikca goriildiigi gibi Ao B, A ve B’yi kapsayan F’nin en kiigiik fuzzy alt

cismidir.

Tanim 2.4.6. A, B € § olsun. Vx € F i¢in

(AB)() = \/{ \AoD ABGYE = 1,..,m)

n
x=zyizi, neN
i=1

seklinde tanimlanan AB fuzzy kiimesine A ve B’nin bilesigi denir.

A, F’nin fuzzy alt halkas1 olmak iizere A, F’nin bir fuzzy alt kiimesidir dyle ki

Vx,y € Fi¢in A(x —y) ANA(xy) = A(x) A A(y) dir.
Teorem 2.4.7. A, B € & olsun. Bu durumda

() A°B2AB2A,B
(i)  AB, F’nin bir fuzzy alt halkasidur.

Ispat.

: , on
—4 — . ': l l .
(i) € 2B veC 2 A olacak sekilde € € § olsun. x € F ve x = )i~ y;z; olsun. Bu

durumda
Cx)=2AN{Cyiz)li=1,..,n} =N {CY)HNC(z)} li=1,..,n}

2 AN {{A) AB(z)}li = 1,...,n}
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Dolayisiyla C(x) = A(x)B(x) dir. Boylelikle Ao B 2 AB dir. Simdi x # 0 ise
(AB)(x) = A(x) AB(1) = A(x) ve (AB)(0) = A(0) A B(0) = A(0) dur.

(i)  x,x" € F olsun.

(AB)(x)A(AB)(x") =

/\{v {/\{{A(yi)/\B(zi)}li =1,..m)

n
i=1
m
x':z ujvj,mEN}}
j=1

= V{/\{/\{A(yi),A(uj),B(Zl-),B(vj)} li=1.,nj=1,..,m} |x = zzlyizi X'

m
=Z_ u;vj,n,me N
j=1

Son ifadede esitligin her iki tarafi daha da azaltilirsa

% {/\{{A(uj) ABw)}j =1,..,m}

V{/\{{A(tk)/\B(wk)}lk =1,..,q} |x +x'= ZZ=1tkwk'q € N}

ve

V{/\{{A(rh)/\B(sh)}lh =1,..,p} |xx’ = 2:=1Thsh'p € N}.

x = Yiz1Yiz ve x' = Y7L, w;v; olarak yazildiginda

n m n m
x+x' = z Yizi + Z vy, ax’ = Z Z - i) (zvy)
i=1 j=1 i=14j=1

ve bundan dolay1
A(yw) = Ayy) NA(wj) ve B(zvy) = B(z;) AB(v)).
Bu durumda

(AB)(x +x") = (AB)(x) A(AB)(x") < (AB)(xx").
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Simdi

(AB)(=x) = V{/\{{A(yi) ABE)Yi=1,...,n} ‘—x _ Z;yizi,n c N}

n

= V{MGAGD ABGOYE =1, = ) _(mme v}

i

n

= V{MAG) ABEI = 1,...,m) [ = Q. (ydzme v

= (AB)(x).

Teorem 2. 4. 5’ten
(AB)(D) =V {MAG) ABEi = 1,...,m} |1 = leyizi nenl

= A(1) AB(1) = 1.
Onerme 2.4.8. 4, B € & olsun. Bu durumda

()  AsNBy=(ANB)y
(i)  (AB)4 2 Ay4By; A ve B sonlu oldugunda A4By = (AB)y dir.

Ispat.
(i) x €A, N Byolsun.
=A(x)=1AB(x) =1
=A(x)AB(x) =1
=(AnNB)x)=1
Ohaldex € (AN B)y dir. Ay N By € (AN B)y dir.
x € (AN B)y olsun.
=(ANB)Xx) =1

=Ax)AB(x) =1
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= Ax) =1 AB(x) =1

=x €Ay Ve x € By

O halde x € Ay N By dir. (AN B)y € Ay N By dir.

Ay NBy € (ANB)yve (AN B)y € Ay N By oldugundan (A N B)y = Az N By dir.

(i)  AB 2 A, B dir. Boylece (AB)y 2 Ay, By dir. Dolayisiyla (AB)y 2 AxBy dir.

x € (AB)4 olsun. O halde

n

1= (AB)(x) = V{/\{{A(yl-) ABEOMi =1, ..., n) |1 =N yzne N}.

i=
Dolayisiyla i =1,..,n i¢in 3y; € Ay, z; € By i¢in x =Y, y;z; dir. Boylelikle
X € A#B# dir. O halde A#B# 2 (AB)# dir.

Onerme 2.4.9. A, B € § olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i) A"'nNnB*=(ANnB)”
(i) (AB)*=A*B*

Ispat.

(i) x € A" nB*olsun.
A*NB* & A(x) >0AB(x) >0
< A(x)ANB(x) >0
< (ANB)(x)>0
S x€e(ANnB)”

O halde A* n B* = (A n B)* dir.

Teorem 2.4.10. F/K bir cebirsel cisim genislemesi olsun. A, F’nin fuzzy alt halkasi
oyle ki A{A(k)|k € K} = V{A(c)|c € F — K} ve P, K’nin asal alt cismi olmak iizere A,

K — P iizerinde sabit olsun.

(i) kar(K)=0 ve A, P—{0} tizerinde sabit oldugunda A, F’nin bir fuzzy alt
cismidir.
(i)  kar(K) = p > 0 oldugunda A, P — {0} iizerinde sabittir.

114



Ispat. kar(K) = p > 0 oldugunda A, P — {0} iizerinde sabittir. x € F ve x & K olsun.
Ohaldei =0,...,nigin bazi k; € K icin x~* = ¥, k; x* dir. Boylelikle

Al = MA(kix")]i = 0, ..., n} = M{AKDAA(x)}i = 0, ..., n} = A(x).

Benzer sekilde A(x) = A((x 1)) = A(x™1) dir. Dolayisiyla A(x) = A(x™1) dir.
x € K —{0}ise A(x) = A(x™1) oldugundan A, K — P ve P — {0} iizerinde sabittir.

Teorem 2.4.10°da A 2 6 ise Ay 2 K dir. Ayrica Ay 2 K olmasi igin gerek ve
yeter sart A, K — {0} {izerinde sabittir. Eger A4 2 K ise boylece A{A(k)|k € K} >
V{A(c)|c € F — K} dir.

Sonu¢ 2.4.11. F/K bir cebirsel cisim genislemesi olsun. A4 2 K ve By 2 K olacak

sekilde A, B € § olsun. Bu durumda AB, F’nin fuzzy alt cismidir.
Ispat. k € K olsun. Oyleyse

(AB)(k) = A(k)AB(1) = A(1)AB(1) = 1.

Boylelikle (AB)y 2 K dir.

Sonu¢ 2.4.12. F = A4By ve Ay/(Ay4 N By) cebirsel olacak sekilde 4, B € & olsun. O
halde AB, F’nin bir fuzzy alt cismidir.

Ispat. Onerme 2.4.6 dan F /B, cebirseldir ve (AB)s =2 B dir.

Tamim 2.4.13. V, K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. A, V’nin bir fuzzy alt kiimesi
ve C, K’nin bir fuzzy alt cismi olsun. Bu durumda A, C iizerinde V’nin bir fuzzy alt

uzayi1 olmasi igin gerek ve yeter sart her x,y € V ve her ¢ € K igin
i. A(0)=1
ii. Alx—y)=Ax) NA®W)
iii.  A(cx) =C(c) NA(x) dir.

C, K’nin alt cismi ise Tanim 2.4.11(iii) sart1 A(cx) = A(x) seklinde yazilir. (Mordeson
ve Malik, 1991)

Ak, V lzerinde K € nin biitlin fuzzy alt uzaylarinin kiimesi seklinde

tanimlanir.
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Onerme 2.4.14. A/C bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda

(i) A, C tizerinde F’nin fuzzy alt uzayidir.

(i) A, C|c- tizerinde F’nin fuzzy alt uzayidir.

Ispat. ¢, x € F olsun. Bu durumda A(cx) = A(c) AA(x) = C(c) AA(x) dur.
(1) Tanim 2.4.13’de K yerine F alinirsa V ile C tanimlanir.

(i) Kyerine F alinirsa V ve C* tanimlanur.

Onerme 2.4.15. A/C ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Bu durumda

(i) AB, B ve C iizerinde F’nin bir fuzzy alt uzayidir.

(ii) AB, C|c+ ve B| g~ tizerinde F’nin bir fuzzy alt uzayidir.

Ispat. ¢, x € F olsun. Bu durumda

(AB)(x) = (AB)(c) AN (4B)(x) = B(c) A (4B)(x) = C(c)A (AB)(x).
(1) Tanim 2.4.13’de K yerine F alinirsa V ile C tanimlanir.

(i) K yerine F alinirsa V ve C* tanimlanir. Béylece B* da tanimlanir.

Tanim 2.4.16. A € Ak ve X, V’nin bir fuzzy alt kiimesidir dyle ki X € A olsun. (X), K
tizerinde V’nin X1 kapsayan ve A’nin kapsadig: biitiin fuzzy alt uzaylarinin kesisimidir.

Bu durumda (X) e X den A’ya fuzzily iiretilmis fuzzy alt uzay: denir.

Tanim 2.4.17. x,y € F i¢in X — x , F’nin fuzzy alt kiimesi olmak {izere

-0 = 177

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.4.18. A € Ay ve X, V’nin bir fuzzy alt kiimesidir dyle ki X € A olsun.

(i) Eger (X) = Aise X’e K lizerinde A’dan iiretilmis bir fuzzy sistemi denir.
(i) A1=X(x), x3 & (X —x) olan her x; € X i¢in X, K tizerinde fuzzy bagimsizdir
denir.

(i) X, A’nin dreticisinin fuzzy sistemi ise X, A i¢in bir fuzzy bazidwr denir.
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(iv) ¢, V’nin fuzzy singletonlariin bir kiimesidir dyle ki x;, xj, € &; boylece A = k
ve x; € A dir. Bu durumda eger (§) = A ise &’ye K iizerinde A’nin treticisinin
fuzzy singleton sistemi denir.

(v)  Eger Vx; € & iginxy € (¢ —{x;}) ise &, K’da fuzzy bagimsizdir denir.

(vi)  Eger &, A’nin treticisinin bir fuzzy singleton sistemi ise ve fuzzy bagimsiz ise

&’ye A icin singletonlarin bir fuzzy bazidwr denir.

Vx €F igin x; € & ise X(&)(x) = A ve diger durumlarda X(&)(x) =0 duir.
Ayrica (&) = (X(&)) olarak alinir. X, F’nin bir fuzzy alt kiimesi olsun.

EX)={x)|lx €F, X(x)=21>0}
seklinde tanimlanir. Bu durumda X(€)(x) = x ve & (X €3 )) = ¢ dur.

Teorem 2.4.19. A € Ay ve &€ S {x;]x € A%, 0 < 1 < A(x)} Oyle ki x3, x; € &€ olsun.
Bu durumda A=k ve X ={x|x; €&} dir. Kabul edelim ki A{K(c)|c € F} >
V{A(x)|x € V — {0}} olsun. Bu durumda ¢, K iizerinde fuzzy bagimsiz olmasi igin
gerek ve yeter sart X, F’de lineer bagimsizdir. (Malik and Mordeson, 1991)

Teorem 2.4.20. A, B € § olsun. X, F’nin bir fuzzy alt kiimesidir dyle ki X € A dir. Bu
durumda X, &g+ lizerinde bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart X*, B* iizerinde

lineer bagimsizdir.

Tanmim 2.4.21. A,B € &, A/C ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Bu durumda A
ve B, C lizerinde lineer parcalanis olmasi icin gerek ve yeter sart AN B = C ve X,
F’nin herhangi bir fuzzy alt kiimesidir 6yle ki A 2 X olsun. X, 8.+ ilizerinde bagimsiz

ise dp+ lizerinde de bagimsizdir.

Teorem 2.4.22. A/C ve B/C fuzzy cisim geniglemeleri olsun. Bu durumda A ve B, C
izerinde lineer pargalanis olmasi igin gerek ve yeter sart AN B = C ve A* ve B*, C*

tizerinde lineer parcgalanistir.

Ispat. Kabul edelim ki A ve B, C iizerinde lineer pargalanis olsun. A*, C* 2 S iizerinde
lineer bagimsiz olsun. X, F’nin fuzzy alt kiimesi tanimimdan x € Sise X(x) = A(x)
diger durumlarda X(x) = 0 almir. Bu durumda Teorem 2.4.20°den X, &.- ilizerinde
bagimsizdir. Boylelikle X, §p+ lizerinde bagimsizdir. Dolayisiyla S, B* iizerinde lineer

bagimsizdir. Boylece Teorem 2.4.20°den A* ve B*, C* iizerinde lineer parcalanistir.
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Tersine varsayalim ki A* ve B*, C* lizerinde lineer pargalanis olsun. X, F’nin bir fuzzy
alt kiimesi Oyle ki A 2 X ve X, §.+ lizerinde bagimsizdir. O halde X, C* iizerinde ve

boylelikle B* iizerinde lineer bagimsizdir. Oyleyse X, 85+ iizerinde bagimsizdir.

Ornek 2.4.23. G ve H, F’nin alt cismi olsun éyle ki G N H © P oldugunda P, F’nin asal
alt cismidir. Kabul edelim ki G ve H, G N H iizerinde lineer pargalanistir. A = §; ve
B = 6 olsun. C, F’nin fuzzy alt cismi olmak tizere x € P i¢in C(x) =1, x € GNH
icin C(x) =1/2, diger durumlarda C(x) = 0 olarak tanimlanir. O halde A" ve
B*, C* = A" N B* = (AN B)" lizerinde lineer pargalanabilir. Ayn1 zamanda AN B =
O6c+ D C dir. Boylelikle A ve B, C fizerinde lineer parcalamis degildir. Teorem
2.4.16’dan A ve B, A N B lizerinde lineer pargalanistir.

Teorem 2.4.24. A/B, B/C ve D/C fuzzy cisim genislemeleridir 6yle ki BD, F’nin bir
fuzzy alt cismidir. Eger A ve D, C (= AN D) fizerinde lineer pargalanis ise bu

durumda

(i) AveBD, AN BD iizerinde lineer pargalanistir,

(i) B ve D, Ciizerinde lineer pargalanistir.

Tersine eger (i), (i) ve AN BD =B almirsa o zaman A ve D, C {izerinde lineer

parcalanistir.
Ispat. Kabul edelim ki A ve D, C iizerinde lineer pargalanis olsun.

(i) Onerme 2.4.9 ve 2.4.8°den A* ve D*, A*n D* = (AN D)* = C* iizerinde lineer
pargalamistir. Boylelikle Onerme 2.4.9°dan ,A* ve (BD)* = B*D*, A*n (BD)* =
(A N BD)* tizerinde lineer pargalanigtir. Dolayisiyla A ve BD, A N BD tizerinde lineer
parcalanistir. (Jacobson,1964)

(i) CESBNDZCAND =C olsun. Buradan BN D = C dir. Simdi A*nD*, C*
tizerinde lineer parcalanistir. Boylece B* ve D*, C* ilizerinde lineer parcalanistir.

Dolayisiyla B ve D, C iizerinde lineer parcalanistir.

Karsit1 icin A* ve (BD)* = B*D*, B* iizerinde lineer parcalanis ve B* ve D*,C*
tizerinde lineer pargalanistir. Dolayisiyla A* ve D*, C* {lizerinde lineer pargalanis olur.
Simdi AnND =ANnBDND=BnND =C dir. Boylelikle Teorem 2.4.23’ten istenen

sonu¢ elde edilir.
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Ornek 2.4.25. A/B, B/C ve D/C fuzzy cisim genislemeleridir 6yle ki A ve D, C
tizerinde lineer pargalanig, A N BD # B ve A # B olmasia ragmen BD = AD dur.

K = P(t) ve P karakteristigi sifirdan biiylikk mikemmel bir cisim F =
K(0,t?"1) oldugunda t, P iizerinde transandantal ve 6, K iizerinde x? +tx +t
polinomunun bir kokiidiir. O halde Eisenstein kriterinden x? + tx + t, K {izerinde
indirgenmezdir. Dolayisiyla K(6)/K cebirsel ayrilabilirdir. F’de A, B, C ve D fuzzy alt
kiimeleri tanimlansin. A = &, alindiginda S = K(6); B(z) = 1 ise z € P(6?), B(z) =
% ise z€ S — P(0P), diger durumlarda B(z) =0; C(z) =1ise z€ P, C(z) =% ise
z € K — P, diger durumlarda C(z) = 0; J = K(t?~!) oldugunda D = §; dir. O halde
A, B, C ve D, F’nin fuzzy alt cisimleri ve A* =S = B*, C* = K ve D* = ] dir. Teorem
2.4.10’dan her k € K ig¢in D(k) =1 < BD(k) <1 den dolay1 BD, F’nin fuzzy alt
cismidir. Ayrica 8 = P (—t~1) — 1 dir. Boylelikle

(BD)(0) = B(OP) AD(—t" ) A(BD)(—1) = 1.
Dolayisiyla (BD)(0) =1 = A(6) dir. Aym1 zamanda B(8) =% dir. Boylelikle A N
BD # B dir. Dolayisiyla A ve BD, B iizerinde lineer pargalanis degildir. z € F olsun.

Bu durumda c, €] oldugunda z = Z’r’;é c,0" dir. Simdi ] Ustinde BD € D’den
dolayt BD = 1 ve ] lstliinde D = 1 dir. Boylelikle

(BD)(2) =2 M{(BD)(¢,6")|r =0,..,p -1}

> M(BD)(c,)AN(BD)(6T)|r =0,..,p —1} = 1.
Dolayisiyla BD = §p = AD dir. Ayrica kanit olarak B(6) = % den dolay1 B ve BD, B*
iistiinde esit degildir.

Teorem 2.4.26. A/C, B/C ve D/C fuzzy cisim genislemeleri 6yle ki A ve D, C
(= AN D) iizerinde lineer parcalanis ve BD, F’nin bir fuzzy alt cismidir. Bu durumda

asagidaki maddeler igin (i), (ii)’yi ve (ii), (iii)’yi saglar.

(i) C*<SBy
(i)  B*lzerinde B = BD
(ii) AnNnBD =B
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Ispat. (i) = (ii): x € B* olsun. B* ve D*, C* iizerinde lineer par¢alanis oldugundan
dolayt1 i=1,..,n i¢in y; € B*,z; € D* oldugunda x =Y7,y;®z dir. 1=
ti,ty, ..., t, € D*, C* tlizerinde lineer bagimsizdir ve i=1,..,n, j=1,..,r i¢in

z; = Yj=1 kijtj, kij € C* dir. Bu durumda

n T T n
x®1 = Z Vi ® Z kUt] = Z Z kljyl®tj ve bu yﬁzden ) j=2,..,r 1(;3111
i=1 j=1

=1 i=1
n n
z kijy; = 0ve Z kiy; = x.
i=1 i=1
Simmii

B(x) = A{B(k;1,y)li=1,..,n} = AM{B(k;) )AB(y)|i =1,..,n}
=ANBW)li=1,..,n}L

Boylelikle B(x) = A{B(y;)AD(z;)|i =1, ...,n} dir. Dolayisiyla B(x) = (BD)(x) ve
bu yiizden B(x) = (BD)(x) dir. Buradan (ii) saglanir.

(ii) = (iii): (ANBD)* = A* N B*D* = B* dir. Simdi A2 B ve B* de BD = B dir.
Boylelikle B* de A N BD = B dir. Bundan dolay1 (A N BD)* = B*, An BD = B dir.

Sonuc 2.4.27. A/B, B/C ve D/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Oyle ki AD ve BD,
F’nin fuzzy alt cisimleri ve A ve D, C(= A N D) iizerinde lineer pargalanistir. C* S

By oldugunda A # B ise AD # BD demektir.

Ispat. Teorem 2.4.2°den A* ve D*, C* iizerinde lineer pargalamistir. Eger A* # B*, 0
zaman (AD)* = A*D* # B*D* = (BD)" ve bu ylizden AD # BD dir. Kabul edelim ki
A" = B* olsun. A(x) > B(x) olacak sekildle x € A* olsun. Teorem 2.4.6’dan,
(AD)(x) = A(x) ve (BD)(x) = B(x) dir. Dolayisiyla AD # BD dir.

Tamm 2.4.28. A/B fuzzy cisim genislemesi olsun. A/B nin boyutu [A : B] seklinde
yazilir ve g+ lizerinde A’ya gore F’nin maksimal bagimsiz alt kiimelerinin kardinalitesi

ile tanimlanir. A/B i¢in [A : B] < oo ise sonlu boyutludur denir.

Teorem 2.4.28’den [A : B] = [A* : B*] dir.
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Onerme 2.4.29. A/B ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

(i) [A:C]=[A:B][B:C(C]
(i) [A:B]=1© A" =B"
ispat.

(i) [A:C]l=[A":C"]=[A":B"][B":C]=[A:B][B:C(]
(i) [A:B]=1e[4":B]=1¢e 4" = B* dir.

2.5. Tamamen Ayrilamaz Fuzzy Cisim Genislemeleri

Bu boéliimde F cisminin karakteristigi p > 0 olarak alinacaktir.

Tamm 2.5.1. A/B fuzzy cisim genislemesi olsun. O halde A/B tamamen ayrilamazdir

denir ancak ve ancak her x; € A igin x/{’ ° c B olacak sekilde e negatif olmayan tam

sayis1 bulunabilmesidir.

Onerme 2.5.2. A/B fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda A/B tamamen
ayrilamaz olmasi igin gerek ve yeter sart her x € F i¢in A(x) < B(xpe) olacak sekilde

e negatif olmayan tam sayis1 olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki A/B tamamen ayrilamaz olsun. A(x) = A oldugunda x; € A dur.
Boylece e vardir dyle ki A(x) < B(xpe) den dolay xfe C B dir. Karsit1 i¢in kabul

edelim ki x; € A olsun. O halde A < A(x) < B(xP¢) bu yiizden x/’{’e C B dir.
Eger A € § alinirsa A/A tamamen ayrilamazdir.

Kabul edelim ki B, F’nin alt cismi olsun. O halde B(xpe) < B(xpe+1) dir.

Dolayisiyla bazi e i¢in xfe C B, dyleyse xﬁ’eﬂ C B dur.

Eger baz1 e i¢in xf ‘c B, dyleyse en kiiciik e’ye B iizerinde x; nin {issii denir
ve x; ya B lizerinde tamamen ayrilamaz denir. Eger e negatif olmayan tam say1 olsun
Oyle ki her x; igin x; S A ile xfe C B, o halde en kiigiik e, A/B nin {issii olarak
adlandirilir.
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Onerme 2.5.3. A/B tamamen ayrilamaz fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda

(i) Ay/By tamamen ayrilamazdir;

(ii) A*/B* tamamen ayrilamazdir.
ispat.

(i) x € Ay olsun. Oyleyse e > 0 vardir dyle ki B(xpe) > A(x) =1 dir. Boylece
xP° € By dir.
(i) x € A* olsun. Oyleyse e > 0 vardir dyle ki B(xpe) > A(x) = 0 dir. Boylece
xP° € B* dir.
Ornek 2.5.4. K, karakteristigi p > 0 olan bir cisim olmak iizere F = K(8) olsun ve 8,
K tizerinde cebirsel ayrilabilir olsun. F’nin A ve B fuzzy alt cisimleri eger z € K ise
A(z) = B(z) =1 ve diger durumlarda A(z) = %, B(z) =% seklinde tanmimlanir. O
halde A4 =K =By ve A" =F = B* dir. Dolayisiyla A;/B; ve A*/B* tamamen
ayrilamazdir. Ayn1 zamanda her e > 0 i¢in B(Hpe) =1/4 < A(6) oldugunda A/B

tamamen ayrilamaz degildir.

Onerme 2.5.5. F /K bir cisim genislemesi olsun. O halde F /K nin tamamen ayrilamaz

olmasi igin gerek ve yeter sart 8y /8y nin tamamen ayrilamaz olmasidir.

Teorem 2.5.6. A/B ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Bu durumda A/C nin
tamamen ayrilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter sart A/B ve B/C tamamen ayrilamaz

olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki A/C tamamen ayrilamaz ve x € F olsun. O halde e > 0 vardir
oyle ki C(xpe) > A(x) dir. Dolayisiyla B(xpe) > C(xpe) > A(x) = B(x) dir.
Dolayisiyla A/B ve B/C tamamen ayrilamaz olur. Aksini kabul edelim. A/B ve B/C

tamamen ayrilamaz ve x € F olsun. O halde e > 0 ve f > 0 vardir 6yle ki B(xpe) >
e f e . . e
A(x) ve C ((xp )p ) > B(xp ) dir. Boylelikle C (xp +f) > A(x) dir. Dolayisiyla A/C

tamamen ayrilamaz olur.
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Tamm 2.5.7. A, F’nin bir fuzzy alt kiimesi ve i negatif olmayan bir tam say1 olsun. Av'
F’nin fuzzy alt kiimesi olmak tizere her x € F igin AP (xpi) =A(x) ve x & FP' icin
Api(x) = 0 seklinde tanimlanir.
Teorem 2.5.8. Eger A, F’nin alt cismi ise bu durumda Api, F’nin fuzzy alt cismidir.
Ispat. x,y € F olsun. Bu durumda
() = (e ) = )

>AX)NA(y) = AP (xpi) A Api(ypi).
Kabul edelim ki x —y € FP' ve x ¢ FP, y €& FP' olsun. Bu durumda Api(x —-y) =
0= A”i(x) A Api(y) dir. Kabul edelim ki x —y # FP' olsun. Bu durumda ya x & FP'

ya day & FP' dir. O halde AP’ (x —y) = 0 = AP’ (x) A AP'(y) dir. Benzer sekilde
Api(xy‘l) > AP'(x) A Api(y), y # 0 dir.

Onerme 2.5.9. A, F’nin fuzzy alt kiimesi ve i ve j negatif olmayan birer tam say1 olsun.

Bu durumda (Api)pj = AP" dir,

Ispat. x € F olsun. Bu durumda

() ()= () () = () =400 = 40 (),

x & FP' kabul edilsin. En biiyiik negatif olmayan k tam sayis1 vardir 6yle ki 3y € F i¢in

N
X = ypk dir. O halde k < i+ j dir. Eger k < j ise bu durumda (Ap) (x) =0 dur.

k > j kabul edilsin. Bu durumda 3m >0 ve m <i i¢in k = j + mdir. Boylelikle
N NZ myD’ i om . i+)

(Ap ) (x) = (Ap ) ((yp ) > = AP (yp ) = 0 dir. En sade haliyle A " (x) =0

dir. Béylelikle (4P")?’ = 4P dir.

Onerme 2.5.10. A/B bir fuzzy cisim genislemesi ve e negatif olmayan bir tam say

e
olsun. Bu durumda AP° € B olmas! i¢in gerek ve yeter sart her x; € A icin, xf CB

dir.
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ispat. Kabul edelim ki A?° € B ve x; S A olsun. O halde 1 < A(x) = AP (xP") <
B(xP") dir. Béylelikle x < B dir. Tersine x, € A kabul edilsin. O halde x?* € B dir.
x & FP° kabul edilsin. Bu durumda AP°(x) = 0 < B(x) dir. A(x) =2 olsun. Bu
durumda x, € A bu yiizden x?° € B dir yani; 4P°(xP°) = A(x) = A < B(x?") dir.
Boylelikle AP° C B dir.

Onerme 2.5.10°da A/B bir fuzzy cisim genislemesi ve Je = 0 i¢in A?° € B dir
bu durumda A/B tamamen ayrilamaz ve en kii¢iik e kuvveti igin A/B onceden

tanimlanmustir.
Onerme 2.5.11. A € § olsun. Bu durumda i = 1,2, ... igin
i) (A" = @)y
(i) (@A) =@y
Ispat. Onerme 2.5.9°dan i = 1 i¢in sonucunu gostermek yeterlidir.

() xPe(Ap)Poxeld, o Alx)=1o AP(xP) =1 < xP € (AP), dir. Eger
y € (AP)y ise bu durumda 3x € F igin xP = y dir.
(i) xPe(AVP oxelA o Ax) >0 AP(xP) > 0 < xP € (AP)" dir.

Onerme 2.5.12. A, B € § olsun. Bu durumda i = 1,2, ... icin (AB)P' = AP'BP" dir.

Ispat. Onerme 2.5.9°dan i = 1 icin sonucunu gostermek yeterlidir. x € F olsun. Bu

durumda

(APBP)(xP) = V{/\{Ap(yi)/\Bp(zi)li =1,..,n}|xP =Zyizi,n € N}

i=1

= V{/\{Ap(uf)/\ Bp(vlp)li =1, ,n}

n
— PP D _
|xP = > u;v;,u; €(AP)" = (4A")P,
=1

i
v’ € (BP) = (B*)P,n€ N}

n
= V{/\{A(ui) AB(w)li=1,..,n}|x :Zuivi,ui € A%, v, EBnEN

i=1
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= (AB)(x) = (AB)P (x)P.

Simdi APBP < (AB)? ve x & FP oldugundan (APBP)(x) = 0 dir. Oyleyse APBP = (AB)P
dir.

Tamm 2.5.13. B € § ve X, F’nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Her x € F i¢in F’nin B(X)

fuzzy alt kiimesi
B(X)(x) =A{C(x)|C EF, B<CveX < C}
seklinde gosterilir.

Kolayca gortldigi gibi B(X), C ve X’i kapsayan F’nin en kiigiik fuzzy alt

cismidir.

Onerme 2.5.14. A/B bir fuzzy cisim genislemesi ve X, F’nin bir fuzzy alt kiimesi

olsun. Bu durumda (A o B)(x) = B(X) dur.

Ispat. C € § olsun. Bu durumda € 2 A ve C 2 B(X) olmast i¢in gerek ve yeter sart C 2 A
ve C 2 X dir.

Onerme 2.5.15. B € & ve X, F nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda i = 1,2, ... i¢in
B = B (x#") dir.

Ispat. z € F olsun.

(B(X))p(zp) =(BX))@)=MC)ICEF, C=2B, C2X}

=NCP(zP)|C €T, CP 2 BP, CP 2 XP}

> AN{D(z")|D €F, D2B", D2XP} = (BP(xP))(").

D € ¥ vardir dyle ki D 2 BP ve D 2 XP dir. C, F’nin fuzzy alt kiimesi her z € F i¢in
C(z) = D(2P) seklindedir. O halde C € & olsun. Simdi CP(zP) = C(z) = D(zP) = BP(zP),
XP(zP) dir. O halde CP 2 BP ve CP 2 XP dir. FP stiinde CP = D oldugundan (B(X))p(zp) =

(Bp (Xp))(zp) dir Dolayisiyla (B(X))p = (Bp(Xp)) dir.

Sonu¢ 2.5.16. B € F ve X, F’nin fuzzy alt kiimesi olsun dyle ki bazi1 negatif olmayan e

sayisi igin XP° € B dir. Bu durumda (B(X))?° € B dir.
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ispat. Onerme 2.5.15°ten (B(X))?° = BP°(XP°) dir.

Onerme 2.5.17. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Kabul edelim ki V{A(z)|z €
A" —B'} < A{B(z)|z€ B*} ve B* istinde A =B olsun. Bu durumda A/B nin

tamamen ayrilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter sart A*/B* tamamen ayrilamazdir.

Ispat. A*/B* tamamen ayrilamaz kabul edilsin. x € F olsun. Eger x ¢ A* ise, bu
durumda Ve > 0 i¢in A(x) = 0 < B(xP") dir. x € A* — B* kabul edilsin. Bu durumda
Je > 0 i¢in xP° € B* dir. Dolaysiyla hipotezden B(xP*) > A(x) dir. x € B* kabul
edilsin. Bu durumda A(x) = B(x) dir. Tersi Onerme 2.5.3’ten elde edilir.

Sonu¢ 2.5.18. F/K bir cisim genislemesi olsun. Bu durumda F/K nin tamamen

ayrilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter sart 5z /8y tamamen ayrilamaz olmasidir.

Ornek 2.5.19. F=P(x)(x? ,..,xP ,..) oldugunda P mikemmel cisminin

karakteristigi p > 0 ve x, P iizerinde transandantal olsun. B, F’nin fuzzy alt kiimesi
egerz € Pise B(z) =1, i=0,,.. z€P(x?') =P (x*"")ise B(z) = /(i +1) ve

ZzE€F —P(x) ise B(z) =0 seklinde tanimlanir. Bu durumda B € g (Malik ve
Mordeson 1990) ve B* = P(xP) dir. X, F’nin fuzzy alt kimesi i = 1,2,... igin

X (xp_i) =i/(i+1) veegerz+ xP™ (i=1,2,..)ise X(z) = 0 dir. Bu durumda her
(P )ijsn € X icin e = 2i oldugunda i/(i + 1) < B((xP")P) dir. i =12, ... igin
(xp_i)l-/(iﬂ), B iizerinde tamamen ayrilamazdir. Ayni zamanda simdi B(x)/B nin
tamamen ayrilamaz oldugu gosterilecektir. C € F vardir oyle ki C 2 B ve C 2 X dir.
Bu durumda i=12,.. igin C@)=C(@)2zc(@)zx(@)=
i/(i + 1) dir. Oyleyse C(x) = 1 dir. Dolayisiyla B(X)(x) = 1 dir. Oyleyse x; € B(X),
fakat x? *C B olacak sekilde e > 0 yoktur. Dolayisiyla x;, B ilizerinde tamamen

ayrilamaz degildir. Ayrica Sonug 2.5.16 dan X’ € X ve x; € B(X") olacak sekilde F’nin

sonlu fuzzy alt kiimesi X’ yoktur. Aynmi zamanda eger X;, F’nin fuzzy alt kiimesi ise
j=1.2,..,i igin Xi(xp_j) =j/(j + 1) ve diger durumlarda X;(z) = 0 seklindedir, 0
halde i = 1,2, ... icin x; &€ B(x;) dir.
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2.6 Ayrilabilir Fuzzy Cisim Genislemeleri

Bu boliimiin tamaminda F’nin karakteristigi p > 0 alinacaktir.

Tamm 2.6.1. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda eger B ve AP,

BP (= B N AP) lizerinde lineer parcalanis ise A/B ayrilabilir denir.

Ornek 2.6.2. F = P(x) oldugunda P miikemmel cisminin karakteristigi p > 0 ve x, P
tizerinde transandantal olsun. F’nin A ve B fuzzy alt cisimleri A = 6 Ve z € FP igin
B(z) =1 ve diger durumlarda B(z) = 1/2 seklindedir. Bu durumda AP = §pp dir.
z € F olsun. Bu durumda z & FP ise (BN AP)(z) =B(z) ANAP(z) =0,z € FP ise 1
dir. Simdi z ¢ FP ise BP(z) =0,z € FP — FP* ise 1/2, z € FP’ ise 1 dir. Boylelikle
B N AP = BP dir. O halde A/B ayrilabilir degildir. Ayn1 zamanda A* = B* dir ve bu
yiizden A*/B* ayrilabilirdir.

Onerme 2.6.3. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda A/B ayrilabilir
olmasi igin gerek ve yeter sart A*/B* ayrilabilirdir ve BP = B n AP dir.

Ispat. B ve AP , B? iizerinde lineer parcalanis olmasi igin gerek ve yeter sart B* ve
(AP)* = (A")P , (BP)" = (B*)P dlizerinde lineer pargalanistir ve Teorem 2.4.16 ve
Onerme 2.5.11°den B? = B n AP dir.

Onerme 2.6.4. A/B ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun.

(i) Eger A/C ayrilabilir ise bu durumda B /C ayrilabilirdir.
(i) Eger A/B ve B/C ayrilabilir ise bu durumda A/C ayrilabilirdir.

Ispat.

(i) A*/C* ve bu yluzden B*/C* ayrilabilirdir. Simdi CP =CNAP 2 CNBP 2 CP
dir. Boylelikle Onerme 2.6.3’ten B/C ayrilabilirdir.

(i) A*/B* ve B*/C* ayrilabilir bu yiizden A*/C* ayrilabilirdir. Simdi C N A” € B n
AP = BP dir. Oyleyse C N AP € C N BP = CP dir. Dolayisiyla C N AP = CP ve Onerme
2.6.3’ten A/C ayrilabilirdir.

Onerme 2.6.5. F/K bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda F/K ayrilabilir

olmasi igin gerek ve yeter sart 8z /5 ayrilabilirdir.
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Ispat. (65)* =F ve (8x)* = K dir. Dolayisiyla Onerme 2.6.3’ten F/K ayrilabilir
olmast icin 8 N (8)P = (6k)P oldugunu gostermek yeterlidir. Onerme 2.6.3¢iin ispati

tekrar uygulanarak gosterilir.

Eger F/K cisim genislemesi ise bu durumda F /K cebirsel ayrilabilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sart F /K nin her L ara cismi i¢in xP € L demek x € L demektir.

Tamm 2.6.6. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda her x; € A ve A/B

nin her fuzzy ara cismi D igin x} < D yani x; € D ise A/B cebirsel ayrilabilirdir denir.

Teorem 2.6.7. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda A/B cebirsel
ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € F i¢in ve A/B nin her fuzzy ara cismi

D i¢inya D(x) = xP yada D(x) = A(x) alinir.

Ispat. Kabul edelim ki A/B cebirsel ayrilabilir olsun. x € F ve D, A/B’nin bir fuzzy
ara cismi olsun. D(xP) < A(x) kabul edilsin. Bu durumda x; S A ve x; €D
oldugundan A = D(xP) yani x; € D dir. Boylece D(xP) < D(x) dir. Dolaysiyla
D(xP) = D(x) dir. D(x?) > A(x) kabul edilsin. 2 = A(x) olsun. Bu durumda x} < D
ve bu yiizden x; S D dir. Benzer sekilde A(x) < D(x) dir. Dolayisiyla A(x) = D(x)
dir. Tersine her x ve D i¢in ya D(xP) = D(x) ya da D(x) = A(x) kabul edilsin. x, € A
ve x; S D kabul edilsin. Eger D(x?) = D(x) ise bu durumda D(x) > A dir. Benzer
sekilde x; € D dir. Eger A(x) = D(x) ise bu durumda D(x) > A benzer sekilde x; S D
dir. Oyleyse A/B cebirsel ayrilabilirdir.

Eger A, F’nin fuzzy alt cismi ise bu durumda A/A cebirsel ayrilabilirdir.

Kabul edelim ki A/B fuzzy cisim genislemesi cebirsel ayrilabilir ve tamamen

ayrilamaz olsun. x € F ve A = A(x) olsun. Bu durumda e > 0 vardir dyle ki xfe CB

oldugunda A/B tamamen ayrilamazdir. Eger e = 0 ise bu durumda A(x) < B(x) ve bu
yizden A(x) = B(x) dir. e en kiigiik pozitif tam sayiyr olmak iizere e > 0 kabul
edilsin. A/B cebirsel ayrilabilir oldugundan x? “"c B dirve boylece e —1 = 0 dur.

Bu x; € B ve boylece A(x) = B(x) dir. O halde A = B dir.
Onerme 2.6.8. A/B bir cebirsel ayrilabilir fuzzy cisim genislemesi olsun. Bu durumda

(i) Ay/By cebirsel ayrilabilirdir.
128



(ii) A*/B* cebirsel ayrilabilirdir.
Ispat.

(i) x € A4 ve L, A4/ By nin bir ara cismi olsun. xP € L kabul edilsin. D, F’nin fuzzy
alt kiimesi z € L ise D(z) =1 ve z ¢ L ise D(z) = B(z) seklindedir. Bu durumda D,
A/B nin fuzzy ara cismidir oyle ki Dy = L dir. Simdi D(x) < D(x?) =1 = A(x) dir.
Oyleyse Teorem 2.6.7°den D(x) = 1 dir. Dolayisiyla x € L dir. O halde A, /By cebirsel
ayrilabilirdir.

(ii) x € A* ve L, A*/B* nin ara cismi olsun. xP € L kabul edilsin. D, F’nin fuzzy alt
kiimesi z € L ise D(z) = A(z) ve diger durumlarda D(z) = 0 seklindedir. Bu durumda
D, A/B’nin bir fuzzy ara cismidir ve D* = L dir. Teorem 2.6.7°’den, D(xP) = D(x) ya
da D(x) = A(x) dir. Oyleyse D(x) > 0 ve bdylece x € D* = L dir. Dolayisiyla A*/B*

cebirsel ayrilabilirdir.

Onerme 2.6.9. A/B bir fuzzy cisim genislemesi olsun. Eger A/B cebirsel ayrilabilir ise

bu durumda A/B ayrilabilirdir.

ispat. A*/B* ayrilabilir oldugundan Onerme 2.6.3’ten BP = BN AP oldugunu

gostermek yeterlidir. x € F olsun. Bu durumda x ¢ F? ise

(BN AP)(x) = B(x) A AP(x) = 0 = BP(x).

3z € F i¢in x = zP kabul edilsin. Bu durumda

(BN AP)(x) = B(zP) A AP(zP) = B(zP) A A(z) = B(z) = BP(zP)

Teorem 2.6.7°den B(zP) = B(z) ise B (x) ve B(zP) > B(z) ise A(z) = B(z) = B?(x)
dir. Boylece BP = B n AP dir.

Ornek 2.6.10. P miikkemmel cisminin karakteristigi p > 0, F = P(x) ve x, P iistiinde

transandantal olsun. F’nin A ve B fuzzy alt kiimeleri z € P ise A(z) =1 = B(z) ve

ZzEF—-P ise A(z)=%, B(z)=i dir. Bu durumda A/B bir fuzzy cisim

genislemesidir 6yle ki A4 = By ve A* = B* dir. Boylece A4/By ve A*/B* cebirsel
ayrilabilirdir. D, F’nin fuzzy alt kiimesi z € P ise D(z) =1, z€ P(x?) — P ise

D(z) = ive diger durumlarda D(z) = i seklindedir. Bu durumda D, A/B nin fuzzy ara
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cismidir. Simdi A(x) = Z # - = D(x) # D(xP) dir. Boylelikle Teorem 2.6.7’den A/B

1
4
cebirsel ayrilabilir degildir.

Onerme 2.6.11. F /K bir cisim genislemesi olsun. Bu durumda F /K cebirsel ayrilabilir

olmasi igin gerek ve yeter sart 5z /8 cebirsel ayrilabilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki F/K cebirsel ayrilabilir olsun. D, &z/8, nin fuzzy ara cismi
olsun. Eger x € K ise bu durumda D(x) =1 = D(xP) dir. x ¢ K kabul edilsin. Bu
durumda K(x) = K(xP) ve bdylece 3k; € K,i = 0,1,...,n i¢in x = X, k;(xP)" dur.
Boylelikle

D(x) = M{D(k;) A D(xP")|i = 0,1, ...,n} = D(xP).

Dolayistyla D(x) = D(xP) dir. Boylece 6p/8g cebirsel ayrilabilirdir. Karsit
olarak, 8z/8y cebirsel ayrilabilir kabul edilsin. Bu durumda Onerme 2.6.8°den F =

(6r)" ve K = (k)" alindiginda istenilen sonug elde edilir.

Onerme 2.6.12. A/B ve B/C fuzzy cisim genislemeleri olsun. Eger A/C cebirsel
ayrilabilir ise bu durumda A/B ve B/C cebirsel ayrilabilirdir.

Ispat. x € F olsun. D, A/B nin fuzzy ara cismi olsun. Bu durumda D, A/C nin fuzzy
ara cismidir. Dolayisiyla ya D(x) = D(xP) yada D(x) = A(x) alinir. D, B/C nin fuzzy
ara cismi olsun. Eger D(x) = D(xP) ise bu durumda istenilen sonug elde edilir.
D(x) # D(xP) kabul edilsin. Bu durumda D(x) = A(x) dir. Dolayisiyla D S B C A
oldugunda D(x) = B(x) dir.

Onerme 2.6.13. Eger A/B bir cebirsel ayrilabilir fuzzy cisim genislemesi ise bu

durumda A = B o AP dir.

Ispat. Onerme 2.5.11°den A/B o AP tamamen ayrilamazdir. Onerme 2.6.12°den
A/B o AP cebirsel ayrilabilirdir. Boylelikle Teorem 2.6.7°den g6z Oniine alinirsa

A = B o AP dir.

Ornek 2.6.14. K cisminin karakteristigi p > 0, F = K(0) ve 6, K iistiinde cebirsel

ayrilabilir olsun. B, 6x dan F’ye fuzzy alt cismi olsun. X, F’nin fuzzy alt kiimesi

i=12,..i¢in X (Hpi) =1i/(i + 1) ve diger durumlarda X(z) = 0 dir. C, X’den F’ye
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herhangi bir alt fuzzy alt kiimesidir 6yle ki B € C ve X € C dir. Simdi i = 1,2, ... i¢in

kij € K alinirsa 8 = 3o k;;(67) dir. Boylelikle i = 1,2, ... igin
i ] i o:
o) = A{C (kl-,- (67 ) =01, n} > A(C(ki;) A C(@PY)]j = 0,1, ..., n)

=c(o7)zx(67") = i/Gi+ ).
Boylece C(0) =1 dir. Dolayisiyla (B(X))(O) =1 dir. Gergekten B(X) = &y dir.

Boylelikle B(X)/B cebirsel ayrilabilirdir.

X; den F'ye fuzzy alt kimelerij = 1,..,1 icin X;(67") =j/(j +1) ve diger
durumlarda i = 1,2, ... i¢in X;(z) = 0 seklindedir. Bu durumda 6, € B(X) fakat

0, € B(X;) dir. Dolayisiyla X’ den F’ye bir sonlu fuzzy alt kiimesi yoktur dyle ki
X' € Xveb; € B(X') dur.
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3. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada klasik cebir ve fuzzy cebir ig¢in bazi cisim genislemeleri
karsilagtiritlmistir.  Cebirdeki bazi temel kavramlarin fuzzy cebirdeki halleri
verilmektedir. Ornegin alt cisim ile fuzzy alt cisim, vektor uzayi ile fuzzy vektor uzayi,
alt kiime ile fuzzy alt kiime, ara cisim ile fuzzy ara cisim, alt halka ile fuzzy alt halka
arasinda uyarlamalar ve karsilastirmalar yapilmistir. Bu yiizden ¢alisma iki kisimdan
olusmaktadir.

Ilk asamasinda cebirsel tanim ve teoremler ele alinarak klasik cebirdeki cisim
genislemeleri ve bazi gesitleri incelenmistir. Cisim genislemelerinin gesitleri literatiirde
taranmistir. Cisim genislemeleri, Cebirsel Cisim Genislemeleri, Geometrik Cizimler,
Izomorfizmalarin Genisletilmesi ve Otomorfizma Gruplari, Pargalanma Cisimleri ve
Normal Genislemeler, Ayrilabilir Genislemeleri, Tamamen Ayrilamaz Genislemeler,
Sonlu Genislemeler ve Galois Genislemeleri, Dongiisel Genislemeler, Koklerle
Coziilebilirlik, Simetrik Fonksiyonlar incelenmis ve drneklendirilerek ele alinmustir.

Ikinci kisimda ise fuzzy cebir incelenmis mevcut literatiir taramas1 yapilmis ve
klasik cebirdeki cisim genislemelerinin karsiliklar1 fuzzy de aranmistir. Fuzzy Cisim
Geniglemeleri, Ayrilabilir Fuzzy Cisim Genislemeleri ve Tamamen Ayrilamaz Fuzzy
Cisim Genislemeleri basliklar1 ayrintili olarak ele alinmis ve klasik cebirdeki tanim ve
teoremler fuzzy cebire tasinmis ve bu basliklar i¢in ¢esitli 6rneklendirmeler yapilmastir.

Bu calisma klasik cebirdeki cisim geniglemeleriyle fuzzy cisim geniglemelerinin

karsilastirilmasi ve uyarlanmasi igin bir rnektir.
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4. ONERILER

Bu caligmada klasik cebirdeki cisim genislemelerinden yola ¢ikarak fuzzy cisim
genislemelerinin ele alindig1 goriilmektedir. Ornegin “Ayrilabilir Cisim Genislemeleri”
fuzzy cebire uyarlanarak “Ayrilabilir Fuzzy Cisim Genislemeleri” elde edilmistir.

Benzer sekilde klasik cebirdeki bir¢cok cebirsel tanim ve teorem fuzzy cebire
uyarlanabilir. Diger cisim genislemeleri c¢esitlerinin fuzzy cebirdeki karsilig

arastirilabilir.
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