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. A kiimesinden olusturulan en az bir uzunluklu

A kelimelerin kiimesi

A D ATU{l

W — X : W kelimesinin x kelimesine indirgenmesi

—)E : R tarafindan iiretilen indirgeme bagintisi

<X IR) : Monoid (ya da yarigrup) takdimi
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R en biiyiik olan
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§xS§ . S kiimesinin kartezyen ¢arpimi

% . S yarigrubunun p kongriiansi ile boliim yarigrubu

gt . S yarigrubuna {1} elemani eklenerek elde edilen
monoid

0 . S yarigrubuna {O} elemani eklenerek elde edilen sifirl

S yarigrup

<A> . A kiimesi tarafindan dogrulan yarigrup

By : X kiimesi tlizerindeki tiim bagintilarin kiimesi

P [X] . X elemaninin p kongriiansina gore denklik sinifi

R” : R denklik bagintisinin gegigmeli kapanisi

R : R yi iceren en kii¢lik kongriians

Irr ( R) : R yeniden yazma §istemine gore indirgenemez
elemanlarin kiimesi

W, =W, : W, ve W, kelimeleri 6zdes

W, = w, : Wlp_ =W, p (S yarigrubunda ayni elemani temsil eden
kelimeler)

st (w) . wkelimesinin indigemelerinden en uzun olaninin boyu

W =a,...,a, =W, . W, kelimesinden w, kelimesine sonlu bir dizi

W =a —>-—>a,=W, : W kelimesinden w, kelimesine sonlu bir zincir
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1. GIRIS

Yarigrup yapilarinin sonlu takdimi ve yeniden yazma sistemleri son yillarda ¢ok
calisilan bir konudur. Grup, monoid ve yarigruplar i¢in tanimlanan takdimlerin
kullanim amaglari, sadece ait olduklar1 cebirsel yapilarin mertebelerini bulmak veya
bu cebirsel yapilarin genel bir karakterizasyonunu yapmak degildir. Ozellikle son
ceyrek yiizyil icerisinde, cebirsel yapilarin sahip olduklar takdimleri kullanilarak bu
yapilar iizerinde tanimlanan bazi 6zel problemlerin ¢oziimleri i¢in de genis galisma

alanlar1 olusturulmustur.

Problem, ele alinan bir soruya karsilik bu sorunun cevabini veren bir algoritmanin

(veya metodun) bulunup bulunmamasidir.

Cevab1 “evet” veya “hayir” olan problemlere karar verme problemleri denir. Eger
verilen bir problemi ¢dzmek i¢in bir algoritma (veya metod) varsa bu karar verme
problemine ¢oziilebilir, boyle bir algoritma yoksa o zaman da bu karar verme

problemine ¢oziilemez denir.

Yirminci yiizyilin baglarinda Max Dehn (Dehn, 1911) sonlu takdimli gruplar i¢in ii¢
temel karar verme problemini (kelime problemi, eslenik problemi ve izomorfizma
problemi) ortaya atmistir. Yaklasik ayn1 donemlerde ise Axel Thue (Thue, 1914)
bugiin kelime problemi olarak bilinen problem i¢in bir algoritma bulmaya caligmistir.
1930’larda mantik¢ilarin “algoritma”nin formal tanimimi belirlemek i¢in yaptig
girisimlere kadar Thue’nun calismalari uzun yillar goz ardi edilmigstir. 1950 ve
60’larda yari-Thue sistemler, bilgisayar bilimindeki matematiksel modeller i¢in
kullanishi oldugundan ve bilgisayar hafizalarinin boyutlarinin ve hesaplama
hizlarinin artmasi ile konu biliylikk 6nem kazanmistir. Bu calismalar, otomoto
teorisinin gelismesine yol agmis ve Knuth ve Bendix prosediirii (Knuth and Bendix,
1970) ile gelecek calismalara ilham vermistir. 1985°te yeniden yazma teknikleri ve
uygulamalar1 iizerine her iki yilda bir uluslararasi bir konferans diizenlenmeye

baslanmustir.



Son yillarda dizi yeniden yazma sistemleri monoidlerin takdimleri olarak
kullanildigindan kelime problemi ¢6ziimi i¢in siklikla calisilmaktadir. G sonlu
takdimli bir grup olsun. G nin doguraylari ile olusturulan keyfi bir w kelimesinin bu
grubun birimine esit olup olmadigma karar veren bir algoritmanin varliginin
aragtirtlmasi problemidir. Kelime problemi birgok grup takdimi i¢in ¢oziilebilirdir.
Ornegin en fazla bir bagintis1 olan takdimler ve her bir a ve b doguray elemani igin,
ab = ba bagmtisin1 igeren takdimler i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir. Ayrica

kelime problemi ¢oziilebilen gruplara bir bagka 6rnek olarak basit gruplar verilebilir.

Yeniden yazma sistemi, 6zellikle monoid ve yarigruplardaki kelime problemleri i¢in
temel bir metottur. Ciinkii bu tip yapilar gruplara gore biraz daha genel olduklar1 i¢in
(yani monoidler i¢in bir elemanin tersinin ve yarigruplar i¢in de buna ek olarak birim
elemanmin bulunmamasi) bu cebirsel yapilar iizerinde tanimlanacak kelime
probleminin ¢6ziilebilirligi i¢in gruplara goére baska oOzelliklerin de aranmasini
gerektirmektedir. Ornegin, gruplarda elemanlarin temsilci kiimesini olusturarak
verilen bir kelimenin bu kiimedeki grubun birimine esit olup olmadigi arastirilir.
Ancak monoidlerde, bu temsilci kiimesini olusturabilmek i¢in verilen bir kelimenin
indirgendigi tek bir kelimenin bulunmasi gerekmektedir. Eger indirgenen kelime tek
degil ise temsilci kiimesinden alinan iki eleman ayni1 kelimeyi temsil edeceginden ki
bu da temsilci kiimesinin 06zelligine uymaz, bu durumda monoid i¢in kelime

problemi ¢oziilemezdir.

Kelime probleminin ¢oziliip ¢oziilmedigini belirleyen kesin bir algoritma
bulunmamaktadir. Ancak bazi durumlarda bu problemler ¢o6ziilebilir olup bu
durumlarda ¢6ziimde "normal form” 6nemli bir rol oynamaktadir. Bir yeniden yazma
sistemi, bir tek normal formun varligin1 garanti eden confluent 6zelligine ve her
elemanin bir normal formunun oldugunu garanti eden Noetherian 6zelligine sahipse
bu sisteme bir sonlu tam yeniden yazma sistemi denir. Eger bir monoid bir sonlu tam
yeniden yazma sistemi ile takdim edilebilir ise bu monoid igin kelime problemi

¢oziilebilirdir. Daha fazla bilgi i¢in (Squier, 1987) Theorem 2.1 e bakilabilir.



1993’te Groves ve Smith sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip gruplarin bir
yari-direkt carpiminin da sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip oldugunu
ispatladilar (Groves and Smith, 1993). Wang bu sonucu gruplardan monoidlere

genellestirdi (Wang, 2008).

Ayrica yine Groves ve Smith ilgili calismalarda bir G grubunda sonlu indeksli bir H
alt grubu bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahipse G nin de bir sonlu tam

yeniden yazma sistemine sahip oldugunu gosterdiler (Groves and Smith, 1989).

2011 de Gray ve Malheiro, sonlu sayida sol ve sag ideali olan bir diizgiin yarigrup
verildiginde, eger her maksimal alt grup bir sonlu tam yeniden yazma sistem ile
takdim edilebiliyorsa, o zaman yargrubunda bir sonlu tam yeniden yazma sistem ile
takdim edilebildigini gosterdiler (Gray and Malheiro, 2011).

Hazirlanan bu tezin 2. boliimiinde yarigrup teorisinde kullanilan temel tanim ve

teoremler, bagintilar, denklikler, kongriianslar, idealler ve takdimler ifade edilmistir.

Tezin 3. bolimiinde S bir yarigrup ve T de S nin bir biiyiik alt yarigrubu olmak iizere
T nin bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosulun S nin de bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip olmasi gerektigi

gosterilmstir.

4. bolimde ise S, T nin U ile bir ideal genislemesi olmak {izere, eger T ve U bir sonlu
tam yeniden yazma sistem ile takdim edilebiliyorsa S nin de bir sonlu tam yeniden

yazma sistem ile takdim edilebildigi gdsterilmistir.

S bir yarigrup, p da S iizerinde bir kongriians olsun. Bu durumda p, xS nin bir

alt yarigrubudur, ayrica p[X] X e S elemanlar i¢in denklik siniflar1 olmak {izere

p[x]. p[y]eS/p i¢in



(P[X])(p[¥])=P[9]

islemi ile S/p bir yarigrup olur.

(Ayik vd., 2005a) da , eger p sonlu takdimli ise S ve S/p nun da sonlu takdim

edilebilir oldugunu gosterdiler. Ustelik p igin verilen bir takdimden S ve S/p igin
bir takdim elde ettiler.

(Wang, 2007) deki makalesinde eger p kongriianst sonlu tiiretilmis tip (FDT)

Ozelligine sahip ise bu durumda S nin de sonlu tiiretilmis tip Ozelligine sahip

oldugunu gosterdi.

(Caligkan, 2010) da S, p ve S/p yarigruplari igin periyodiklik, yerel sonlu takdim

edilebilirlik ve artik sonluluk gibi baz1 sonluluk kosullarini inceledi.

(Kuyucu, 2010) daki ¢alismasinda S, p ve S/p yarigruplarinin ranklari arasindaki

iliskileri inceledi.

Bu tezin son bolimii olan 5. Boliimde ise eger p bir sonlu tam yeniden yazma
sistemine sahipse ise M ve M/p nun da bir sonlu sonlu tam yeniden yazma

sistemine sahip oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan yarigrup teorideki temel
tanim ve teoremlerden bazilari ve bunlarla ilgili ornekler verilmistir. Bu
materyallerle ilgili daha detayli bilgiler (Howie, 1995), (Ruskuc, 1995) ve (Sims,
1994) kaynaklarindan elde edilebilir.

S bos kiimeden farkli bir kiime ve - islemi S {iizerinde bir ikili islem olsun. Her
X,y €S i¢in X-y yazmak yerine basitlik adina xy yazilir. (S,~) ikilisi birlesme

ozelligini sagliyorsa, yani
her x,y,z €S ig¢in (xy)z = x(yz)

oluyorsa (S,-) ikilisine (ya da daha sade olarak S ye) bir yarigrup denir. Eger her
X,y €S igin Xy = yx ise 0 zaman S ye bir degismeli yarigrup denir. Her se€S igin
1s =s1=1 olacak sekilde S nin 1 elemani varsa 1 € S nin birim eleman1 ve S ye de

monoid denir. Eger S nin birim elemani yoksa S kiimesine S de olmayan ve 1 ile

gosterilen bir eleman eklenerek elde edilen kiime S'=SU{l} ise her seS igin

1s=sl=1 ve 1.1=1 olarak tanimlanirsa S* birim eleman1 1 olan bir yarigrup olur.

S en az iki elemani olan bir yarigrup olsun. Eger her se€Si¢in 0s=s0=0 ise 0

elemanina S nin sifir elemant S ye de sifirlt yarigrup denir.

Bir S monoidinde sadece bir tek sifir elemani oldugu agiktir. Eger S nin sifir

elemani yoksa S kiimesine, S de olmayan ve 0 ile gdsterilen bir eleman eklenerek

elde edilen kiime S°=SU{0} ise her seS i¢in 0s=s0=0 ve 0.0=0 olarak

tammlanirsa S° sifir elemani 0 olan bir yarigrup olur.



S birim elemanli bir yarigrup (yani bir monoid) ve S nin birim elemant 1€ S olsun.

Eger her x e Sicin XX =XX" =1 olacak sekilde bir X €S eleman1 varsa S ye bir

grup denir.

Yarigrup teorideki grup tanimi su sekildedir, eger bir S yarigrubu
her xeS i¢in XS=S ve Sx=S

Ozelligini sagliyorsa S ye bir grup denir.

S bir yarigrup ve T de S nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger T ¢arpma
altinda kapali ise T ye S nin bir alt yarigrubu denir. A, S nin bos olmayan

herhangi bir alt kiimesi olmak {izere A y1 iceren S nin en kiicilik alt yarigrubuna A
nin dogurdugu yarigrup denir ve bu alt yarigrup <A> ile gosterilir. 4 ya bu

yarigrubun doguray kiimesi denir.

S bir yarigrup olsun. Eger SLc L (RS<R) ise S nin bostan farkhh S (R) alt

kiimesine S nin bir sol ideali (sag ideali) denir. S bir yarigrup olsun. S nin bir sag
ideali R eger S nin K # O bir sag ideali i¢cin K < R oldugunda K =R oluyorsa R
yeS nin minimal sag ideali denir. Benzer sekilde minimal sol ideal tanimlanir. S
nin bir 1 ideali eger S nin bir K # < ideali i¢cin K < | oldugunda K =1 oluyorsa

| idealine S nin minimal ideali denir.

S ve T iki yarigrup, @, S den T ye bir doniisim olsun. Her X,y €S igin
O(xy) =D(x)®@(y) oluyorsa, @ ye bir homomorfizm denir. T nin

O(S)= {d)(s) 'Se S} alt kiimesine @ nin goriintii kiimesi denir. Ayrica ®(S) nin

T nin bir alt yarigrubu oldugu agiktir.



S ve T iki yarigrup, @, S den T ye bir homomorfizm olsun. Eger ® bire-bir ise
® ye bir monomorfizm, ® orten ise ® Yye bir epimorfizm ve ® hem monomorfizm
hem de epimorfizm ise @ ye bir izomorfizm denir. ®, S den T ye bir izomorfizm
ise S, T izomorfiktir denirve S =T yazilir.

2.1 Bagintilar, Denklikler ve Kongriianslar

Eger X #O bir kiime ise X x X in bir p alt kiimesine X {izerinde bir baginti
denir. X {izerindeki tim bagmntilarin kiimesi genellikle B, ile gosterilir. p ve o,

X tiizerinde herhangi iki bagint1 olsun. Bu iki bagintinin bilegkesi,
poo =po={(x,y):(IzeX),(x.2)ep Ve (z,y)eo]}

seklinde tanimlanir ve bagintilarin bileskesi islemi ile B, bir yarigrup olup buna ( X

tizerindeki) bagintilar yarigrubu denir. By in birim elemant,
1, ={(x.x):xe X}
0zdeslik bagintisidir ve bos bagint1 da B, in sifir elemanidir. Ters baginti,

pt={(xy):(v.x) e p}
olarak tammlanir. pp ™ =1 olmak zorunda degildir.

Tamim 2.1.1 p, X iizerinde bir baginti olsun.
1) Herx e X igin (X, X)e p ise, p yayansimali bagint: denir.
i)  Her x,ye X icin (x,y)e p iken (y,x)e p oluyorsa p ya simetrik

bagntr denir.



i)  Her x,ye X icin (x,y)e p ve (y,x)e p iken x=y oluyorsa p ya
antisimetrik baginti denir.
iv)  Her x,y,ze X igin (x,y)e p ve (y,z) e p iken (x,z) e p oluyorsa
p Ya gecisken baginti denir.
Eger p, yansimali, simetrik ve gecisken bir bagint1 ise p ya bir denklik bagintis
denir (Howie, 1995).

Eger p, X iizerinde bir denklik bagintist ise o zaman (X, y)e p yerine bazen xpy
veya X=Yy (mod p) yazilir. p[x], kiimesine p -siifi veya denklik sinifi denir.

X/p notasyonu ile tiim denklik siniflar1 gosterilir.

Her x € X igin, X in denklik sinifi,
plx]={yeX:(xy)ep}

ile tanimlanir.

R, X fzerinde herhangi bir denklik bagintisi ise R yi igeren denklik bagintilarinin
bir ailesi bos degildir, en azindan X xX denklik bagintist vardir. Boylece X
tizerinde tiim denklik bagintilarinin kesisimi de bir denklik bagintisidir. Bu denklik
bagintis1 X lizerinde R yi iceren tek en kiiciik denklik bagintisidir. R, X {izerinde

bir denklik bagint1 olsun,

kiimesine R nin gecismeli kapanisi denir. Daha fazla bilgi i¢in (Howie, 1995)

bakiniz.



Bir S yarigrubu iizerinde bir kongriians, S {iizerindeki denklik smiflarinin dogal

carpimi ile tanimlanan bir denklik bagintisidir.

Tamim 2.1.2 S bir yarigrup ve p da S {iizerinde herhangi bir baginti olsun. Her
seS ve her (x,y)ep icin (sx,sy)e p ((xs,ys)e p) ise, p yasol (sag) uyumlu

denir. Her (x,y),(x',y") e p i¢in (xx',yy) € p ise p yauyumlu denir.

Sol uyumlu bir denklik bagintisina so/ kongriians, sag uyumlu bir denklik bagintisina

sag kongriians, uyumlu bir denklik bagintisina da kongriians denir (Howie, 1995).

Tamim 2.1.3 R, bir S yarigrubu iizerinde herhangi bir baginti1 olsun. S iizerinde R
yi iceren en kiiciik kongriiansa R nin dogurdugu kongriians denir ve R* ile gosterilir.

Bu durumda R bagintisina, R* kongriiansinin doguray kiimesi denir (Howie, 1995).

S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. Tiim denklik siniflarinin

kiimesi S/ p tzerindeki carpma her p[x], p[y] e S/p igin

(P[X])(pl¥])=P[9]

seklinde tanimlanir. S/p bu ¢arpma islemi ile bir yarigruptur. S/p ya, S nin p ile
elde edilen béliim yarigrubu denir. Dikkat edilirse yarigruplar da, boliim yapis1 diger
cebirsel yapilardan farklilik gosterir. Bu farkliligin kaynagi da yarigruplar arasindaki

homomorfizmin ¢ekirdeginin bir kongriians olmasidir.



Ornek 2.1.4 S sonlu bir yarigrup ve carpim tablosu asagidaki gibi tanimlansin.

Cizelge 2.1.1 S Yarigrubunun Carpim Tablosu
e |a|f|b

e lela|f|b

alal|e|b f
f | f|b|f|Db
b |b | f|b|f

Bu S yarigrubu tizerinde bir p bagintisi

p={(1,0).(0.7)]
olarak secilirse, p S yarigrubu iizerinde bir kongriians olup, o nun denklik siniflari
rle]={e}, pla]={a} ve p[b]=p[f]={b, f}

dir. Bu denklik smiflarmi c={e}, d ={a} veg={b, f} ile gosterilirse S/p bdlim

yarigrubunun ¢arpim tablosu asagidaki gibi elde edilir.

Cizelge 2.1.2 S/ p Boliim Yarigrubunun Carpim Tablosu

C d g
C C d g
d d c g
g g g g

Tamm 2.1.5 S ve T iki yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. Eger

S/p=TiseSyeTnin p ile bir genislemesi denir. (Ayik, vd., 2005a)
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Tanmim 2.1.6 S bir yarigrup ve | da S nin bir ideali olsun. S {izerinde taniml
o =1{(s;,s,):s,,8,€lyada s, =s,}
kongriiansina Rees Kongriians denir (Ruskuc, 1995).

S/p, bolim yarigrubu yerine genellikle basitlik adina S/l yazilir ve buna S
yarigrubunun | ideali ile Rees Bolimii denir. S/l  bolim yarigrubu |
elemanlarindan ve her se S\ i¢in {S} elemanlarindan olugur. S/l tizerinde taniml

carpma islemi ise

S,S,, egers,,s,,s;s, €(S\1) ise
$;S, = .
Is=1=sl, hersel ise

bigiminde tanimlanir. Dolayisiyla |, S/1 bdliim yarigrubunun sifir elemanidir.

S 7

0,
#

Sekil 2.1.1 ideal Genislemesi

Tamim 2.1.7 S, T ve U yarigruplar ve T' S nin bir ideali olsun. Eger T=T"' ve S/T"
Rees boliim yarigrubu i¢in S/T'=U ise S ye T nin U ile bir ideal genislemesi denir

(Ruskuc, 1995).
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Eger S T nin U ile bir ideal genislemesi olacaksa, U mutlaka sifir elemanina sahip
olmalidir, ayrica S nin U ile ideal genislemesi olan ¢ok sayida birbirine izomorfik

olmayan yarigruplar olabilir.

Tamim 2.1.8 S bir yarigrup ve R de S iizerinde herhangi bir baginti olsun. Eger
X,y €S i¢in

X=Urv Ve Yy=usv

olacak sekilde u,veS' ve (r,s)eR veya (s,r)eR mevcut ise x ile y temel R-

baglantilidir denir. Eger her 1<i<n-1 i¢in z; ile z,,, temel R -baglantili olacak

i+1

sekilde sonlu bir

X=2,2y, Ly, =Y

dizisi mevcut ise x ile y R-baglantilidir veya y, x in bir R-sonucudur denir

(Howie, 1995).

Teorem 2.1.9 S bir yarigrup ve R de S iizerinde herhangi bir baginti olsun. S

tizerindeki yeni bir p bagintisi

(S,t) e p<s=tveyas ilet R—baglantilidir

seklinde tanimlansin. O zaman p, S iizerinde R bagintisin1 iceren en kiiciik

kongriianstir.

Ispat: Her se S (s,5)e p oldugundan p yansimalidir. Her (s,t) € p i¢in

$S=12,2,,"",2,,,2,=tiset=2z,2,,,---,2,,2, =S

n-1' “n

12



olup p simetriktir. Her (s,t),(t,u) € p igin

$=2,,2,,...,2, =t ve t=V,,V,,--,V, =U

m

olup

S=12,2Zy..0, 2, Vg, Vy,. o,V =U

1 ey

olur. Yani (s,u)ep olup p gegismelidir. Boylece p bir denklik bagmtisidir.

(S,t)ep ve u,ve St i¢in

USV = Uz,V,UzZ,V,...,Uz,V = Utv

ve her 1<i<n-1 i¢in uzyv ile uz,v de temel R-baglantili oldugundan
(us,ut),(sv,tv) e p olup p bir kongriianstir. R < p oldugu agiktr.
o, S luzerinde R c o olacak sekildeki baska bir kongriians olsun. (S,t) € p olsun.

Eger s=t ise (s,t)e Rc o dir. Eger s =t ise sonlu

dizisi vardir; dyle ki
Z; =Urv; Ve z;, =Usy,

(u,v,eS" ve (r,s)eR veya (s,r)eR) dir. Rco ve o (sag/sol) uyumlu
oldugundan (z;,z,,)€c ve gecismeli oldugundan (s,t)eo olur.  Bdylece

istenildigi gibi p < o olur (Howie, 1995). u
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2.2 Takdimler

Bu kisimda yarigrup ve monoid takdimleri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

A bir alfabe ve R A"x A" olmak iizere bir yarigrup takdimi (A[R) ikilisidir.
<A|R> tarafindan tanimlanan yarigrup ise o, R yi igeren A" {izerindeki en kiigiik

kongriians olmak tizere A" / p yarigrubudur.

<A| R> takdiminde, A ya doguray kiimesi, R ye de tanimlayici iliskiler (bagintilar)

kiimesi denir. A ve R sonlu ise bu takdime sonlu takdim, S ye de sonlu takdim

edilmis denir.

(AR bir takdim ve w,w, e A" olsun. @, BeA’,(u,v)eR veya (v,u)eR igin
W =auf, W,=avp ise W,, R deki bir iliski bir kez uygulanarak W, den elde

edilmigtir denir. W, =W, veya «,,,, R deki bir iliski bir kez uygulanarak ¢; elde

i+1?

edilmis olmak tizere kelimelerin sonlu bir

W=a,q,...,.a, =W,

n

dizisi varsa w,, W, den elde edilmistir denir. Ayrica W, =W, , (A|R) nin veya sadece

R nin bir sonucudur da denir (Howie, 1995).

Teorem 2.2.10 (A|R) bir takdim, o da R yi igeren en kiigiik kongriians, S =A"/p
ve W, w, € A" olsun. O zaman w,p =W, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W, =Ww,

nin <A|R> nin bir sonucu olmasidir.

Ispat: Ispat1 icin (Ruskuc, 1995) e bakiniz. |

14



Teorem 2.2.11 S, Ac S tarafindan dogrulan bir yarigrup ve R< A" x A" olsun. O
zaman <A| R> nin S igin bir takdim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

1) R deki tiim iliskiler S de saglanir,

ii) Eger u,ve A" i¢in u=v S de saglaniyor ise u=v R nin bir sonucudur
Ispat : Ispat i¢in (Ruskuc, 1995) e bakniz. [ |

Tamm 2.2.12 A bir alfabe, A" A lizerindeki serbest monoid, Rc A"x A", p da R
nin dogurdugu kongriians olsun. (A[R) ikilisine bir monoid takdimi denir. A*/p
bolim monoidine de <A| R> takdiminin tanimladigi monoid denir. Eger M bir

monoid ve M = A’/ p ise, (A|R) ye M nin bir takdimi denir.

M bir monoid ve (A|R) de M nin bir monoid takdimi olsun. O zaman e ¢ A igin
<A,e‘§, ae=a, ea=a, e’ =¢, (ae A)> yarigrup takdimi M yi bir yarigrup gibi

tanimlar. Burada R, R den r=1 ya da 1=s seklindeki iliskilerin r=e ya da

e = s ile degistirilmesiyle elde edilmistir.

Her yarigrup takdimi ayni zamanda bir monoid takdimidir. P herhangi bir S
yarigrubunu tanimlayan bir yarigrup takdimi ise, P bir monoid takdimi olarak

diisliniildiiginde P, Su {e} gibi bir monoidi tanimlar. S nin i¢inde birim eleman

varsa artik bu S U {e} de birim eleman olmayacaktir (Howie, 1995).

Tanmim 2.2.13 S bir yarigrup ve T de S nin bir alt yarigrubu olsun. S\T nin

kardinalitesine T nin S deki indeksi denir ve [S:T] ile gosterilir. Eger T nin S

deki indeksi sonlu ise S ye T nin bir kii¢iik genislemesi denir (Ruskuc, 1998).
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2.3 Yeniden Yazma Sistemi

Yeniden yazma sistemi, 6zellikle monoid ve yarigruplardaki kelime problemleri i¢in
temel bir metottur. Bu yap1 her ne kadar matematigin cebirsel kisminda ¢alisilan bir
konu olsa da, anlam1 ayni fakat dili farkli olan degisik bagliklar altinda bir¢ok bilim

dalinda da bulunabilir.

Sonlu bir X alfabesi icin, X  bu alfabedeki harflerden olusan biitiin kelimelerin

kiimesi ve & bos kelime olsun. X iizerindeki yeniden yazma kurali aslinda

(I, r) e X"x X" seklindeki sirali c¢iftlerdir. Bu kural (I—r) seklinde de

gosterilebilir. Buradaki | kelimesi sol taraf, r kelimesi ise sag taraf diye

adlandirilir. Yeniden yazma sistemi X iizerindeki yeniden yazma kurallarimin bir
kiimesidir ve bu sistem R ile gosterilir. X~ kiimesindeki kelimeler arasindaki bu

bagint1 (—) i¢in asagidaki kural tanimlanir:

X tzerindeki u ve v herhangi iki kelime olmak iizere, U —; V olmasi igin gerek ve

yeter kosul X,y e X ve (I - r) € R igin u = xlyve v = xryolmasidir.

Tamm 2.3.14 Bir ue X kelimesi igin U—>, vV olacak sekilde bir ve X~ kelimesi
varsa bu u kelimesine indirgenir kelime denir. Aksi durumda ise (yani u—;V

olacak bigimde bir v kelimesi yoksa) bu u kelimesine indirgenemez kelime denir
(Karpuz, 2009).

Onerme 2.3.15 Tanimlanan bu —>, bagintisinin yansimali, gegismeli kapanisi olan

— kurali, aslinda R tarafindan dogrulan bir indirgeme bagintisidir.

Ispat: Ispat icin (Book and Otto, 1993) e bakniz. [ |
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Tamm 2.3.16 U,V e X igin eger u —,, v bagmtisi varsa ve v kelimesi indirgenemez

ise, bu v kelimesine u kelimesinin normal formu denir (Karpuz, 2009).

Tanmmm 2.3.17 Bu —; bagintisinin yansimali, simetrik ve gegismeli kapanisi ki bu
<> ile gosterilir, R tarafindan iiretilen bir Thue kongriianstir (Karpuz, 2009). Bir

w e X kelimesi i¢in W nin kongriians sinifi,

{UEX* ; u<—>§w}

olup bu denklik sinifi [W]R ile gosterilir. Ayrica XZ_)* biitiin kongriians siniflarinin
R

kiimesini gosterir. U ve v kelimelerinin kongriians siniflarinin ¢arpinu
[uls [v], =[wv];

seklindedir. Bu carpma islemi birlesme 0zelligini saglar ve [g]R birim elemandir.
Boylece X%_)* bir monoiddir ve (X|R) ifti bir monoid takdimidir. Bu
R

takdimdeki doguray kiimesi X sonlu ise bu monoide sonlu dogurayli monoid, hem
X hem de R sonlu ise 0 zaman bu monoide sonlu takdimli monoid denir (Karpuz,
2009).

Bir R yeniden yazma sistemi i¢in kelime problemi, verilen iki u ve vkelimeleri i¢in
U <>, V nin saglanip-saglanmamasidir. Yani bu iki kelimenin, belli bir kural altinda

birbirine denk olup olmamasinin incelenmesidir.

Ornek 2.3.18 X={xy}, R ={ xxt—>e x'x—>e y' e yly e } olsun.

R, X>y>X" >y swralamasi ile X" iizerinde bir yeniden yazma sistemidir.
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Ayrica U=Xxyx xy 'x 'y 'yxy olsun. R yi kullanarak u yu indirgemenin degisik

yollar1 vardir. Birincisi

XYXXY XY TYXY = XYY XY TYXY = XXy Tyxy

—p YYXY = Xy
ve ikincisi ise

XYX“ XY XY ThYXY =g XYXTXY T XTXY = XYX XYY

—p XYX X >, Xy
dir. Bu iki indirgemenin sonucunda da ayni1 indirgenmis eleman xy elde edildi.

Ornek 2.3.19 X ={a,b } ve <<, X" iizerinde uzunluk ve alfabetik siralama olmak
lizere R = {az —eb’ >e(ab) >e }, a<<b ile X" iizerinde bir yeniden yazma

sistemidir. u=a’babab olsun. R yi kullanarak u nun indirgemesi degisik yollardan

yapilabilir.

Birincisi,

aababab —; a
ve ikincisi ise
aababab —; babab

dir. Bu iki indirgemenin sonucunda farkli indirgenmis elemanlar a ve babab elde

edildi.
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Simdiki tanimlar bir yeniden yazma sisteminde normal formun varligin1 ve tekligini

garanti eden tanimlar olacaktir.

Tamm 2.3.20 Bir yeniden yazma sistemi R icin eger her n>1 i¢in W, > W, ,
olacak sekilde sonsuz bir zincir bulunmuyorsa R ye Noetherian ya da bir sonlanan
yeniden yazma sistemi denir. Herhangi u,v,we X" igin U,V ve u—>, w iken
V— Z Ve W—>, z olacak sekilde bir ze X" kelimesi varsa R ye confluent denir.

Hem Noetherian hem de confluent 6zelliklerini saglayan yeniden yazma sistemine

tam (complete ya da convergent) yeniden yazma sistemi denir (Karpuz, 2009).
Tam sistemler kullanilarak asagidaki 6nemli sonug elde edilir:

Teorem 2.3.21 Eger R yeniden yazma sistemi tam ise, bu sistem i¢indeki her bir
kelime tek bir normal forma sahip oldugundan, bu R yeniden yazma sistemi

¢oziilebilir kelime problemine sahiptir.
Ispat: Ispat igin (Karpuz, 2009) a bakiniz. |

Teorem 2.3.21 in ispatinda diisiince tarzi, verilen sistem tam oldugu icin kelimelerin
sonlu sayida adimla bagka kelimelere indirgendigi ve indirgenen bu kelimelerin de
birbirine esit oldugu seklindedir. Eger indirgenen bu kelimeler birbirine esit
olmasaydi, bu durumda bir kelime farkli iki sekilde ifade edilemeyeceginden, bu

sistem i¢in kelime problemi ¢oziilemez olurdu.

Tamm 2.3.22 S bir kiime olsun. S iizerindeki bir M ¢oklu kiimesi, elemanlar1 S nin

elemanlarindan olusan {S eS:M(s)> O} kiimesi sonlu olacak sekildeki M :S — N

tammlanan bir fonksiyondur. Daha agik bir ifadeyle n =M(s;), (1<i<k)

elemanlarin ¢oklugunu veren bir dogal say1 olmak iizere
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seklinde gosterilir.

Bir S kiimesi tizerindeki herhangi bir > siralama S {izerindeki (sonlu) ¢oklu kiimeler

lizerindeki bir >,

i) M =N

. siralamaya asagidaki sekilde genisletilebilir:

i) Her nerede N (x)>M (x) ise bu durumda y > x olacak sekilde en az

bir y elemani vardir yle ki M (y)>N(y) dir.

Yani, bir ¢oklu kiime siralamasina gore, bir ¢oklu kiimenin herhangi bir eleman1 >

siralamasina gore daha kiigiik olan sonlu sayidaki elamanla yer degistirebilir.

Sonlu ¢oklu kiimeler iizerindeki bir ¢oklu kiime siralamasi >_. sonlanan bir

mult
siralama olmas1 igin gerek yeter kosul > siralamasinin sonlanan olmasidir. Bu

konuyla ilgili daha detayl bilgilere (Terese, 2003) e bakilabilir.

Tamm 2.3.23 p , S yargrubu iizerinde bir kongriians ve (X, X, ) € p olsun. Her bir

i =1, 2 i¢in ¢ (X, X, )= X olarak tanimlanan doniisiime p dan S ye i. izdiisiim denir.

Tamim 2.3.24 p, S yarigrubu iizerinde bir kongriians ve X de p i¢in bir doguray
kiimesi olsun. Eger her (x,y)e X i¢in (X,x), (y,y)e X ise X kiimesine p i¢in bir

yansimal: doguray kiimesi denir (Ayik, vd., 2005a).

Yardimci Teorem 2.3.25 S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun.
Eger X kiimesi, p i¢in bir doguray kiimesi ise ¢, de i. izdiisiim olmak iizere ¢, (X)

(i =1, 2) S igin bir doguray kiimesidir.
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Ispat: Ispat icin (Ayik, vd., 2005a) Lemma 2.1 e bakimiz. |

Onerme 2.3.26 p, S yangrubu iizerinde bir kongriians olsun. Eger p sonlu

dogurayl ise p igin sonlu yansimal bir doguray kiimesi vardir.

Ispat: Ispat igin (Ayik, vd., 2005a) Proposition 2.3 e bakiniz. [ |
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3. MONOIDLERIN KUCUK GENISLEMELERI ICiIN YENIDEN YAZMA
SISTEMLERI

Bu boéliimde S bir monoid ve T de S nin bir sonlu indeksli alt monoidi olmak tizere
eger T bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahipse T nin bir kii¢iik genislemesi S
monoidinin de bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip oldugu gosterilmistir.

Daha detayl1 bilgi i¢in (Wang, 1998) e bakilabilir.

Teorem 3.27 S bir yarigrup, A S nin bir doguray kiimesi ve T, S nin bir biiyiik alt

yarigrubu olsun.
X ={slas2 's,5,€S'\T,ae A,sla,szaeT}

kiimesi T i¢in bir doguray kiimesidir.
Ispat: Ispat igin (Campbell vd., 1995) Theorem 3.1 e bakimiz. |
Teorem 3.28 S bir yarigrup ve T, S nin bir biiyiik alt yarigrubu olsun. S nin sonlu

dogurayli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T nin sonlu dogurayli olmasidir
(Ruskuc,1998).

Ispat (=) Teorem 3.27 den X ={slas2 's,5,€5"\T,ae A,sla,szaeT} kiimesi T i¢in

bir doguray kiimesidir. Eger A ve S\ T sonlu ise X in de sonlu oldugu agiktir.

(<) Kabul edilsin ki B, T igin bir sonlu doguray kiimesi olsun. O zaman

Y =B U(S \T ) kiimesi S igin bir doguray kiimesidir. Eger B ve S\ T sonlu ise Y de

sonludur. n
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Teorem 3.29 Bir sonlu takdimli yarigrubun bir kiigiik genislemesi de sonlu
takdimlidir (Ruskuc, 1998).

Ispat: T, <A| R1> takdimine sahip sonlu takdimli bir yarigrup ve S, T nin bir kiiciik
genislemesi olsun. Teorem 3.28 de oldugu gibi S, AU(S\T)(sonlu) kiimesi

tarafindan dogurulur ve S i¢in bu doguray kiimesinin elemanlarina gore bir takdim

bulunabilir.

seS\T ve ae A herhangi iki eleman olsun. sa eleman: ya T de dir, ki bu durumda
sa A"daki bir kelime ile temsil edilir, ya da S\T vye aittir. p(s,a)e A" U(S\T),
sa = p(s,a)bagmtis1 S de saglanacak sekilde bir kelime olsun. (Burada Ave (S\T)

yi formal doguray kiimeleri olarak diistiniilmektedir. S nin alt kiimeleri olarak degil.)

Benzer sekilde A(a, S) e A u(S \T)elemamm as=/1(a, S) bagintisi S de
saglanacak  sekilde segelim. Son olarak, herhangi iki S,teS\T igin

7Z'(S,a) e A U(S \T)yi st = ﬂ(s,t)baglntlsl S de saglanacak sekilde segilsin.

Iddia P=(AS\T|R, (1)
sa=p(s,a) 2)
as=A4(a,s) (3)
ss'=7(s,s') (4)
(s,5'€(S\T),acA))

takdimi S yi tanimlar.

RZ:{(sazp(s,a)),(as =1(as)),(ss'=7(s,8')):s,5'€(S\T),ae A}
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olarak gosterilsin. Bagintilarin tiimiiniin S de saglandig1 agiktir. u,v e (AU(S \T))+

elemanlart U=V bagintis1 S de saglanacak sekilde iki keyfi eleman olsun. U=V nin
P nin bir sonucu oldugu gosterilmelidir. Ilk olarak, dikkat edilirse (2), (3) ve (4)

bagmntilarin1 kullanilarak u=u;, ve v=vVv, bagmtilarin P nin bir sonucu olacak
sekilde  u,,v, € A"U(S\T)kelimeleri bulunabilir. u,=v, bagmmtisi S de
saglandigindan ya u,=v,e(S\T) ya da u,V, € A"olmaldir. Ik durumda,
U=u, =V, =V, P nin bir sonucudur. Ikinci durumda ise U, =V, T de saglanir ve

boylece R, bagmtilari kullanilarak elde edilebilir ve yine u=u, =v, =V, P nin bir

sonucu olarak elde edilir. ]

Yardimer Teorem 3.30 Herhangi bir Ue(AU(S\T))*igin U—>;2U'olacak

sekilde bir U'e A"U(S\T)eleman vardr.

ispat: U e(AU(S\T)) olsun. Bu durumda U,,...,U, A" ve s,..s,eS\T

olmak iizere U =U,sU,s,---U sU,, seklinde olup, burada U,=U/a ya da

n~n~ n+l

!

U, =aU/, i=12,...n+1 seklindedir. Dolayisiyla U =U,'asU, as, ---U,‘as U/, (ya
da U =aU,'saU,’s,---U's aU/ ) kelimesinde ortaya ¢ikan as;, j=12,...,n (yada
s;a, J=12,...,n) elemanlar1 R, bagintilarinin bir sonucu oldugundan U —>;2 u'

olacak sekilde bir U'e AU(S\T) oldugu goriiliir.

Teorem 3.31 S, T nin bir kii¢iik genislemesi olsun. Eger T bir sonlu tam yeniden

yazma sistemine sahip ise S de bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahiptir.
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Ispat: R in Adizerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi oldugunu kabul edilsin.

R=R UR, olsun. R'nin AU(S\T) iizerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi

oldugu gosterilmelidir.

Once R nin confluent oldugu gosterilmelidir.
UVv,Wwe (AU(S \T ))* olmak tizere U —>; Vve U —)E W olsun. Yardimci Teorem

330 den dolayt V—> V' ve W —_ W' olacak sekilde V' W'e A"U(S\T)

kelimeleri vardir.

Sde V'=W' bagmtis1 S de saglandigindan ya V'=W'eS\T oluryada V' W'e A’
igin V'=W', T de saglanir. Ikinci durumda [V ']R1 =[w ']Rloldugu goriilir. R, A

*

tizerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi oldugundan V' —>;1 X ve W'—, X

olacak sekilde bir indirgenemez X € A" kelimesi mevcuttur. Bdylece V —; X ve

W —- X olur. Dolayisiyla R confluenttir.

R nin Noetherian oldugunu gostermek igin AU(S \T)* izerinde sonsuz azalan bir

zincirin olmadig1 gosterilmelidir. Eger W —,V ise W >V olacak sekilde

( Au (S \T ))* lizerinde bir > siralama bagintis1 tanimlansin.

Herhangi bir WeAu(S\T)* icin W=WsW,s,..WsW_, olsun. Burada,

n~n” "n+l

W,...W, ,eA", s,S,,...,s, €S\Tdir.

&,9,,... fonksiyonlar (AU(S \T ))* kiimesinden negatif olmayan tamsayilar

kiimesine asagidaki sekilde tanimlansin:
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Burada 1<i<n+1 ve j>2n+3 dir.

W, X e(AU(S\T))  iki kelime olsun. Eger bir k i¢in ¢ (W)> ¢ (X)ve her j<k

icin ¢, (W)=4¢, (X) ise W > X olarak tanimlansn.
Bir sonsuz
X > X, > Xy >
zinciri oldugu varsayilsin. ¢ (X,)> ¢ (X,)>¢ (X,)>-olacagindan
A (%)= (Xea) =4 (X2 ) =

esitligini saglayan bir k; tamsayisi olmak zorundadir.
Bu durumda,
(X )2 (Xia)2 b (X0) 2

olur. Oyle bir k, >k, tamsayis1 vardir ki

¢2(sz):¢2(Xk2+1):¢2(xk2+2):"'

26



olur. Boylece

B,(X, )2 (Xa) 28 (Xiyn) 2

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek

9, (ij ):¢j (Xk,~+1) =9, (ij+z) =,  (1=12,..,m)
olacak sekilde k., >k, , >--->k, >k tamsayilari bulunabilir.
Dolayisiyla j=12,...,m i¢in ¢, (ka ) =@, (ka+1) olur.

Her i i¢in ¢ (X,)<¢(X,) oldugundan, j>2¢ (X,)+3 olmak iizere her i i¢in
$;(X;)=0 olur. Simdi m=2¢(X,;)+3 olsun. Bu durumda her j icin
?, (ka):¢. (ka+1) olur. Bu X, >X, icin imkansizdir. Dolayisiyla bir sonsuz

J

X, > X, > X, >--+ zinciri yoktur.
Simdi W —_ V ise W >V oldugu gosterilmelidir.

W e A ve s; €S\T olmak tizere W =W;s\W,s, ---W;s W, , olsun. V yi elde etmek
icin W ya bir r e R kurali uygulandig1 varsayilsin. Eger r € R, ise bir bu bagmtinin
W, alt kelimesine uygulanmas: gerekir. Bu durumda ¢, (W)=¢,(V) (1<j<2i) ve
¢ (W)>g, (V) olur. Dolaysiyla W >V dir. Eger r=(ss.;,7(S,S;,,)), ya da

p(s,a)e A" olmak iizere r=(sa, p(s,a)), ya da A(as)eA olmak iizere

r=(as;, A(a,s,)) ise bu durumda ¢ (W)> ¢ (V) ve dolayisiyla W >V olur.
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Eger s’ € S\T olmak iizere r =(sa,s, ) ise, bu durumda W, , =aW,’, olmak iizere

W =Ws,..WsaW,/'s, ,..W,

i+1%1+1 " Tn4l

W

n+1

V=Ws,..WsW.s

[ I B2 R B R

olur.

Boylece
¢j (W) = ¢j (V) 1<j<2i+2), ¢, (W) = de (aW;,) = de W) =i (V) ve

Brisa (W) =L(@W;]

i+1

)>LW,,) =¢y.5(V) olur. Dolayisiyla W >V dir.

Benzer sekilde, eger s €S\Tolmak iizere r=(as,s’) ise W >V oldugu

gosterilebilir.

Teorem 3.32 S, T nin bir kiigiik geniglemesi olsun. Eger S bir sonlu tam yeniden

yazma sistemine sahip ise T de bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahiptir.
Ispat: Ispat i¢in (Wong and Wong) Theorem 1.1 e bakiniz. n
Sonug¢ 3.33 S, T nin bir kiigiik genislemesi olsun. S nin bir sonlu tam yeniden yazma

sistemine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul T nin bir sonlu tam yeniden

yazma sistemine sahip olmasidir.
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4. IDEAL GENISLEMELERI iCIN YENIDEN YAZMA SISTEMLERI

Bu boliimde S, T nin U ile bir ideal genislemesi olmak tizere, eger T ve U bir sonlu
tam yeniden yazma sistem ile takdim edilebiliyorsa ise S nin de bir sonlu tam
yeniden yazma sistem ile takdim edilebildigi gosterilmistir. Daha detayli bilgi igin

(Gray and Malheiro, 2011) e bakilabilir.

Ik olarak bir sonlu takdimli yarigrubun, baska bir sonlu takdimli yarigrup ile olan

ideal genislemesinin de sonlu takdimli oldugunu belirten teorem asagida verilmistir.

Teorem 4.34 S, T ve U yarigruplar ve S, T nin U ile bir ideal genislemesi olsun. Eger

T ve U yarigruplari sonlu takdimli iseler S de sonlu takdimlidir (Ruskuc, 1999).

Ispat: T ve U yarigruplarimin sirastyla (A|R) ve (B|Q) gibi sonlu takdimlere sahip

oldugu ve S nin T nin U ile bir ideal genislemesi oldugu kabul edilsin. Bu T nin S
nin bir idealine izomorfik oldugu ve U nun da S/T Rees bolim yarigrubuna

izomorfik oldugu anlamina gelir.

B, ile U nun sifirini temsil eden B deki tiim doguraylarin kiimesi gosterilsin. (Bu

kiime bos olabilir.) O zaman Au(B\ BO) kiimesi S yi dogurur.

Q, ile U nun sifirin1 temsil eden u ve dolayisiyla v elemanlari i¢cin Q daki u=v

seklindeki tiim bagintilarin kiimesi gosterilsin.

Bos kelimeden farkli U nun sifirin1 temsil eden her U e (B\B0 )* eleman1 T nin S
deki bir elemanimi temsil eder ve dolayisiyla u= p(u) bagmtis1 S de saglanacak

sekilde bir p(u) € A" vardir. Ayrica her a€ A ve be B\B, elemanlar1 i¢in ab ve

ba kelimeleri T nin S deki bir elemanlarini temsil eder. Bos kelimeden farkli olan bu
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kelimeler i¢in ab=oc(a,b) ve ba= ﬁ(b,a) bagintilar1 S de saglanacak sekilde bir

o(a,b), 7(b,a)e A" elemanlan belirlensin. Bu durumda asagida verilen sonlu

takdim
<A,B\BO|R,Q\Q0 (D)
u=p(u) ((u:v)eQO, UE(B\BO)*), (2)
ab=o(a,b),ba=x(b,a) (acA ve beB\B)) (3)

S yi tanimlar.

Bu takdimdeki tiim bagmtilarin S de saglandigi agiktir. W, ve W, € (AU(B\ B, ))*
S nin ayni elemanini temsil eden herhangi iki kelime yani w, =W, bagmntis1 S de

saglansim. Eger w, ve W, A nin herhangi bir elemanini igeriyorsa (3) nolu baginti ile
W,=w, vew,=w, S de saglanacak sekilde w,w, e A" kelimeleri bulunabilir.

W, =w, bagmtisi T de saglandigindan W, =w, bagmtis1 R nin bir sonucudur.

Eger w, dolayistyla W, U nun sifir1 olmayan bir elemanini temsil etsin. Bu durumda

w,w, €(B\B, )* ve w, =Ww, bagmtis1 U da saglanir. O zaman w, =W, bagmtisi

Q\Q, m bir sonucudur. [

Onerme 4.35 S, <X | R> sonlu tam yeniden yazma sistemi takdimi ile tanimlanan

sifirlt bir yarigrup olsun. 0¢g X ve z e X sifir1 temsil eden indirgenemez bir eleman
olsun. O zaman X {0} tizerindeki yeniden yazma sistemi

R, = RuW{(z,0)}u{(0x,0),(x0,0): x e X U{0}}

bir sonlu tam yeniden yazma sistemidir ve S yi tanimlar. Dahasi, bu yeniden yazma

sisteminde 0O, S nin sifirini temsil eden bir indirgenemez elemandir.
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Ispat : Oncelikle R, noetherian oldugu gosterilmelidir.

W, = W, = e W, —>

R, Wh =g (4.1)

Ro Ro

zincirinin bir sonsuz zincir oldugu kabul edilsin. Bu diziden <X | R> deki baska bir

W, > Wy —>p -+ > W, —>p (4.2)

zinciri elde edilebilir.

W, lar w; lere su islemler uygulanarak elde edilebilir:

w, deki her 0 sembolii yerine z yazilir. Bu durumda, herhangi bir x€ X igin z, R de

+

r, Z bos olmayan

indirgenemez oldugundan Ox —; 0 tek adim indirgemesi zx —
zincirine karsilik gelir. Bu durum (x0,0) ve (00,0)bagintilart igin de gegerlidir.
Ayrica eger (4.1) zincirinde (z,0)bagintis1 uygulanirsa, yani en az bir i €N icin

W, —, W., bagmntisinda (z,0)bagintis1 uygulanirsa W, ve W, ozdes kelimeler

Ry

olup w, > w,

.., tek adim indirgeme bagintis1 bir bos zinciri ile yer degistirir.

Ro

Simdi, R noetherian oldugundan (4.2) zinciri sonlu sayida tek adimli indirgemeler

igerir.

(4.2) zinciri (4.1) zincirinden sonlu Rw{(0x,0),(x0,0): x e X U{0}} bagmntilari

kullanilarak elde edildiginden sonludur.

R, =RW{(z,0)}u{(0x,0),(x0,0): x e X U{0}} bagintilar1 kullanilarak elde edilen
(4.2) zinciri sonsuz kabul edildiginden ve RwW{(0x,0),(x0,0):xe X U{0}}

bagmtilar1 kullanilarak tek adimli indirgemelerin sayist sonlu oldugundan (z,0)
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bagintisinin kullanildigi tek adimli indirgeme sayisi sonsuz olmalidir. Fakat bu n>k

olacak sekilde en az bir k e N, i¢in W, -, w,,; tek adim indirgemelerinde (z,0)

Ry

iligkisinin kullanilmas1 anlamina gelir. Bu bir ¢eligkidir, ¢ilinkii z , 0 igermediginden

(z,0) iliskisi W, ya sonsuz defa uygulanamayacaktir. Dolayisiyla R, noetherian dur.

S yarigrubunun <X | R> takdimine yeni doguray ve yeni bagintilar eklenerek elde
edilen (X U{0}|R,) takdiminin S yarigrubunu tammlayan bir takdim oldugu

agiktir. R -indirgenemez elemanlar Irr(R)\{z} {0} olup bunlar S nin

elemanlarma birebir karsilik geleceginden, R, S yi tanimlayan bir sonlu tam

yeniden yazma sistemidir.

Teorem 4.34 deki takdimin (1), (2) ve (3) nolu bagintilarinin tiimii V ile gosterilsin.

Simdi (A|R) ve (B|Q) takdimlerinin tam oldugu kabul edilerek Teorem 4.34 deki

takdiminde tam oldugu gosterilecektir.

Yardimer Teorem 4.36 Herhangi bir we (AUB\B, )+ kelimesi igin
) Eger W T nin bir elemanini temsil ediyorsa bu durumda w —, W
olacak sekilde W' € A" vardir.

i) Diger durumlarda we (B\B; )" dir.

Ispat: i) we (AUB\B, )+ kelimesi T nin bir elemanini temsil etsin. Eger we A" ise

w=W olacagindan i) agikca saglanir. Simdi ise w kelimesinin hem A dan hem de

B\ B, dan elemanlar igerdigi kabul edilsin. Teorem 4.34 deki takdimdeki (3) nolu

bagint1 kullanilarak wkelimesi A daki bir kelimeye indirgenebilir.
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Diger durumlar i¢in ise We(B\BO)+ olacaktir. Bu durumda w U nun sifirmi

temsil edeceginden ve (B|Q) takdimi Onerme 4.35 deki gibi bir takdime sahip

olacagindan bostan farkli bir
W=W, =4 W, =g - —>o W, =0
indirgeme zinciri vardir.

kye{l2...,n} W, —, w olacak sckildeki en kiigik i olsun. we(B\B,)"
oldugundan ve Kk, m se¢iminden dolayi, (u,v)eQ, olmak iizere Wi 1 g, Wi,

indirgemesinde kullanilan yeniden yazma bagmtist u—Vv formunda olmalidir.

Dolayisiyla u — p(u) bagntis1 Teorem 4.34 deki takdime aittir. z Adan elemanlar

icermek lizere V yeniden yazma sisteminde,

W=W, Do g, Whgt (o)

bir indirgeme zinciri elde etmek i¢in u—v ile u— p(u) yer degistirilebilir. Bu

durum bize bir 6nceki paragraftaki durumu verecektir.

i) T Snin bir ideali oldugu i¢in eger w A dan bazi elemanlar igeriyorsa bu w nun

T nin bir elemanin1 temsil edecegi anlamina gelir. [ |

Yardimeir Teorem 4.37 —,, indirgeme bagintis1 noetherian dir.

Ispat: neN,, u, u,eA’, i=12...n-1ligin ueA” ve j=12,..n igin

v, €(B\B, )" olmak iizere bir we(AUB\B,)" kelimesi u,v, ---uVu, seklinde tek
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Nolo!

tirli yazilabilir. Benzer sekilde bir W' e(AUB\B,)" kelimesi de u/Vv,---uvju;

seklinde tek tiirlii yazilabilir.

Bu durumda eger

i) [stQ (V),--nrSto (Vi )J > [stQ (Vy)--e Sty (V, )] ; ya da

i) Bu ¢oklu kiimeler esit olup, en az bir K <n=m i¢in v, =V,...,V, =V,
dir ve Vi,; >g\o, Vi dir; yada

i)  Coklu kiimeler esittir, v, =V;,...,v, =V, olup, en az bir K <n=m igin
Uy =Ug,...,U, =U, dirve U, =5 U,

kosullar1 saglaniyorsa W< W' siralamasi vardir.

>t Siralamasi sonlan bir siralama ve —, ile —>; her ikisi de notherian oldugundan

< indirgeme bagntist (Au B\B, )+ iizerinde sonlanan bir siralamadir.

—, indirgeme bagintist noetherian olmasi i¢in her W' —, W oldugunda w=<w

oldugu idaasinin dogru oldugu gosterilmelidir.

W=u\V,---UVu, ve W =uVv, ---uvu; olarak secilsin. Eger w' R nin bir bagintis
kullanilarak w ya indirgeniyorsa, bu durumda iii) nolu durum gegerlidir. Eger Q\Q,
dan bir baginti uygulanirsa, bu durumda en az bir je{1,2,...n} igin V| =4, v; dr,

dolayisiyla  st, (V})ZS‘[Q (Vj) olup, bu durumda ii) nolu durum gecerlidir. Eger

st, (V] ) = st (V j ) ise bu durumda da 1) nolu durum gegerlidir.

Simdi ise W' niin U= p(u) seklinde bir bagint1 kullanilarak w ya indirgendigi kabul

edilsin. Bu durumda en az bir je{1,2,...n} igin V| niin bir carpani p(u) ile yer
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degistirir. V'

; nin yer degistirilmeyen elemanlart w kelimesinde degismeden

kalacaktir. Eger U V| niin bir asal ¢arpani (V| den daha kisa) ise v; bir ya da iki

carpandan olusacaktir, aksi halde, yani u ile vi aym ise v; indirgenecek ve yok

olacaktir. Bu durumlarin her birinde st, (v’.) dogal sayisi [stQ (V),--nrSto (v )]

] m

!/

¢oklu kiimesinde hepsi st (V.

J) sayisindan kiiciik olan dogal sayilarin bir sonlu

kiimesi ile yer degistirilir. Bu ylizden 1) nolu durum olusacaktir.

Son ihtimal ise W' niin ab=o(a,b) ( ya da ba=z(b,a)) seklinde bir bagmnti
kullanilarak w ya indirgendigi durumdur. Bu durum bir 6nceki adima benzer sekilde
ele alimir. W' niin baz1 V| carpanlari, onun bazi son kisimlari ile yer degistirilecektir.

Bu durumda daha kiiclik bir gerinmeye sahip olup, bu durum 1) nolu durumu ortaya

cikaracaktir. [ ]

Teorem 4.38 S, bir T yarigrubunun bir U yarigrubu ile bir ideal genislemesi olsun.
Eger T ve U nun her ikisi de bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim
edilebiliyorsa, bu durumda S de bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim
edilebilir.

Ispat: Teorem 4.34 de bahsedilen takdim Syi tanimlayan bir takdimdir. Yardimci

Teorem 4.37 —,, indirgeme bagintis1 noetherian oldugunu gostermektedir. Yardimci
Teorem 4.37 ve (A|R) ve (B|Q) takdimlerinin tam oldugu gergeginden V ye gore

indirgenemez elemanlar S nin elemanlarina birebir karsilik gelir. Sonu¢ olarak
Teorem 4.34 de bahsedilen takdim Syi tanimlayan bir sonlu tam yeniden yazma
takdimidir.
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5. KONGRUANSLAR ICIN SONLU TAM YENIDEN YAZMA SISTEMIi

S bir yarigrup, p da S iizerinde bir kongriians olsun. Bu durumda o, $xS nin bir
alt yarigrubudur. Bu bdlimde p bir yarigrup olarak ele alindiginda, eger p bir
sonlu tam yeniden yazma sistemine sahipse ise S ve S/p nun da bir sonlu sonlu

tam yeniden yazma sistemine sahip oldugu gdosterildi.

Tamm 5.39 G ve H iki grup ve N de G nin bir normal altgrubu olsun. Eger G/ N
bolim grubu H ye izomorfik, yani G/N = H ise G ye H nin N ile olan genislemesi

denir.

Eger H ve N sonlu takdimli gruplar ise G de sonlu takdimli bir gruptur (Johnson,

1990). Bu sonugtan hareketle S bir yarigrup ve p da S tizerinde bir kongriians olmak

tizere, p, SxS nin bir alt yarigrubu olarak ele alinabilir.

(Ayik vd., 2005a) daki makalede S bir yarigrup, p da S iizerinde bir kongriians
olmak tizere, eger p sonlu takdimli ise S ve S/p nun da sonlu takdim edilebilir

oldugunu gosterdiler.

Onerme 5.40 X , p icin yansimah bir doguray kiimesi ve <X|R> de p icin bir
yarigrup takdimi olsun. Eger ¢ (X) izdiisim fonksiyonu X* dan ¢ (X) e bir

homomorfizm olacak sekilde genisletilirse, 0 zaman w=(x,,y,)---(X, Y ) € X" igin
¢1(W)E X - X, Ve (oz(W)E Vi Ym

olur. X;=¢ (X)ve Ri:(oi(R):{(goi (r).e(s)):(r.s)e R} (i =1, 2) alnirsa, o

zaman <Xi | Ri> (1 =1, 2) S i¢in bir yarigrup takdimidir (Ayik vd., 2005a).
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Ispat: Yardimci Teorem 2.3.25 den, eger X, p icin bir doguray kiimesi ise,

@ (X)=X; (i=12) de S igin bir doguray kiimesidir. (r,s)eR igin

r

(%3 ) (%, v, ) ve s= (030w, ) (x93

olacak sekilde (Xil’yil)""'(xim'yim>’(xh’yh)""’(xin’yjn)eX elemanlar1 vardir.

r=s p dasaglandigindan

Yi Y, =YY

n

iliskileri de S de saglanir. Dolayisiyla ¢, (r)=¢,(s) ve ¢,(r)=g,(s) dir. Bundan

dolayr R, deki tim bagintilar S de saglamr. u,ve X* S de aym elemani temsil

eden iki kelime olsun. O zaman
u Exi"'xm ve v= yl...yn

olacak sekilde X,...,X.Y;,...,Y¥, € X, elemanlar1 vardir. X , p i¢in yansimali bir

doguray kiimesi ve ¢, (X )= X; oldugundan

(%0 %) e er (Ko X ) o (Vis Vi )se v n (Vi Vo ) € X

dir. u=(%,%) (X %,) Ve V=(¥,¥;)-(¥n,Y,) olarak alinrsa, u ve v p da
ayn1 eleman1 temsil edeceginden u=v iligkisi p da saglanir. Bundan dolay u den

v ye sonlu bir zincir vardir. Yani i=12,...,n-1 i¢in ¢, R deki bir iliski bir kez
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kullanilarak ¢; den elde edilmis olmak iizere &, c,,...,a, € X* Kkelimelerinin sonlu

bir

u=a,a,,....,a, =V

dizisi vardir. Burada 1< j<n igin, (rj,sj)eR veya (Sj,rj)eRolmak uzere
a;,=U;nVv; Ve a; =U;s;V, olacak sekilde u;,v; € X vardir. Simdi a;, Ve a; ye

X" dan ¢, (X)"e genislemesi olan ¢, (X ) uygulanirsa

elde edilir. ¢, (rj ) =@ (sj) bagintist R, de saglandigindan

Uu=ao,,a,,....a, =V

zincirindeki tiim elemanlara bu homomorfizm uygulanirsa u dan v ye sonlu bir

zincirin oldugu gdriiliir. Yani o}, a,...,o, € X, kelimelerinin sonlu bir dizisi

— i i
U=ao,a,,...,00 =V

vardir dyle ki a} (1< j<n) kelimesi R; bagmntilarindan bir tanesi kullanilarak a;_l

den elde edilir. Dolayisiyla u=v R, nin bir sonucudur. O halde (X;|R) S

yarigrubunun bir takdimidir. [
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Yardimc1 Teorem 5.41 Eger S sonlu takdimli bir yarigrup ve pda S iizerinde

kongriians olarak sonlu dogurayl ise S/p da sonlu takdimlidir (Toker, 2008).

Ispat: <X|R> S yanigrubu i¢in bir sonlu takdim ve p da
Y:{(al, ,Bl),...,(ak, ﬂk)} sonlu kiimesini igeren en kii¢iik kongriians olsun.
S/p={ap:aeS} dir. aeS olup a=x--x, olacak sekilde X;...,X, €X

elemanlar1 vardir. me={x:(xm,x)ep} olup bu x elemant S nin bir eleman

oldugundan X kiimesi S/p i¢in bir doguray kiimesidir.

N
S/p= /szx%RuY)#

oldugundan (X|RU{e, = B,.....a, =B} ikilisi S/p igin bir takdimdir.

Bu fikirler, S yarigrubu yerine bir M monoidini alarak ve (X|R) p nun bir

takdimi olmak {izere R nin sonlu bir tam yeniden yazma sistem olmasi durumunda,
M nin bir takdimi olan (X;|R) (i=12) i¢in tammlanan R (i=12) nin de X,

tizerinde sonlu bir tam yeniden yazma sistem olup olmadigini gdstermek icin

kullanilabilir.

Yardimci1 Teorem 5.42 M Dbir monoid, p da M iizerinde bir kongriians olsun.

Yukarida tanimlanan ¢, doniisiimi bir 6rten homomorfizmdir ve ayrica U,V € X/
ve U,V igin U=g(U), V=p(V) ve U,V olacak sekilde U,V € X’

elemanlar1 vardir.

Ispat : ¢ :p—Sizdiisim doniisiimii olmak iizere ¢ X" dan ¢ (X)"ya bir

homomorfizm genislemesi olarak genisletilebilir. w= (X, Y;)...(X,,Y,) € X" alinirsa
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o,(W) =XX,...X, Ve @,(W)=VY,Y,...Y, seklindedir. Onerme 2.3.19 dan X p igin bir
sonlu yansimali doguray kiimesi oldugundan her s €S i¢in(s,S) € p olup ¢.(s,8) =S

olacagindan ¢, Ortendir.

Simdi U,V € X;" ve U —>;i V olsun. U =xX,...x, ve V =Y,y,...Yy, olacak sekilde
X Xoseon Xy Yis Yor oo Yy € X, =@ (X) vardir. X p i¢in bir yansimali doguray

kiimesi oldugundan (X, X,),..., (X, X, ), (Y5, Y1)s - (Y,, Y,) € X dir.
Simdi,

U = (%, %) (%0 %) - (X0 X5,
ve

Vo= (Y ¥)(Y2r Y2) -+ (Vs Vi)

alinsin. Bu durumda U =V, pda saglanir, o zaman U den V ye R nin bagmtilari

kullanilarak elde edilen bir dizi vardir. Dolayistyla U —> V dir. [

Teorem 543 M bir monoid, p M da iizerinde bir kongriians ve (X|R) ve
(X;|R) (i=1,2) sirastyla p ve M nin birer takdimleri olsun. Eger R, X iizerinde

bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ise, i=12 icin R, de X, iizerinde bir sonlu

yeniden yazma sistemidir.

Ispat: R, X iizerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi olsun.
X, =p,(X) ve R=¢(R)={(a(r).a(s)):(r.s)eR} (i=12)
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olsun. i=12 icin R, nin X, iizerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi oldugu

gosterilmelidir.

Once R (i =1,2) nin confluent oldugu gdsterilmelidir. i =12 i¢in U,V ve W e X/,
U —>;i vV ve U —)’,;i W olsun. Simdi V —)’;i Q ve W —>;i Q olacak sekilde bir

Qe X; elemaninin var oldugu gdsterilmelidir. U,V ve W e X;" = ¢, (X )* ve @, bir

orten homomorfizm oldugundan,
U=q(U).V=p(V)vew=gp(w)

olacak sekildle U,V ve W e X vardir. Burada U = (X, Yi)---(% .Y ) € X",

V=(x,y,) (XY, )eX veW=(x,Y.)..-(X,Y,) € X bigimindedir.

U=V ve U=W pda saglandigindan U den V ye ve U den W ye R nin

bagintilar1 kullanilarak elde edilen bir sonlu dizi vardir. Dolayisiyla
U,V veU—> W
dir. R, X {zerinde bir sonlu tam yeniden yazma sistemi oldugundan,

Vo>, QveW—>,Q

olacak sekilde bir Q € X* vardir. Q =¢, (Q) alinirsa,

V:goi(V)—f;ei (pi(Q)=Q veW=(pi(W)—>;i coi(Q)=Q
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olup, istenen elde edilmis olur. Yani R, confluent dir.

Simdi ise R, in notherian (sonlanan yeniden yazma sistemi) oldugu gosterilmelidir.
Her n>1 icin W, € X[ ve W, = W, —; W;... olacak sekilde bir sonsuz zincirin

var oldugunu kabul edilsin.

O zaman, her n>1lve W e X icin, ¢ Orten homomorfizm oldugundan,

n

o, (Wn ) =W, olacak sekilde bir W, e X’ vardir.
W =¢ (W1 )1 = W, =¢, (WZ) —>x W, =0, (Ws)- -+ oldugundan, Yardimci Teorem

5.42 den dolay,
Wi >, W2 >, W3-

zinciri sonsuz bir zincir olup, bu durum R nin Notherian olmasi ile ¢elisir. O zaman

R, de bir sonlanan yeniden yazma sistemidir. Boylece R, in sonlu bir tam yeniden

yazma sistemi oldugu gosterilmis olur. [ |

Sonu¢ 5.44 M bir monoid, p M da lizerinde sonlu dogurayl: bir kongriians olsun.
Eger p bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip ise, M/p da bir sonlu tam

yeniden yazma sistemine sahiptir.
Ispat: p nun bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip oldugu kabul edilsin.

Teorem 5.43 den dolayt M monoidi de bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile
takdim edilebilir.

Yardimci Teorem 5.41 den M/p nun <K|Q> gibi bir sonlu takdimi vardir. Her

xpeM/p i¢in (K)=M/p oldugundan,
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olacak sekilde X,,...,X, € M vardir. Bu durumda

Xp:)(lp...xmp

olacagindan ve X, p = {Xi' eM:(x,x)e p} oldugundan,

Xp=(X Xy ) P
=Xp Xy
:Xll...xr,n EM

dir. M bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim edildiginden, M/p da bir

sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim edilebilir. u
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada eger bir monoid bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim
edilebilir ise bu monoid i¢in kelime problemi ¢oziilebilirdir sonucundan hareketle
baz1 yarigrup yapilarimin hangi kosullar altinda bir sonlu tam yeniden yazma

sistemine sahip olup olmadiklar1 arastirilmistir.

S bir monoid ve T de S nin bir sonlu indeksli alt monoidi olmak {izere eger T bir
sonlu tam yeniden yazma sistemine sahipse T nin bir kiigiik genislemesi S
monoidinin de bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip oldugu gosterilmistir.

S, T nin U ile bir ideal genislemesi olmak tizere, eger T ve U bir sonlu tam yeniden
yazma sistem ile takdim edilebiliyorsa ise S nin de bir sonlu tam yeniden yazma

sistem ile takdim edilebildigi gosterilmistir.

Bu iki cebirsel yapr kiigiik genisleme ve ideal genislemesinde kullanilan metoda
benzer bir metotla, p S iizerinde bir kongriians olmak iizere, eger p bir sonlu tam
yeniden yazma sistemine sahipse ise S ve S/p nun da bir sonlu sonlu tam yeniden

yazma sistemine sahip oldugu gosterilmistir. Bu sonucun ilerleyen zamanlarda bir

sempozyumda sunulmasi veya bir yayin haline getirilmesi planlanmaktadir.

Yeniden yazma sistemleri ile ilgilenen arastirmacilar asagida verilen bazi agik

problemleri aragtirabilirler.

SORU 1: H G de sonlu indeksli bir alt grup olmak {izere eger G bir sonlu tam
yeniden yazma sistemine sahip ise bu durumda H da bir sonlu tam yeniden yazma

sistemine sahip midir? (Wang, 2008).
SORU 2: A ve B sonlu takdimli iki grup (ya da monoid) olsun. Eger A*B serbest

carpimi bir sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip ise bu durumda A ve Bde

sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip midir? (Wang, 2008).
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