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OZET

UNIFORM OLMAYAN KESITE SAHIP PIEZOELEKTRIK BiR CUBUGUN
SERBEST TiTRESIM ANALIZi

Mehmet EKER
Yiiksek Lisans, Makine Miihendisligi Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Kerimcan CELEBI

Temmuz 2015, 52 sayfa

Sahip olduklar1 hizli cevap verme ve diisiik enerji kullanma gibi 6zellikleri sayesinde
piezoelektrik etki gosteren malzemeler algilayict ve uyarici olarak siklikla
kullanilmaktadir. Piezoelektrik malzemelerin ¢alisma prensinde ¢ogunlukla titresim
ozellikleri etkin rol oynadigindan, piezoelektrik malzemelerin titresim
karakteristiklerini bilmek 6nemlidir. Kesiti iiniform olmayan piezoelektrik (PZT-4)
bir ¢ubugun keyfi olarak degisen kesit alanlarinda ve farkli sinir kosullari altinda
serbest eksenel titresimini ifade eden denklemler tamamlayict fonksiyonlar yontemi
ile ¢oziilmiistiir. Coziim yontemi sadece kesit alaninin 6zel fonksiyonlarla ifade
edildigi durumlar i¢in degil, keyfi herhangi bir fonksiyona bagli olarak degismesi
durumu i¢inde oldukga elveriglidir. Tamamlayict fonksiyonlar yontemi ile problem
Runge-Kutta gibi bir sayisal yontemle ¢oziilebilecek bir baglangi¢ deger problemine
doniistiiriilmiistiir. Elde edilen sonuglar, yontemi dogrulamak igin analitik olarak
Bessel Fonksiyonlar1 ¢éziimiiyle elde edilmis sonuclarla karsilastirilmistir. Bu ¢6ziim
yontemi iyi yapilandirilmis, basit ve etkili bir yontemdir. Keyfi kesit geometrisinin
c¢ubugun dinamik davranisina etkisini gdstermek icin sayisal 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Piezoelektrik Cubuk, Serbest Titresim, Tamamlayici
Fonksiyonlar Metodu, Bessel Fonksiyonlari



ABSTRACT

FREE VIBRATION ANALYSIS OF A NONUNIFORM PIEZOELECTRIC ROD

Mehmet EKER
M.Sc., Department of Mechanical Engineering
Supervisor: Asist. Prof. Dr. Kerimcan CELEBI

July 2015, 52 pages

Piezoelectric materials, which have fast response and low energy usage features, are
widely used as a sensor and actuator. It is important to know the vibration
characteristic of piezoelectric materials due to the active role in their working
principle. Free longitudinal vibration of non-uniform piezoelectric (PZT-4) rod is
solved by complementary functions method for arbitrary cross-section area under
three different boundary conditions. The solution procedure is not confined to any
particular choice of cross-sectional area model; it is equally suitable for arbitrary
functions defining the variation of cross-sectional area. Complementary functions
method (CFM) will be infused into the analysis to convert the problem to an initial
value problem, which can be easily solved by, for instance, Runge-Kutta methods
with great accuracy. Solutions thus obtained are compared to analytical solutions
which solved with Bessel functions to validate the method presented. The solution
procedure is well-structured, simple and efficient. Numerical examples are given to
show the effect of arbitrary geometry on the dynamic characteristic of the rod.

Key Words: Piezoelectric Rod, Free Vibration, Complementary Functions Method,
Bessel Functions
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1. GIRIS

Cagm ilerlemesi ile birlikte teknolojideki gereksinimlerde paralel olarak artmaktadir.
Genis kullanim alanina sahip geleneksel miihendislik malzemelerinin yani sira
cagdas ihtiyaglar1 karsilamak tizere akilli miihendislik malzemelerinin kullanimi da
gittikce yayginlagsmaktadir. Giinlimiizde uzay ve havacilik miihendisliginden
otomotiv miihendisligine, makine miihendisliginden insaat miihendisligine kadar
cesitli alanlarda kullanilmaya baslanan akilli malzemeler, cagimizin miihendislik

teknolojisine damgasini vuracak bir kavram olmaya adaydir.

Akilli malzemeler, geometrik ve yapisal 6zellikleri beklenilen goérevlerin niteligine
uygun bi¢imde degistirilebilen malzemeler olarak tanimlanmaktadir. Gérevin amaci
acisindan faydali olan bu degisimler distan uygulanan kumandalarla olabilecegi gibi
dis uyarilara karst malzemenin (kendiliginden) gosterdigi tepkiler biciminde de
olabilir. Akilli malzemeler olarak tanimlanan bu malzemeler herhangi bir elektriksel
alan altinda mekanik olarak sekil degistirebildigi gibi (elektromekanik etki), herhangi
bir boyutsal degisiklik sonuncunda elektrik sinyali liretebilmektedir (mekanoelektrik
etki). Bu tiir malzemelere en iyi 6rnek piezoelektrik malzemelerdir. Piezoelektrik
Ozellik gosteren ¢cok miktarda malzeme olmasina karsin, genelde bu tip malzemeler
iki ana grupta toplanabilir. Birinci grup kristal yap1 gosteren ve seramik seklinde
olanlardir, en yaygmn kullanimi olan PZT adi verilen kursun zirkonyum titanat

bilesimidir. ikinci grup ise piezoelektrik etki gosteren polimerlerdir [1].

Sahip olduklar1 hizli cevap verme ve diisiik enerji kullanma gibi 6zellikleri sayesinde
piezoelektrik etki gosteren bu malzemeler algilayict ve uyarict olarak siklikla
kullanilmaktadir. En basit haliyle piezoelektrik bir malzemeye eyleyici davranisi
sergiletebilmek icin, elektriksel alan uygulanmasi ve malzemede birim uzama ortaya
cikmas1 yeterli olmaktadir. Ayni sekilde, eger piezoelektrik malzeme bir
deformasyona maruz kaldiysa, elektrik potansiyel farki ortaya ¢ikar ve bir algilayici
elde edilir. Piezoelektrik etki gosteren bu malzemelerden yapilan algilayici ve
uyaricilar, yapilarin ya ylizeylerine yapistirilmakta ya da yapiya gomiilmektedir. Bu
elemanlar kontrol edilerek istenmeyen titresim, giriiltii ve sekil degistirme gibi

etkiler kolaylikla ve etkinlikle yok edilebilmektedir [2].



Piezoelektrik seramik malzemeden yapilmis eyleyici ve doniistiiriiciiniin bir araya
gelmesi ile olusmus piezoelektrik transformatorler, alisilagelmis manyetik elemanlar
icermeyen, bilinyesindeki enine modda calisan eyleyici ve eksenel modda calisan
donistiirliciiniin  elektromanyetik birlesiminden dogan elektrik doniistiirgegleridir.
Matematiksel modelleme agisindan transformatorii olusturan her iki kisimda
piezoelektrik gubuk olarak disiiniilebilir. Bu sebeple piezoelektrik g¢ubuklarin

titresim davranislar1 bilmek énemlidir.

Bu ¢aligmada {iniform olmayan kesite sahip piezoelektrik malzemeden yapilmis bir
gubugun serbest titresim analizi yapilmistir. Cubuk geometrisinin eksenel koordinatta
degistigi varsayilarak analizlerde kullanilacak c¢ubuk kesit alanini ifade eden
denklemler iki farkli fonksiyon olarak segilmistir. Farkli sinir kosullar igin serbest
titresim analizi analitik olarak Bessel Fonksiyonlar1 yardimi ile, sayisal olarak da
Tamamlayic1 Fonksiyonlar Metodu (TFM) ile ¢oziilerek sonuglar karsilastirilmistir.
Sonuglarin birbiri ile uyumlu oldugu goézlemlenmis, TFY ‘nin iyi yapilandirilmig

basit ve etkili bir yontem oldugu gosterilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR
2.1.  Uniform Olmayan Cubuklar

Kiris ve cubuklarin titresim analizi literatiirde kapsamli bir sekilde ¢alisilmis ve hala

ilgi cekmeye devam etmektedir.

Raj ve Sujith [3] degisken kesit alanina sahip gubuklarin bir eksen boyuncaki
titresimine ait Kesin ¢oziimleri sunmustur. Cubuklarin dogal frekanslar1 belirli kesit

alanlar1 i¢in elde edilmistir.

Li ve arkadaslar1 [4] Gteleme yay: ile birlestirilmis tekil yiikler altindaki {iniform
olmayan c¢ubuklarin eksenel titresimlerinin kesin ¢oziimlerini elde etmislerdir.
Uniform olmayan kesite sahip cubugun eksenel titresimini idare eden diferansiyel
denklem, uygun kesit alan1 se¢imi ile Bessel esitligine veya adi diferansiyel
denkleme cevrilmistir. Calismalarinda 6nerilen metodun gergek boyutlardaki 6l¢iim
verileri ile uyumlu oldugu ve miihendislik uygulamalarinda kullanilabilir oldugu

gozlemlenmistir.

Abrate [5] bazi tiniform olmayan gubuk ve kiriglerin hareketinin, {iniform bir ¢ubuk
veya kirigin hareketine doniistiiriilebilir oldugunu gdstermistir. Ayrica, gubugun iki
ugtanda sabitlendigi mesnet durumunda tiniform olmayan kesit i¢in dogal frekanslar
tiniform kesitli bir ¢gubuk veya kirisinki ile ayni olmustur. Cesitli sinir sartlari igin
tiniform olmayan kiriglerin dogal frekanslarint 6ngérme igin basit denklemler

sunulmustur.

Qiusheng ve ark. [6] degisken katiliga ve kiitleye sahip yiiksek katli yapilarin dogal

frekanslar1 ve mod sekillerini belirlemislerdir.

Horgan ve Chan [7] yaylarin, ¢ubuklarin ve membranlarin, polinomal ve iistel

degisen Ozellikleri i¢in kesin ¢oziimleri elde etmislerdir.



Li, Fang ve Jeary [8] soniimleme etkilerini de dikkate alarak degisken katiliga ve
kiitleye sahip c¢ubuklarin serbest eksenel titresimlerinin diferansiyel esitliklerini
cikarmiglardir. Bu 6zelliklere sahip yiiksek binalara ait dikey yonde dogal frekans ve

mod seklini belirlemek i¢in bir yaklasim sunmuslardir.

Eisenberg [9] degisken kesit alana sahip bir ¢cubugun eksenel yondeki titresimine ait

frekanslarin kesin ¢6ziimiinii sunmustur.

Kumar ve Sujith [10] Gniform olmayan g¢ubuklarin eksenel titresimi igin kesin
analitik ¢ozlimler sunmustur. Uygun doniisiimler kullanarak, 6zel kesit alanlarina
sahip ¢ubuklarin eksenel yondeki titresim hareketini ifade eden denklemleri analitik

olarak ¢oziilebilir diferansiyel denkleme ¢evirmislerdir.

Li [11] katiligr ve kiitlesi eksenel yonde degisen bir ¢ubugun serbest titresimi igin
kesin analitik ¢oziimler sunmustur. Uygun donistimler kullanilarak, serbest eksenel
titresimi ifade eden diferansiyel denklemleri Bessel denklemlerine veya sabit

katsayil1 adi diferansiyel denklemlere ¢evirmistir.

Candan ve Elishakoff [12] iki farkli sinir kosulu igin benzer olmayan ¢ubuklarin
kapali formda c¢oziimlerini elde etmislerdir. Dogal frekansi hesaplamak igin
belirlenen kapali bicimli ifadelerin referans ¢oziimler gibi kullanilabilecegini

belirmislerdir.

Elishakoff ve Candan [13] ters doniisiim metodu kullanarak polinom olarak malzeme
ve geometrik 6zellikleri degisen kiris ve cubuklardaki kesin dogal frekanslar1 elde

etmislerdir.

Nachum ve Altus [14] farkli ¢ubuk ve Kkirislerin mod sekillerini ve dogal

frekanslarini fonksiyonel pertiirbasyon metodu kullanarak bulmuslardir.

Celebi, Keles ve Tiitiincii [15] Laplace doniisiim metodu kullanarak, dinamik eksenel

yik altindaki farkli yapiya sahip gubuklarin yer degistirmelerini kesin olarak elde



etmiglerdir. Zaman uzayina ters doniisiim ise Modifiye edilmis Durbin Metodu ile

gerceklestirilmistir.

Yardimoglu ve Aydin [16] fonksiyon doniisiim metodu kullanarak degisken kesitli
cubuklarin eksenel titresiminin kesin ¢oziimiini farkli kesitler ve sinir kosullart i¢in

elde etmislerdir.

Uniform olmayan ¢ubuklarin serbest eksenel titresimleri icin Gao ve Yang [17]
serilerin kullanildig1 bir metot dnermislerdir. Onerdikleri metodla 6zel durum olarak
kabul edilen geometrisi ve malzeme Ozellikleri degisen dort farkli ¢ubuk tipi igin

kesin ¢oziimleri kisa formda elde etmislerdir.

2.2.  Piezoelektrik Cubuklar

Piezoelektrik konusunda ilk zamanlarda yapilan c¢alismalar; ince gubuklar, plaklar,
diskler, silindirik kabuklar gibi sonlu ve sonsuz boyutlu degisik geometrideki
yapilarla ilgili olmustur. Tek baslarina piezoelektrik malzemelerin dikkate alindigi
caligmalarin yaninda, tamami piezoelektrik malzemeden olusan ya da piezoelektrik
katmanlar iceren kirislerin ve plaklarin statik ya da dinamik analizleri ile ilgili olarak

da ¢ok sayida ¢alisma yapilmstir.

Eringen [63] elektrostatigin temelleri iizerine yaptigi ¢alismada dielektrik
malzemelere ait biinye denklemlerini siirekli ortamlar mekanigi c¢ercevesinde

incelemistir.

Syed ve Dawson [19] Rosen tipi piezoelektrik doniistiiriicii i¢in esdeger devre
modellerini incelemislerdir. Bir ugtan sabitlenmis bir modeli ele alarak kalinlik ve
eksenel modlar igin iletim hatt1 esitliklerini gelistirmislerdir. Iletim hatti modelini
esdeger devre modeline doniistirmek icin kismi kesirlerle agilim kuramin
kullanmislardir. Rosen tipi piezoelektrik donistiiriictiniin  farkli  kutuplanma
durumlar1 i¢in piezoelektrik esitlikler {izerinden esdeger devre modellerini

kurmuslardir.



Holmes [20] piezoelektrik malzemeden yapilmis helisel bir yaya ait rezonans
frekanslarin1 6nceden belirleyebilen denklemler gelistirmistir. Boyle bir yapinin

diisiik dogal rezonans frekanslarina sahip oldugunu belirlemistir.

Xue, Yang ve Hu. [21] degisken kesit alaninin Rosen tipi piezoelektrik
dontstiiriiciiye etkisini incelemislerdir. Rosen tipi doniistiiriicii yapisal olarak iki
bolim halinde incelenmis her bolim igin karakteristik ifadeler ¢ikarilmistir.
Doniistiiriicliniin  serbest ve zorlanmig titresimini farkli kesit durumlarma gore

kiyaslamiglardir.

Wei ve Su [22] hegzegonal kristal sisteminde bulunan 6 mm simetriye sahip bir
piezolelektrik cubugun elastik modelini olusturarak dalga yayilimini incelemislerdir.

Bu problemde es metot olarak isimlendirilen bir metot kullanmislardir.

Yang ve Zhang [23] yiiksek elektrik voltaji elde etmek igin eksenel titresim yapan
ve iniform olmayan piezoelektrik donistiiriiciinin = ii¢  boyutlu lineer
denklemlerinden faydalanarak bir boyutlu analitik bir model gelistirmislerdir. Rosen
tipi donistiiriiciiler yapisal olarak iki bolim halinde incelenmis her bolim igin
karakteristik ifadeler ¢ikarilmigtir. Cubugun serbest ve zorlanmis titresim analizleri
gerceklestirilmistir. Serbest titresim analizi ve titresim modlart araciligl ile

piezoelektrik doniistiiriiciinlin ¢alisma mekanizmasini géstermislerdir.

Deng ve Luo [24] calismalarinda piezoelektrik tabaka ile kaplanmis degisken kesitli
cubugun dalga karakteristigini elde etmeyi amaclamislardir. Degisken kesitli ¢ubuk
problemi, degisken sinir fonksiyonlari yardimi ile tanimlanmig ve piezoelektrik
katmanli ¢ubuktaki yer degistirmeler, yardime1 fonksiyonlardan faydalanilarak elde
edilmistir. Kullanilan yardimc1 fonksiyonlar radyal koordinatlarda polinom
seklindedir. Hamilton prensibinin matris formiillerine dayanarak katmanli ¢ubuk
icerisindeki dalga yayilimi ile ilgili dinamik esitlikleri olusturmuslardir. Farkli
kesitler ve dalga yayilim mesafeleri i¢in dagilim egrilerinin sayisal ¢oziimleri ¢esitli

operatorler kullanilarak 6z deger probleminin ¢6ziimiiyle elde edilmistir.



Nadal ve Pigache [25] piezoelektrik bir donistiiriiciiniin - serbest titresim
denklemlerini Hamilton prensiplerini kullanarak olusturmuslardir. Enerji denklikleri
yardimiyla elektromekanik modelini olusturmus ve serbest titresim denklemini

kurmuslardir.

Yang ve Zhifei [26] elastisite ve piezoelektrisite teorilerine dayanarak farkli sinir
kosullar1 altindaki ¢ok katmanli olarak ele aldiklari fonksiyonel derecelendirilmis
piezoelektrik bir kirigin serbest titresim davranisini durum uzayi tabanli diferansiyel
kareleme yontemi ile incelemislerdir. Elde ettikleri sonuglarin sonlu elemanlar
analizi sonuclar1 ve literatiirde farkli 6zel durumlar i¢in elde edilmis sonuglarla
uyumlu oldugunu gdstermislerdir. Ayrica islevsel derecelendirilmis piezoelektrik
malzeme i¢in malzeme parametrelerinde meydana gelecek degisimin dogal frekansa

olan etkisini vurgulamiglardir.

Arslan ve Usta [27] egri eksenli bimorph bir piezoelektrik kirisin deformasyon ve
elektriksel davranisini ifade eden matematiksel bir model gelistirmislerdir. ilk olarak
bir elektriksel potansiyel altinda kirisi tetikleyici olarak tasarlayip deformasyon
analizini yapmuslar ve sonuglari literatiirdeki sonuglar ile kiyaslamislardir. Ikinci
olarak bir ugtan sabit, diger ucuna egilme momenti uygulanan egri eksenli
piezoelektrik bimorph kirisin gerilme, elektrik potansiyeli ve yerdegistirmelerini

incelemislerdir.

Khani ve ark. [28] piezoelektrik katmanli iiniform olmayan bir kirisin serbest titresim
davranigin1  genellestirilmis ~ diferansiyel kareleme yontemi (GDQM) ile
incelemislerdir. Bu yapidaki bir kiris i¢in serbest titresim davranigini idare eden
denklemleri elde ettikten sonra bu metotla ayriklagtirip bir 6zdeger problemine
doniistiirmiislerdir. Ozdeger probleminin ¢dziimiiyle de frekans ve mod sekillerini
elde etmislerdir. Sonuglarin literatiirdeki ¢alismalarla ve Ansys ¢6ziimiinden elde
edilen sonuglarla Ortlistiigiinii gostermisler ve GDQM ’nin verdigi sonuglarin

hassasiyetini vurgulamislardir.



Davi [29] lineer piezoelektrik ¢ubuklarin dinamik davranisini incelemistir. Lineer
piezoelektrik ¢ubugun bir boyutlu modeli elektriksel alan hipotezleri ve uygun

kabuller yapilarak {i¢ boyutlu piezoelektrik denklemlerden elde edilmistir.

2.3. Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yontemi

Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi sinir sartlarina sahip problemlerin ¢dziimiinde
kolaylik saglamaktadir. Bu yontemle sinir deger problemleri baslangic deger

problemlerine doniistiiriiliip sayisal yontemlerle ¢oziilebilmektedir.

Temel ve Calim [30], lineer viskoelastik malzemeden yapilmis silindirik helisel
cubuklarin zamanla degisen yiikler altindaki davranisini incelerken Timoshenko
cubuk teorisini kullanarak kurdugu denklemleri Laplace uzayinda skaler formda adi
diferansiyel denklemlere doniistiirmiis, problemin dinamik rijitlik matrisini
hesaplamak icin tamamlayici fonksiyonlar yontemini kullanmiglardir. Bu yontemle
sayisal olarak ¢ozdiikleri denklemleri Durbin’in sayisal ters doniistimiinii kullanarak

zaman uzayina doniistiirmiislerdir.

Tiitincii ve Temel [31], diizglin i¢ basing dagilimi altindaki fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeye sahip silindir, disk ve kiire problemini incelemislerdir.
Simetrik olmayan yer degistirme ve gerilme denklemlerini, elastisite teorisini
kullanarak iki smir kosuluna sahip smir deger problemine c¢evirmislerdir.
Tamamlayic1 fonksiyonlar metodu ile problem baslangic deger problemine
donustiiriilmiis ve besinci derece Runge-Kutta sayisal yontemi yardimiyla

¢Ozmiiglerdir.

Temel ve ark. [32] heterojen malzeme olarak da adlandirilan fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden yapilmis eksenel simetriye sahip halka seklindeki
yapilarin (silindir, disk, kiire) zorlanmis titresim analizine yeni bir yaklasimda
bulunmuslardir. Malzemeye ait 6zelliklerin radyal yonde keyfi degistigi kabulii ile
harmonik olarak, darbe yiikii altinda ve zamanla siirekli fonksiyon seklinde degisen
dinamik yiikleri malzemenin i¢ sinirlarina uygulamislardir. Bazi yiik tipleri ve bazi

malzeme Ozelliklerini ifade eden fonksiyon tipleri i¢in analitik olarak coziilebilen



degisken katsayil1 diferansiyel denklemler elde edilebildigini gdstermiglerdir. Yeni
yaklasimlarinda problemi sayisal olarak Laplace doniisiimii ile zamandan bagimsiz
sinir deger problemine doniistiiriip tamamlayict fonksiyonlar metodu ile
¢Oozmiislerdir. Zaman uzayina ters doniisiimii ise Durbin’in ters doniisiim yontemi ile
gerceklestirmiglerdir. Bu sayisal yontemin malzeme 6zelligini ifade eden belirli bazi
fonksiyonlara bagli kalmaksizin biitiin keyfi fonksiyonlar i¢in son derece uygun

oldugunu belirtmislerdir.



3. KURAM ve YONTEM

Elektriksel, mekanik ve termal sistemler arasindaki etkilesimler Sekil 3.1° de
gosterildigi gibi iki veya ii¢ sistem arasinda miimkiindiir. Sekilde gosterilen
etkilesimler herhangi iki sistem arasindaki dogrusal etkilesimlerdir. Dig iiggenin
koselerindeki terimler bagimsiz degiskenleri gostermektedir. Bagimli degiskenler ise
icteki {icgenin koselerinde yer almaktadir. Uggen icerisindeki oklar bagimsiz
degiskenlerden bagimli degiskenlere dogru yonlenmistir. ilgili etkilesimde soz
konusu malzemeye Ozgli katsayilar da oklarin yaninda belirtilmistir. Burada
calismamiza temel olan piezoelektrik kavrami, elektriksel ve mekanik sistemler
arasindaki lineer etkilesimi ifade etmektedir. Piezoelektrik etkilerin en ¢ok bilinen
uygulamalar1 ultrasonik dalgalarin iiretilmesi, elektromanyetik enerjinin mekanik

enerjiye doniistiiriilmesi veya tersi islemlerin yapilmasidir.

Termal gerilme -fx

Mekanik Termoelastik S

Sekil 3.3.1. Elektrik, mekanik ve termal sistemler arasindaki etkilesim [33]
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3.1. Piezoelektrik Malzemelerin Ozellikleri ve Piezoelektrik Etki

Elektrik alana maruz kalmayan bir katt maddelerin yapisinda, art1 ve eksi yiiklerin
sayilar1 birbirlerine esittir. Bagka bir deyisle elektriksel olarak notr durum yani denge
hali s6z konusudur. Kuramsal olarak bu dengenin, yapida boyutsal bir sekil degisimi
ile bozulmasi ve malzeme yiizeylerinde elektriksel yiiklerin olusmasi beklenir.
Kristal simetri, bu elektriksel yiiklerin olusumunu saglayan en 6nemli etmendir. Kiiri
(Curie) sicakligi olarak adlandirilan belirli bir sicaklik altinda, piezoelektrik
malzemenin kristal yapist merkezi simetriye sahip olur ve elektrik kutup g¢ifti
momenti olusmaz. Bu sicakligin iizerinde, malzemenin kristal yapis1 daha karmasik
bir yapt olan ve eksenel simetrik olmayan bir faz degisikligine ugrar. Bu fazda,

kristal yap1 dogal kutup cifti 6zelligi gosterir yani piezoelektrik 6zellik kazanir.

Piezoelektrik olgu, bir malzemenin mekanik olarak zorlandiginda malzeme icerisinde
elektrik alan meydana gelmesi durumudur. Iki gruba ayrilan piezoelektrik etki bir

malzemenin mekaniksel ve elektriksel davranislari arasindaki etkilesimi gosterir.

Direk Piezoelektrik Etki; malzemenin uygulanan kuvvetle orantili olarak kiigiik fakat
oOlgiilebilir bir elektrik yiikil olusturma kabiliyetidir. Bu tipik bir algilama 6zelligidir

ve algilayicilarin gelistirilmesinde faydalanilmstir.

Ters Piezoelektrik Etki; uygulanan elektrik alanin piezoelektrik malzemede

deformasyona yol agmasidir ve eyleyici 6zellik olarak tanimlanir[34].

= Uygulanan Uvgulanan

5] melkanik gerilme — elektriksel alan

= 35

5 — =y —

"% —/— TEE —/

"g Alglavici E Evlevici

oM &

g N

= ~

E g

*op Ty

é Mevydana gelen &~ Meydana gelen
elektriksel yiik biriim uzama

Sekil 3.2. Piezoelektrik doniistiiriiciilerin ¢alisma prensibi[35].

11



3.2.  Piezoelektrik Malzemelerin Uygulama Alanlari

> Algilayicilar
Algilayic1 ylizlerine etkiyen basing veya ivmelenmeyi isleyerek duyulabilir,
gortlebilir veya hissedilebilir cevaplara doniistirme isleviyle gorev yaparlar.
Gemilerde derinlik ve hedef bulmaya yarayan sonar dalgalarin tespiti ve iiretimi,
hassas terazi olarak kimya ve biyoloji uygulamalari, bazi gerinim 6lgerler, akustik

emisyon testi uygulama alanlarindandir.

Ultrasonik temizleyiciler, sivilarin atomizasyonu, ultrasonik mikrofonlar, kisa
mesafede uzaktan kumanda i¢in sonarlar, sualti tarama islemleri, toplu halde bulunan
balikk kiimelerinin tespiti, malzemelerin tahribatsiz muayene yontemlerinde

kullanilan uglar, ultrasonik titresimler olusturdugu i¢in tipik diger uygulamalardir.

> Uretecler

Piezoelektrik {iretegler, piezoelektik etki dogrultusunda gerilim(voltaj veya
elektriksel potansiyel fark) iiretirler. Bu 6zelliklerinden dolayr herhangi bir elektrot
araliginda ark olusturabilirler. Yakit atesleyicilerinde, gaz sobalarinda, kombilerde,

kaynak ekipmanlarinda kullanilirlar.

» Eyleyiciler

Aktiiator veya tetikleyici olarak da bilinirler. Elektrik sinyalini yliksek hassasiyette
yer degistirmeye donustiiriirler. Piezoelektrik kristali iizerine uygulanan yiiksek
elektrik alanin kristal genisliginde mikrometre 6l¢iisiinden ¢ok daha hassas degisime
sebebiyet vermesi konumlandirma islemlerinde piezoelektrik malzemeleri {stiin
kilmaktadir. Bu 6zelligi ile makinelerde kullanilan takimlarin hassas ayarlanmasinda
(kalibrasyon), optik lens veya aynalarin mikroskobik ayarlanmasi gibi yiiksek

hassasiyet gerektiren uygulamalarda tercih edilir.
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3.3. Piezoelektrik Malzeme Sabitleri

> Piezoelektrik Sabit (C/m?)
Elektrik alan ile gerilme arasindaki iliskiyi tamimlar. e;; ile gosterilir. { yoniinde
uygulanan elektrik alanin, j yoniinde meydana getirdigi mekanik gerilmeye oranini

ifade eder.

> Piezoelektrik Voltaj Sabiti (m?/C)
Piezoelektrik potansiyel fark katsayisi olarak da ifade edilir. Meydana gelen elektrik

alanin uygulanan mekanik gerilmeye orani olarak tanimlanabilir. g;; ile gosterilir. i

ekseni uygulanan mekanik gerilmenin yada meydana gelen gerinimin yoniini, j
ekseni ise uygulanan elektrik yiikiiniin yada ortaya ¢ikan elektrik alanin yoniinii ifade

etmektedir.

> Elektriksel Gegirgenlik Sabiti (C?/Nm?)

Birim elektrik alan basina diisen dielektrik Stelenme (elektrik yiikii) dir. g; ile
gosterilir. €7, sabit gerilme altinda dielektrik sabit ve &5, sabit gerinim altindaki
dielektirk sabittir. i ekseni dielektrik Stelenme dogrultusunu, j ekseni elektrik alanin

dogrultusunu ifade eder.

> Katihk Sabiti (N/m?)
Malzemeye uygulanan gerilmenin ayni yonde olusturdugu gerinime oranidir. c;; ile
gosterilir.

» Etkilesim Sabiti

Elektromekanik cift faktorii olarak da ifade edilebilen katsayi, malzemenin elektrik
enerjisini mekanik enerjiye veya mekanik enerjiyi elektrik enerjisine ne kadar
verimli ¢evirdiginin Ol¢isiidiir. Kritik frekanslarda elde edilmesi karmagsik hal

aldigindan, buralarda grafikler yardimiyla belirlenmektedir. k;; ile gosterilir. i,
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elektrotlarin dik oldugu ekseni, j ise uygulanan kuvvetin veya olusan gerinimin

yoniinii gosterir.

> Mekanik Kalite Sabiti

Piezoelektrik bir elemanin titresime verdigi mekanik yanit olarak tanimlanabilir.
Gerilme ile ayni fazdaki gerinimin, gerilme ile faz disindaki gerinimin oramidir.
Titresim Ozelligi 6nemli olan cihazlarda yiiksek mekanik kalite katsayisina sahip

piezoelektirk malzemeler tercih edilir. Q,, ile gosterilir, boyutsuzdur.

» Frekans Sabiti (m H)

Rezonans frekansi ile rezonansin olustugu dogrusal mesafenin carpimi olarak

tanimlanir ve farkli titresim modlari i¢in ayr1 ayri1 hesaplanabilir [35].

3.4.  Piezoelektrik Malzemelerin Biinye Denklemleri

Piezoelektrik malzemeler doniistiiriictilerde siklikla kullanilmaktadir. Bunlar arasinda
en etkin kullanim olanagi saglayan Rosen tipi doniistiiriiciilerdir. Rosen tipi
donistiirticiiler, hareket verici ve algilayici olmak tizere iki kisimdan olusur ve bu
kisimlarin yaptig1 eksenel titresimlerden faydalanarak calisirlar. Bu gibi bir cihaz
orneginde oldugu gibi hareket verici veya algilayict kisimlarin her biri farkh

koordinat ve kutuplanma sartlarinda aslinda birer piezoelektrik ¢ubukturlar.

Lineer piezoelektrikte, lineer elastisite denklemleri piezoelektrik sabitler araciligiyla
elektrostatik yiik esitlikleri ile birlestirilirler. Fakat elektriksel degiskenler biitiiniiyle
statik  degillerdir, dinamik denklemlerle birlestirilebilmeleri i¢in yar1 statik
haldelerdir [36].

Dogrusal davranis gosteren piezoelektrik malzemelerin bilinye denklemleri
elektromekanik 6zelligi tanimlar. Piezoelektrik malzemelerin herhangi bir sicaklik
etkisinde olmadig1r kabulii ile uygulanan kuvvet ile olusan tepki piezoelektrik
malzemenin Ozelliklerine, yapinin boyutuna ve sekline, mekanik ve elektriksel

etkinin yoniine baglidir [35].
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Piezoelektrik biinye denklemlerini olusturan dort degisken;

E Elektrik alan Birinci dereceden tensor (N /C)
D Elektriksel yer degistirme  Birinci dereceden tensdr (C/m?)
y Mekanik gerinim Ikinci dereceden tensér ( —)

o Mekanik gerilme Ikinci dereceden tensér (N/m?)

ve malzeme oOzellikleri;

cl-Ejkl Elastik katilik sabiti Dérdiincii dereceden tensor (N /m?)
exij  Piezoelektrik sabit Ucgiincii dereceden tensér (C/m?)
gy, Dielektrik sabit Ikinci dereceden tensér (C2/Nm?)  dir.

Herhangi bir fiziksel kuvvet ve serbest yiikiin olmadigi durumlar igin piezoelektik

malzemelerin {i¢ boyutlu biinye denklemlerini 6zetlersek[23];

Hareket denklemi; (Newton’un ikinci kanunundan)

Oijj = P U (3.1)

Elektrostatik yiik denklemi; (Gauss denklemi)
Di,i =0 (32)

Mekanik gerinim denklemi; (Gerinim tensorii)

Yij = %(ui,j +u;,;) (3.3)

Elektriksel alan denklemi;
E, =-0; (3.4)

Esitlikler kartezyen tensor gosterimi ile yazilmistir. Bir alt indisle birlikte yazilan
virgill, o indise kismi tiirevi gosterir. Sembol iizerine konmus iki nokta ise zamana

gore tiirevi gosterir.
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Piezoelektrik biinye denklemleri malzemenin 6n plana ¢ikarilmak istenen 6zellikleri
icin c¢esitli sekillerde yazilabilir. Bu temelle, gerinim ve elektriksel alan bagimsiz
degiskenleri agisindan piezoelektrik gerilme ve elektrik yer degistirme denklemleri
yazilabilir [37].

0ij = ChaVir — exij Ex (3.5)

D; = ejji1 Vir + €}, Ex (3.6)

Bu denklemler ayn1 zamanda piezoelektrik bir ¢gubugun mekanik olarak sabitlenmis
ve elektriksel olarak yiiksiiz durumu yani gerinim ve elektrik alanin bagimsiz

degisken oldugu durum i¢in de gegerlidir.

(3.5) ve (3.6) bagintilarini (3.1) ve (3.2) diferansiyel denklemlerinde yerine yazip
(3.3) ifadesi ile verilen tanimi kullanacak olursak u; yerdegistirme vektori ve @

potansiyelini bilinmeyen olarak kabul eden skaler denklemler elde ederiz.

E .
CijkUi,lj — €kijO i = P (3.7)

€irt Uiti + & Dy = 0 (3.8)

Bu diferansiyel denklemler baslangi¢ ve sinir sartlari ile tamamlanmak zorundadir
[38].

Bu ¢alismada piezoelektrik cubuklarin iki farkli kesit geometrisi durumunda ve farkl
smnir kosullarinda serbest eksenel titresim ifadeleri ve frekans degerleri elde

edilecektir.

Sekil 3.3. tiirdes olmayan piezoelektrik bir cubugu gostermektedir. Cubuk x ekseni
boyunca kutuplandirilmistir. Eksenel yerdegistirme u, bileske kuvvet N ve bileske
elektriksel yerdegistirme D olsun. Magnetik alan etkisi ihmal edildiginde sistemin
biinye denklemler [39];
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N = A(x)(E11ux— €11 Ex) (3.9)
D = A(x)(E11uxt €11 Ex) (3.10)

seklindedir. Burada A(x), ekseni boyunca degisen kesit alanin1 verirken gubuga ait

kesit alan1 ve elektriksel alan ise E(x) = —Z—i seklinde ifade edilir. Burada @

elektriksel potansiyeldir.

Sekil 3.3. Uniform olmayan kesite sahip piezoelektrik ¢ubuk

Malzeme 6zelliklerinin ¢ubugun x ekseni boyunca degismedigi varsayimiyla gubuk

icin hareket denklemi,
d d(C11u+é1, O ..
—= [A(x) %} = pA(x)il (3.11)

sekline indirgenir. Benzer sekilde elektrostatik durum i¢in malzemenin igerisinde bir

yer degisiminin olmadigini belirten Gauss denklemi,
d d(é13u—£811 0)] _
dx [A(x) dx ] =0 (312)

olur. Denklem (3.11) ve (3.12) degisken kesite sahip piezoelektrik gubugun eksenel

hareketini idare eden denklemlerdir.
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Boyle bir durumdaki sistemi idare eden denkleminin eldesi igin, elektriksel ve
mekanik hareket denklemleri birlikte diisiiniilmelidir. Denklem (3.12)’nin integrali

alinip acik halde yazildiginda,
At - ¢, (C, = sabit) (3.13)
sekline doniigiir. Tiirevler alinip ifade agik halde yazilirsa,

A=A T+~ (3.14)

seklinde elektriksel ifade elde edilecektir. Dolayisiyla mekanik salinim ifadesini elde
etmede bu elektriksel denklemin etkisi de gézoniinde bulundurulmus olacaktir. Buna

gore (3.14) ifadesi (3.11) denkleminde yerine konup yeniden diizenlenmelidir.

d [ du | do .

|euAt &+ e 4G 3] = pAGoi (3.15)
yukarida elde edilen (3.14) ifadesi esitlik i¢erisinde yerine konuldugunda ifade,

ZlenAmE+ e GrA T+ )| = pAi (3.16)

11

seklinde yazilabilir. Tiirev alma islemleri gergeklestirilip ifade agik halde,

. dA (x) du

dA(x) du
Cii—g 5, T¢ C11 A(x) 2y dA@)

é?
dx2 11 dx dx 11

i A(x) = pA(x)il (3.17)
seklinde yazilabilir. Benzer terimleri ortak paranteze alindiginda

(o £5) 2+ )2 < o

~2

C11 =C11 + —1 kabulii ile ifade asagidaki sekle doniistir.
11
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d?u 1 du dA(x) _ p
dx2 ' A(x) dx dx = 11

ii (3.19)

Harmonik hareketin oldugu varsayilirsa,
i =—-w?u (3.20)

olarak yazilabilir. Burada w agcisal frekanstir. Buna gore frekans cinsinden

diferansiyel denklem,

d?u 1 dudA(x) pwzu
dx?2  A(x)dx dx C11

=0 (3.21)

olarak elde edilir. Denklem (3.21) kesit alan1 A(x)’in formlarina bagl olarak
degisken katsayili bir denklem oldugundan sadece 6zel fonksiyonlar i¢in ¢oziim

mevcuttur. Calismada iki farkli kesit durumu i¢in ¢éziimlemeler yapilacaktir.

3.5.  Simir Kosullar

(3.21) denklemi x=0 ve x =¥ noktalarindaki smir kosullar1 i¢in ¢6ziilmelidir.
Malzememiz piezoelektrik oldugu icin hem elektriksel hem de mekanik sinir

kosullar1 s6z konusudur.

3.5.1. Elektriksel Simir Kosulu
Elektriksel olarak iki ucunda agik oldugu kabulii ile elektriksel sinir sarti,
D = A(X)(éllu,x_ 511 @,x) = 0, X = O,‘g (322)

3.5.2. Mekanik Simir Kosullar:

Sistem {i¢ ayr1i mekanik sinir kosulu igin ¢oziilecektir. Her bir mesnetlenme durumu

icin uygulanmasi gereken sinir kosullar1 asagida verilmistir.
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> Iki ucunda serbest oldugu Serbest-Serbest durumu

N = A(x)(E11U,x— €11 D,y ), x=0,¢ (3.23)
> Iki ucunda mesnetlenmis halde oldugu Sabit-Sabit durumu

u=0, x=0,7% (3.24)
» Bir ugtan mesnetlenmis, diger uctan serbest haldeki Sabit-Serbest durumu

u =0, x=0 (3.25)

N = A(x)(fnu,x - éll Q)’x), x=4 (326)

3.6. Dogal Frekanslar icin Analitik Coziim
3.6.1. Ustel Degisken Kesit Durumu i¢in Céziim

Piezoelektrik ¢ubugun kesit alanini asagidaki sekilde bir distel ifade ile degistigini
kabul edersek,

AG) = Ay (a+b%)’ (3.27)

seklinde yazilabilir. Burada a, b ve n boyutsuz degiskenler olup ¢alismada segilen n
degerleri i¢in ¢ubuk kesiti inhomojenlik parametresine gore Sekil 3.4.’deki gibi

degismektedir.
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n=1 olmasi durumunda n=1.5 olmasi durumunda n=3 olmasi durumunda

0,8 0,8 0,8

0,6 0,6 % 0,6

0,4 0,4 0,4 &

0,2 0,2 0,2

0 ; . 0 ; . 0 . .
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1

Sekil 3.4. Ustel fonksiyonla degisen kesitin inhomojenlik parametresine gore
geometri degisimi

Bu durum i¢in frekans cinsinden diferansiyel denklem,

d*u 1 dudA(x) , pw? u
dx?2  A(x)dx dx C11

=0 (3.33) (3.28)

seklinde elde edilmisti. Bu diferansiyel denklemi Bessel fonksiyonlari cinsiden

¢ozebilmek i¢in ilk etapta,
f=a+ b% (3.29)

degisken dontigiimii yapilir. Bu degisken dontisiimii altinda,

2 = A, (3.30)

dx
ve

du _dudf _bdu

dx  dfdx  £dE (3.31)
d>u  b?*d*u
dx?  ¢2 dgz (3.32)

ifadeleri (3.28) denkleminde yerine yazilirsa,
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b?d?u ., nb?du pw .
#_Zd_$2+gf_ZE+ u=20 (3.33)

halini alir. Denklem diizenlenirse,

2
Luy Il pru= (3.34)

seklinde piezoelektrik bir cubugun iistel kesit formu i¢in biinye denklemi elde edilir.
272

Burada p?% = p_(‘)—l seklinde kisaltilmistir. Bu tiir bir diferansiyel denklem igin
C11b2

¢ozlim literatiirde incelenmis [39-41] ve bazi kabuller yapilip Bessel diferansiyel

denklemine déniistiiriilerek ¢oziilmiistiir. Bunun i¢in kabuller asagida verilmistir.
u=n"U, n= B.¢, vV=— (3.35)

Yukaridaki kabuller kullanilarak (3.34) denklemi Bessel diferansiyel denklemine

dondistiirtilebilir. Bunun i¢in bir dizi matematiksel islemler gerekecektir. O halde,

du _ du dn
@ anac (3.36)

bigiminde yazilabilir. (3.35)’deki kabullerden Z—Z = [ olacaktir. Buna gore;

d au
d:; VU + Y = o (3.37)
= pvn* U + By (3.38)

ifadeleri ve bu ifadeler yardimiyla

2
%zﬁzv(v—l) V=20 4+ 2B%vnY” 1 + B%n Vd—u

(3.39)
olarak elde edilir. Elde edilen tiirevli ifadelerle (3.34) denklemi yeniden yazilabilir;
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_ . du d*u
B*v(v — Dn¥=2U + 2p*vn? 1%+ﬁ277vd—nz

+37 |Bvn U + Bt 5| + prnrU = 0 (3.40)
B
Tiim terimlerde bulunan B2 ifadesi sadelestirilip, ifade ortak parantezlere alinirsa;

2
nY ZTZ + (gnv + 2v77"_1) Z—Z + [v(v = D2+ v+ 77”] U=0 (3.41)

(3.35)’ de yapilan kabuller yardimiyla,

2
N’ s+ (et 20"+ v = D+ vl 4 YU =0 (3.42)
ﬂ—‘ ~ g 2 ~
1 -0
v d*u | n¥ dau P\ vy =
N o + , dn+(1 nz)n U=0 (3.43)

esitlik, n" ifadesi ile sadelestirildiginde denklem Bessel diferansiyel denklemine

doniistir.
d’U  1du v2
Tt (1- 17_2) U=0 (3.44)

Denklem (3.44) gibi bir Bessel diferansiyel denklem igin genel ¢6ziim [42];

U= CJy(m) + CNy () (3.45)

J, ve N, strastyla v derecesinden birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlaridir. Bu

durumda yer degistirme ifadesi;

u=n"[CJ, () + N, ()] (3.46)
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olacaktir. n ‘nin baz1 6zel degerleri i¢in Bessel fonksiyonu kurallar1 geregi (3.35)’de
verilen kabule gore belirlenen v 'niin alacagi degerlere gore genel ¢oziim ifadesi ayri

ayr1 yazilacaktir.

Bu calismada ii¢ farkli inhomojenlik parametresi i¢in ¢oziim elde edilmistir. Bu

¢oziimler asagidaki sekilde siralanabilir.

n = 1 degeri icin ¢coziim

Bu durumda,
2v=0 (3.47)
olarak bir tamsayr degeri alacaktir. Bu hal i¢in birinci ve ikinci tiir Bessel

fonksiyonlar1 cinsinden genel ¢6zlim;

U = CyJo(n) + CNo(m) (3.48)
ve

u=n°[CqJo(m) + C2No(n)] (3.49)
seklinde elde edilir.

n = 1.5 degeri icin ¢oziim

Bu durumda,

2V =—— (3.50)

olarak tamsay1 olmayan bir deger alacaktir. Bu hal i¢in birinci ve ikinci tiir Bessel

fonksiyonlari cinsinden genel ¢oziim;

U = CqJ1/a(m) + CoJ_q/a(m) (3.51)

ve

24



u=n" [C1]1/4(77) + Cz]—1/4(77)] (3.52)

seklinde elde edilir.

n = 3 degeri icin ¢oziim

Bu durumda,
2v=—2 (3.53)

olarak bir tamsayr degeri alacaktir. Bu hal i¢in birinci ve ikinci tiir Bessel

fonksiyonlar1 cinsinden genel ¢6ziim;
U= CqJ1(m + CoN. () (3.54)

u =n"[CqJ1(m) + C2N1 ()] (3.55)
seklinde elde edilir. Esitlik (3.13) ve (3.14) dikkate alindiginda elde edilmesi gereken
diger ifadeler de mevcuttur. Piezoelektrik ¢cubugun iki ucununda (x=0, €) elektriksel

olarak agik devre olmasi durumunda (yani elektrotlardan sifir akim gectiginde)

esitlik (3.18)’de Cy = 0 olur. Bu durumda esitlik (3.19);

B = 2, (3.56)

seklinde sadelesebilir.

Sabit-Serbest Sinir Kosulu Icin Ciziim Yontemi

n = [.¢ ifadesi gubugun her iki ucundaki davranisi sergilemek i¢in o noktalardaki

duruma gore sekil almalidir.

u=0, n=n,=p.a (3.57)
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olarak 0 noktasindaki yer degistirme ifadesi,

du

%=0, n=mn,=p>@+D>b)

olarak da ! noktasindaki yer degistirme ifadesi elde edilir ve mekanik sinir sartlart

uygulanarak Bessel diferansiyel denkleminde ¢oziime gidilebilir.

Sabit-serbest smir kosulu ve n=1 durumu i¢in n =n, da u =0 idi. O halde bu

noktadaki yer degistirme ifadesi;

10[C1Jo(M0) + C2Jo(M0)] = 0 (3.58)
olur. Burada ng ifadesi sifira esit olamayacagindan

C1Jo(mo) + C2Jo(me) =0 (3.59)
n =mny icinde u,, = 0idi. Bunoktadaki yerdegistirme ise;

3_1; = vy [CaJo(1) + CoNo ()] + 1 [CoJ" o (1) + CoN'o(m:)] = 0 (3.60)

(3.59) ve (3.60) esitliklerini birlikte ¢6zersek,

Jo(mo) Jo(M0) ] €1 0
/ / = 3.61
[Vlo(rh) + 1 om0 vIe(m) + 14 (1) [C ] Lo! (361)
Sistemin sifir olmayan ¢6ziimii i¢in determinantinin sifira esit olmasi gerekir.
Jo(mo) Jo
/ , =0 3.62
vlv(m) +mN'o v]o(n1) +n1N'(1) (3.62)

determinantinin ¢oziimii ile sisteme ait frekans degerleri hesaplanir. n'nin tiim
degerleri ve diger sinir kosullari i¢in frekans biiyiikliikleri hesaplanmis, sonuglar

Tablo 1-3’de sunulmustur.
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3.6.2. Eksponansiyel Degisen Kesit Durumu i¢in Coziim

Piezoelektrik cubugun kesit degisimini diger bir fonksiyon olan,

nx

A(x) =A,e 7 (3.63)

fonksiyonu ile degistigini kabul edelim. Bu halde c¢ubuk kesiti inhomojenlik

parametresine gore Sekil 3.5.”deki degismektedir.

08 0,8 0,8
0,6 T~ 0,6 N 0,6 N\
0,4 0,4 S~ 0,4 AN

—

0, 0,2 0,2 N~

- o
n=0.5 olmasi durumunda n=1 olmas! durumunda n=2 olmasi durumunda
T

0 T 1 0 T 1 0
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1

Sekil 3.5. Eksponansiyel fonksiyonla degisen kesitin inhomojenlik parametresine
gbre geometri degisimi

Boyle bir kesit durumu i¢in (3.21) denklemi tekrar yazilmalidir. Diferansiyel

denklemde kullanilmak {izere kesit alanin tiirev ifadesi,

A _ n _nx
@ g, (3.64)

seklinde elde edilip yerine yazilirsa denklem

d nx 2

2

dx? Age T dx ¢ C11

halini alacaktir. Sadelestirmeler yapildiginda (3.21) denklemi eksponansiyel degisen

kesit durumu i¢in,

d>u  ndu , pw?
dx? £ dx C11

u=0 (3.66)
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Olarak elde edilir. ow? ifadesini R olarak yeniden adlandirirsak bdoyle bir

C11

diferansiyel denklemin ¢oziimiinde;

le 2
= 4R 20 (3.67)

ise ¢oziim yoktur ve,

u(x)=20 (3.68)
2
olur. Z—Z — 4R? < 0 olmas1 durumunda ise genel ¢6ziim;

u(x) = et [cq cos (%) + czsin(%)] (3.69)

olarak bulunur. Burada;

o2 == (2 1) (3.70)

4\ ¢,

olarak elde edilir. Mekanik sinir kosullar1 eksponansiyel durum i¢in uygulandiginda

sistemin hareketini idare eden denklemler asagidaki gibi elde edilir.

Serbest - serbest sinir kosulu icin,
sin(a) =0 (3.71)

Sabit - Sabit sinir kosulu icin;
sin(a) =0 (3.72)

Sabit — serbest sinir kosulu icin,

gsin(a) + acos(a) =0 (3.73)

[

Kesit ifadesindeki n ’nin 0.5, 1, 2 degerleri ile degistigi durumlarda frekans

biiyiikliikleri hesaplanmis ve sonuglar Tablo 4-6’da verilmistir.
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3.7. Dogal Frekanslar i¢in Sayisal Coziim

3.7.1. Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yontemi (TFY) ile Coziim

Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi, ikinci mertebeden smir deger problemlerini
baslangi¢ deger problemine doniistirme esasina dayanmaktadir. u(r) bagiml

degiskenine bagli,
u"+P(ru'+Q(r)u=R(r) (3.74)

gibi bir diferansiyel denklemin kapali form genel ¢oziimii elde edilemez. TFY ile

elde edilecek genel ¢oziim;
u=bju+u, , j=12 (3.75)

olup, u; ve u, sirastyla lineer bagimsiz homojen ¢oziim ve 6zel ¢oziimdiir. b; smir
sartlarindan elde edilecek sabitlerdir. Tamamlayici Fonksiyonlar Yonteminde

¢Oziime ui=Z£i) veu; =Z gi) kabulleri yapilarak baglanir. Buna gore,
@0y =z (3.76)

olacaktir. Burada i = 1, 2 homojen ¢oziimleri, i = p olmasi durumu ise 6zel ¢oziimii
gostermektedir. Homojen ¢oziimleri elde etmek i¢in (3.74) denkleminin sag tarafi

sifira esitlenir ve
@) = -Pz5? - @)z (3.77)

esitligi elde edilir. (3.76) ve (3.77) esitlikleri her bir homojen ¢6ziimii elde etmek
icin sayisal olarak ¢oziiliir. Coziimlerin lineer bagimsizligini saglayabilmek icin
lineer bagimsiz baslangic kosullar1 se¢ilmelidir. Kolaylik olmasi agisindan Knocker

Delta kullanilabilir.
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29 = g

i Li=12 (3.78)

Ozel ¢oziimii elde etmek icin ise (3.77) esitligi diizenlenirse,
N » _ »)
(Z,7)' =—-P()Z, Q(r)Z,” +R(r) (3.79)

halini alacaktir. Ozel ¢6ziimiin bulunabilmesi i¢in diferansiyel denklemin homojen

baslangi¢ kosullarin1 saglamasi gerekir. Bunun i¢in,
ZP =0, j=12 (3.80)

olarak uygulanir. Denklem (3.76), (3.79) ve (3.80) baslangi¢ kosullar ile birlikte
0zel ¢oziimi elde etmek i¢in gerekli denklem sistemini olusturmaktadir ve sayisal
olarak Runge-Kutta yontemi ile ¢oziilebilir. Homojen ¢6ziimler ile birlikte sinir

kosullar1 kullanilarak b; ve b, katsayilari asagidaki cebirsel islemle elde edilebilir.

Ay A12] {b1}_ RHS1
Aee Aol oo = RHs2) (3.81)

Burada, 4;; homojen ¢oziimlerin smnir kosullari i¢in degerlerini ifade etmekte, RHS1

ve RHS2 (esitliklerin sag taraflari) ise 6zel ¢ozliimlerin degerlerini icermektedir [31].
3.7.2 TFY ile Ustel Degisen Kesit Durumu i¢cin Coziim

Cubuk kesitinin A(x) = A,(a+ b %)" seklinde degismesi durumundaki diferansiyel

denklem analitik ¢6ziim kisminda (3.34)’de ¢ikarilmisti. Bu diferansiyel denklem

TFY ile siur kosullar1 yardimu ile ¢oziilebilir.
Sabit — Serbest Sinir Kosulu

x=0i¢in E=a , u=0

x=1i¢in E=a+b , AX)(éjuy+6,,0,)=0 ve ug=0
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O halde ¢ €[a,a + b] araliginda hesaplamalar yapilmalidir. Bu duruma gore elde

edilmesi gereken genel ¢6ziim,

u(§) = by us () + by uz(8) (3.82)

u, (£) in belirlenmesi

n

gull + ﬁzul = 0 (383)

u" +
Bu tiir ikinci dereceden iki bilinmeyenli diferansiyel denklemde lineer bagimsiz iki
¢oziim elde etme sartin1 saglamak icin, hayali lineer baslangi¢ smir kosulu

belirlenebilir. Bu yiizden hayali baslangi¢ kosullar1:

w(a) = ¢

ui(@) = ¢, (3.84)
seklinde verilebilir. TFY kurallarina gore,

u]_: Zl

ul = z, (3.85)
kabulleri yapilirsa, genel denklem;

Z1 = 7

Zy = —? Z, — % z4 (3.86)
Bu durumda yeni degiskenlere gore baslangic degerleri asagidaki sekilde olacaktir.

z(a) = ¢

z,(a) =c, (3.87)
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u, (&) in belirlenmesi

Benzer sekilde hayali lineer bagimsiz baslangi¢ kosullari,

uz(a) =c3

uy(a) = ¢, (3.88)
seklinde verilip,

uZ = 23

Uy = 24 (3.89)

kabulleri yapilirsa, genel denklem;

23 = Zy
7, = —g Zy — B2 23 (3.90)

olacaktir. Bu durumda yeni degiskenlere gore baslangic degerleri,

zz(a) = ¢
z4(a) =4 (3.91)
u; Ve u, icin elde edilen genel denklemler, baslangic kosullar1 yardimiyla Runge-

Kutta 2 (RK2) yontemiyle € icin belirlenen aralikta ¢oziiliir.

3.7.3 TFY ile Eksponansiyel Degisen Kesit Durumu i¢in Coziim

Cubuk kesitinin A(x) = Aye "*/' seklinde degismesi durumundaki diferansiyel
denklem analitik ¢6ziim kisminda (3.66)’daki gibi c¢ikarilmisti. Bu diferansiyel
denklem i¢in de Tamamlayict Fonksiyonlar Yontemi sinir kosullart yardimiyla

uygulanacaktir.
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Sabit — Serbest Sinir Kosulu

x = 0 noktasinda u =0,

x = | noktasinda A(x)(éj1u,+8,0,)=0

yani u, = 0 dir. x i¢in tanimlanan degerler sirastyla 0 ve 1 dir. O halde x €0, 1]
araliginda hesaplamalar yapilmalidir. Bu duruma gore elde edilmesi gereken genel

¢Ozlm,
u(x) = by uy (%) + by up(x) (3.92)

U4 (x) in belirlenmesi

u' — %u' +pc_iu = 0 diferansiyel denklemi i¢in hayali lineer bagimsiz baslangi¢
11

kosullari,

w(0) =¢
u(0) = ¢, (3.93)

gibi verilip,

U = 74
U = 2, (3.94)
kabulleri yapilirsa genel denklem;

zy = —T L7 (3.95)

olur. Bu durumda yeni degiskenlere gore baslangic degerleri su sekilde olacaktir.

z1(0) =¢;
7;(0) = ¢, (3.96)
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u, (&) in belirlenmesi

Benzer sekilde hayali lineer bagimsiz baslangic kosullari,

u,(0) = c5

uy(0) = ¢4

gibi verilip,

u2: 23

Uy = Z4

kabulleri yapilirsa, genel denklem;

Bu durumda yeni degiskenlere gore baslangi¢ degerleri,

z3(0) = c3
7,(0) = ¢4

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

u,; Ve u, i¢in elde edilen genel denklemler yine baslangic kosullar1 yardimiyla

Runge-Kutta 2 (RK2) yontemiyle x i¢in verilen aralikta ¢oziiliir.

Her iki kesit geometrisi durumu i¢in smir kosullarindan sadece sabit-serbeste ait

coziimlere yer verilmis, diger sinir kosullar i¢in ¢dziimler aym1 yordamla yapilip

sonuglar Tablo 1-6’da sunulmustur.
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4. SAYISAL SONUCLAR

Bu c¢alismada piezoelektrik ¢ubuk malzemesi olarak PZT-4 secilmistir. PZT-4 igin
kullanilan elastik, piezoelektrik, ve dielektrik sabitler Ek 2 ‘de sunulmustur. Analizi
yapilan ¢ubugun geometrisinin iki farkli fonksiyona bagli olarak seklinde degistigi
varsayllmistir. Hesaplamalarda kesit ifadelerinde yer alan A,, a ve b sabitleri
sirastyla 1, 0.8 ve -0.2 olarak kabul edilmistir. Kesit ifadelerinde yer alan n ise
inhomojenlik parametresidir ve kesit ifadesi iistel olarak degisen ¢ubuk i¢in sirasiyla
1, 1.5, 3 alirken kesit ifadesi eksponansiyel olarak degisen ¢ubuk igin ise sirasiyla

0.5, 1 ve 2 degerlerini almistir.

Sinir kosullar1, serbest-serbest, sabit-serbest, sabit-sabit olmak tizere ti¢ farkli sekilde
belirlenmis ve her durum icin sistemi idare eden diferansiyel denklemler analitik
olarak Bessel fonksiyonlari ile, sayisal olarak tamamlayici fonksiyonlar yontemi ile
iki farkl kesit durumu i¢inde ¢oziilmiistiir. Hertz cinsinden elde edilen dogal frekans

degerleri Tablo 1-6’da sunulmustur.
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Kesit Ifadesinin Ustel Degisen Durumu icin Dogal Frekanslar

Tablo 1. Sabit-Sabit sinir kosulu i¢in sonuglar

n=1 n=1.5 n=3
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 13496,9431 | 13496,3929 | 13500,4669 | 13499,9223 | 13553,2114 | 13552,6788
2 27014,9571 | 27010,5191 | 27016,7343 | 27012,3040 | 27043,3778 | 27038,9139
3 40528,3509 | 40513,3625 | 40529,5376 | 40514,5522 | 40547,3346 | 40532,3854
4 54040,5679 | 54009,4060 | 54041,4585 | 54010,8808 | 54054,8154 | 54019,3878
5 67552,3121 | 67482,4225 | 67553,0248 | 67483,7814 | 67563,7137 | 67463,8834
Tablo 2. Serbest-serbest sinir kosulu i¢in sonuglar
n=1 n=1.5 n=3
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 13553,2114 | 13552,6565 | 13588,6659 | 13584,2068 | 13575,2239 | 13720,0823
2 27043,3377 | 27038,9303 | 27192,4022 | 27054,9072 | 27087,3897 | 27124,0536
3 40547,3346 | 40532,3324 | 40791,2331 | 40543,0026 | 40613,3239 | 40589,2511
4 54054,8154 | 54019,2983 | 54387,0744 | 54027,2884 | 54142,7484 | 54061,9779
5 67563,7137 | 67494,4622 | 67979,8486 | 67500,8199 | 67673,5451 | 67528,4974
Tablo 3. Sabit-serbest sinir kosulu i¢in sonuglar
n=1 n=1.5 n=3
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 7153,3742 7151,4866 | 13388,3729 7354,1901 13525,1212 | 7977,0044
2 20407,8781 | 20360,6202 | 26792,8686 | 20437,2231 | 26987,0292 | 20691,7429
3 33862,8632 | 33649,4359 | 40194,1630 | 33694,8981 | 40462,7687 | 33848,1463
4 47349,6263 | 46781,2629 | 53595,0117 | 46811,5812 | 53942,0491 | 46915,3534
5 60847,1317 | 59683,5632 | 66996,0914 | 59703,3476 | 67422,7606 | 59773,1856
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Sekil 4.1 Ustel degisen kesit durumu ve sabit-sabit sinir kosulu i¢in sonuglar
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Sekil 4.2 Ustel degisen kesit durumu ve serbest-serbest sinir kosulu icin sonuglar
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Sekil 4.3 Ustel degisen kesit durumu ve sabit-serbest sinir kosulu i¢in sonuglar
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Kesit Ifadesi Eksponansiyel Kesit Durumu icin Dogal Frekanslar

Tablo 4. Sabit-Sabit sinir kosulu i¢in sonuglar

n=0.5 n=1 n=2
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 13553,7448 | 13551,5896 | 13681,0816 | 13679,0871 | 14178,9978 | 14177,5815
2 27043,4465 | 27025,9531 | 27107,4896 | 27090,4194 | 27362,1633 | 27346,4971
3 40547,3551 | 40488,363 | 40590,0973 | 40531,9847 | 40760,6181 | 40705,1085
4 54054,8241 | 53915,6026 | 54086,8931 | 53949,2942 | 54214,9793 | 54081,7462
5 67563,7181 | 67293,559 | 67589,3779 | 67321,9588 | 67691,9197 | 67431,3668
Tablo 5. Serbest-serbest sinir kosulu i¢in sonuglar
n=0.5 n=1 n=2
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 13553,7448 | 13552,0231 | 13681,0816 | 13679,0871 | 14178,9978 | 14177,5815
2 27043,4465 | 27025,9531 | 27107,4896 | 27090,4194 | 27362,1633 | 27346,4971
3 40547,3551 | 40488,3635 | 40590,0973 | 40531,9847 | 40760,6181 | 40705,1085
4 54054,8241 | 53915,6026 | 54086,8931 | 53949,2942 | 54214,9793 | 54081,7462
5 67563,7181 | 67293,5560 | 67589,3779 | 67321,9588 | 67691,9197 | 67431,3669
Tablo 6. Sabit-serbest sinir kosulu i¢in sonuglar
n=0.5 n=1 n=2
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1 7455,8041 7455,4970 8186,1214 8185,8339 9727,4257 9727,3141
2 20520,1777 | 20512,6525 | 20822,7997 | 20815,3839 | 21563,3196 | 21556,5449
3 33930,9197 | 33896,4676 | 34116,6655 | 34082,5618 | 34582,2715 | 34549,5804
4 47398,3743 | 47304,4891 | 47531,9111 | 47438,8557 | 47869,1068 | 47778,7153
5 60885,0907 | 60686,9708 | 60989,2311 | 60792,7591 | 61253,0221 | 61061,1222
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degisen kesit durumu ve sabit-sabit sinir kosulu ig¢in

41



80
n=0.5 olmasi durumunda

60

40
(kHz)

20

[EnN
N
w
Sy
(6]

® Analitik

Sayisal

80
n=1 olmasi durumunda

60

40

(kHz)
20

[EEY
N

3 4

w

® Analitik ——Sayisal

80
n=2 olmasi durumunda

60

40
(kHz)

20

=
N
w
IS
(51

® Analitik

Sayisal
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5. YORUMLAR ve ONERILER

Uniform olmayan kesite sahip piezoelektrik bir ¢ubugun serbest titresim analizi
yapilmustir. Piezoelastisite teorisinden elde edilen elektrik ve mekanik denklemler
belirli bazi kesit ifadeleri icin analitik olarak Bessel fonksiyonlari yardimi ile
¢cozlilmistir. Daha sonra aymi problem tamamlayici fonksiyonlar yontemi
¢Oziilmiistiir. Tamamlayici1 fonksiyonlar yontemi benzer problemleri baslangi¢c deger
sistemine cevirerek literatiirdeki herhangi bir sayisal yontem ile ¢oziilmesine izin
vermektedir. Bu calismada ikinci dereceden Runge-Kutta yontemi kullanilarak
sayisal olarak ¢oziim yapilmustir. iki yontem ile elde edilen sonuglarm biiyiik oranda
oOrtlistiigli goriilmiistiir. Genel olarak probleme dogrusal yaklagimlar yapilmistir. Bu

yiizden bazi sonuglarda birtakim hatalar olusmustur.

Tamamlayici fonksiyonlar yonteminin ¢ubugun serbest titresim analizinde sagladigi
avantajlar sirasiyla;

1) Coziim yontemi kesit alanini ifade eden belirli baz1 6zel fonksiyonlara bagimli
degildir, kesit alanini ifade eden tiim keyfi fonksiyonlar i¢in son derece uygundur.

2) Klasik metotlara gore daha az siirede ve daha az maliyetle daha hassas ve daha

dogru sonuglar bulunabilmektedir.

Ayrica sonuglar incelendiginde kesit alandaki degisimin titresim karakteristigi
lizerindeki etkisi goriilmektedir. Inhomojenlik parametresindeki artis ile elde edilen
dogal frekans degerleri de artmistir. Ozel teknik ihtiyaclar igin gerekli frekans

degerlerinin kesitteki kiiclik degisimlerle saglanabilecegi ortaya ¢ikmaktadir.
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EKLER

EK 1 Bessel Diferansiyel Denklemi ve Coziimleri

Ikinci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemler igerisinde Bessel
diferansiyel denklemi 6nemli bir yere sahiptir. Pek ¢ok miihendislik probleminin
¢Oziimiinde Bessel denklemlerine ve bu denklemlerin ¢6ziimii olan fonksiyonlarla sik
sik karsilasilir.

v’nin herhangi bir parametre olmas1 durumunda,
x2y +xy' + (x*—v3)y =0
seklindeki denkleme v. dereceden Bessel diferansiyel denklemi denir. Bu sekildeki

bir denklem, ikinci mertebeden degisken Kkatsayili denklemlerin ¢dziimiinde

kullanilan Frobenius metodu ile ¢oziiliir ve bu ¢oziim,

(_1)k (£)2k+v

=) ot o+ D) 2
k=0

seklindedir. J,(x) ¢oziimiine birinci tir Bessel fonksiyonu, bu ¢éziimden lineer

bagimsiz olan

J»(x) cosvx — J_p,(x)
sinvx

Yv(x) =

¢oziine ise ikinci tiir Bessel fonksiyonu denir. Bu durumda diferansiyel denklemin

genel ¢oziimii,

y(x) = A],(x) + BY,(x)

seklindedir. Bu ¢6ziim v’ nin tamsay1 olmasi halinde elde edilir. Eger v bir tamsay1

degilse genel ¢6ziim,

y(x) = A]v(x) + B]—v(x)
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olur. Bu sekilde birinci ve ikinci tiir Bessel fonksiyonu ¢oziimlerinin grefikleri

asagidaki gibidir.

Sekil A.1. Birinci ve Ikinci Tiir Bessel Fonksiyonu
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EK 2 PZT-4 icin Sabitler[37]

[138.499 54016 73643 0 0 O

54016 138499 73643 0 0 0

Elastik Sabitler . ]- 73.643 73.643 114745 O 0 0
. 0 0 0 211 0 0

0 0 0 0 211 0

| 0 0 0 0 0 226

[0 0 0 0 12720
Piezoelektrik Sabitler [e, ]J=| 0 0 0 1272 0 0 (C/m?
52 -52 1508 0 0 0

13.06 O 0
Dielektrik Sabitler [,]=] 0O 13.06 O x107° (C¥/Nm?)
0 0 1157

Yogunluk p =7600 (kg/m°)
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