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OZET

BAZI CEBIRSEL YAPILAR ICIN SONLU TURETILMIS TiP OZELLIGI

Vesile INCESU
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigman :Yrd. Dog. Dr. Basri CALISKAN

Eyliil 2015, 37 sayfa

S bir yarigrup ve p da § iizerinde bir kongriians olsun. Bu tezde, p kongriians1 S x § direk
carpim yarigrubunun bir alt yarigrubu olarak ele alinmig ve eger p sonlu tiiretilmis tip
ozelligine (kisaca FDT) sahip ise S nin de FDT 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Buna ilave olarak, M bir monoid ve T de M deki indeksi sonlu olan bir alt monoidi (yani,
M, T nin bir kiiciik genislemesi) olsun. Eger T, FDT 6zelligine sahip ise M nin de FDT
ozelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Y bir yarilatis, S¢, (0 € Y) ayrik yarigruplarin bir ailesi ve S = S[Y, So, 44 g] bu yarigruplarin
bir giiclii yarilatisi olsun. S yarigrubunun FDT 06zelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosulun Y yarilatisinin sonlu ve her Sy (a € Y) yarigrubunun FDT 6zelligine sahip olmasi
gerektigi gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Monoidler, kongriianslar, yarigruplarin giiclii yarilatisi, grafikler,
sonlu tiiretilmis tip 6zelligi



ABSTRACT

FINITE DERIVATION TYPE FOR SOME ALGEBRIC STRUCTURES

Vesile INCESU
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist. Prof. Dr. Basri CALISKAN

September 2015, 37 pages

Let S be a semigroup and let p be a congruence on S. In this thesis, p is considered a
subsemigroup of § x § and it is shown that if p has finite derivation type (FDT), then so
does S.

In addition to this, let M be monoid and let T be a submonoid of finite index in M (that is,
M is small extension of 7). It is shown that if 7" has FDT, then so does M.

Let Y be a semilattice, Sy (¢ € Y) be a family of disjoint semigroups and let § =

S[Y,Sa,Aq p] be a strong semilattice of semigroups. It is shown that the semigroup S has
FDT if and only if Y is finite and every semigroup Sy (¢ € Y) has FDT.

Key Words: Monoids, congruences, strong semilattice of semigroups, graphs, finite deriva-
tion type property
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Homolojik sonluluk kosulu

Monoid (ya da yarigrup) takdimi

S kiimesinin kartezyen carpimi

yarigruplarin giiclii yarilatisi

A kiimesi tarafindan dogrulan yarigrup

S yarigrubuna 1 eleman eklenerek elde edilen monoid

T Yarigrubunun S yarigrubundaki indeksi

Yarigruplarin bandi

A kiimesinden olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
AT U{1}

R yi igeren en kii¢iik kongriians

AT yarigrubunun p kongriiansi ile boliim yarigrubu

A* monoidinin p kongriiansi ile boliim yarigrubu

w kelimesinin uzunlugu

x elemaninin p kongriiansina gore denklik sinifi

w1 ve wy kelimeleri 6zdes

w1 kelimesinden wy kelimesine sonlu bir dizi

R yeniden yazma sistemine gore indirgenemez elemanlarin kiimesi
x kelimesinin denklik kiimesi

x kelimesinin y kelimesine indirgenmesi (tek adimda)

Bos indirgeme (etkisiz)

x kelimesinin y kelimesine indirgenmesi (birden fazla adimda)
I' grafiinde bir kenar

I' grafiginde U kosesinden V kosesine bir yol

I' grafiginde V kosesinden U kosesine bir yol

Baglangi¢ ve bitis koseleri ayn1 olan kapali yollarin kiimesi

Vil



1. GIRIS

Cebirsel yapilarin sonluluk kosullar ile ilgili ¢alismalar matematikciler i¢in en 6nemli
calisma konularindan birisidir. Periyodiklik, yerel sonluluk, residual (artiksal) sonluluk,
sonlu takdim edilebilirlik, ¢oziilebilir kelime problemine sahip olma, yeniden yazma sis-
temine sahip olma ve sonlu tiiretilmis tip 6zelligine sahip olma gibi 6zellikler sonluluk
kosullarindan bazilaridir. Bu 6zellikler kendi aralarinda ve diger bazi cebirsel problem-
ler arasinda ilging iliskilere sahiptirler. Ozellikle tam yeniden yazma sistemi (confluent ve
Notherian 6zelliklerine sahip bir yeniden yazma sistemi) kelime probleminin ¢oziilebilir

olup olmadiginda kullanilir.

Yeniden yazma sistemleri ile monoidlerin takdimleri arasindaki iligki son yillarda oldukca
ilgi cekmektedir. Tam yeniden yazma sistemine sahip sonlu takdimli bir monoid icin kelime
probleminin ¢oziilebilir oldugu iyi bilinen bir gercektir. Bilindigi gibi bu sonug, alinan
keyfi iki kelimenin sonlu adimda tek bir indirgenmis kelimeye sahip olmasi gercegi ile
miimkiindiir. Ancak bu sonucun tersi olan "Coziilebilir kelime problemine sahip her sonlu
takdimli monoid sonlu ve tam yeniden yazma sistemi ile ifade edilen bir takdime sahip

midir?” problemi yillardir ¢oziilemeyen bir problem olarak kalmistir.

Bu problem 1987 yilinda Squier tarafindan negatif olarak yanitlandi (Squier, 1987). Squier
bu calismasinda ¢oziilebilir kelime problemine sahip sonlu takdimli monoidler oldugunu
ve bu monoidlerin takdimlerinin sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip olmadigini
gostermistir. Bu calismadaki yaklasim homolojik cebire dayanmaktadir ve gosterilmistir ki
sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoid ayn1 zamanda homolojik sonluluk
durumu olan FP3 6zelligini de saglamaktadir. Bu gereklilik ise asagidaki problemi ortaya

cikarmistir.

”Acaba F Pz 0zelligi, ¢oziilebilir kelime problemine sahip sonlu takdimli bir monoidin sonlu
ve tam yeniden yazma sistemine sahip olabilmesi i¢in sadece gerekli degil ayn1 zamanda

yeterli midir?”

Bu problem i¢in de hala ¢oziim aranirken Kobayashi, (Squier, 1987) deki caligmasini FP3
ozelligine gore daha giiclii bir sonluluk durumu olan F' P.. 6zelligi i¢in gelistirmis olup, sonlu
ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoidin F P homolojik 6zelligini sagladigini

ispatlamistir (Kobayashi, 1990). Bu sonug¢ da dogal olarak bu iliskinin tersinin dogru olup



olmadigini dogurmustur. Bu durumun saglanmadigi, (Squier, 1994) de, sonlu tiiretilmis
tip Ozelliginden (kisaca FDT) yararlanilarak gosterilmistir. Squier (Squier, 1994) deki bu
calismasinda FDT o6zelligini literatiire kazandirmig; sonlu ve tam yeniden yazma sistem-
ine sahip bir monoidin bu 6zelligi saglamas1 gerektigi gibi dnemli bir sonucu ispatlamistir.
Squier bu calismasinda ayrica, FDT 6zelliginin monoidin takdiminden bagimsiz oldugunu

yani bu 6zelligin monoid takdimleri i¢in degismez bir 6zellik oldugunu gostermistir.
Ornegin, bir M monoidi i¢in A = {a,b,c} doguray kiimesi ve R de
cbab — cbcb, cbbb — cbcb, cbca — cacbh,

cbaa — cbca, cbba — cbca,
caab — cacb, cabb — cach,

caaa — caca, caba — caca

yeniden yazma kurallarini iceren bir bafintilar kiimesi olmak iizere, (A|R) takdimi
tarafindan tanimlanan M monoidi bir sonlu tam yeniden yazma sistemidir. Dolayisiyla sonlu

M monoidi FDT o6zelligine sahiptir (Cain vd., 2014).
Diger taraftan, A = {a,b;,c;,d; : i = 1,2,3} doguray kiimesi ve R de
b,a — ab; iE{1,2,3}

Cjbj—>C1b1 j€{2,3}

bjd; — bid; j€{2,3}

yeniden yazma kurallarini iceren bir badintilar kiimesi olmak iizere, (A|R) takdimi
tarafindan tanimlanan M monoidi FDT 6zelligini saglayan ama bir sonlu tam yeniden yazma

sistemi olmayan bir monoid 6rnegi (Katsura ve Kobayashi, 1997) verilmistir.

Bu sonlu tiiretilmis tip 6zelliginin altinda iki ana fikir yatmaktadir. Bunlardan birincisi, her
bir monoid takdimine bir grafigin iliskilendirilmis olmasidir. ikinci ana fikir ise, bu grafik-
teki biitiin yollarin kiimesi lizerindeki denklik bagintilarinin 6zel bir sinifin1 (koleksiyonunu)

belirlemeye dayanmaktadir. Bu denklik bagintilar1 homotopi bagintilar1 olarak adlandirilir.

Bir sonlu ve tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoid i¢in FDT 6zelligi bir gerekli

kosul oldugundan ve bu 6zellik monoid takdimleri i¢in degismez bir 6zellik oldugundan



hangi monoidlerin veya hangi monoid yapilarinin bu FDT 6zelligini sagladiklarinin
arastirilmasi onem arz etmektedir. Bu arastirmalarin bazilar1 (Wang, 1998), (Otto, 1999),
(Pride ve Wang, 2000), (Wang, 2007), (Malheiro, 2006), (Malheiro, 2009) ve (Malheiro,

2012) 6rnek olarak verilebilir.

Sonlu tam yeniden yazma sistemine sahip olan bir monoidin FDT 6zelligini sagliyor olmasi
bilinmesine ragmen, monoid sonlu doguray kiimesinin (homotopi bagintis1) bulunmasi da

bir o kadar onemli arastirma konusudur.

Bu diisiincelerle, bu tezin birinci boliimiinde Oncelikle tezde kullanilacak olan yarigrup

teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tezin ii¢iincii boliimiinde, S bir yarigrup ve p da § lizerinde S x S direk carpim yarigrubunun
bir alt yarigrubu olarak ele alinmis bir kongriians olmak tizere eger p FDT 6zelligine sahip

ise S nin de FDT 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Tezin dordiincii boliimde, M bir monoid ve 7 de M deki indeksi sonlu olan bir alt monoidi
(yani, M, T nin bir kii¢iik genislemesi) olmak iizere eger T, FDT 6zelligine sahip ise M nin

de FDT o6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Tezin son boliimiinde ise Y bir yarlatis, S (@ € Y) ayrik yarigruplarin bir ailesi ve
S = S[Y, Sa,/laﬁ] bu yarigruplarin bir giiclii yarilatisi olmak tizere S yarigrubunun FDT
ozelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun Y yarilatisinin sonlu ve her S

(a €Y) yarigrubunun FDT 6zelligine sahip olmasi gerektigi gosterilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

Bu boéliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan yarigrup teorideki temel tanim ve
teoremlerden bazilar1 ve bunlarla ilgili 6rnekler verilmigstir. Bu materyallerle ilgili daha de-

taylt bilgiler (Howie, 1995), (Ruskuc, 1995) ve (Sims, 1994) kaynaklarindan elde edilebilir.

2.1 Yangruplar

Tamim 2.1 § bos kiimeden farkli bir kiime olsun. S x § den S ye tanimli bir fonksiyona ikili
islem denir. Bu ikili islem x,y € S icin x - y seklinde gosterilir. Genelde x - y yerine kisaca xy

yazilir. Eger -7, § iizerinde bir ikili islem ise (S, -) ikilisine bir grupoid denir.

2 2

Tanmm 2.2 (S,-) bir grupoid olsun. Eger ikili islemi S lizerinde birlesme Ozelligine

sahip, yani her x,y € S i¢in
x-(y-2)=(xy)z
ise (S,-) grupoidine bir yarigrup denir.
Genellikle (S,-) yerine kisaca S yazilir ve “ikili iglem” yerine “¢arpma iglemi” kullanilir.
Tanim 2.3 S yarigrubu degisme 6zelligine sahip, yani her x,y € § i¢in
Xy =yx
ise S ye degismeli yarigrup denir.

Tamim 2.4 S bir yarigrup olsun. Eger bir e € § icin e = e oluyorsa e ye idempotent eleman
denir. Eger S yarigrubunun tiim elemanlar1 idempotent ise S yarigrubuna bir band denir.

Eger bir S yarigrubu hem band hem de degismeli ise S ye bir yarilatis denir.
Tanmm 2.5 S bir yarigrup olsun. Eger her s € S icin
Is=s=sl

olacak sekilde bir 1 € S varsa, 1 elemanina S nin birim elemani ve S ye de bir monoid denir.



Bir S yarigrubunun en fazla bir tane birim elemani vardir. Eger S birim elemana sahip degil

ise ekstra bir birim eleman kolayca eklenebilir. Her s € S i¢in
sl=1s=svell =1
olarak tanimlanirsa SU {1} bir monoid olur. S! kiimesi

S, S birim elemana sahip ise

SU{l1}, aksihalde

st =

olarak tanimlansin. S' kiimesine (eger gerekli ise) birim eleman eklenerek S den elde edilen

monoid denir.

Tanmm 2.6 Bir (S, -) monoidinde her a € S i¢in ab = 1 olacak sekilde bir b € S varsa (S, -)

ikilisine bir grup denir.

Eger bir monoidde bir elemaninin tersi varsa tektir. Bir a elemaninin tersi a~! ile gosterilir.

Tamm 2.7 S bir yarigrup ve H C S olsun. Her a,b € H i¢in ab € H ise H ye S nin bir alt
yarigrubu denir. S birim eleman: 1g olan bir monoid ve H de § nin bir alt yarigrubu olsun.

Eger 15 € H ise H de bir monoid olup, bu monoide § nin bir alt monoidi denir.

Verilen bir S yarigrubunun biitiin alt yarigruplarinin kesisiminin de, S nin bir alt yarigrubu
oldugu aciktir. Bir S yarigrubunun bir A alt kiimesi verilsin. O halde S nin A y1 igeren tiim alt
yarigruplarinin arakesiti de bir yarigruptur. Bu yarigruba A tarafindan dogurulan yarigrup
denir ve (A) ile gosterilir. (A) yarigrubu S nin A y1 igeren (kapsamaya gore) en kiiciik alt

yarigrubudur.

Tanim 2.8 S = (A) ise S ye A tarafindan dogurulmus ve A ya da S nin bir doguray kiimesi

denir.

olacag agiktir.

Tanim 2.9 S = (A) ve A nin S yi doguracak sekilde higbir 6zalt kiimesi yok ise S ye A

tarafindan minimal olarak dogurulmugs ve A ya da S nin bir minimal doguray kiimesi denir.



Tamim 2.10 Eger S nin, S = (A) olacak sekilde sonlu bir A alt kiimesi varsa S ye sonlu

dogurayli denir.

Tanmm 2.11 S ve T iki yarigrup ve f de S den T ye bir doniisiim (fonksiyon) olsun. Eger

her x,y € S icin

ise f ye bir homomorfizm denir.

Tanmm 2.12 S bir yarigrup olsun. Eger SL C L (RS C R) ise S nin bogtan farkli L (R) alt
kiimesine S nin sol ideali (sag ideali) denir. Eger S nin bogstan farkli bir 7 alt kiimesi hem

sag hem de sol ideal ise I ya S nin bir ideali (iki yanli ideali) denir.

Dikkat edilecek olursa bir yarigrubun iki yanlh her ideali bir alt yarigruptur. Fakat bir alt

yarigrubun bir ideal olmasi gerekmez.

Tanmim 2.13 S bir yarigrup ve T de S nin bir alt yarigrubu olsun. S nin kardinalitesine 7" nin
S deki indeksi denir ve [S : T] ile gosterilir. Eger T nin S deki indeksi sonlu ise S ye 7 nin

bir kiiclik genislemesi (ya da T ye S nin bir biiyiik alt yarigrubu) denir.

Tanim 2.14 S bir yarigrup / da S nin bir ideali olsun. Eger I, S nin bir biiyiik alt yarigrubu

oluyorsa / ya S nin bir biiyiik ideali denir.

Tanim 2.15 § bir yarigrup olsun. Eger S, ayrik alt yarigruplarinin bir birlesimi ise S ye

varigruplarin birlesimi denir.

Tamim 2.16 S bir yarigrup, Y bir band ve & € Y i¢in Sy lar S nin ayrik alt yarigruplar olsun.
Eger S = Ugey Sa ve her @, B €Y igin S¢Sg € Sop ise S ye yarigruplarin bir bandi denir
ve B[Y,Sq] ile gosterilir.

Tamim 2.17 § bir monoid olsun. Eger S, ayrik alt monoidlerin bir birlesimi ise S ye monoi-

dlerin birlesimi denir.

Tamim 2.18 S bir monoid, Y bir band ve & € Y icin Sy lar S nin ayrik alt monoidleri olsun.
Eger S = Ugey Sa ve her o, B €Y igin SoSg C Sop ise S ye monoidlerin bir bandi denir ve
BlY,Sq] ile gosterilir.

Tanmm 2.19 B[Y, S| yarigruplarin (monoidlerin) bir band1 olsun. Eger Y ayrica bir yarilatis

ise S ye yarigruplarin (monoidlerin) yarilatisi denir ve S[Y,Sy] ile gosterilir.



2.2 Bagmtilar, Denklikler ve Kongriianslar

Tanim 2.20 X bostan farkli bir kiime olmak iizere X x X in bir p alt kiimesine X {lizerinde

bir baginn denir. Tiim bagintilarin kiimesi B(X) ile gosterilir.

Ornek 2.21 , 1y = {(x,x) : x € X} ve X x X kiimeleri X iizerinde birer bagimtidur.

p, X lizerinde bir bagint1 olmak iizere (x,y) € p, xpy seklinde veya x = y(modp) seklinde

de yazilabilir. Ayrica, her p € B(X) i¢in p nun ters bagintisi (tersi)

p ' ={(nx) eXxX : (x,y) €p}

olarak tanimlanir.

B(X) tizerindeki ¢carpma iglemi herhangi iki p, o € B(X) eleman1 i¢in
poo={(xy) EXxX :z€X, (x,2) €p, (z,y) €0}
olarak tanimlanir. B(X), o ikili islemi ile bir yarigruptur. Ayrica (B(X),o), birim elemani

1x olan bir monoiddir.

Tanmm 2.22 p, X {izerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger

1. Ix C p ise p ya yansimali;

I'= pise p ya simetrik;

2. p~
3. pop C pise p ya gecismeli; bagint1 denir.
Tamm 2.23 Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli baginti ise p ya X iizerinde

bir denklik bagintist denir. xp = {y € X : (x,y) € p} olarak tanimlanan bu kiimeye x in

denklik sinifi denir. Ayrica
X/p={xp : xeX}

kiimesine X in p vasitasiyla olusturulan boliim kiimesi denir.

Eger {p; : i € I}, X kiimesi iizerindeki denklik bagintilarinin bostan farkl bir ailesi ise

ﬂpi

i€l



de X lizerinde bir denklik bagintisidir.

R, X kiimesi tizerinde herhangi bir bagint1 ise R C X x X oldugundan R yi iceren denklik
bagintilarinin ailesi bogtan farklidir. O halde R yi iceren tiim denklik bagintilarinin kesigimi
yine R yi iceren bir denklik bagintis1 olup, bu denklik bagintis1 R yi i¢eren en kiigiik denklik

bagintisidir. Bu en kiiciik denklik bagintisina R tarafindan dogrulan denklik bagintisi denir.

Tanim 2.24 S bir yarigrup ve R de S lizerinde bir baginti olsun. Eger her a € S ve
(s,1), (s',1") € Rigin

1. (as,at) € R ise R bagintisina sol uyumlu;
2. (sa,ta) € R ise R bagmtisma sag uyumlu;

3. (ss',1t") € R ise R bagintisina uyumlu baginti denir.

Ayrica, sol uyumlu denklik bagintisina bir sol kongriians, sag uyumlu denklik bagintisina

bir sag kongriians ve uyumlu denklik bagintisina bir kongriians denir.

Tanim 2.25 R, bir S yarigrubu iizerinde herhangi bir bagmt1 olsun. S iizerinde R yi igeren
en kiiciik kongriiansa R nin dogurdugu kongriians denir ve R¥ ile gosterilir. Bu durumda R

bagintisina, R kongriiansinin doguray kiimesi denir.

Tamim 2.26 S bir yarigrup ve p da § iizerinde bir kongriians olsun. S nin p vasitasiyla

olusturulan boliim kiimesi S/p lizerinde ¢arpma iglemi, her xp, yp € S/p igin

(xp)(yp) = (xy)p

seklinde tanimlansin. S/p, bu carpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin p

vasitastyla olusturulan boliim yarigrubu denir.
Tamim 2.27 S ve T iki yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. Eger
S/p=T

ise S ye T nin p ile bir genislemesi denir.



2.3 Takdimler

Bu kisimda yarigrup ve monoid takdimleri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tamim 2.28 A bos olmayan bir kiime (alfabe) olsun. Her 1,...,n € A icin
w=aiaz---ay

ifadesine uzunlugu(boyu) n olan bir kelime denir ve kelimenin uzunlugu (boyu) /(w) ile
gosterilir. Eger /(w) sonlu bir tamsay1 ise w kelimesine bir sonlu kelime denir. Eger /(w) =0

ise w kelimesine bos kelime denir ve bos kelime 1 ile gosterilir.

Tanim 2.29 A bos olmayan bir kiime olmak iizere, A iizerindeki tiim bos olmayan sonlu

kelimelerin kiimesi A" ile gosterilir. Diger bir ifade ile;
AT = {alaz-nan ‘n cZ veay,aa,...,a, EA}
olur. Ayrica
A = {alag---an ‘n € ZTU{0} veai,a,...,a, GA} =ATU{1}

olarak tanimlanir.

Tanmm 2.30 A" iizerindeki carpma her ay1,as,...,a, ve by, by, ...,b, € AT icin
(a1az-+-ay) (b1b2 -+ by) = aras---anb1ba -+ by,

olarak tammlamirsa, bu durumda A" kiimesi lizerinde tanimlanan ¢arpma islemi ile bir

yarigrup olur. A" yarigrubuna, A iizerindeki serbest yarigrup denir.

Tamim 2.31 A bir alfabe ve R C AT x AT olmak iizere, (A|R) ikilisine bir yarigrup takdimi
denir ve p , A" iizerinde R tarafindan dogrulmus kongriians olmak iizere, (A|R) tarafindan
takdim edilen yarigrup A" /p boliim yarigrubudur. Eger S yarigrubu A™ /p ya izomorfik ise
(A|R) ye S nin bir yarigrup takdimi denir.

Eger A ve R sonlu kiimeler ise (A|R) ye bir sonlu takdim ve eger bir S yarigrubunun bir

sonlu takdimi var ise S ye sonlu takdimli yarigrup denir.

Tanim 2.32 A bir alfabe, A*, A ilizerindeki serbest monoid, R C A* x A*, p da R nin
dogurdugu kongriians olsun. (A|R) ikilisine bir monoid takdimi denir. A*/p boliim monoi-
dine de (A|R) takdiminin tanimladi§1 monoid denir. Eger M bir monoid ve M = A*/p ise,

(A|R) ye M nin bir monoid takdimi denir.



M bir monoid ve (A|R) de M nin bir monoid takdimi olsun. O zaman e ¢ A i¢in (A, ¢|R, ae =
a,ea=a, e* =e, (a € A)) yanigrup takdimi M yi bir yarigrup gibi tammlar. Burada R, R den

r =1yada 1 = s seklindeki iligkilerin r = e ya da e = s ile degistirilmesiyle elde edilmistir.

Her yarigrup takdimi ayni zamanda bir monoid takdimidir. P herhangi bir S yarigrubunu
tanimlayan bir yarigrup takdimi ise, P bir monoid takdimi olarak diigiiniildiigiinde P, SU{e}
gibi bir monoidi tanimlar. S nin i¢inde birim eleman varsa artik bu SU {e} de birim eleman

olmayacaktir (Howie, 1995).

Tamim 2.33 (A|R) bir yarigrup takdimi ve wy,w; € AT olsun. Eger wy = ouff ve wo = avf
olacak sekilde o, € A* ve (u,v) € R (veya (v,u) € R) varsa wy , R deki bir iligki bir kez
kullanilarak w; den elde edilmistir denir. Eger wi =w, ise veyai=1,2,...,n— 1 i¢in @41,

R deki bir iligki bir kez kullanilarak ¢; den elde edilmis olmak iizere, kelimelerin sonlu bir
w1 =01,00,...,0b, =W

dizisi varsa wp, R deki iligkiler kullanilarak w; den elde edilmistir denir. Ayrica, wi = w»

iliskisi (A|R) nin bir sonucudur veya sadece R nin bir sonucudur da denilebilir.

Teorem 2.34 S bir yarigrup, A C S ve S = (A) olsun. O zaman, (A|R) takdiminin S nin bir

takdimi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
1) R deki tiim iligkilerin S de saglaniyor olmasi1 ve

ii) her u,v € A" igin u = v § de saglaniyor iken « = v bagintisinin R nin bir sonucu olmasidir.

Ispat: ispat icin (Ruskuc, 1995) e bakiniz.

Tanmm 2.35 p , S yarigrubu iizerinde bir kongriians ve (x1,x2) € p olsun. Her biri =1, 2

icin @;(x1,x2) = x; olarak tanimlanan doniigiime p dan S ye i. izdiigiim denir.

Tanmim 2.36 p , S yarigrubu iizerinde bir kongriians ve X de p icin bir doguray kiimesi
olsun. Eger her (x,y) € X i¢in (x,x), (y,y) € X ise X kiimesine p i¢in bir yansimali doguray

kiimesi denir.

Tanmm 2.37 G ve H iki grup ve N de G nin bir normal alt grubu olsun. Eger G/N bolim
grubu H ye izomorfik, yani G/N = H ise G ye H nin N ile olan geniglemesi denir.

10



Eger H ve N sonlu takdimli gruplar ise G de sonlu takdimli bir gruptur (Johnson, 1990).
Bu sonuctan hareketle S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olmak iizere, p yu
S xS nin bir alt yarigrubu olarak ele alinabilir. Yarigruplar da normal alt gruplarin gordiigu
islemi kongriianslar yaptigindan, p nun sonlu takdimli olmasi durumda S ve S/p nun sonlu

takdimli olup olmadig1 (Ayik vd., 2005) tarafindan arastirilmistir.

Lemma 2.38 S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. Eger X kiimesi, p i¢in
bir doguray kiimesi ise @; de i. izdiisiim olmak iizere @;(X) (i = 1,2) S igin bir doguray

kiimesidir.

Ispat: Ispat icin (Ayik, vd., 2005a) Lemma 2.1 e bakiniz.

Lemma 2.39 p, S yarigrubu iizerinde bir kongriians olsun. Eger p sonlu dogurayl ise p

icin sonlu yansimali bir doguray kiimesi vardir.

ispat: Ispat icin (Ayik, vd., 2005a) Proposition 2.3 e bakimz.

2.4 Yeniden Yazma Sistemleri

Tamim 2.40 A bir kiime, — (indirgeme bagintis1) A* iizerinde bir ikili islem, —~':— nin
tersi ve

o, bagintilarin bileske islemi olsun.

1. 5 birim baginti

n n—1 ..
2. 9=—o0— ,n>0i¢in

* n + n
3. == Unzo —ve == ,~0 —
4, &3=—U—"1

5. <: birim bagnt1

—1
—¢r 0 ,n>0

o
s

+ n * n
7. <=Upso o ve o=U,>0 &

yukarida tanimlanan 6zellikler ile 5 yansimali ve gecisken ve & A* iizerinde bir denklik

bagintisi olup R = (A*,—) yapisina A iizerinde bir yeniden yazma sistemi ve — bagmtisina
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da yeniden yazma bagintisi denir (Book ve Otto, 1993).

1. Eger x € A* ve hi¢ bir y € A* i¢in x — y olmuyorsa x’e indirgenemez, aksi takdirde
indirgenebilir denir. A*’1n — bagintisina gore indirgenemez olan tiim elemanlarinin

olusturdugu kiime irr(R) ile gosterilir.

2. x € A* igin x’in denklik simift [x] ile gosterilir ve [x] = {y|y <> x} dir. Ayrica her B C A*

icin [B] = U,¢p[x] olarak tanimlanur.

3. (A*,—) bir yeniden yazma sistemi olsun. x,y € A* i¢in, eZer x & yiken y indirgenemez

ise bu durumda y, x icin bir normal formdur.

Tanim 2.41 R = (A*,—) bir yeniden yazma sistemi olsun.
Eger her w,x,y € A* icinw 5 xvew = yikenx = z ve y —» z olacak sekilde bir z € A* varsa

R’ye confluent denir.
w
% &
x Y
k) %
z
Sekil 2.1 Confluent.

Tanim 2.42 R = (A*,—) olsun. w € A* i¢in

W W Wy e

seklinde bir sonsuz dizi bulunmuyorsa R ye Noetherian (sonlanan) yeniden yazma sistemi

denir.

Tamim 2.43 R hem Noetherian, hem de confluent ise R ye A iizerinde bir tam yeniden yazma

sistemi (complete rewriting system) denir.

A bir kiime ve A*, A iizerindeki serbest monoid olsun. A* 1n elemanlart A nin elemanlarinin

olusturdugu sonlu diziler (kelimeler)dir. Bos kelime € ile gosterilir.

R C A" X A* olsun. x,y € A* i¢in x = urv ve y = usv olacak sekilde u,v € A* ve (r,s5) € R

varsa x — y yazilir. Zve 5 notasyonlar1 daha once tanimlandig1 gibi olsun. — tarafindan
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dogurulan denklik bagintist &, yansimali, simetrik ve geciskendir; diger bir deyisle —
bagintisini iceren en kiiclik denklik bagintisidir. Buradan &5, A* izerinde bir kongriianstir.
Bu yiizden, A* altindaki denklik siniflarinin kiimesi bir § monoidini olusturur; (A, R) ikili-

sine S nin bir takdimi denir.

Eger bir monoid bir sonlu tam yeniden yazma sistemi ile takdim edilebilir ise bu monoid

icin kelime problemi coziilebilirdir (Squier, 1987).

2.5 Grafikler

Bu boliimde herhangi bir P = (A|R) monoid takdiminin belirttigi bir sonsuz grafik I"' =

I'(P) nin nasil tanimlandii ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tanim 2.44 V : koseler kiimesi,

E : kenarlar kiimesi,

1,7 : E — V doniisiimleri, her e € E i¢in
1(e) : baglangi¢ kosesi,

7(e) : bitig kosesi olarak tanimlansin,

~1':E — E doniisiimii her e € E icin e~ # e, (e7') ' =e, t(e”!) = 1(e), 1(e7!) = 1(e)

kosullarini saglasin. Bu durumda
r=(V,Ezz, ")

beslisine bir grafik denir.

Tamm 245 ' = (V,E,l,r,*l)birgraﬁkvenENolsun. vo,V1,---,vp €V veer,ez,....e, €

E olmak iizere 1(e;) = v;, i = 1,2,...,n olacak sekildeki I" daki bir

p = (vo,e1,vi,...,Vn—1,€n,Vn)

2n+ 1 lisine (n uzunlugunda) bir yol denir.

P(I"), I grafigindeki tiim yollarin kiimesi olmak iizere

PA() ={(p,q): p.g € P(I')}
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kiimesi 1(p) = 1(q) ve 7(p) = ©(g) olacak sekilde baslangic ve bitis koseleri ortak olan

(kapal1 yol) tiim yollarin kiimesi gosterilsin.

Tanim 2.46 P = (A|R) bir monoid takdimi (A* in R nin dogurdugu en kiiciik kongriians
ile boliim monoidi) olmak iizere, her bir r € R igin r: (r*!,r~!) € R olsun.Bu takdimin

belirttigi I'(P) grafigi asagidaki sekilde tanimlanr.

1. Koseler kiimesi V, A* in elemanlarindan olusur,

2. Kenarlar kiimesi E = {(U,r,€,V) :U,V € A*ver € R, & = +1} biciminde dortliilerden
olusur.

3. Bir e = (U, r,&,V) kenarmin baslangici, bitisi ve tersi sirasiyla 1(e) = UrtV, t(e) =

Ur ¢V vee ! = (U,r,—&,V) seklinde tanimlanir.

I'(P) nin Tamim 2.44 de verilen grafik tanimini sagladigi agiktir.  Bununla birlikte
W, W' € A* ve V € I'(P) da herhangi bir kose ise W.V.W' = WVW' (A* daki ¢arpma) dir.
Egere = (U,r,e,V) ise W.eW' = (WU,r,e,VW') dir. Bu yiizden A* I'(P) grafigi iizerinde

bir iki yanli hareket meydana getirir. Bu hareket I" daki yollara genisletilebilir.

Tamm 2.47 " P = (A|R) monoid takdiminin belirttigi grafik olsun. Eger bir ~C P(?)(I")

denklik bagintis1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir homotopi bagintisi olarak adlandirilir.

1. Eger e1,e> I nmin iki kenar1 ise, o zaman

(e1.1(e2))(t(e1).€2) =~ (1(er).e2)(e1.7T(e2))

2. Egerp~q (p,q€ P(I')) ise, o zaman her U,V € A* i¢in U.p.V ~ U .q.V dir.

3. Eger p,q1,q2,r € P(I') yollan i¢in 7(p) = 1(q1) = t(q2), ©(q1) = 7(q2) = 1(r)
saglaniyor ve g1 =~ g ise, 0 zaman pgr ~ pqor dir.

1

4. Eger p € P(I") ise,0 zaman pp ™" ~ ly(py dir. (1;(p) : baslangi¢ kosesi ve bitig kosesi

1(p) ve tersi 11_(;1;) = 1,(,) olan bos yol.)
P(I') itizerindeki biitiin homotopi bagintilarinin toplulugu, kesim islemi ile kapalidir ve

P?)(I") min kendisi de bir homotopi bagmntisidir. Dolayisiyla, eger C C P?)(I') ise, P(I")

tizerinde C yi iceren bir tek en kiiciik ~¢ homotopi bagintist vardir.
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Tamim 2.48 (A |R) bir sonlu yarigrup takdimi ve I" bu takdimin belirttigi grafik olsun.
P@)(I") y1 bir homotopi bagmtist olacak sekilde doguran bir sonlu C C P(?)(I") varsa yani
~c=P@)(I') ise, (A|R) takdimi sonlu tiiretilmis tip (FDT) 6zelligine sahiptir denir. Eger
bir S yarigrubunun en az bir sonlu takdimi FDT o6zelligine sahip ise, S yarigrubu da FDT

ozelligine sahiptir (Squier vd., 1994).
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3. KONGRUANSLAR iCiN SONLU TURETILMIS TiP OZELLIiGi

X bir kiime, X ™, X iizerindeki serbest yarigrup ve X* da X iizerindeki serbest monoid olsun.
R C X" x X" ve R*, R nin dogurdugu en kiigiik kongriians olmak iizere S ~ X+ /R¥ olsun.

Bu durumda S yarigrubu (X |R) takdimi tarafindan tamimlanan yarigruptur.

Koseleri X 1n elemanlari ve kenarlari e = (U, r,€,V) seklinde dortliiler olan (X |R)

takdiminin belirttigi grafik I' = I' (X : R) olsun. Ayrica U,V € X*, r = (r“,r‘l) R,

€ = =£1 olmak lizere; herhangi bir kenarin;

baglangici
t(e) =Urv,
bitisi
T(e)=Ur%v,
ve tersi

el = (U,r,—¢,V)

ile gosterilsin. Her v kosesi i¢in 1, bos yol olmak iizere

dir.
Lemma 3.1 ¢ : (X;|R;) — (X2 |R,) takdimlerinin bir homomorfizmi,
B C PO(IY)

B2 ={(9(p),0(@)|(p.q) € B1} € PP (13)

olsun.

Her p,q € P(I1) i¢in p ~p, g olmas1 ¢ (p) ~p, ¢ (¢) olmasini gerektirir.
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Teorem 3.2 § bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. Eger p, S X S nin bir alt

yarigrubu olarak FDT 6zelligine sahipse bu durumda § de FDT 6zelligine sahiptir.

Ispat: p nun S x S nin bir alt yarigrubu olarak FDT 6zelligine sahip oldugu kabul edilsin.

Bu durumda p sonlu takdimlidir.

(Ayik, 2005a) Teorem 2.1 in ispatindan X C p olmak iizere her (x,y) € X i¢in

(x,x),(v,y) €X

olacak sekilde p, (X |R) seklinde bir sonlu takdime sahiptir.

Benzer sekilde
X'=o(X)

R'={o(r)[r € R} = {(@(r+1),9(r—1)) [r = (r1,71) € R}

olmak iizere S nin (X' |R’) gibi bir sonlu takdimi vardur.
(X'|R’) takdiminin FDT &zelligine sahip oldugu gosterilmelidir.

I'=L(X:R)veI"=TI(X':R') grafikleri sirasiyla (X |R) ve (X'|R’) yarigrup takdim-

lerinin belirttigi grafikler olsun.
Her (U,r,e,V) € I' ve 1 de bos kelime i¢in @ nin, (X |R) takdiminden (X’|R’) takdimine

(P(U7r78vv) = ((p(U),(p(r),s,(p(V))

o(1) =1

olacak sekilde bir homomorfizm oldugu agiktir.

p, FDT o6zelligine sahip oldugundan (X |R) yarigrup takdimi de FDT 6zelligine sahiptir.
Dolayisiyla

~c= P2 (I)

olacak sekilde P() (I") nin bir sonlu C alt kiimesi vardir.

C1 = {(o(p),0(q))|(p,q) € C}
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olsun. Bu durumda Cy, P®®) (I'’) mn bir sonlu alt kiimesidir.
Her x € X’ igin, X ve X' niin tanimlarindan dolay1 (x,x) € X dir.
Dolayisiyla her x1xx3 - - x,, € X'T icin

Y (x1x0... %) = (x1,x1) (x2,x2) -+ (X, Xm)

ve
y(l) =1
olacak sekilde X"* dan X* a herhangi bir ¥ homomorfizmi tanimlanabilir.
Herhangi bir W/ € X™ i¢in ¢ (y(W')) = W’ oldugu agiktur.
/

Her ' € R’ i¢in § yarigrubunda r/, | = 7", oldugundan (S de ayn1 elemam: temsil ederler onu

s ile gosterilsin.)

Bu durumda p yarigrubunda v (v, ) = y(r_;) oldugu goriiliir. (p nun (s,s) elemanini

temsil eder.)

Dolayisiyla
L(pr) =w (')
t(p)=w (")

olacak sekilde bir p,» € P(I") yolu vardir.

Bu durumda @ (p,/) € P(I'’)

dur.

G ={((1,/,+1,1),9(p.))|r € R’} olsun.

Bu durumda C,, P(?) (I'") nin bir sonlu alt kiimesidir.
UG = 28 (F’)

oldugu gosterilmelidir.
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U,V € X", ¥ € R ve ¢ = F1 olmak iizere ¢’ = (U',r,e,V’) € I'’ kenari igin bir ps =

v (U') .p%.w (V') €I yolu asagidakileri saglayacak sekilde segilebilir.

0 (pe) =0 (w(U").0(p)0(w (V') =U"9(pr)eV ~¢, €,

y(UrV)=vw((e)),

v (U’rl_gvl) =y (‘L’ (e’)) .

L(pe) =y (U y () v (V)

t(pe) =y (U )y (re)w(V)

Boylece her p’ € I'’ yolu igin bir p € I' yolu asagidaki gibi segilebilir.

o(p) ~c, p'

Simdi herhangi bir (p,q’) € P?) (I'") igin p ve g yollar1

¢(p) ~c, p'

¢ (q) ~c, ¢
ve

t(p) =1(q)

T(p) =1(q)
olacak sekilde secilsin.

~c= P2 (") ve (p,q) € PP (I') oldugundan p ~¢ ¢ dur. Lemma 3.1 den dolay1 ¢ (p) ~¢,
©(q) dir.

Bu durumda
p/ =Cuc, (P(p) =cuc, (p(q) =Cu6, q/

dir. Dolayisiyla
=cuc,= P(Z) (F/)

dir.

Bu yiizden (X'|R’) takdimi FDT ozelligine sahiptir. Buradan S de FDT 6zelligine sahiptir.
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4. MONOIDLERIN KUCUK GENISLEMESI ICIN SONLU TURETILMIS TiP
OZELLIGi

Bu boliimde S bir monoid ve T de S nin bir sonlu indeksli alt monoidi olmak iizere eger T’
sonlu tiiretilmis tip 6zelligine sahipse 7 nin bir kii¢iik genislemesi S monoidinin de sonlu
tiiretilmis tip 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir. Daha detayl bilgi i¢in (Wang, 1998) e
bakilabilir.

Teorem 4.1 S bir yarigrup, A, S nin bir doguray kiimesi ve 7', S nin bir biiyiik alt yarigrubu
olsun.

X = {slasz D S1, 52 ESI\T, a €A, sia, spa € T}
kiimesi 7T i¢in bir doguray kiimesidir.
Ispat: Ispat icin (Campbell vd., 1995) Teorem 3.1 e bakimz.

Teorem 4.2 S bir yarigrup ve 7', S nin bir biiyiik alt yarigrubu olsun. S nin sonlu dogurayh

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7" nin sonlu dogurayli olmasidir (Ruskuc, 1998).

Ispat: (=) Teorem 4.1 den
X = {slasz : 51, ;2 €S! \T, a€A, sia, sa € T}
kiimesi T i¢in bir doguray kiimesidir. Eger A ve S\ T sonlu ise X in de sonlu oldugu agiktir.

(<) Kabul edilsin ki B, T igin bir sonlu doguray kiimesi olsun. O zaman ¥ = BU (S\ T)

kiimesi S i¢in bir doguray kiimesidir. Eger B ve S\ T sonlu ise Y de sonludur.

Teorem 4.3 Bir sonlu takdimli yarigrubun bir kiiciik genislemesi de sonlu takdimlidir

(Ruskuc, 1998).

Ispat: 7, (A|R;) takdimine sahip sonlu takdimli bir yarigrup ve S, T nin bir kiiciik
geniglemesi olsun. Teorem 4.2 de oldugu gibi S, AU (S\T) (sonlu) kiimesi tarafindan

dogurulur ve S i¢in bu doguray kiimesinin elemanlarina gore bir takdim bulunabilir.

s € S\ T ve a € A herhangi iki eleman olsun. sa elemani ya 7 de dir, ki bu durumda sa,

AT daki bir kelime ile temsil edilir, ya da S\ T ye aittir. p(s,a) € ATU(S\T), sa=p(s,a)
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bagntis1 S de saglanacak sekilde bir kelime olsun. (Burada A ve S\ T Snin alt kiimeleri
olarak degil formal doguray kiimeleri olarak diisiiniilmektedir.) Benzer sekilde A(a,s) €
ATU(S\T) elemani as = A(a,s) bagintis1 S de saglanacak sekilde segilsin. Son olarak,
herhangi iki s, € S\ T igin 7(s,a) € AT U(S\T) yi st = 7(s,t) bagintis1 S de saglanacak
sekilde secilsin.

Iddia
P = <A7 S\T|R17
sa=p(s,a) 4.1)
as = Ala,s) (4.2)
ss' = 1(s,s) (4.3)

(s,s" € (S\T), acA)

takdimi S yi tanimlar.
Ry ={(sa=p(s,a)),(as=A(a,s)),(ss' = n(s,s")) : (5,5 € (S\T), a € A)}

olarak gosterilsin. Bagmtilarin tiimiiniin S de saglandig1 aciktir. u,v € (AU (S\T))" ele-
manlar1 u = v bagintis1 S de saglanacak sekilde iki keyfi eleman olsun. # = v nin P takdi-

minin bir sonucu oldugu gosterilmelidir.

Ik olarak, dikkat edilirse (4.1), (4.2) ve (4.3) bagmtilar1 kullanilarak u = u; ve v = v,
bagmtilarinin P nin bir sonucu olacak sekilde uj,v; € AT U (S\ T) kelimeleri bulunabilir.
u; = vy bagmusi S de saglandigindan ya u; = v, € S\ T ya da uy, vi € AT olmahdir. Tk
durumda, u = u; = v{ = v, P nin bir sonucudur. Ikinci durumda ise u; = v; T de saglanir
ve boylece Ry bagintilar1 kullanilarak elde edilebilir ve yine u = uy = v = v, P, P nin bir

sonucu olarak elde edilir.

S bir yarigrup, 7' de S nin bir biiyiik alt yarigrubu (S, 7 nin kii¢iik genislemesi), Pr =
(AIR;) ve Ps = (A,S\ T|R1,Ry) takdimleri T ve S yarigruplarinin takdimleri ve I ve I
grafikleri bu takdimlerin belirttigi grafikler olsun. (Burada I'7, Is nin bir alt grafigi olarak

ele alinabilir.)

I', Is nin ayn1 koselerine sahip bir alt grafigi olsun. Ama r € Ry, u,v € (AU(S\T))*,
€ = +£1 i¢in Iy nin (U, r,€,V) kenarlarni igersin. Py (I") (yada P_(I")) I" da (U,r,+1,V)
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(yada (U,r,—1,V)) seklinde kenarlar1 iceren yollari gostersin. Bu durumda asagidaki gibi

bir lemma yazilabilir.
Lemma 4.4 Herhangi bir U € (AU (S\ T))* igin en az bir U’ € A*U (S \ T) vardir. Oyle ki

U dan U’ ye bir p € P, (I") yolu vardur.

Ispat: U € (AU(S\ T))* olsun. Bu durumda Wy, Ws,... , W, 1 € A* ve s1,51,...,5, €S\ T
olmak iizere

U=WisiWasy - Wys, Wy

seklinde olup, burada i =1,2,...,n+1vea € A, W/, W' € A* i¢in

yada
v‘/i = am//

seklindedir. Dolayisiyla

U = Was\Wyas; - 'Wn'aan,;Ha

ya da

U = aW/'siaWy'sy - -aW,;/snaW,;ﬁrl

kelimesinde ortaya ¢ikan

ya da

elemanlar1 R, bagimtilarinin bir sonucu oldugundan U; € (AU (S\T))*, U/ € A* i¢in
€ = (Ui; ri, +17Ui/)

olacak sekilde e; € I' kenarlar1 vardir. Dolayisiyla U dan U’ = U{U;---U,, ye bir p =

erey- ey € PL(I') yolu vardir.

Herhangi bir » € R UR; ve 51, 57 € (S\ T)U{0} icin Lemma 4.4 den s;7*'s, den V € A* U
(S\T)yebir P 1, €Pi(I") yoluve sirlsydenV/ € A*U(S\T) ye bir py, 15, € PL(I)
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1

yolu segilebilir. Ciinkii s;77'sy = 51715y S de saglanir. DolayisiylaV =V’ € S\ T yada

V, V' € A* ve V =V’ bagintis1 T de saglanir. Bu yiizden V den V' ye P(I7) = P(I7)U{1;:

s € A*} olacak sekilde bir g5, s, € P(IT) yolu vardir.

Cl - {<(S17r7+17S2)apsl7r+1732q51.‘r752p;171r71’s2> 181, 2 € (S\T)U{@},I’GR]URZ}
alinirsa bu durumda

Ci c PO (I3)

dur.
Herhangi bir s € S\ T, x, ¥ € AU(S\T) ve s1, s2 € (S\T)U{0} icin

A(x,s), x€ Aise
9 (x,s) = ,
m(x,s), xe€ S\T ise

’ p(s,x), ¥ € Aise
W(S’x ) 5

n(s,x’), x'€ S\T ise
olmak tizere 510 (x,s)x"sy den en az bir V' € A* U (S\ T) ye bir py, ¢(x.s).x,5, € P+(I") yolu
ve s1xy(s,x")sy den en az bir V' € A*U(S\ T) ye bir py, 1 y(s.v).5, € P+(I") yolu segilebilir.
Ciinkii 510 (x,5)x'sy = s1x@(s,x')s2(= s1xsx'sp) bagmtisi S de saglanir. Buradan V =V’ €
S\T yadaV,V' € A* ve V =V'bagmtis1 T de saglanir. Dolayisiyla V' den V ye bir gy, x5+ s,

yolu vardir.

pfv] X,8,x 50 - (Sl’ (XS, ¢ (x’ S)) ) +1 ,X/Sz) pSl 19 (x,8),X 52
p;/17x7s,x’,52 = (S]x, (sx’, llj(s,x’)) ,+17S2)psl,x,l,l/(s,x’),52QS1,x,s,x’,sz

olmak tizere,

Q= {(pgl,x,s,x’,szvp;/l,x,s,x/,s2> 1 s € S\T, x,x €AU (S\T), 51,52 € (S\T)U {0}}

alinirsa

G C p2) (I_s‘)

oldugu goriiliir.

Herhangi bir s, s’ € S\ T ,a € A, s1,52 € (S\T)U{0} i¢in s1p(s,a)s's2 den en az bir
V € A*U(S\T) ye bir py, p(sa).s.s, € Pr (') yolu ve sisA(a,s)s2 (= s1sas’sy) den en
az bir V! € A*U (S\T) ye bir py, s i(a).s, € Py (') yolu vardir. Ciinkii s1p(s,a)s'sy =
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sisA(a,s")sy (= sysas’sy) S de saglanir. BuradanV =V’ € S\T yadaV,V' € A*ve V =V/,

T de saglanir. Dolayisiyla V/ den V ye bir g, 5 4+ 5, € P(IT) yolu vardir.

qghs,a,sﬁsz - (s1, (sa,p(s,a)) ’+1’SIS2)pShP(Sva)-,S/,Sz’
qzll,s,%s"m = (Sls7 (as,vl(aasl)) 7‘l’laS2)psl,sﬂ(a,s’),sﬂsl,s,a,s’,sz

olmak tlizere

Cz = {(q;ma,smz’q;/17s7a7s’7Sz) cacA, s, s €S\T,s;,sn€(S\T)U {0}}

alinirsa

G C p (I3)

oldugu goriiliir.

En az bir B € P?) (I7) igin
~p=P®) (I7)

oldugu kabul edilsin.
C=BUC,UCUC; C P (I3)

olsun.

Bu durumda

~c= P (I5)

oldugu gosterilmelidir.
Lemma 4.5 Herhangi bir e € Ig icin

T(p+),t(p-) €ATU(S\T)

ve

e ~c p1qp-

olacak sekilde p; € P, (I"), p— € P_(I'") yollar1 ve g € P(I7) yolu vardir.

Ispat: U, V € (AU(S\T))*, r € R UR,, € = 1 olmak iizere e = (U, r,€,V) herhangi bir

kenar olsun.

Lemma 4.4 den dolay1 U kosesinden en az bir U’ € A* U (S\ T) kosesine bir p; € Py (I")
yolu ve V kosesinden en az bir V/ € A*U (S\ T) kosesine bir p, € P, (I") yolu vardir.
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~¢ bir homotopi bagintis1 oldugu icin
e~c (p1.rtv) (U'rg.pz) (U',r,e,V’) (pl_l.r_gV’> (Ur_g.pz_l)

oldugu elde edilir.

C) in elde edilisinden dolay1 p3, ps € PL(I") ve g € P(IT) olmak iizere

(U,,}", 87‘/,) =c PSCIPZ]

oldugu goriiliir.

Dolayisiyla
py = (p1.rfV) (U'r%.p2) p3 € P (')
ve

p-=p;' (pfl.r*SV'> (Ur*‘g.pgl) eP_(I')

olmak tizere

e=c p+qp—

elde edilir.

Lemma 4.6 Herhangi iki kenar e;, e; € P, (I") igin e8er t(e;) = 1(e2) ise bu durumda

7(p), ©(p') € A*U(S\T) ve e1p ~¢ exp'q olacak sekilde p, p’ € P.(I") ve q € P(I7)

yollar1 vardir.

Ispat: ¢; = e, ise sonug dogrudur.
e1 # ey oldugunu kabul edilsin.

1(e1) = 1(ep) oldugundan agagidaki ii¢ durum ortaya ¢ikacaktir.

l. e = (Ul, ry, +1, Uzr;1U3), ey = (UerIUz, ra, +1, U3) Uy, U, Us €
(AU(S\T)),ri,m ERy

2. e1 = (Uy, (x5,0(x,5)), +1, XUs), ex = (Upx,(sx',y(s,x)), +1, Up) Uy, Up, €
(AU(S\T))", x,x,€ AU(S\T),s € S\T,
Eger x € Aise ¢(x,s) = A(x,s) yadax € S\ T ise ¢(x,s) = m(x,s)

Egerx’ € Aise y(s,x') = p(s,x') yadax’ € S\ T ise y(s,x") = m(s,x')
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3. U, Uy, € (AU(S\T))",a€A,s,s €S\T olmak iizere
e = (U17 (sa,p(s,a)), +1, s'Uz), e = (Uls, (as’,A(a,s")), +1, U2)

dir.

1. durum igin;

¢ = (Ulrl_]Uz, ry, 41, U3> eP (), ¢y = <U1, L 41, U2r2_1U3> € P..(I") olmak iizere
e1€] ~c exé)
dir. Lemma 4.4 den dolay1 en az bir V € A*U (S\ T) igin
t(e)) = 1(eh)
olacak sekilde bir p; € P, (I") yolu vardur.
p=eip1 € P.(I') ve p' =ehp1 € P()

olsun. Bu durumda
©(p), ©(p') €ATU(S\T)
ve
e1p~cexp'

dir.

2. durum i¢in ;
U) den en az bir V; € A*U(S\ T) ye bir p; € PL(I') yolunu ve U, den en az bir V, €
A*U(S\T) ye bir py € P,(I') yolu segilsin.

Bu durumda

€] (U1¢)(x,s)xl.p2) (pl,(])(x,s)lez) =c p3 (Vl7 (XS,¢(X,S)), +17 X/V2)

olmak iizere p3 = (p1.xsx'Us) (Vixsx'.p2) € P(I') ve

e2 (Uixy(s,x').p2) (p1.xy(s,x')Va) ~¢ p3 (Vix, (sx', y(s,x)), +1, V)

elde edilir.
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(> olusturulmasindan dolay1

(V1, (x5,0(x,5)), +1, X'Va) ps ~2¢ (Vix, (sx',9(s,x')), +1, V2) psq

olacak sekilde p4, ps € P+(I") ve g € P(IT) yollar vardir.

p=(U1¢(x,5)x".p2) (p1.9(x,5)x'V2) ps € Po(I")

ve

P = (Uixy(s,x).p2) (p1.xy(s,x')V2) ps € PL(I)
olsun.
Bu durumda,

e1p~cep'q
ve
©(p),7(p’) EATU(S\T)

dir.

3. durum i¢in;

Cs3 iin elde edilisinden dolayi, (2) deki uygulamaya benzer yontem ile ayni sonuca

ulagilabilir.
K =mak{1,L(p(s,a)), L(A(a,s)), L(n(s,s")) : 5,5’ € S\T,ac A}
olsun. Herhangi bir V € (AU(S\T))" igin V; € A*, s; € S\ T olmak lizere
V=VisiVasz - Vusn Vit

olsun.

f(V)=K,+L(V1) +L(V2) +---+L(Vy) + L(Vas1)

olarak tamimlansin. Herhangi iki V, V' € (AU (S\T))" i¢in

fVV) =fV)+ (V)
oldugu agiktir. Herhangi bir e = (U, r, +1, V) € P.(I") i¢in r € R, oldugundan

FY>K+1>K> (Y
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dir. Dolayisiyla

FUrV) = FO) + )+ £(V) > FO) + fF D)+ £(V) = FUFV)

dir. Bu yiizden
f((e)) > f(z(e))

dir.

Lemma 4.7 pi, py € P, (I") herhangi iki yol olsun. Eger t(p;) = 1(p3) ise bu durumda

T(p}), T(ph) € A*U(S\T) ve p1p)| ~¢ paphq olacak sekilde p', p5 € Py(I") ve g € P(IT)

yollar1 vardr.

Ispat: Ispat f (1(p;)) negatif olmayan tamsayis1 iizerinden tiimevarim yontemi ile yapilr.
Eger f(1(p1)) = 0 ise, sonug dogrudur.

f(1(p1)) < n igin sonucun dogru oldugu kabul edilsin. f(t1(p1)) = n durumu dikkate

alinmalidir.

Eger p; lerden biri bog yol ise, sonu¢ dogrudur. Dolayisiyla p; € P.(I") yollar ve e; ler
kenarlar olmak lizere p; = e;p1 ve p» = e1pz alinsin. Lemma 4.6 den 7(p’), 7(p”) € A*U

(S\T) ve
e1p) ~c exphq’ (4.4)

olacak sekilde p’, p” € P.(I") ve ¢’ € P(IT) yollar vardir.

Simdi pr1, p’ € Po(I"), 1(p1) = 1(p') ve f(1(p1)) = [ (t(e1)) < f(1(e2)) = f(1(p1)) =
dir, dolayisiyla tiimevarim hipotezinden ve 7(p’) € A*U (S\ T) gergeginden dolay1 7(p}) €
A*U(S\T) ve

Pipi ~c P ai (4.5)

olacak sekilde p| € Py (I") ve g1 € P(I7) yollart vardir.
Benzer sekilde 7(p)) € A*U(S\T) ve

Paps ~c g (4.6)
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olacak sekilde p} € P, (I") ve go € P(IT) yollart vardir.
Simdi (4.4), (4.5) ve (4.6) den dolay1
p1py = e1pip) ~c e1p'q1 ~c exp”q'qu,
/ —/ 1
P2py =expapr; =c éxp q2

dir.

qg= qglq’ql olsun. Bu durumda g € P(I7) ve

PP ~c e2p"q2q5 "¢ g1 ~c p2rhq

olur.

Sonuc 4.8 pi, p» € PL(I") herhangi iki yol olsun. Eger 1(p1) = 1(p2) ve t©(p1), T(p2) €
A*U(S\T) ise bu durumda

P1 =c p29

olacak sekilde bir ¢ € P(I7) yolu vardir.

Lemma 4.9 Herhangi bir p € I yolu i¢in t(p), 1(p-) € A*U(S\T) ve p ~¢ p+qp—

olacak sekilde p; € P (I"), p— € P_(I') ve g € P(I7) yollart vardr.

ispat: e1,ea,...,ey € Ig kenarlar olmak ilizere p = eje; - - - e, olsun. Lemma 4.6 den dolay1

©(pi), ©(pj) €ATU(S\T)

ve

e ~c p;q,-plfl (i=1,2,...,m)

olacak sekilde p;, pi € Py (I") ve ¢; € P(I7) yollari vardir. Dolayisiyla

p=c piapy ' Phaaps ' Pl

dir.
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1(pi) = 1(p}y) ve T(pi), ©(p}y ;) € A*U(S\T) oldugundan dolay1, Sonug 4.8 den

/ /
Pivr1 =c Piq;

olacak sekilde bir ¢} € P(I7) yolu vardir. Bu yiizden p; ' p! 1 >cq; (i=1,2,...,m) elde

edilir.

Dolayisiyla, ¢ = q1419245 - - - q,,,_19m € P(I'T) olmak iizere

p=~c piqpy'

dir.

Lemma 4.10 ~c= P?)(I3) dur.

Ispat: Herhangi bir (p1, p2) € P®(I3) icin Lemma 4.9 den

©(p4), T(PL), 1lp-), 1(pL) €ATU(S\T)

P1=c pP+41P-

veE

p2 ~c Pqap

olacak sekilde py, p', € P.(I'), p—, p’_ € P_(I') ve q1, g2 € P(IT) yollar vardur.

Eger t(p), ©(p'.), 1(p-), 1(p") lardan biri S\ T de ise bu durumda
t(py) =1(p}) =1(p-) =1(p) =s€S\T

/

dir, ve (1(p4+) = 1(ply), T(p-) = 7(pl) i¢in), 1 = g» = 15 olur.

Sonug 4.8 den dolay1

P+ ~cpl,

p-~cp_
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dir. Dolayisiyla

p1~c p+p—~c PP ~c p2

dir.

Simdi 7(p4), ©(pl.), 1(p-), 1(p") € A* oldugu kabul edilsin. Bu durumda g1, g» € P(I7)
dir. Sonug 4.8 den dolay1

p+ ~c P g3
vep_ ~cq;'p.
olacak sekilde g3, g4 € P(I7) yollar1 vardir.

(91,95 'q2q4) € PA(I7)

veE

~p=P(I7)

oldugundan g1 ~c g5 1qzq4 dir. Dolayisiyla

—1 —1
P1~c p+qip— ~c Pea3q; 92949, ' P ~c Pl qap ~c p>

dir.

Bundan dolay1
~c=PI(I3)

oldugu elde edilir.

Teorem 4.11 S bir monoid ve 7' de S nin bir sonlu indeksli alt monoidi olsun. Eger T FDT

ozelligne sahip ise, 7" nin bir kiiciik genislemesi olan S monoidi de FDT 6zelligne sahiptir.

Ispat: Eger T FDT ozelligne sahip ise, B sonlu secilebilir. Bu durumda C sonludur ve
dolayisiyla
~c=PA)(I})

dir ve S nin de FDT 6zelligne sahip oldugu gosterilmis olur.
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5. YARIGRUPLARIN GUCLU YARILATISI ICIN SONLU TURETILMIS TIP
OZELLIGi

Y bir yarilatis ve Sy (o € Y) ayrik yarigruplarin bir ailesi olsun. Herhangi iki eleman
a,peYicnf <o (f<asaf=p),1,p:Sq— Sg homomorfizmi olsun ve bu homo-

morfizmler asagidaki kosullar1 saglasin.
1. Her @ € Y, Ag o lizerinde birim doniisiim 15,
2. Her a,B,y €Y igin y < § < a olacak sekilde Ay gAg , = Aq,y-

S = Ugey S« lizerindeki ¢arpma Sq bilesenlerindeki ¢arpma ve A, g homomorfizmleri

vasitasiyla her x € S¢ ve y € Sg i¢in

Xy = (xaa,aﬁ ) (ylﬁ,aﬁ)

tanimlanir. Bu ¢arpmaya gore bir yarigruptur. Bu yarigruba yarigruplarin giiclii yarilatisi

denir ve S[Y,Sq, Ay ] ile gosterilir.

Teorem 5.1 S = S[Y,Sy] yarigruplarin bir yarilatisi olsun. Eger Y sonlu ve her Sy (ot €7)
FDT o6zelligine sahip ise S de FDT 0zelligine sahiptir.

Ispat: Ispat icin (Malheiro, 2012) Teorem 1 e bakiniz.

Teorem 5.2 S = S[Y,Sq, ¢, B] yarigruplarin bir giiclii yarilatisi olsun. § nin sonlu dogurayl
(sonlu takdimli) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ¥ sonlu ve her Sy, (o € Y) yarigrubunun
sonlu dogurayli (sonlu takdimli) olmasidir.

ispat: Ispat icin (Araujo vd., 2001) Teorem 6.1 e bakiniz.

Teorem 5.3 § bir yarigrup ve T de S nin bir biiyiik ideali olsun. Eger S yarigrubu FDT
ozelligine sahip ise T de FDT o6zelligine sahiptir.

Ispat: ispat icin (Malheiro, 2009) Teorem 1 e bakiniz.

Teorem 5.4 S = S[Y,Sq, Ay g] yarigruplari bir giiglii yarlatisi olsun. S nin FDT 6zelligine
sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul Y nin sonlu ve her Sy, (a € Y) yarigrubunun FDT

ozelligine sahip olmasidir.
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Ispat: (<:) S = S[Y, Sa, Aq,p] yarigruplarm bir giiglii yarilatisi olsun. Teorem 5.1 den
dolay1 Y sonlu ve her Sy (o € Y) yarigrubu FDT 6zelliine sahip oldugundan S de FDT

ozelligine sahiptir.

(=:) S nin FDT o6zelligine sahip oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla S sonlu takdimlidir.

Teorem 5.2 den dolay1 Y sonludur.

S!, (o € Y) monoidi, Sy yarigrubuna 1, birim elemanimn ilave edilmesiyle elde edilen

monoidler olsun. Her o, B € Y ve aff = B3 icin
Aap:Se— Sk
doniisiimii her x € S ve A (1) = 1 igin
Do (%) = Ag p (x)
olarak tanimlansin.
Bu tanimlar, S yi bir alt yarigrup olarak iceren

I :S[Yﬂgtl)ullﬁ]

o

monoidlerin bir giiclii yarilatisinin elde edilmesini saglar. Burada

T\S={lg: ey}

kiimesinin sonlu bir kiime oldugu aciktir.

Bu yiizden S, T nin bir biiyiik alt yarigrubu (ya da T, S nin bir kiigiik genislemesi) dur.
Teorem 4.11 den dolay1 T yarigrubu da FDT 6zelliine sahiptir.

Bir giiclii yarilatis, 6zel olarak monoidlerin bir band1 olup (Malheiro, 2007) Teorem 5.1 den

dolay1 tim S}, (& € Y) ler FDT 6zelligine sahiptir.

Son olarak herhangi bir (o € Y) igin S yarigrubu, S} icin bir ideali olan bir biiyiik alt
yarigrubudur. Dolayisiyla Teorem 5.4 den dolay1 her S, da FDT o6zelligine sahip oldugu

sonucu elde edilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada Squier’in (Squier, 1994) deki calismasinda literatiire kazandirdig1 sonlu ve
tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoidin saglamasi gerektigi FDT 6zelliginin bazi
cebirsel yapilarda nasil saglandig ile ilgili arastirmalar yapilmistir. Bu calismalarda izlenen
metot genellikle sonlu takdimli monoidlerin belirttigi grafikler {izerinde tanimli homotopi

bagintilar1 i¢in sonlu doguray kiimesi bulmaya dayanmaktadir.

Ik olarak, p kongriians: bir S yarigrubu iizerinde S x S direk ¢arpim yarigrubunun bir alt
yarigrubu olarak ele alindiginda, eger p FDT 06zelligine sahip ise S nin de FDT 6zelligine

sahip oldugu gosterilmistir.

Daha sonra ise, M monoidi 7 alt monoidinin bir kiiciik genislemesi olmak iizere, eger T,

FDT o6zelligine sahip ise M nin de FDT 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Son olarakta S = S[Y, S, Aq g] yarigruplarin bir giiclii yarilatisi olmak iizere S yarigrubunun
FDT o6zelligine sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun Y yarilatisinin sonlu ve her Sy

(a €Y) yarigrubunun FDT 6zelligine sahip olmasi gerektigi gosterilmistir.

FDT ile ilgili arastirmalar 6zellikle matematikg¢iler ve biligisayar bilimciler tarafindan hizl

bir sekilde devam etmektedir. Uzerinde ¢alisilan bir acik problem asagida belirtilmistir.

SORU : § yarigrubu FDT 6zelligine sahip olsun. S X § nin ideallerinin de FDT 6zelligine
sahip olabilmesi icin gerekli kosullar nelerdir (Wang, 2007)?
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