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OZET

DONEL BIR HALKASAL BOSLUKTA BULUNAN MANYETIK AKISKANIN
GALERKIN SOLENOIDAL YONTEMI ILE DOGRUSAL KARARLILIK ANALIZI

Mustafa POYRAZ
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigsman :Yrd. Do¢. Dr. Durmus YARIMPABUC

Agustos 2016, 45 sayfa

Bu calismada, sabit bir £ agisal hizinda donen ve halkanin i¢ ve dig yiizeyleri arasinda
sicaklik farki bulunan bir halkasal bogluktaki elektriksel olarak iletken akiskanin homo-
jen bir B manyetik alan altindaki konveksiyon hareketinin bagladig1 an sayisal benzetim
yoluyla modellenmektedir. Halkanin i¢ ve dis yiizeylerinin kapali sinir sartin1 sagladigi
kabul edilmistir. Sayisal yontem hiz ve indiiklenmis manyetik alan degiskeninin sinir
sartlarin1 saglayan solenoidal baz fonksiyonlar: cinsinden yazilmasina dayanmaktadir.
Sicaklik degiskeni de sinir sartlarini saglayan baz fonksiyonlar: cinsinden yazilmstir.
Hareketi modelleyen kismi diferansiyel denklemler, ¢iftes baz fonksiyonlar: tarafindan
karsilanan alt uzaya Galerkin yontemiyle yansitilarak zamana baglh acilim katsayilarinin
evrimini modelleyen adi diferansiyel denklem sistemine indirgenmistir. Bu islem
sirasinda, momentum denkleminde bulunan basing terimi ortadan kalkmaktadir. Bu
sistem, dogrusal akis rejiminde Solenoidal baz ve yansitma prosediiriinii test etmek i¢in
cesitli sayisal deneylerde kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Termal konveksiyon, Donen halka, Manyetik alan, Solenoidal
bazlar, Legendre polinomlari.



ABSTRACT

LINEAR STABILITY ANALYSIS OF THE MAGNETIC FLUID IN A ROTATING
CYLINDRICAL ANNULUS BY USING SOLENOIDAL GALERKIN METHOD

Mustata POYRAZ
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist.Prof.Dr. Durmus YARIMPABUC

August 2016, 45 pages

In this study, onset of convection motion of a electrically conducting fluid in an annular
space, which rotates with a certain angular velocity 2 and has a temperature difference
between the inner and outer surface of the annulus, is numerically simulated under a
homogeneous magnetic field B. The rigid boundary conditions are considered to pro-
vide both the inner and outersurfaces of annulus. The numerical technique is based on
solenoidal basis functions satisfying the boundary conditions for both velocity and in-
duced magnetic field. The expansion bases for the thermal field are also constructed to
satisfy the boundary conditions.The governing partial differential equations are reduced
to a system of ordinary differential equations governing the time evolution of the ex-
pansion coefficients under Galerkin projection on to the subspace spanned by the dual
bases. In the process, the pressure term in the momentum equation is eliminated. This
system is used in various numerical experiments in the linear flow regime to test the
solenoidal basis and reflect the procedure.

Key Words: Thermal convection, Rotating annulus, Magnetic fields, Solenoidal bases,
Legendre polynomials.

11



Sevgili Aileme

11



TESEKKUR

Yiiksek Lisans tez konumun belirlenerek tez calismamin yiiriitiilmesini {iistlenen,
calismalarim siiresince degerli bilgi, tecriibe ve katkilarin1 esirgemeyen danigman ho-
cam Sayin Yrd. Do¢. Dr. Durmus Yarimpabug’a ve bu siirecte destegini esirgemeyen

hayat arkadagim Kiibra Poyraz’a tesekkiirlerimi sunarim.

Y



ICINDEKILER

TEZ ONAYI
TEZ BILDIRIMI
OZET . . . o i
ABSTRACT . . . . il
ITHAF SAYFASI . . . . . o iii
TESEKKUR . . . . . . . . iv
ICINDEKILER . . . . . .. .. . e v
CIZELGELER DIZINI . . ... ... . . . . .. . .. . .. ... vi
SEKILLER DIZINI . . ... .. .. . . . .. . .. . .. . .. ... ... vii
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . .. ... ... . ... ... ... viii
1 GIRIS . . . . 1
1.1 Maxwell Denklemleri ve Lorentz Kuvveti . . . ... .......... 1
1.2 CoriolisKuvveti. . . . . ... ... .. 5
1.3 Onceki Calismalar . . . . ... ... ... ............... 6
2 TEMEL FORMULASYON . . ... ... ... ... ... 12
3 SOLENOIDAL BAZ FONKSIYONLARI . . ................. 16
3.1 Hizicin Solenoidal Bazlar . . . . . ... . ... ... ... ... .. 16
3.2 Yansitma i¢in Ciftes (Dual) Bazlarin Olusturulmas: . . . . . . ... .. 19
3.3 Manyetik Alan i¢in Solenoidal Bazlar . . . . . ... .. ... ... .. 22
3.4 Manyetik Solenoidal Bazlarin Analitik Coztimi . . . . . . . . ... .. 24
3.5 Sicaklik icin Solenoidal Bazlar . . . . . . .. ... ... ... ..... 27
4 DENKLEMLERIN ZAYIFFORMU . . . .. ... .. ... ......... 28
4.1 Sayisal Yontem . . . . . . ... 31
5 DOGRUSAL KARARLILIK ANALIZI . . .................. 34
6 SONUCLAR . . . . . e 40
KAYNAKLAR . . . e 42
OZGECMIS . . . . . . . 45



CIZELGELER DIiZiNi

Cizelge 1.1 Maxwell denklemlerinin toplam yiik ve akimlar cinsinden integral ve

diferansiyel formlart . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 2
Cizelge 1.2 Maxwell denklemlerinin serbest yiik ve akimlar cinsinden integral ve

diferansiyel formlart . . . . . . . ... oo o Lo 2
Cizelge 1.3 Maxwell denklemlerinde bulunan sembollerin anlamlarive birimleri . . . 3

Cizelge 5.1 Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri icin kritik Rayleigh degerleri, Ra.. 37
Cizelge 5.2 Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri icin kritik dalga sayilart, k.. . . 38

Vi



Sekil 2.1
Sekil 2.2

Sekil 5.1

Sekil 5.2
Sekil 5.3

SEKILLER DiZiNi

Donen halkasal sistemin sematik gosterimi. . . . . . . . ... ... ...
Periyodik konvektif alan geometrisi . . . . . ... ... ... ... ...

Farkli Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri i¢in kritik Rayleigh
degerleri. . . . . . . . . . . ...
Farkl1 Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri icin kritik dalga sayilari. .
Artan Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri i¢in dogrusal kararlilik
E8IISI. .« v v e e e e

39

vii



:% =x

=

x7y7Z

SIMGELER VE KISALTMALAR

soguk ve sicak plaka arasindaki uzaklik
manyetik alan

indiiklenmis manyetik alan
yercekim ivmesi

basing

hiz vektorii

zaman

boyutsuz koordinatlar

lineer iletken sicakliktan sapma
acisal hiz

termal genlesme katsayis1
kinematik akismazlik (viskozite)
yogunluk

manyetik gecirgenlik

manyetik diftizyon

termal diftizyon

ozdegerler

plakalar arasindaki 1s1 farki
kritik dalga sayis1

dalga sayis1

kritik Rayleigh sayis1

Rayleigh sayis1

Chandrasekhar sayisi

Prandtl sayis1

Coriolis sayis1

viii



1. GIRIS

1.1 Maxwell Denklemleri ve Lorentz Kuvveti

1800’11 yillarin sonunda James Clerk Maxwell’in maddenin elektrik ve manyetik alan-
lardaki etkilesimini incelemesi sonucunda, bugiin hala gecerliligini koruyan ve bircok
calismanin temelini olusturup kendi adiyla da isimlendirilen vektor gosteriminde dort
tane Maxwell denklemi mevcuttur. Bu denklemler o kadar diizenlidir ki, Lorentz

doniistimleri altinda degismez (invaryant) kalirlar.

Lorentz kuvveti, fizikte, Ozellikle elektromanyetizmada, elektromanyetik alanlarin
olusturdugu noktasal yiik lizerindeki elektrik ve manyetik kuvvetlerin bileskesidir. Eger
q yiik iceren bir parcacik bir elektriksel E ve B manyetik alanin var oldugu bir ortamda
v hizinda ilerliyor ise bir gii¢ hissedecektir. Olusturulan herhangi bir kuvvet i¢in, bir de
reaktif kuvvet vardir. Manyetik alan i¢in reaktif kuvvet anlamli olmayabilir, fakat her
durumda dikkate alinmalidir. Bu temel denklemdeki farkliliklar, akim tasiyan teldeki
manyetik alan kuvvetini tanimlamaktadir (Bazen Laplace kuvveti olarak da anilir).
Manyetik alan i¢inde ilerleyen kapali tel dongii iizerindeki elektromotiv kuvveti ve
151k hizinda hareket eden yiik tasiyan bir parcacik iizerindeki kuvveti tanimlar (Lorenz
kuvvetinin relativite formudur). Tarihciler her ne kadar ilk ¢alismalar1 1865 yilinda
James Clerk Maxwell yazdig1 bir makaleyle iligkilendirselerde Lorenz kuvvetinin ilk
geligtirilmesi, 1889 yilinda Oliver Heaviside’a atfedilmektedir. Hendrik Lorentz den-

klemi Heaviside’dan birkag yi1l sonra gelistirmistir.

Elektrik ve manyetik alanlardan tiiretilen ve elektromanyetizma i¢in biiyiik onem arze-
den Maxwell denklemlerinin gerek serbest gerekse toplam yiik ve akimlar cinsinden,
gerek birimsel gosterimleri cinsinden, gerekse ele alinan fiziksel sistemin makroskopik
ya da mikroskopik olmasi yoniinden farkli tiirde integral ve diferansiyel yazilimlari

mevcuttur.

Maxwell denklemlerinin integral formlari ile diferansiyel formlarinin tanimlamalari bir-
birleriyle ayn1 anlami tagimaktadir. Diferansiyel formlar , integral formlarindan yola
cikilarak sirastyla diverjans ve Stokes teoremlerinin uygulanmasiyla elde edilmektedir.

Sonug¢ olarak Maxwell denklemlerinin diferansiyel sekillerinin daha kisa ve anlasilir



gosterimlerinin oldugu, ancak noktasal veya siirekli yiik dagilimlarinin ele alindig:
sistemler icin integral formlarinin daha kullanigh olduklar1 soylenebilir. Maxwell
denklemlerinin toplam yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel formlari

Cizelge 1.1 ozetlenmistir.

Cizelge 1.1 Maxwell denklemlerinin toplam yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel

formlari 0
§EdA =25 VE=Pe Elektrik Alanlar icin
S & &
Gauss yasasi
§B.dA=0 V.B=0 Manyetik Alanlar i¢in
s
Gauss yasasi
Edl= —— VXE=—— Farad
gf 7 5 araday yasasi
L - dobg | = - - O
$ B.dl = ol + go‘uod_tE V X B= uyJ+ EO,UOE Ampere-Maxwell
s
Yasasi

Serbest yiik ve akimlar cinsinden Maxwell denklemlerinin integral ve diferansiyel form-
lar1 ise, D = &E ile B = uoH yapt denklemleri ve & = oy = 1 kabuliiyle Cizelge
1.2°deki gibi yazilmaktadir.

Cizelge 1.2 Maxwell denklemlerinin serbest yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel

formlari

¢ D.dA = Qsorpess V.D= Pserbest Elektrik Alanlar1 i¢in

' Gauss yasasi

$.B.dA=0 V.BE=0 Manyetik Alanlar i¢in
Gauss yasasi

fsﬁ.dfz —dc% VXE= —%—If Faraday yasasi

fsﬁ dl = Lerbest + % VxH= Jeorbest + %i? Ampere-Maxwell

Yasasi




Maxwell denklemlerinin her iki gosteriminde bulunan terim ve semboller ile bu sem-

bollerin anlam ve birimleri Cizelge 1.3’de gosterilmistir.

Cizelge 1.3 Maxwell denklemlerinde bulunan sembollerin anlamlarive birimleri

Sembol Anlam Birim(SI birim sisteminde)
0 Elektriksel Yiik C
b Elektriksel Aki N.m?/C
Dp Manyetik Aki T.m? veya Wh
E Elektriksel Alan Vektorii V/mveyaN/C
H Manyetik Alan Vektorii A/m
D Elektrik Aki Yogunlugu veya C/m? veyaN/V.m
Elektriksel Deplasman Vektorii
B Manyetik Aki Yogunlugu veya T veya Wb/m?
Manyetik indiiksiyon Vektorii
Pe Elektrik Yiik Yogunlugu Cc/m’
J Elektrik Akim Yogunlugu A/m?
Vektorti
£ Bos Uzayn Elektriksel F/m veya C/N.m*
Gegirgenlik Sabiti
o Bos Uzayin Manyetik H/m veya N /A?
Gecirgenlik Sabiti

Maxwell denklemlerinin fiziksel sistemler i¢in ne anlama geldikleri de soyle
Ozetlenebilir. Elektrik alanlar icin Gauss yasasi, herhangi kapal bir S yiizeyinden
gecen toplam elektrik akisinin, bu yiizeyin i¢inde kalan toplam yiikiin & ’a boliimiine
esit oldugunu soylemektedir. Yani, kapali bir yiizeyin icindeki toplam yiik, ylizey
icinde kalan elektrik alan ¢izgilerinin sayisiyla orantilidir. Statik alanlar i¢in bu ka-
nun Coulomb kanununa esittir. Gauss yasasi, diger bir deyisle, kapal1 bir ylizeydeki
elektrik alan akisinin, bu yiizey tarafindan ¢evrelenmis olan hacimde bulunan net yiik

ile orantili oldugunu ifade eder.



Manyetik alanlar i¢cin Gauss yasasi, herhangi kapali bir S yiizeyinden gecen net
manyetik akinin sifir oldugunu ifade etmektedir. Bagka bir deyisle, kapali S yiizeyiyle
cevrelenmis V hacmine giren manyetik alan c¢izgilerinin sayist hacmi terk eden
manyetik alan cizgilerinin sayisina esittir. Bu durum ise manyetik alan ¢izgilerinin her-
hangi bir noktadan baslayip belli bir noktada son bulmayacagini anlatmaktadir. Bu
duruma en 6nemli Ornek ise ¢cubuk miknatis ile verilebilir. Yani, N ve S kutbuna sahip
cubuk bir miknatis, ne kadar ikiye boliiniirse boliinsiin her zaman yine N ve S kutbu
olugmaktadir; kisacast manyetik tek kutup yoktur. Kapali bir yiizeydeki manyetik alan

akisinin sifir oldugunu ve dolayisiyla manyetik yiiklerin var olmadigin1 belirtir.

Faraday yasasmna gore, herhangi kapali bir yol boyunca elektrik alanin ¢izgi
integrali (yani elektromotor kuvveti), kapali yol boyunca cevrelenen herhangi bir yiizey
alanindan gecen manyetik akinin zamanla degisim hizina esittir. Bu denklemle zamanla

degisen manyetik alanlarin bir elektrik alan iirettigi anlagilmaktadir.

Ampere-Maxwell yasasl, Ampere yasasinin Maxwell tarafindan
diizenlenmis halidir. Maxwell bu denklemi gelistirmis ve denkleme,
denklemin sag tarafindaki ikinci terimi eklemistir. Bu denklem, kapali bir ilmek
boyunca manyetik alanin ¢izgi integralinin iki terimin toplamina esit oldugunu
gostermektedir. Bu iki terimden ilki, kapali ilmegin sinirladig1 yiizeyden gecen net
akimi ihtiva eder. Maxwell tarafindan eklenen ikinci terim ise bu kapali ilmegin
sinirladigr yiizeydeki elektrik alan akisinin zamanla degisimini ifade eder. Maxwell’in
bu diizenlemesi ile elektrik alandaki zamanla degisimin manyetik alan olusturdugunu
gostermektedir. Maxwell’in denkleme yaptig1 bu katki, elektromanyetik teorinin temel
catisini olusturmaktadir. Bu denklem, Elektrik akimlarinin ve zamanla degisen elektrik
alanlarinin bir manyetik alan olusturacagim soylemektedir. Soyle ki, herhangi kapali
bir yol boyunca manyetik alanin ¢izgi integrali, kapali yol boyunca gecen elektrik
akimi ile &’m carpimi ve bu kapali yol boyunca sinirlanmis herhangi bir yilizeyden

gecen elektrik akisinin &y ile ¢arpiminin toplamina esittir.

Maxwell denklemlerinin bulunmasinin ardindan bu denklemlerin boslukta ve maddesel
ortamlardaki tanimlamalar1 yapilmistir. Bu tanimlar yapilirken ele alinan ortamlarin
anizotropluk, izotropluk ve bi-izotropluk gibi ozellikleri icelenebilir. D = €E ve

B= uFI ile ifade edilen yap1 denklemlerinde ortamin elektrik ve manyetik gegirgenlik



sabitleri maddesel ortamlarda herhangi € ve u gibi degerler alirken, bos uzayda ise
& ve U seklinde sabitler olurlar. O halde herhangi bir ortamda en genel Maxwell

denklemleri SI birim sisteminde,

- pe
V.E=— .
E - (1.1)
VB=0 (1.2)
- . OB
VXE=—— 1.
X o (1.3)
h=d — — a_’

seklinde verilebilir. Maxwell bu dort denklemden yararlanarak zamanla degisen elek-
trik ve manyetik alanlarinin birbirleri ile iligkili oldugunu; yani zamanla degisen elek-
trik alanin (1.4) denklemine gore hemen yaninda bir manyetik alan yarattifini, bu
bolgede zamanla degisen manyetik alanin (1.3) denklemine gore bir elektrik alan
dogurdugunu, boylece elektrik ve manyetik alanlarin birbirlerini yarata yarata elektro-
manyetik dalganin uzayda yayildigini, herhangi bir anda elektrik ve manyetik alanin bir
yayilma dogrultusuna ve birbirlerine dik oldugunu, elektromanyetik dalgalarin boslukta
151k hi1zinda yayildiklarini, enerji ve momentumu bir bolgeden digerine tasidiklarini

ispatlamustir.

1.2 Coriolis Kuvveti

Diinyanin kendi ekseni etrafinda donmesinden dolayr meydana gelen saptirici kuvvette
Coriolis kuvveti denir. [Fransiz matematik ve fizik¢isi, Gustave Gaspard Corio-
lis (1792-1843) onuruna atfen bu ad verilmigtir.] Coriolis kuvveti, hareket halin-
deki nesnelerin kuzey yarim kiirede saga dogru sapmasina neden olur. Giiney
yarim kiire i¢in de sola dogru sapma meydana gelir.  Bu saptirict kuvvetin
siddeti Ozellikle "hiz’a ve “enlem derecesi’ne baglidir. Coriolis kuvveti ekvatorda
sifirdir.  Kuvvet kutuplara dogru gidildikce artar ve kutuplarda maksimum degerini

alir.  Yeryiiziiniin herhangi bir noktasindaki hareketsiz (sabit) nesne i¢in Coriolis



kuvveti sifirdir.  Coriolis kuvveti, donen bir platformun merkezinden karsi tarafa
yiirlimeye c¢alisan birisi tarafindan anlasilabilir. Bu kisi,yiirlimek istedigi tarafa dogru
dik aciyla itildigini goriir. Havaya dogru diisey atilan bir topun donen diinyanin
merkezine olan mesafesi biiyliyecektir. Tekrar yerine diismesinde ve atildigi nok-
tanin ayn1 zaman aralifinda aldigi mesafeden daha biiyiik bir yay boyunca hareket
eder. Bu, topun bir cesit ivmelendirilmis olmasi gerektigi ve dolayisiyla kuvvet
etkisi altinda bulundugunu gosterir. Bu tiir kuvvetler, meteorolojide ve okyanus
biliminde 6nemlidir. Genel olarak donen bir referans sistemindeki hareket eden cismin
yoriingesine dik olarak etki eder. Bunlar goriinen zahiri kuvvetlerdir. Mesela; donen
bir plak tizerine diiz bir ¢izgi egri seklinde belirir. Eger plak ortasinda bir gozleyici bu-
lunursa, o kimse tepesinin bir kuvvetle kenara dogru itildigini sanmasina yol agar. Ben-
zer olay, diinya gibi iic boyutlu donen bir sisteme nazaran hareket ettiginde miisahede
edilir. Riizgar ve okyanus akimlarinda bu kuvvetin etkisi goriiliir. YOoriingelerine dik
hareket etme egilimi gosterirler, bu kuvvetler uzun menzilli fiizelerin yoriingelerinin
hesaplanmasinda onemli rol oynar. Benzer sekilde, donen yer kiirenin ylizeyi lizerinde
hareket eden hava, kuzey yarim kiirede hareket yOniiniin sagina, giiney yarim kiirede
soluna saptirir. Bu durumda Coriolis kuvveti (F = 2V Q sin@) denklemi ile verilir. Bu-

rada; V riizgar hiz1, €2 yerin acisal hizi, @ enlem derecesidir.

1.3  Onceki Calismalar

Bir ¢ok astrofizik ve jeofizik olayinda, donen bir akigkan tabakasindaki hidromanyetik
konveksiyon énemli bir rol oynar. Astrofizik ve gezegensel fizik uygulamalarindan
dolay1, elektriksel iletken bir akiskanda donel hidromanyetik konveksiyon sistemi
ile hidromanyetik problemlerinde siklikla karsilagilmaktadir. Bu hidromanyetik kon-
veksiyon problemlerinde, yildizsal ve gezegensel akigskan dinamigi problemlerine
benzerliginden dolayi, donme, manyetik alan ve yercekimi etkisinin birbirine dik
oldugu durum en ¢ok rastlamlamdir. Ozel olarak alttan 1sitilip iistten sogutulan
akigkan tabakalar iizerinde birbirlerine ve yercekimi vektoriine dik uygulanan dénme
ve manyetik alanin etkisi, geometrinin basitligi ve kararsizligin baglangicinin kolayca
hesaplanabilmesi sebebiyle konvektif akimlarin en ¢ok calisilan problemlerinden biri-

sidir.  Alttan 1sitilip iistten sogutulan akigskan tabakalara ornek verecek olursak bir



cezvenin icerisine su koyup alttan 1sitigimizda, 1s1 alttan su taneciklerinin birbirine
temasi ile iletim yoluyla yukariya dogru taginir ve belli bir siire sonra kabarciklar ¢ikar
ve tasinim baglamis olur iste bu tasinimin basladig1 an bizim sistemimizde manyetik
akigskanlar i¢in kritik Rayleigh sayisinin degeridir. Burada Rayleigh sayisi, kaldirma

kuvvetinin akmazlia olan oranim gosterir.

Diizgiin manyetik alan ve donme etkisi altinda Bénard tabakalarindaki termal
kararsizlifin baglamasi icin ilk teorik calismalar Chandrasekhar [1, 2, 3] tarafindan
yapilmistir. Bu calismalarda, farkli simir kosullart i¢in dogrusal teori, manyetik alan
ve donme etkisinin sisteme ayr1 ayr1 ve birlikte uygulanmasi seklinde genis olciide
tartisitlmigtir. Konveksiyon baglangici iizerinde dondiirmenin ve manyetik alanin ayri
ayr1 Onleyici etkisi olmasina ragmen, birlikte uygulandiklarinda sistemde negatif yonde
etki olusturduklart goriilmiistiir. Buna ek olarak, her iki etkinin sisteme ayn1 anda uygu-
landiginda konveksiyonun bagslangicin1 gosteren kritik Rayleigh sayisinin degeri, sis-
teme ayr1 ayr1 uygulanan dondiirme ve manyetik alan durumundan daha kii¢iik oldugu

goriilmiistiir.

Nakagawa [4], sayisal ve teorik yaklagimlarin sinirli oldugu zamanlarda, bir katman-
daki istikrarsizlig1 anlamak i¢in manyetik alan ve donme etkisi altinda alttan 1sitilan
civa lizerinde baz1 deneysel calismalar gerceklestirmigtir. Kararsizligin basladigi,
kararlilifin iistiinde ve hiicresel konveksiyon anindaki kritik Rayleigh sayilarim farkl
Coriolis ve Chandrasekhar sayilart icin belirlemistir. Chandrasekhar’in yaptig1 teorik
calismadaki ongoriilerine benzer sekilde deneysel verilerle de kararliligin iistiinde ve
konveksiyon arasinda kritik bir alanda siireksiz gecislerin olduunu tespit etmistir.
Ayrica, teoride oldugu gibi kritik Rayleigh sayisinin Coriolis ve Chandrasekhar sayisina

baghiligin1 deneysel olarak da gostermistir.

Nakagawa [5], hem tek basina manyetik alanin etkisinde hem de manyetik alan
ve dondiirmenin etkisi altinda alttan 1sitilan civa akigkaninin marjinal kararlilik du-
rumunda konveksiyon rulolarinin boyutlarinin belirlenmesi icin birtakim deneyler
yapmistir. Deneylerle, marjinal kararlilikta goriinen diizensiz dalga sayisi ile ilgili
Chandrasekhar’in teorik tahminleri dogrulanmustir. Ozellikle, akis hem manyetik alan
hem dondiirmenin etkisinde iken kontrol parametresinin yiikselmesi ile birlikte hiicresel

konveksiyondan kararlili§in iistiindeki konveksiyona geciste dalga sayisinda siireksiz



degisiklikler oldugu dogrulanmugtir.

Alttan 1s1t1lip iistten sogutulan elektriksel olarak iletken vizkoz bir akigkanin dogrusal
kararlihigi, sikistirllamayan donel ve magnetokonveksiyon modelleri diizlemsel
kartezyen geometride Boussinesq yaklasimi altinda Eltayeb [6, 7] tarafindan
incelenmigtir. Farkli sinir kogullar1 altinda, bir ¢ok farkli manyetik alan ve dondiirme
eksenleri ele alinmistir. Kutup bolgelerini modellemek i¢in yercekim kuvveti ile
dondiirme ekseni birbirlerine paralel secilirken, ekvatora yakin bolgeleri modelle-
mek icin birbirlerine dik olduklart durum ele alinmistir. Yapilan bu c¢alismalarda,
biiylik Coriolis ve manyetik alan degerleri ¢alisilmistir. Hidromanyetik durumlarda
Taylor-Proudman teoremi ve bu teoremin uzantilarinin gecerli olmadigini1 gostermistir.
Bununla birlikte tabakanin i¢ kisminda, konvektif hareketlere maruz kalan Corio-
lis kuvvetinin Lorentz kuvveti ile dengelendigi gosterilmistir. Eltayeb’in yaptig1
bu calismanin sikistirilabilir akiskanlara genisletilmis hali Jones vd. [8] tarafindan

calisilmugtir.

Diinya ve gezegenlerin manyeto-hidrodinamik yapisini daha iyi anlamak icin Eltayeb ve
Kumar [9], hidromanyetik donen sistemlerinde konvektif hareketleri iizerine yaptiklari
calismada, azimutal yonde uygulanan manyetik alan etkisinde donel kiiresel bir
geometride termal konveksiyon problemini sayisal olarak ¢ozmiiglerdir. Calismada tiim
olas1 manyetik alan kuvvetleri ele alinmistir. Elde ettikleri sonuclarin, Eltayeb’in [6, 7]

diizlem geometride yaptig1 calismalarla uyum i¢inde oldugunu gozlemlemislerdir.

Fearn [10], azimutal yonde uygulanan kiiciik manyetik alan etkisinde halkasal
modelin gecerli oldugu hizla donen kiiresel bir geometride termal konveksiyon
problemini Boussinesq yaklasimi altinda analitik olarak ¢ozmiistiir. Kiiciik ancak sifir
olmayan manyetik alan etkisindeki sistemler i¢in, halkasal modelin kiiresel modelle

uyum icinde oldugunu gostermistir.

Longbottom vd. [11], Diinya’nin dis ¢ekirdek dinamiklerini anlamak i¢in manyetik
alana sahip olan donel kiiresel kabugun, konveksiyonun basladigi andaki duru-
munu incelemislerdir.  I¢ cekirdekte sonlu iletim oldugu, i¢c ve dis c¢ekirdekte
de kaymazlik sinir kosullarini sagladigr goz Oniinde bulundurularak sayisal olarak
coziimleme yapilmistir. Sonuglarin belli modlarda geomanyetik verilerle cakistigini

gozlemlemislerdir. Ayrica sonuglarinin biiyiik 6lgekli konveksiyonun diinyanin dig



cekirdeginde meydana geldigi hipotezini de destekledigini gozlemlemislerdir.

Friedrich vd. [12], alttan 1sitilan elektriksel olarak yalitkan duvarlara sahip silindirik
bir kap i¢indeki elektriksel olarak iletken bir eriyik akigkan iizerine etki eden dondiirme
ve manyetik alan etkilerini deneysel ve sayisal olarak incelemislerdir. Taylor sayisinin
Grashof sayisina oraninin onda birden (0,1) degerden kiiciik olmast durumunda donme
yoniiyle ayn1 yonde ilerleyen diizenli termal dalgalarin varligim gozlemlemislerdir.
Daha biiyiik oran degerleri i¢in kiiciik genlikli ve yiiksek frekansli dikey silindir du-
varlarinda iiretilen Taylor girdaplan ile iliskilendirilebilen termal dalgalanmalar1 elde

etmiglerdir. Ayrica, kararlilik diyagraminda farkli salinim modlarini 6zetlemislerdir.

Aurnou ve Olson [13], rijid plakalar arasindaki diisiik Prandtl sayisina sahip akigkana
(galyum) dikey yonde yercekimine paralel olarak uygulanan dondiirme ve manyetik
alanin dogrusal ve dogrusal olmayan analizini, yiiksek rotasyon ve manyetik alan
parametreleri icin ele almiglardir. Manyetik alan ve dondiirmenin taginimin basladigi
an ve taginimin evreleri iizerindeki etkilerini incelemislerdir. Bu deneysel calismada,
Rayleigh-Bénard konveksiyonu, manyetokonveksiyon ve dondiirmenin magnetokon-
veksiyon lizerinde uygulanmasi durumlar1 i¢cin Rayleigh sayisi ile Nusselt sayisi
arasinda empirik bagintilar elde etmigslerdir. Chandrasekhar’da bahsedildigi gibi dikey
yonde uygulanan manyetik alanin ve dondiirmenin ayr1 ayr sisteme uygulanmasi sonu-
cunda taginimu geciktirdigi, ayn1 anda uygulanmasi ile bu gecikmenin azaldigini da

gostermislerdir.

Jeofizik ve astrofizik ile alakali olmasindan dolay1 Brito and Cardin [14], s1vi sodyum
kullanarak bir azimut manyetik alana sahip, halka seklinde bir konfigiirasyonda kon-
veksiyon problemine yonelik bazi deneysel ¢alismalar yapmuslardir. S1vi metalin diisiik
viskozitesi, yercekimi kuvvetini yeteri kadar biiyiik bir farkla asabilmek icin yiiksek
Coriolis degerlerinde deneyler yapilmasini zorunlu kilmis ancak bu durum, eksenel
bir rulo yapisindan sapan konveksiyon yapilari elde etmek i¢in gerekli olan yiiksek

manyetik parametre degerine ulagmalarini engellemistir.

Julien vd [15], rijid plakalar arasindaki akiskana dikey yonde yergcekimine paralel olarak
uygulanan dondiirme ve manyetik alanin dogrusal ve dogrusal olmayan analizi, yiiksek

rotasyon ve manyetik alan parametreleri i¢in incelemistir.



Kurt vd. [16, 17] calismalarinda, donen silindirik bir halka icerisinde ve azimutal yonde
uygulanan homojen bir manyetik alan etkisinde ve halkanin i¢ ve dis ylizeyleri arasinda
sicaklik farki bulunan elektriksel olarak iletken akigskanin radyal kaldirma kuvveti ile
indiiklendigi konveksiyon problemini ele almiglardir. Rijid silindirik sinirlari ile birlikte
kiigiik bosluk yaklasimi (small gap approximation) kullanarak, Galerkin projeksiyonu
ile birlikte ii¢ boyutlu dogrusal ve dogrusal olmayan sayisal ¢oziimleme yapmislardir.
Sonug olarak, dogrusal ve dogrusal olmayan kararlilik bolgeleri elde edilmis ve kiigiik
bir parametre bolgesinde konveksiyonu incelenmelerine ragmen biiyiik bir cesitlilik
iceren uzay-zamansal desenleri (spatio-temporal patterns) elde etmislerdir. Ayrica,
sonlu genigliklerde ii¢c boyutlu hiicrelere ve uzay-zamansal kaoslara ikincil gegisler (sec-

ondary transitions) elde etmiglerdir.

Gillet vd. [18], elektriksel olarak iletken sivi galyum iginde termal manyetik
konveksiyonu, hizla donen kiiresel kabuk icinde sayisal ve deneysel olarak
incelemiglerdir. Konveksiyon baglangicindaki kritik parametrelerin degisiminden dolay1
manyetik alanin stabilize edici etkisi oldugunu gostermiglerdir. Manyetik alanin ol-
madig1r konveksiyon durumunda goriildiigii gibi, karakteristik uzunluk oOlceklerinin
giiclii jet bolgelerinin akigskan dinamiklerinde baskin oldugunu gozlemlemislerdir.
Ayrica, manyetik konveksiyon akisinda, konvektif hiicrelerin sisteme etki eden

manyetik alan yoniinde nasil bir uzama olusturdugunu analiz etmislerdir.

Rijid plakalar arasindaki akiskana dikey yonde yercekimine paralel olarak uygu-
lanan dondiirme ve manyetik alanin dogrusal ve dogrusal olmayan analizi, rotasyon
ve manyetik alan parametreleri i¢cin Yarimpabu¢ vd. [20] tarafindan incelenmistir.
Bu calismada, hiz ve manyetik alanin siireklilik denklemlerini ve sinir kosullarini
saglayan ve solenoidal baz fonksiyonlarina dayanan Solenoidal-Galerkin yodntemi
kullanilmuigtir.  Projeksiyondaki solenoidal bazlar da, sinir kosulu olmayan basing
terimini sistemden yok edecek sekilde elde edilmislerdir. Siireklilik kosullar1 analitik
olarak saglandigindan sayisal yontem iizerinde yiikiin azaldig1 ve buna bagl olarak iri

orgiilii (coarse mesh) modellemeler de bile dogru sonuglar elde edildigi vurgulanmistir.

Bu sayisal calismada, homojen bir B manyetik alan altinda elektriksel olarak iletken
bir akigkanin belirli agisal hizda donen ve halkanin i¢ ve dig yiizeyleri arasinda

sicaklik farki bulunan bir halkasal bogluktaki geometri i¢in dogrusal kararlilik
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analizi ele alinmistir. Yildizsal ve gezegensel hesaplamali akigskan dinamigi prob-
lemlerinde siklikla karsilagilan, donme ekseni ile uygulanan homojen manyetik
alanin dogrultusunun birbirine dik ve bu iki etkinin yercekimine dik oldugu du-
rum incelenmigtir. Calismanin girig boliimiinde manyetik alan ve Coriolis kuvveti
hakkinda bilgiler verilmis, bu konu ile ilgili yapilmis 6nceki caligmalar anlatilmigtir.
Ikinci boliimde, temel formiilasyon, sistemin geometrisi ve sinir kosullar1 anlatilmistir.
Uciincii boliimde, solenoidal baz acilimi incelenmis, siireklilik kosulu ile sinir
kosullarin1 saglayan hiz icin solenoidal baz fonksiyonlar: tiiretilmistir.  Basing
teriminin sistemden yok edilmesi i¢in Galerkin yansitma prosediiriinde kullanilacak
ciftes (dual) bazlar elde edilmistir. Ayrica sinir kosullarin1 saglayan sicaklik degiskeni
icinde solenoidal bazlar olusturulmustur. Son olarak, manyetik alan ile hiz arasindaki
yari-duragan iligkiyi saglayan baginti kullanilarak manyetik alan i¢in solenoidal bazlar
analitik olarak elde edilmistir. Dordiincii boliimde, Galerkin yansitma prosediirii ile
model denklemleri zayif forma indirgenmis ve daha sonra matris forma doniistiiriilmiig
sayisal yontem hakkinda detayli bilgiler verilmistir. Besinci boliimde, dogrusal
kararlilik analizi yapilmis, sonuclar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur. Son

boliimde ¢alismanin sonuglar: verilmistir.
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2. TEMEL FORMULASYON

Bu calismada, donen bir halkasal boslukta bulunan elektriksel olarak iletken viskoz
ve sikistirtlamaz bir akigkanin homojen bir manyetik alan altindaki dogrusal kararlilik
analizi sayisal olarak incelenecektir. Yercekimi, dondiirme ve manyetik alan etkisindeki
bu sistem gematik olarak Sekil 2.1 ve Sekil 2.2°de gosterilmistir. Bu geometride
yercekim kuvveti g, k birim vektorii yoniinde olup merkezcildir. Sisteme uygulanan
manyetik alan By, i birim vektorii yoniinde, donme ekseni j birim vektorii yoniinde
secilerek donme ekseni ile uygulanan manyetik alanin dogrultusunun birbirine dik ve
bu iki etkinin yercekimine dik oldugu durum olusturulmustur. Yatay bir katmanda
yiiksekligi d kadar olan, iki tam iletken levha arasindaki sivi alttan 1sitilip iistten
sogutularak, 75 > T olmak kaydiyla, 7, — T} = AT sabit olacak sekilde sisteme
biiyiikliigli By olan manyetik alan yatay x yoniinde, rotasyonda yatay y yOniinde

uygulanmaktadir.

Sekil 2.1 Donen halkasal sistemin sematik gosterimi.

Sekil 2.2 Periyodik konvektif alan geometrisi

Dondiirme ve manyetik alan kontrol parametreleri altindaki taginim i¢in matematiksel

bir model, akigkan hareketi, klasik elektromanyetizma denklemleri ve agisal donmenin
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birlestirilmesi ile elde edilir. Baska bir deyisle, Navier-Stokes denklemleri ile agisal
donmenin neden oldugu Coriolis kuvveti ve Maxwell denklemleri ile Ohm yasasindan
tiretilen Lorentz kuvveti manyetohidrodinamik denklemlerini olusturur.  Coriolis
kuvveti genel olarak hiza baglidir. Donen sistemlerde Coriolis kuvvetinin yani sira sis-
teme etkiyen ve sistemin en-boy oranina bagl olan bir merkezkac¢ kuvveti de vardir.
Kiiciik en-boy oranlari i¢in yercekiminden kaynaklanan kuvvete kiyasla merkezkac
kuvveti kiiciiktiir [22]. Yapilan bu ¢aligma, kiiciik en-boy oranlar1 iceren geometriler

ile sinirli oldugu icin Coriolis kuvvetinin yaninda merkezkag¢ kuvveti ihmal edilmistir.

Bu sistemin denklemleri, iki plaka arasindaki kiiclik sicaklik farki varsayimi altinda
Boussinesq yaklasimi kullanilarak elde edilir. Bu yaklasimda, sicaklik degisimi akis
boyunca kiiciiktiir, dolayist ile yogunluk degisimi de kiigiiktiir. Bu yiizden sistem
icindeki hareket sicaklik farkina baglh olarak kaldirma kuvveti ile olusur. Bundan
dolay1, yogunluk degisimi kaldirma kuvveti disinda her yerde ihmal edilir. Burada,

yogunlugu asagidaki gibi ifade edebiliriz.

p =p2l = B(T1 — )] (2.1)

Burada, 77 ve T, sirasiyla plakanin iist ve alt sicakliklarini, p;, 7> sicakliindaki
yogunlugu, gaz ve sivilar icin kiiciik oldugu Chandrasekhar(1961) [3] ve David-

son(2001) [23] tarafindan gosterilen 3 ise termal genlesme katsayisini gostermektedir.

Bu durumda dondiirme ve manyetik alan etkisinde, sikistirllamaz akigkanlar i¢in kiitle
ve momentum korunumu denklemlerinin Boussinesq yaklasimi altinda kartezyen koor-
dinatlardaki temel denklemlerinin boyutsuz halleri, hesaplama kolaylig1 i¢in yar1 derin-
lik hari¢ (d, = %d), boyutsuzlastirma Chandrasekhar [3] (1961)’deki gibi uygulanmistir.
Buna gore diisey yondeki [—1/2,1/2] aralii [—1, 1] aralifina doniistiiriilmiis olur ki bu
da diisey yonde Legendre polinomunun kullanilmasina olanak saglar. Bu durumda sis-

temin boyutsuz denklemleri asagidaki sekilde yazilir:

Vu=0 (2.2)

o _ x
o

— (u-V)u— VII + PrRa,®e, + Prv>u+ Q,Pr (ex + ) .Vb —2PrQ(ey xu),

>

(2.3)
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— = +u.Vb—b.Vu| = (&.V)u+V<b (2.5)
Al ot
Vb =0. (2.6)

Burada tiim gradiyant terimleri, basing terimi olan VII i¢inde toplanmusgtir. ey, ey, €,
sirast ile x, y, z yoniindeki birim vektorlerdir. w = (u, v, w) hiz vektoriinti, b =
(by, by, b;) indiiklenmis manyetik alan vektoriinii ve @ lineer iletken sicaklik profilinden

sapmay1 ifade eder.

Elde edilen boyutsuz parametreler, Rayleigh (Ra = 8Ray,), Chandrasekhar (Q = 4Q;,),
Coriolis (2 = 4£,) ve Prandtl (P,) sayilar sirasi ile

ATd? B’ Qd?
Ra=SATdP 5 B g Q4 Y 2.7)
KV puvA % K

seklinde verilmektedir. Burada, Rayleigh sayisi, kaldirma kuvvetinin viskoziteye
oranini, Chandrasekhar manyetik alan siddetini, Prandtl akmazliin, termal difiizyona
oranini gostermektedir. B termal genlesme Kkatsayisi, k termal difiizyon sabiti,
v kinematik viskosite, p manyetik gegirkenlik ve A manyetik difiizyon sabitini

gostermektedir.

Sistemde boyutsuz formda bulunan manyetik alan en genel halde

B=e.+ gb 2.8)

ile verilmektedir. k¥ < A ozelligine sahip bir akiskanda indiiklenmis manyetik alan b,
disaridan uygulanan ve ey birim vektorii yoniindeki manyetik alan ile kargilastirildiginda
Onemsizdir. Ayrica indiiklenmis manyetik alan b, yari-duragan iligkide (2.5) belirtildigi
gibi, hiz vektorel alani tarafindan belirlenmis bagimh bir degisken olarak goriilebilir.
Sivi metaller ve eriyikler bu sinirda karakterize edilir. S1vi metaller i¢in % niceligi 107>
mertebesindedir. Bu ¢alismada sivi metaller diisiiniildiigiinden (2.5) denkleminin sol

tarafi ihmal edilir.

Akigin s, X sy X 2 veya I'[1/2s, : 1/2sy] orani ile  Sekil 2.2°deki gibi iki kat periyodik

ti¢ boyutlu dikdortgen bolgesinde yer aldigini varsayarsak,

0 <x<sy, 0<y<sy, —-1<z<1
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olur. Burada s, = L/dj ve sy = L,/d), sirastyla x ve y yatay yoniindeki boyutsuz
periyotlart gostermektedir.  Periyodik sinir kosullar1 yatay yonde tiim bagimli

degiskenler icin

u(x-+msy,y+nsy,z,t) =u(x,y,z,1)
O (x+msy,y+nsy,z,t) = O(x,y,2,1)

b(x +msy,y+nsy,z,t) = b(x,y,z,1)

seklindedir. Burada m ve n tam sayilardir. Tam iletken plakalarda dikey yondeki sinir

sartlar1, kaymazlik ve sabit sicaklik olarak

db,  db,
u=0 ve e p =0=0, z=F

formunu alir.
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3. SOLENOIDAL BAZ FONKSIYONLARI

Sikistirllamaz akiglarin sayisal ¢oziimleri yapilirken yiiksek dogruluk derecesinde
ve hassas sonuclar elde etmek icin, akisin ilizerindeki solenoidal sarti ile siireklilik
kisitlamasi listesinden gelinmesi gereken onemli bir handikaptir. Bu amacla literatiirde
kesirli adim [24], etki matrisi [25] ve sasirtmali ag [26] metodlar1 gibi bir cok yontem
mevcuttur. Bu yontemlerde sinir sartlar1 olmayan ve akis denklemindeki solenoidal
sartin1 zorlayan basing degiskeni sayisal olarak ¢oziilmektedir. Dolayisi ile solenoidal
sart1 sinirl bir dogruluk derecesine kadar saglanmaktadir. Akisin karakter degistirdigi
hidrodinamik kararlilik caligmalarinda gegis rejimleri arasindaki kiritik parametrelerin
belirlenmesinde solenoidal sartinin saglanmasi 6nemlidir. Bununla birlikte, sisteme bir
kontrol parametresi olarak eklenen manyetik alan degiskeni de ek bir solenoidal sarti

getirir [27, 28].

Bu calismada solenoidal degiskenlerini modellemek icin, bu yontemlere alternatif bir
yontem olan solenoidal baz fonksiyonlar1 kullanilmistir. Bu yontem ile hem hiz
ve manyetik alan icin siireklilik denklemi analitik olarak saglanir hem de Galerkin
yansitma yontemi ile sistemde sinir kosulu olmadan bulunan basing terimi sistemden
yok edilir. Bdylece hem denklem sayisi hem de bilinmeyen sayis1 azalmig olur. Bu

durum sayisal yontem iizerindeki yiikii azaltirken yontemin dogrulugunu arttirir.

Bu calismada, hiz i¢cin solenoidal bazlar sadece siireklilik denklemi kullanilarak
tiiretilirken, manyetik alan i¢in solenoidal bazlar, hiz ile manyetik alan arasindaki yari-
duragan iligki (2.5) kullanilarak tiiretilir. Dolayis1 ile manyetik alan i¢in hem siireklilik
denklemi otomatik olarak saglanir hem de hiz icin kullanilacak olan zamana bagh kat-
sayilar manyetik alan i¢in de gecerli olur ki bu islem bu yaklasimdaki en 6nemli adimdir.
Burada, Legendre polinomlarina diigey (z) yonde bagli olan solenoidal baz fonksiyon-

lar1 sinir kosullarini saglayacak sekilde secilmistir.

3.1 Hiz icin Solenoidal Bazlar

Hiz icin tiiretilecek olan solenoidal bazlar, hem siireklilik denklemini hem de sinir

kosullarin1 analitik olarak saglayacak sekilde elde edilebilirler. Dolayis1 ile, solenoidal
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baz fonksiyonlarinin saglamasi gereken kosullar

V.V, =0, V,(x) =0 (3.1)

7=FI
sekilde tanimlanir. Burada V, hiz icin solenoidal  baz
ve x = (xyz) dr Kullanilan ~ geometrinin ~ yatay  yoOnde

periyodiklik kosulunu saglamasindan dolayi, x ve y yoniinde Fourier serisi kul-

lanilmasina olanak verir. O halde hiz icin solenoidal baz
Vy(x) =V, (z)e(kxtiky) (3.2)

seklinde yazilir. Solenoidal baz ifadesi (3.1) denkleminde yerine yazilirsa, siireklilik

denklemi
ik U +ik,V +DW =0 3.3)

formuna indirgenir. Burada V(z) = (U,V,W) ve D = d/dz tiirev operatoriidiir.
Stireklilik denklemi, lic hiz bilesenini birbirine baglayarak, bilesenlerin seciminde

serbestlik derecesini ikiye diisiiriir. Boylece,
v (x), j=1,2 (3.4)
solenoidal baz fonksiyonlar ¢ifti elde edilir.

Hiz icin elde edilen siireklilik bagintisindan (3.3) yola cikarak, solenoidal baz

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde elde edilir:

Durum 1: &, #0, k, =0 icin:
ikU+DW =0 = U=-2F

U _I?Tt/ 0 %
w w 0 h
iDh
0 T
=vi'@=1g¢|. Vv@=| o (3.6)
h
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Bu durum icin, bazlarn diklik 6zelligini sagladigi gosterilebilir (V" - V2 = 0).

Durum 2: k=0, k, # 0 icin:
ikV+DW =0 = V=-4

U U 0

v i=| - =a|0o|+p]| B (3.7
iky ky

W W 0 h
g 0

a=ol|, vi@-| o (3.8)
0 h

Bu durum i¢in, bazlarin diklik 6zelligini sagladigi gosterilebilir (v,ﬁ” -VISZ) =0).

Durum 3: k., =0 ,k, =0icin
DW=0 = W=0

U U g 0
Vi=|V]|=a|lo0o|+B]|g (3.9)
W 0 0 0
g 0
vl =10, vPr=]|g (3.10)
0

Bu durum igin, bazlarin diklik ozelligini sagladigi gosterilebilir (V" - V% = 0).
Durum 4: k. # 0, k, # 0icin

ikU+ikV+DW=0 = U=-""E0
ik, V+DW ky -
U —t (—2)g =
vV | = 1% =0 g +B| 0 (3.11)
W W 0 h

Bu durum igin, bazlar diklik 6zelligini saglamamaktadir (V,ﬁ” -V,Sz) # 0). Gram-

Schmidt prosediiriinii kullanarak bu bazlardan birbirine dik iki baz elde edilebilir.
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Dolayist ile bu prosediir uygulanirsa,

~(2)8 ik Dh
(1) _ @)y _ -
Vp (Z) = g s Vp (Z) = kyID)h ( . )
0 v’h

seklinde birbirine dik bazlar bulunur.

Burada, > = k2 + kg yatay yoniindeki dalga sayilarinin toplaminin karesini
gostermektedir. g(z) ve h(z) fonksiyonlari, Legendre polinomlari (L,(z)) cinsinden ve
hiz i¢in tiiretilen solenoidal bazlarin sinir kosullarini saglayacagi sekilde asagidaki gibi

olusturulmusglardir.

g(z) =(1-2*)Ly(2)

2
h(z) = (1-2°)"Ly(2)
3.2 Yansitma icin Ciftes (Dual) Bazlarin Olusturulmasi

Galerkin yansitma prosediiriinde kullanilacak ¢iftes bazlar, sadece siireklilik
denklemini saglamak zorundadirlar.  Bunun yaninda, sinir kosulu olmayan ve
sikistirllamaz akigkanlarin ¢oziimiinde biiyiik bir sorun olan basing terimi, ciftes
bazlara, genelligi bozmadan, basit bir sinirlama getirilerek sistemden elimine edilebilir.

Getirilecek bu sinirlamanin altinda ¢iftes bazlarin saglamasi gereken kosullar:

vv,=0, Vel =0 (3.13)

=71
seklindedir. Galerkin yansitma prosediirii basing terimine uygulanirsa,

(V,V,) :///V.vpdg :///V.(pV)dQ—///pV.Vd.Q (3.14)
Q Q Q

seklinde ii¢ katli integraller elde edilir. Ciftes baz (V) siireklilik kosulunu sagladigindan

///pV.VdQ —0 (3.15)
Q

integral ifadesi sifira esit olur. Kalan integral ifadesi Gauss teoremi kullanilarak yiizey

dolay1

integraline doniistiiriiliirse

(V,V,) = //pV.ndS (3.16)
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esitligi elde edilir. Ciftes bazlarin saglamasi gereken ikinci kogul (Vq(j ).ez| =71=0) ile
yiizey integral terimi sifir olur. Dolayis1 ile basing terimi galerkin projeksiyon altinda

momentum denkleminden diiser.
(V,V,)=0 (3.17)

Navier-Stokes problemlerinin ¢oziimiinde biiyiik sorun olarak karsimiza ¢ikan siireklik
denklemi, solenoidal baz ag¢iliminin kullanilmasi ile analitik olarak saglanmig ve sinir
kosulu olmadan sistemde bulunan basin¢ terimi sistemden diisiiriilmiistiir. Bu yontem,
Navier-Stokes problemi tizerindeki yiikii azaltarak daha dogru ¢6ziim elde edilmesinin

yolunu agmustir.

Ciftes bazlar, hiz i¢in tiiretilmis olan solenoidal bazlara benzer yontem ile (3.13)
kosullarin1 saglayacak sekilde elde edilebilirler. Hiz icin elde edilen siireklilik
bagintisindan (3.3) yola cikarak, ciftes bazlar icin solenoidal baz fonksiyonlar:

asagidaki sekilde elde edilir:

Durum 1: £k, #0, k, =0 icin:
ik +DW =0 = 0U=-2V

7 DW D
u £ T
v V | =« +B| 0 (3.18)
w w 0 g
D
0 thg
— (1 - (2
=V @)= f | Y@= o (3.19)
0 8
Bu durum igin, ¢iftes bazlarin diklik 6zelligini sagladig1 gosterilebilir (VIS ) ',Ez) =0).
Durum 2: k, =0, k,# 0 icin:
ikV+DW=0 = V=-DV
y
U U f 0
iky ky
w w 0 g
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f 0
— 1 — 2 .
Wa={o|, W= 2 (3:21)
0 g
Bu durum igin, ¢iftes bazlarin diklik 6zelligini sagladig1 gosterilebilir (Vé” -\7152) =0).
Durum 3: k., =0 ,k, =0icin
DW=0 = W=0
U
vV i|=alo|+B]|f (3.22)
W 0 0
f 0
W =lol. W= (3.23)
0 0
Bu durum igin, ciftes bazlarm diklik 6zelligini sagladigi gosterilebilir (V") - 7> = 0).
Durum 4: k. # 0, ky, # 0icin
kO +ik,V+DW =0 = =0V
- ik, V+DW ky D
0 L (—2)f T
1% 1% = f +B| 0 (3.24)
w w 0 g

Bu durum i¢in, ¢iftes bazlar diklik 6zelligini saglamamaktadir (Vq(l) 'Vq@) #0). Gram-

Schmidt prosediiriinii kullanarak bu bazlardan birbirine dik iki ciftes baz elde edilebilir.

Dolayist ile bu prosediir uygulanirsa,

—()f ik Dg
(1) _ —(2), \ 5
Vol@)=| f |, Vi'(@=] kDg (3.25)
0 r’g

seklinde birbirine dik c¢iftes bazlar bulunur.

Burada, 7> = k2 + k% yatay yoniindeki dalga sayilarimin toplaminin karesini

gostermektedir. f(z) ve g(z) fonksiyonlari, Legendre polinomlar1 (L,(z)) cinsinden ve

21



hiz i¢in tiiretilen solenoidal bazlarin sinir kosullarini saglayacagi sekilde asagidaki gibi

ifade edilmislerdir.

f(z) = Ly (2)

g(z) = (1-2})Ly(2)

Galerkin projeksiyon prosediiriinde ortaya c¢ikan i¢ carpim integrallerinin sayisal
coziimlemesi i¢in, Gauss-Legendre-Lobatto (GLL) kuadratiir kullanilmistir:

1

N,
()= [ @@ Fowaf (e 2l2) (326

-1

Burada (wg,z,) sirastyla GLL agirliklari ve noktalarin1 gostermektedir.

Dogrusal olmayan terimlerin dahil edilmesi ile hiz icin solenoidal bazlarin derecesi
M+4 (V,§1’2) (z) € Py+a) olur ve ciftes bazlar icin bu deger M + 2 (Vq(l’z) (z) € Py+2)
oldugu gosterilebilir. Dolayist ile lineer olmayan terimlerin Gauss kuadratiir kul-
lanilarak gercek degere yakin olmasi icin , kuadratiir noktalarinin sayis1 V; ile solenoidal

bazlarinin sayis1 M arasinda
2N, —1>M+3)+ M+4)+(M+2)=3M+9— N, > (3M+10)/2.  (3.27)

bagintis1t olmalidir. Dolayisiyla, Dogrusal terimler icin, sayisal kuadratiiriin gercek
degere yakin olmasi i¢in, kuadratiir noktalarinin sayisi N, ile solenoidal bazlarinin sayis1
M arasinda en azindan

N.=M+4

baglantisinin saglamasi1 gerektigi Gauss-Legendre-Lobatto (GLL) kuadratiir kul-

lanilarak kolayca gosterilebilir.
3.3 Manyetik Alan icin Solenoidal Bazlar

Manyetik alan icin solenoidal bazlar1 ayrica iiretmeye gerek yoktur. Manyetik
bazlar, hiz ile manyetik alan arasindaki yari-duragan iligki (2.5) kullanilarak hiz
icin iretilen solenoidal bazlardan tiiretilebilir. Bu durumda, hiz i¢in tiiretilen

solenoidal bazlar siireklilik iliskisini sagladigindan, manyetik alan icin de siireklilik
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sart1 (2.6) otomatik olarak saglanmig olur. x ve y yoniinde periyodikligin kabulii ile
Fourier serisinin kullanilmasi ile yari-duragan iligski, manyetik alan ile hiz arasindaki
denklemi sadece z yoniinde sinir deger problemine doniistiiriir. Elde edilen bu diferan-
siyel denklem analitik olarak ¢oziilebilir. Bu sekilde yapilan ¢6ziim, sayisal ¢oziimiin
dogruluk derecesini de arttiracaktir. Hiz ile manyetik alan arasindaki yari-duragan iligki

(2.5)
VZb = —ex.(Vu) (3.28)

seklinde elde edilmistir. Hiz ve manyetik alanin Fourier serisi cinsinden agilimlar1 bu

denklemde yerine yazilirsa:

d? . -
{E - } b(m,n,z,t) = —ik,0(m,n, z,1) (3.29)
db,  db,
_— = = = 1 .
o= =b=0, =7 (3.30)

kosullar altinda sinir deger problemi elde edilir. Burada y*> = k2 + k% dir. ky =k, =0
icin, Neumann tip sinir kosullarindan dolay1 tekil ¢6ziim ortaya ¢ikar. Bu tekil ¢6ziim,

genelligi bozmadan
by(z=0)=by(z=0)=0 (3.31)
secilerek ortadan kaldirilabilir. Manyetik alan i¢in solenoidal bazlar
B(x) = B(z)el* k) (3.32)
ve hiz i¢in solenoidal bazlar bu denklemde (3.29) yerine yazilirsa, manyetik bazlar i¢in
D’B—y’B = —ik,V (3.33)
diferansiyel denklemi
DB, =DB,=B,=0, z=7Fl1 (3.34)

sinir kosullar1 altinda elde edilir. Bu kogullar altinda bu sinir deger problemi B(z)
(/)

i¢in ¢oziilerek her bir V = V;’(z) i¢in manyetik solenoidal bazlar elde edilir. Burada

B(z) = (By, By, B.) dir.
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3.4 Manyetik Solenoidal Bazlarin Analitik Coziimii

Manyetik alan ve hiz icin elde edilen sinir deger problemi (3.33)
—B— 9B =—ik,V (3.35)

(3.34) sinir sartlar1 altinda ele alimp B(z) = (By, By, B;) ve V(z) = (Vi,V,V;) icin bu

sinir deger problemi yatay ve diisey yondeki bilesenler icin ayr1 ayr1 yazilirsa;

d? _

g8 VB, = —ik,V, = f:(z),  DBi(z=7TF1)=0 (3.36a)
d? ,

2B VB, = —ikVy = f,(z)  DBy(z=F1)=0 (3.36b)
d2

7B ¥B. = —ikV, = f.(z)  B.(z=TF1)=0 (3.36¢)

sabit katsayil1 homojen olmayan ii¢ tane diferansiyel denklem elde edilir. Yatay yondeki
bilesenler icin hem diferansiyel denklemler hem de siir kogullar1 ayni oldugundan
(3.364a, 3.36b), sadece bir tanesi i¢in ¢oziim bulmak yeterlidir. z yoniindeki diferansiyel

denklem (3.36¢) i¢in de ¢oziim ayni sadece sinir kosulu farklidir.
Sabit katsayil1 (3.36a) diferansiyel denklemin homojen ¢oziimii
B'(z) = Cie¥* + Cre™ (3.37)
seklinde elde edilir. Ozel ¢6ziim de, parametrelerin degisimi metodu kullanilarak,
BY =i (2)e" + ca(z)e (3.38)
seklinde yazilabilir. Bu 6zel ¢6ziimiin katsayilari ¢ (z) ve ¢2(z)’de

ci(z)e "+ ch(z)e™ =0

—yei(@)e " +ych(x)e ™ = fil2)

denklemleri olusturularak bulunabilir. Bu denklem sistemi Cramer yontemi kullanilarak

coziiliirse;
0 er*
fr ver* Ve
)= > =T
e Ve oVt 2y
_»)/e*YZ ’)/eyz
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bulunur ve her iki tarafin integrali alinarak,

= —%//fx(z)eyzdz

katsayis1 elde edilmis olur. Benzer sekilde,

e 0
— j/e_YZ fr (Z) fe(2)e™7*
&) = = G=2T
eV ele 14
— '}/e_yz Yeyz

bulunur ve her iki tarafin integrali alinarak,

c2(z) = %//fx(z)eyzdz

katsayisi elde edilmis olur. O halde bu adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii, homojen ve

0zel ¢coziimiin toplami olarak

B, =B' B

—yz
Bx:CIe_7Z+C2e+7Z—e2—y/fx eyzdz+—/f e "dz (3.39)

seklinde bulunur. Sinir kogullart kullanilarak da C; ve C, sabit katsayilar1 kolayca elde

edilebilir.

e 7 =1 i¢in DB, = 0 kosulu kullanilarak

—YCre "+ y¥Cre™V + %l {/f(z)e"dz} [/f de] =0
denklemi,

e z = —1i¢in DBy = 0 kosulu kullanilarak

—yCre¥ +yCre ¥ + %Y {/f(z)eydz] + g/ {/f(z)e”dz} =0

7=—1 7=—1

denklemi elde edilir.
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Bu iki denklemlerden C; ve C; ¢oziiliirse B, i¢in ¢oziim

o] ol f e

_ =1 _
Bx ye37_ye—7 e vz
__e Y[/fx eYdZ:| _ley{/fx(z)eydz]
Z:*Ie—yz
}/e37—}/e Y
—5e’ { / fx(Z)e‘YdZ} - Ee‘y{ / fx(—l)ede}
7=—1 z:fleyz
Ye ¥ — e
1
ze’ { / fx(Z)eYdZ} -3¢ { / fx(Z)e_de}
+ =1 zzleyz
YoV — 7637

seklinde elde edilir. Benzer §ek11de (3.36b) adi dlferan51yel denklemin ¢oziimii de

2637[ / f(2) YdZ} +%ey { / fy(Z)ede]

==1
B, }/e37 — e ?
1
—1e Y{/fy eydz} — —67 {/fy(z)e_ydz}
z=—1 ef’yz
)/637’ }/e 14
—5eV {/fy(z)e_ydz] - —e"’ {/fy(—l)eydz}
7=—1 2 z==1 _yz
Ye ¥ —yedY ‘
1
ze? {/fy(z)eydz} — =Y {/ fy(z)eydz]
4 z=1 2 =1,y
e~ —ye¥Y

——e Yz/f eyzdz—l——eyz/f e Vdz
seklinde yazilabilir. Manyetlk alanin iicilincii bilesen i¢in (3.36b) adi diferansiyel

denklemin ¢6ziimii, (3.39) denkleminin ¢oziimiine benzer olup
1 1
B, =C3¢ "+ Cyet ¥ — Z/e_yz/fz(z)eyzdz-l- Ze”z /fz(z)e_yzdz

seklinde bulunabilir. Ancak, sinir kogsullar1 (3.36a, 3.36b) denklemlerinden farklidir.

Bu sinir kogullart kullanilarak da C3 ve C4 sabit katsayilar1 kolayca elde edilebilir.

e z=1ic¢in B; = 0 kosulu kullanilarak

_ I _ 1 .
Cse 7+C467—Z/e Y{/fz(z)eydz—f— Z/eY/fZ(Z)e de] =0

z=1
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denklemi,

e 7= —1i¢in B, = 0 kosulu kullanilarak

B 1 B 1
Cye? +Cae Y—Z—A [tz e [ fAz)ede] 0

z=—1

denklemi elde edilir.

Bu denklemler C3 ve Cy i¢in ¢oziiliirse B, diferansiyel denkleminin ¢oziimii;

%,e”’ {/fz(Z)eydz} T %/ey [/fz@e_ydz]

Bz - — z=—1 e <

eV — e37
—%/637/ {/fz(z)eydzl
_.l_

V. + %/ey {/fz(z)eydz}

eV —e3Y

%,ey {/fz(Z)ede} ——e 7 :/fz(z)eydz-

Jz=1 eV?

z=—1 e—’yz

—%/ey [/fz(Z)ede} y + _?/e3y _/fz(z)e_ydz

Jz=1 eV

1

1
e ¥z Y —Yz
2}/3 /fz(Z)e dz+ 2'}’6 /fz(Z>e dz

3.5 Sicaklik icin Solenoidal Bazlar

Termal bazlar, diger solenoidal bazlar gibi Legendre polinomlar1 kullanilarak sinir
kosullarin1 saglayacak sekilde kolayca olusturulabilir. O halde sicakliktan sapma i¢in
solenoidal baz ac¢ilimi

M

O(m,n,z,t) =Y bp(t)T,(2) (3.40)
p=0

seklinde yazilabilir. Burada T,(z) = (1 — z*)L,(z) seklindedir. Sicakliktan sapma igin
tiiretilecek olan ciftes bazlarin herhangi bir kosulu saglamasina gerek olmadig: i¢in

T,(z) = Ty(z) olarak segilebilir.
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4. DENKLEMLERIN ZAYIF FORMU

Bu sayisal calismada, belirli agisal hizda donen ve halkanin i¢c ve dig yiizeyleri
arasinda sicaklik farki bulunan bir halkasal bosluktaki elektriksel olarak iletken
akigkanin homojen bir B manyetik alan altindaki akisin dogrusal kararlilik analizi
ele alinmaktadir. Bu sayisal modellemede Galerkin projeksiyon yontemi ile kismi
diferansiyel denklemler ¢iftes uzaya yansitilarak, acilim katsayilar1 zaman yOniinde
degisen adi diferansiyel denklem formunda denklemlerin zayif formu elde edilmekte-
dir. Bu yontemde 6nceki boliimde de gosterildigi gibi, akis degiskenleri ve ciftes uzaylar

belli bir toplam degerine kadar temsil edilmislerdir.

Rezidii degerinin kiiclik olmasi ilkesine dayanan Galerkin yansitma prosediirii kul-
lanilarak sistemin temel denklemleri (2.2)-(2.6) ciftes uzaya yansitilir. Hiz ig¢in
olusturulan solenoidal bazlar hem siireklilik hem de sinir kosullarini sagladigindan ve
manyetik alan icin kullanilacak solenoidal bazlarda yari-duragan iliski denklemi (2.5)
kullanildigindan, sistemdeki (2.2), (2.5) ve (2.6) denklemleri otomatik olarak saglanir.
Geriye sadece enerji ve moment denklemi kalir ki buda denklem sayis1 dokuzdan dorde
diistiriir.  Bu durum sayisal yontem iizerindeki yiikii azaltacagindan, yontemin daha
dogru sonug vermesini saglar. Boylece, ¢oziilmesi gereken residii denklemleri asagidaki

sekilde verilebilir:

ou

Ry=——"—u.Au—PrVII—PrOe,+ Prv*u+ PrQ (ex.V)b —2Q;(ey xu) (4.1)
00 5
Ro = 5, (u.V)® — Rape,.u+ V-0 (4.2)

Hiz, termal ve manyetik alan bilegenlerinin Fourier serisi ve solenoidal bazlar cinsinden
acilimlar1 asagidaki gibidir:

umpnzt)= Y % e“"‘*"”""f”zj‘f_o[aé”(r)Vé”(z)+a22><r)v52><z>] (4.3)
| <N /2|n| <Ny /2

bmnzn= Y Y MHRIYT [aS)(r)Bél)(z)+a§3><r>B§3><z>} (44)
Im|<Ny/2|n|<Ny/2

O(mnzt)= Y y e(ik;"x+ik;y)zfl‘74:0bp(t)Tp(Z) 4.5)
m| <N/2|n| <Ny /2

Burada V,SI’Z) (z) hiz icin solenoidal bazlar, Bg,l’z) (z) manyetik alan igin solenoidal

bazlar1 ve T,(z) sicakliktan sapma i¢in solenoidal baz1 gostermektedir. Manyetik alan
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icin solenoidal bazlar yari-duragan iligki (2.5) kullanilarak elde edildiginden, hiz ve

manyetik alan i¢in zamana bagh katsayilar all? (t) aymdir.

Bu akis degiskenleri, (4.1) ve (4.2) rezidii denklemlerinde yerine yazilip Galerkin

yansitma prosediirii ile ¢iftes bazlar V,Sl’”, T}, kullanilarak yansitilirsa

Ly L)’ 1 Ly L} 1 a
///V.Rudz = ///\7 [— a_ltl — (w.Au)u — PrVII — Pr@e, + PrvV*u|dxdydz +
0 0 0 -1

0 -1 —

L Ly 1
///V.[PrQh(eX.V)b—2PrTh(eyxu)]dxdydz:O
0 0—1
ve
Ly Ly 1 Ly Ly 1
// TR@dz:///T.[—aa—?—(u.V)@—Rahez.u—Vz(B}dxdydz:O
00 —1 00 -1

integralleri elde edilir. Bu integral degerleri hesaplanirsa matris formunda asagidaki

sekilde yazilabilirler:

(‘—/q(l),vlgl)) (Vq(l),V[gZ)) dg) . e , 9 (_q(l)anez) [b}
V2V @2V | [ a | | @ V2 Tpe) |V
(

q
(

q

G 1 _ (1 Oy 1T ()]

| V@) )
L @2 vy @2 v || e

T (ev)BY) (7 (exV)BP) | [ ol

PO ) 0y 50 @ @

(Va7 (ex.V)By') (Vg™ (ex.V)By") 1L 4% |

_ _ 2 B
—2Prfh (Vq(l)aey XVP(I)) ( 11(1)7('))’><VlE )) a;}) (4 6)

— (2 1 = (2 2 2 ’
W ey x Vi) (7 ey x Vi) | | @ |

(T, Ty)bp+d = —Ray(T,, V" e)d}) — Ran(T,,V* e,)al?) + (T, V2T,)b,. (4.7)

Burada ¢(:?) ile d ifadeleri
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seklinde olup dogrusal olmayan terimlerdir.

Galerkin yansitma prosediiriinde, basing terimi sistemden otomatik olarak diisecek
sekilde ciftes bazlar (3.19), (3.21), (3.23) ve (3.25) olusturuldu. Buna ek olarak hiz

i¢in tiiretilen solenoidal bazlarin yapisindan dolay1

viV.e, =0 (4.8)

(1)

terimi sifir olur. Bu yiizden enerji denklemindeki (4.7) yansitma prosediiriinde a,
katsayis1 termal denklemden diisecektir. Ayrica, solenoidal bazlarin ve ¢ifteslerinin bir-
birine dik olarak olusturulmasindan dolay1 da solenoidal bazlar ile cifteslerinin capraz
carpimu sifir olacaktlr.(Vq(i),V}Sj )) = §;; Oyle ki 6;; kronecker deltay1 gostermektedir. O

halde yukarida elde edilmis olan (4.6) ve (4.7) ile ifade edilen matris sistemleri

(ZRA7R 0 al | ) 0
=(2) 1, (2) ol|lT o= 0 [ by }
0 Vg™ V™) 48 ¢ (Vg™ Tpes)

1 1
p i w2yt 0 al
0 72 y2y @ 2)
| Vg™, ) 1L 4% |
irroy | i eV)BY) 0 ay’
! 7 (o v\ g? 2)
0 (Vg™ (ex-V)By") 1L % |
_ (1) (1) 11 .M
Vy ey XV, 0 a
—2Prm, Vo™ eyxVp7) i , 0 (4.9)
0 (V" ey x V) | | ay”
(T,, Ty)bp+d = —Ray(T,, V> eg)as) + (T,, V*T,)b,. (4.10)

formuna indirgenirler. Matris formunda ayr1 ayr1 yazilmis olan bu denklemler (4.9)-
(4.10) tek bir matris olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

W vty 0 0 ay) e
0 VP v o a? |+ @ | =
0 0 (T,,T}) b, d
WY v2V) + (7Y (ex.V) BY) 0 0 ay)
Pr 0 V2 V) + ou(V (e V) BY) (77 The) || @i |- @1D)
—20(V4” ey x V)
0 —Ray(T,, V" e,) /Pr (T,,VT,)/Pr by
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4.1 Sayisal Yontem

Yatay yonlerde periyodik varsayimi oldugundan, yatay yondeki degiskenler icin Fourier
seri acilim yaklagimi kullanilmigtir. Diisey yonde geometrinin [—1, 1] araliginda ol-
mas1, agirhk fonksiyonunun bir olmasi (w, = 1) ve polinomlarmn diklik 6zelligini
saglandigindan, diisey bilesen icin Legendre polinomlar1 yaklasimi kullanilmuigtir.
Bagimh akis degiskenlerinin verilen bu yaklagimlara gore agilimlari agagidaki sekilde

ifade edilebilir:

u(m,n,z,t) ZZu m,n,z,t)e (k' xtikyy) (4.12)
(m,n,z,1) ZZ@ m,n,z,t)elk k) (4.13)
b(m,n,z,1) ZZb m,n,z,1)ekertiky) (4.14)
burada
2
g = (4.15)
Sx
2
g = (4.16)
y
Sy

Ny, 4.17)
N, (4.18)

araliklarinda tammhdirlar. Ayrica, N, ve N, yatay yonlerdeki ¢oziiniirliigii gostermek

izere, kolokasyon noktalar1 x ve y

xi:%, 0<i<N, (4.19)

X

=2 0<j<h, (4.20)
y

seklinde tanimlidir.

Diisey yondeki (z) aralik [—1,1] araligma doniistiirtildigii icin, diisey yonde Gauss-
Legendre-Lobatto (GLL) kolokasyon noktalar1 kullanilabilir. GLL noktalar1

q(z) = (1 —7*)DLy.(2) 4.21)
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polinomunun kokleri olarak bulunabilir. Burada D = diz ve Ly (z), derecesi N, olan

Legendre polinomunu gostermektedir. Legendre polinomlar1 Rodrigues formiillerini

kullanarak
1
Ly.(z) = DM (1 — )M, 4.22
bagintisindan elde edilebilir. Bu kuadratiir noktalar1 sinir noktalart olan z9p = —1 ve

zy, = 1 noktalari ile birlikte N; — I adet i¢ nokta igerir. Bu i¢ noktalar DLy (z) Legendre
polinomunun kokleridir. Ancak bu kokleri hesaplamak icin acik bir formiil yoktur. Bu
kokler, lineer olmayan denklem sistemleri i¢in kullanilan sayisal yontemler ile Legendre

polinomlarinin tekrarlama bagintilarindan sayisal olarak elde edilebilir.

Legendre polinomlari, Jacobi Polinomlarinin genel bir 6zelligi olan, iiclii yineleme

bagintisin1 saglar. Bu bagintilar, Legendre polinomlar1 kullanilarak asagidaki gibi

tiretilebilir:
N. N, +1
L = L _InN_— L 4.23
2. (2) N, 1N ](Z)+2Nz+1 N+1(2), (4.23)
1
In.(z) = — DL — — DIy 1(2). 4.24
N, (2) N1 N,+1(2) oN. 11Dk 1(z) (4.24)
N,(N,+1) N;(N,+1)
1—72)DL — 2T gy () — 2 g . 4.25
(1-2z")DLy,(2) N 11 1(z) N 11 N.+1(2) (4.25)

GLL kuadratiir noktalar1 i¢in Legendre polinomlar1 cinsinden bir baginti, (4.25)

denkleminin (4.21) denkleminde yerine konmasi ile

NN+ D)

N;(N;+1)
q(z) = N 1 D

1(2) = N, + 1

LNZ+1 (Z) (426)

seklinde elde edilebilir. g(z)’nin tiirevi, (4.26) denkleminin tiirevi alinarak

N.(N.+1)
2N, +1

N;(N,+1)

Da(7) —
9(2) 2N, +1

DLy, 1(z) — DLy, 11(2) (4.27)

seklinde elde edilir. (4.24) denklemi ile verilen tekrarlama bagintisinin (4.27) denkle-

minde yerine yazilmasi ile daha yalin formda
Dg(z) = —=N;(N; + 1)L (2) (4.28)

denklemi elde edilir. Bu noktadan sonra ¢(z) = 0 denkleminin kokleri, Newton

iterasyon yontemi kullanilarak

qz") _  , Ln-1(2) —Ly.41(2)

n+1 =7z
Dg(z") (2N, + 1)Ly, (z)

" =z —

(4.29)
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seklinde elde edilir. Bu yontemde tahmin noktalar1 olarak
0 i ,
zi =cos| — Jor 1<i<N,—1 (4.30)
N,
Chebyshev noktalar1 kullanilmigtir. Bu noktalara karsilik gelen agirlik fonksiyonunun

degerleri de

R Nz(l\%z+1)’ eger i=0,N; 4.31)
) 2(e) '
N.N+1) 0 Cger 1= 1,...,N,—1

seklindedir.
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5. DOGRUSAL KARARLILIK ANALIZi

Belirli bir acisal hizda donen elektriksel olarak iletken
akigkanin manyetik alan altindaki dogrusal kararlilik
analizi ilk defa Chandrasekhar [3] tarafindan incelenmistir. Daha sonra Kurt vd.
[16, 17] belirli acisal hizinda donen ve halkanin i¢ ve dis yiizeyleri arasinda sicaklik
farki bulunan bir halkasal bosluktaki elektriksel olarak iletken akigkanin, homojen
bir manyetik alan altindaki akisinin dogrusal kararhilik analizini ele almiglardir.
Doéndiirme ve manyetik alan kontrol parametrelerinin sistemde olmadig1 durum icin,
Chandrasekhar [3] kritik dalga sayis1 ve kritik Rayleigh sayisinin konveksiyon esiginde
Prandtl sayisindan bagimsiz oldugunu bulmustur. Rigid iki plaka arasinda bulunan
viskoz bir akigkan icin Reid ve Harris [29] istikrar egrisinde, 3,117 kritik dalga sayis1
ve buna karsilik 1707,8 kritik Rayleigh sayisinda bir tane minimum degere sahip
oldugunu oldugunu gostermislerdir. Kritik degerin altinda hicbir hareket yoktur ve bu

durumda 151 iletim yoluyla aktarilir.

Bu sayisal modellemede Galerkin projeksiyon yontemi ile, kismi diferansiyel denklem-
ler ciftes uzaya yansitilarak acilim katsayilar1 zaman yoniinde degisen adi diferansiyel
denklemlerin zayif formu elde edilmektedir. Solenoidal baz ve yansitma prosediiriinii
test etmek icin, hareketin basladig1 anda hareketsiz durumun bozuldugu en kiiciik kritik
parametre degeri ele alinmistir. Bu iletim durumunda, hiz ve sicaklik perturbasyon-
lar1 oldukga kiiciiktiir. Dolayist ile hareket olmamasi durumuna gore dogrusallagtirilmig

residii denklemleri (4.1)-(4.2) asagidaki formu alir:

d

Ru= _a_ltl — PrVII — PrOe, + Prv*u+ PrQy (ex.V)b — 2PrQy(ey xu)  (5.1)
20

Ro = ——-—Raje,u+ V20. (5.2)

Akis degiskenleri, (5.1) ve (5.2) rezidii denklemlerinde yerine yazilip Galerkin yansitma
(1,2)

prosediirii ile ciftes bazlar V, ™/, T, kullanilarak yansitilirsa

Lx Ly

1 Ly Ly 1
/// - /// {———PrVH—Pr@eﬁ—Peru dxdydz+
00 -1 0 0 -1

L. Ly 1
///V [PrQy (ex.V)b —2Pr&2,(ey x u)|dxdydz =0
00 -1
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Lx Ly
00

integralleri elde edilir. Bu integral degerleri hesaplanirsa matris formunda asagidaki

Lx LY

1
TR@dz://
00

1

_ 00

T. [— a5 Rape,.u— Vz@} dxdydz =0
1

-1

sekilde yazilabilirler:

= (1 1 =(1 2 (1 =(1

") @) a0 Te) ]
- (2 1 —(2 2 (2 o —(2 p
V2V @2 vy | ay (Vs?, Tye,)

pro | i (eV)B) (7" (V) B | | a)
PO ) Oy @) @ @
(Vg™ (exV)By") (Vg™ (ex-V)Bp") 1L % |
_ (1 1 — (1 2 1T a
o [ ey e [
T o) Wy o) 2) @) ‘
(Vg7 ey x V') (Vg™ ey x V™) ap

(T, T,)bp = —Rayp(T,, V" e,)al) — Ray(T,, V¥ e)al? + (T, V*T,)b,  (5.4)

Bir onceki boliimde bahsedildigi gibi, solenoidal bazlarin 6zelliginden dolay: yansitma
prosediiriinde basing terimi, termal denklemde (5.4) bulunan ag,l) katsayis1 sistemden
otomatik olarak diisecektir. Ayrica solenoidal bazlarin bir 6zelligi olarak, solenoidal
bazlar ile c¢ifteslerinin capraz carpimu sifir olacagi anlatilmisti. Bu bilgiler 1s18inda
yukarida elde edilen i¢ carpim denklemleri (5.3)-(5.4) sonucunda ortaya cikan adi

diferansiyel denklem sistemleri matris formunda

W v 0 al) 0
() () o | =7 o [ by }
0 Ve~ V™) ap (Vg™ Tpes)

5.5
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(T,.T,)by = —Ray(T,, V" €,)as) + (T,,V2T,)b,. (5.6)

seklinde yazilabilir. Matris formunda ayr1 ayr1 yazilmis olan (5.5)-(5.6) adi diferansiyel

denklem sistemleri tek bir matris denklemi olarak asagidaki sekilde yazilabilir:

(ZER78)) 0 0 ah
(2 2 (2
o @ o || |-

0 0 (T Tp) by

73", V2V + 07 (e V) BY) 0 0 o)

72Qh(_(1(]),ey x VISI))
Pr 0 02 V2V + 0V (V) BY)  —(07 Toe) || o) | 6D
20, (7 ey x V)
0 —Ray(Ty, V" e,) /Pr (T,,V2T,)/Pr by

Bu elde edilen adi diferansiyel denklem sistemindeki zamana bagimlilik varsayimini

asagidaki sekilde ifade edersek
[a(l); a®; b] o5t (5.8)
¢ 6zdegerleri i¢in sistem genel 6zdeger problemine indirgenerek ¢oziiliir.

Farkli O ve 7 degerleri icin en sagdaki 6zdegerin imajiner ekseni gecisindeki kritik
Rayleigh (Ra.) sayilarina kargilik gelen kritik dalga say1 (k.) degerleri (4.12,4.13, 4.14)
esitliklerinde n = 0 ve m = 1 secilerek elde edilmistir. Chandrasekhar ve Cori-
olis parametrelerinin degisimine gore kritik Rayleigh sayilari, Ra. Cizelge 5.1°de
listelenmigtir. Bu kritik Rayleigh sayilariin biiyiikliikleri Rayleigh Bénard degeri olan
Ra,. = 1707,3 degerinden daha biiyiik degerler alarak artmaktadir. Ancak Cizelge 5.1

ve Sekil 5.1 bakildiginda bu artisin monotonik olmadig: goriilmiistiir.
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Sekil 5.1 Farkli Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri icin kritik Rayleigh degerleri.
Cizelge 5.1 Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri icin kritik Rayleigh degerleri, Ra,.
g 0 40 80 120 160 200 240 280
Q
0 1707.3 | 24447 | 3118.0 | 3757.6 | 4374.5 | 4974.7 | 5561.6 | 6137.6
20 2798.43 | 3007.27 | 3460.91 | 4007.2 | 4573.0 | 5140.9 | 5705.6 | 6265.5
40 2999.8 | 46409 | 4469.2 | 4746.9 | 5163.4 | 5636.4 | 6139.3 | 6647.6
60 3251.8 | 6655.2 | 6098.7 | 5953.6 | 6132.3 | 6452.6 | 6845.4 | 7278.9
80 35959 | 7181.7 | 8305.5 | 7600.7 | 7462.2 | 7577.1 | 7825.9 | 8152.6
100 4027.3 | 7841.7 | 10895.1 | 9663.5 | 9135.3 | 8996.7 | 9066.4 | 9259.9

Sisteme manyetik alan ve dondiirmenin ayri1 ayri uygulanmasi

sonucunda kritik

Rayleigh sayisinin artti§1 yani konveksiyonu geciktirdigi ancak her ikisinin ayni anda

sisteme uygulanmasi durumunda bu gecikmenin artmak yerine ayni seviyede kaldigi

ve hatta bazi durumlarda azaldig1 yani bu artisin monotonik olmadig1 Cizelge 5.1

goriilmiistiir [3, 16, 17, 20]. Bu kritik Rayleigh degerlerinin inigli ¢ikighh davranigi

Sekil 5.1°de daha net goriilmektedir.
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Benzer sekilde, artan Q ve 7 degerleri igin kritik Rayleigh (Ra.) sayilarina karsilik
gelen kiritik dalga say1 (k.) degerleri Cizelge 5.2’de listelenmistir. Kritik dalga
sayisinin biiyiikliigii Rayleigh Bénard degeri olan k. = 3,117 degerinden daha kiiciik
degerler alarak azalmaktadir. Kritik Rayleigh sayisinda oldugu gibi manyetik alan ve
dondiirmenin ayr1 ayr1 konveksiyonu geciktirme etkisi olmasina kargin sisteme ayni
anda uygulanmalar: ters yonde bir etki yaparak kritik dalga sayisindaki bu azalmanin
monotonik olmasi engelledigi Cizelge 5.2 goriilmektedir [3, 16, 17, 20]. Ayrica bu
kritik dalga sayilarinin inigli ¢ikiglt davranigt  Sekil 5.2°de daha net goriilmektedir.

Cizelge 5.2 Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri i¢in kritik dalga sayilari, k..

0

0 40 80 120 160 200 240 280

0 3.117 | 2.6880 | 2.4840 | 2.3470 | 2.2440 | 2.1620 | 2.0940 | 2.0360
20 2.691 | 2578 | 2431 | 2318 | 2.226 | 2.151 | 2.086 | 2.030
40 2.817 | 2.346 | 2.303 | 2.241 | 2.177 | 2.117 | 2.039 | 2.013
60 2.842 | 2.856 | 2.147 | 2.137 | 2.106 | 2.068 | 2.027 | 1.988
80 2903 | 2994 | 1995 | 2.026 | 2.025 | 2.008 | 1.983 | 1.955
100 2984 | 3.006 | 1.672 | 1917 | 1941 | 1944 | 1935 | 1918

16
100

Sekil 5.2 Farkli Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri i¢in kritik dalga sayilart.
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Artan Chandrasekhar ve Coriolis degerleri icin marjinal istikrar egrisi  Sekil 5.3°de
gosterilmigtir.  Sisteme manyetik alan ve dondiirme ayr1 ayri uygulandiginda kritik
Rayleigh sayisinin arttif1 yani konveksiyonu geciktirdigi ancak her ikisinin ayni anda
sisteme uygulanmast durumunda bu gecikmenin artmak yerine ayni seviyede kaldig1 ve

hatta bazi1 durumlarda azaldig1 goriilmiistiir [3, 16, 17, 20].

10 ,
Q=0-0=0

~ m- - Q=40-0=0
— = -Q=0-0=40
— - - Q=40-0=40

10° | | | I | I
1

Sekil 5.3  Artan Coriolis ve Chandrasekhar parametreleri i¢in dogrusal kararlilik egrisi.
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6. SONUCLAR

Bu calismada, donel halkasal boslukta ve sabit bir manyetik alan etkisi altinda
bulunan elektriksel olarak iletken bir akiskanin konveksiyon hareketinin basladigi
an sayisal olarak hesaplanmaktadir. Bu halkanin i¢ ve disg yiizeylerinin kapal
sinir sartini sagladigr kabul edilmigtir.  Alt ve iist plakalardaki rijitlik ve yatay
yondeki peryodiklik varsayimlarindan, hiz ve sicaklik i¢in diisey yonde kaymazlik
(no-slip) sinir kosullari, yatay yonlerde ise periyodik smir kosullart kullanilmistir.
Manyetik alan ve dondiirmenin dogal konveksiyona ayni anda uygulanmasi iizerine
literatiirde bircok analitik ve sayisal calisma yapilmistir. Solenoidal baz yaklagimi
da farkli sekillerde ve konfigiirasyonlarda kullanilmistir. Bu c¢alismada kullanilan
solenoidal baz yaklasimi daha once farkli tip problemlere Yarimpabug vd. [19, 20, 21]
tarafindan uygulanmistir. Ancak, yatay yonde hem yercekimine dik hem de birbirine
dik olarak uygulanan manyetik alan ile donmenin etkisi altindaki dogal konveksiyona

ilk defa bu calisma ile uygulanmistir.

Bu calismadaki Onemli asamalardan biri, solenoidal baz yaklasiminda Legendre
polinomlar1 ile bununla bagintili olan Gauss-Legendre-Lobatto (GLL) kuadratiiriin
kullanilmas1 ve bir digeri ise hiz ile manyetik alan arasindaki iligki kullanilarak,
manyetik alan icin solenoidal bazlarin hiz i¢in olusturulan solenoidal bazlardan
analitik olarak elde edilebilmesidir. Legendre polinomlarinin agirlik fonksiyonunun
bir ve sayisal olarak kararli interpolasyon polinomu olmasi, solenoidal bazlarin ve
cifteslerinin bu polinomlar cinsinden olusturulmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrica,
Legendre polinomlari ile ilintili olan GLL kullanilarak denklemlerin zayif formlarinin
olusturulmasinda karsilasilan integraller yiliksek dogruluk derecesinde elde edilebilmek-
tedir. Solenoidal baz yaklasimi kullanilarak hem hiz hem de manyetik alan icin
stireklilik denkleminin otomatik olarak saglanmasi ve menyetik alan i¢in olusturulan
bazlarda yari-duragan iligkinin kullanilmasi ile sistemdeki denklem sayis1 azalmis olur.
Bu durum sayisal yontem iizerindeki yiikii azaltirken yontemin dogrulugunu arttirir.
Buna ek olarak, ¢iftes bazlar olusturulurken bu bazlara birtakim kosullar eklenerek sis-
temde sinir kogullar1 olmadan bulunan ve bu tip problemlerde ¢oziilmesi icin 6zel algo-

ritmalar olusturulan basing terimi sistemden kolaylikla elimine edilebilmektedir.

Yapilan bu calismada kullanilan yaklagim hiz, sicaklik ve indiiklenmis manyetik
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alan degiskeninin sinir sartlarini saglayan solenoidal baz fonksiyonlari cinsinden
yazilmasina dayanmaktadir. Bu metot manyetik alan ve dondiirmenin etkisin-
deki sikistinlamaz akigkanlar modellemesinde basing degiskeninin ¢oziimlenmesi ve
solenoidal sartlarinin saglanmasi ile kullanilan gelen sayisal tekniklere yeni bir alter-
natif olusturmaktadir. Bu yaklagim, yatay yonde hem yercekimine dik hem de bir-
birine dik olarak uygulanan manyetik alan ile donmenin etkisi altinda iletken rejimin
istikrarini kaybettigi tasinim rejimine gectigi dogrusal kararlilik analizi yapilarak test
edilmistir. Manyetik alan ve dondiirme ayn1 anda sisteme uygulandiginda konveksiyon-
daki gecikmenin artmak yerine ayni seviyede kaldig1 ve hatta baz1 durumlarda azaldigi
goriilmiistir. Bu calismada kullanilan yaklasim Solenoidal bazlarin olusturulmasi
ve uygulanmasi acisindan yeni bir metodtur. Basing degiskeninin ¢oziimlenmesi ve
solenoidal sartlarinin saglanmasi ile kullanila gelen sayisal tekniklere yeni bir alternatif
olusturmaktadir. Bu yaklasim ile, yatay yonde hem yercekimine dik hem de birbirine
dik olarak uygulanan manyetik alan ile donmenin etkisi altinda iletken rejimin istikrarini
kaybettigi taginim rejimine gectigi dogrusal kararlilik analizi yapilarak test edilmis, elde

edilen sonuglarin literatiirle birebir ortiistii§ii gozlenmistir.
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