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OZET

OTOMOTO YARIGRUPLARI

Mehmet COLAK
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigsman :Yrd. Dog¢. Dr. Basri CALISKAN

Agustos 2016, 58 sayfa

Bu tezde oOncelikle otomoto yarigrubu ve otomoto grubu tanimlanmis, tiim sonlu
yarigruplarin otomoto yarigrubu oldugu gosterilmistir. S bir otomoto yarigrubu olmak
iizere S ye 0 elemani (1 birim eleman) eklenerek elde edilen S° (S!) yarigrubunun
da bir otomoto yarigrubu oldugu ve her otomoto yarigrubunun artiksal sonlu oldugu
gosterilmistir. Ayrica, herhangi bir n > 2 ve n € N* i¢in ranki n olan serbest degismeli
yarigrubun bir otomoto yarigrubu oldugu gosterilmistir.

Bunlara ilave olarak, Cayley otomotosu ve Cayley otomoto yarigrubu tanimlanmis ve
ilgili baz1 teoremler ispatlanmugtir.

Son olarak, (3,2)-yarigrubu, (3,2)-otomotosu ve (3,2)-yarigrup otomotosu tanimlanmus,
bir (3,2)-otomotosunun bir (3,2)-yarigrup otomotosunu nasil {irettigi incelenmis ve bu
yontem icin bir algoritma verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Otomoto yarigruplar, Cayley otomoto yarigrubu, (3,2)-
yarigruplar, (3,2)-yarigrup otomotosu



ABSTRACT

AUTOMATON SEMIGROUPS

Mehmet COLAK
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist. Prof. Dr. Basri CALISKAN

Agust 2016, 58 pages

In this thesis, the automaton semigroups and the automaton groups are defined and it
is shown that every finite semigroup is an automaton semigroup. If S is an automaton
semigroup and S° (S') is the semigroup formed by adjoining a zero (identity) to S,
then it is shown that S° (Sl) is also an automaton semigroup and every automaton
semigroup is residually finite. Also, it is shown that for any n > 2 with n € N*, the free
commutative semigroup of rank » is an automaton semigroup.

In addition, the Cayley automatons and the Cayley automaton semigroups are defined
and some relevant theorems are proved.

Finally, (3,2)-semigroups, (3,2)-automata and (3,2)-semigroup automata are defined; the

method of generating a (3,2)-semigroup automata from a (3,2)-automata is investigated
and an algorithm for this method is given.

Key Words: Automaton semigroups, Cayley automaton semigroup, (3,2)-semigroups,
(3,2)-semigroup automata
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SIMGELER VE KISALTMALAR

s! S yarigrubuna 1 elemani eklenerek elde edilen monoid
(A|R) Monoid (ya da yarigrup) takdimi

SxS S kiimesinin kartezyen ¢arpimi

S[Y,Sa; 9o p] Yarigruplarin giiglii yarilatisi

(A) A kiimesi tarafindan dogrulan yarigrup

BlY,Sq] Yarigruplarin bandi

AT A kiimesinden olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
A* ATU{1}

R* R yiiceren en kiiciik kongriians

At/p AT yarigrubunun p kongriiansi ile boliim yarigrubu
A*/p A* monoidinin p kongriiansi ile boliim yarigrubu

I(w) w kelimesinin uzunlugu

xp x elemaninin p kongriiansina gore denklik sinifi

Wi =wy w1 ve wy kelimeleri 6zdes

Wi =0q,0p,..,0, =wy w kelimesinden w; kelimesine sonlu bir dizi

o Otomoto

0 Gegis fonksiyonu

EndB* B* agacinin endomorfizm yarigrubu
Y () </ otomotosunun belirledigi yarigrup
B" B iizerindeki sonlu diziler

B® B lizerindeki sonsuz diziler

AutB* B* 1n otomorfizm grubu

I'(<f) AutB* 1n bir alt grubu

%(S) S yarigrubunun Cayley otomotosu

Y (% (T)) Bir sonlu 7 yarigrubunun belirledigi Cayley otomoto yarigrubu
{} B?> — B? tanimlanan bir (3,2)-islem
(8,{}) (3,2)-yarigrup

(S,B, f) (3,2)-otomoto

(S,(B,{}),f) (3,2)-yarigrup otomotosu
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1. GIRIS

Otomotolar matematigin bir ¢ok alaninda 6zellikle cebir ve bilgisayar bilimlerinde ¢cok
sayida uygulamalar1 olan kavramlardir. Bir otomotonun en 6nemli islevi kiimelerin
tanitilmalar1 ve doniistiiriilmeleridir. Bu bakimdan alicilar (acceptors) ve doniistiiriiciiler
(transducers) olarak iki sinifa ayrilirlar. Her ikisi de cebir ve dinamik sistemler
teorisinde oldukca 6nemli role sahiptirler. Otomoto hakkinda matematigin bu alanlar1

ile ilgili ¢cok sayida calismalar ve kitaplar bulunmaktadir [1-10].

Otomoto, gruplarla yakindan baglantili olup, otomoto tarafindan dogurulan gruplar ilk
olarak 1960 yillarinda ¢alisilmaya baslanmistir [7, 11]. Fakat 1980 lerde grup teoride
varsayimlara kars1 aksine ornekler saglamalarindan sonra ¢ok daha ilgi ¢eken bir alan
olmustur. Ornegin, 1902 de William Burnside’1n ”Bir sonlu iiretegli torsion grubu sonlu
olmali midir?” (Burnside Problemi) sorusunu 1962 de negatif olarak ilk cevab1 Golod,
Golod-Shafarevich Teoremi kullanilarak vermistir [12]. 1970 lerde Alesin ve 1980 lerin
baglarinda Grigorchuk tarafindan bu problemin daha basit ve sik bir ¢6ziimii otomoto
kullanilarak yapilmustir [13, 14]. Dolayisiyla gruplarin bu sinift genel Burnside Prob-
lemine 6nemli katkilar saglamistir. Bu donemde Grigorchuk’un [14] de verdigi sonsuz
periyodik grup ornegi ve Gupta ve Sidki’nin [15] de verdigi grup 6rnegi ile bunlara
ilaveten Nekrashevych’in [16] daki kitabi, Bartholdi, Grigorchuk ve Nekrashevych’in
[17] deki kitabr ve Bartholdi, Grigorchuk ve Sunik’in [18] deki kitab1, Grigorchuk ve
Sunik’in [19] daki notlar1 6nemli bir teorinin gelismesine katki saglamistir. Temel
teorinin ana hatlar1 Grigorchuk, Nekrashevich ve Sushchanski’nin [20] deki ¢aligmasi

ile belirlenmistir.

Otomoto tarafindan dogrulan gruplar, sadece grup teorideki varsayimlara aksine
ornekler saglamakla kalmayip, matematigin diger alanlarinda da ortaya c¢ikmustir.
Ornegin, bu alanda son yillarda en parlak kesiflerin oldugu holomorfik dinamik araglarla

olan baglantis1 genellikle yinelemeli (monodromi) grup olarak adlandirlir [21].

Sonlu otomotonun gruplar, dinamik sistemler ve grafikler ile ilgili ¢calismalarda kul-
lanilmas1 otomoto teorisinin gelisiminde baslangi¢ ¢alismalar olarak kabul edilir. Bu
alanla ilgili ¢coziilmemis ¢ok sayida problemler ve yeni uygulama alanlar1 bulunmak-

tadir.



Otomoto grup kavraminin yarigruplara genellestirilmesi sayesinde otomoto yarigruplari

ile ilgili ¢caligmalar baglamigtir.

Silva ve Steinberg [23] de lamplither gruplarin genellemesi olan bir yarigrup sinifimi
calistilar. Maltcev [24] de Cayley Otomotonun dogurdugu otomoto yarigruplarini
calismistir. Bu otomoto yarigruplart kismen [25] da Cain tarafindan da ¢alisildi. Ayrica
otomoto yarigruplarinin sonluluk probleminin karar verilemez oldugu [26] de yapilan

algoritmik problemelerin ¢alisilmasiyla elde edilmistir.

Otomoto yarigruplar aragtirmacilar tarafindan genellikle iki nedenden dolay1 ¢aligilir.
Birincisi gruplarin otomoto teorideki tanimlamalari ile ilgili ¢alismalarin yarigruplara
genellendiginde daha kolay ispatlanabilmesi, daha 6nemli olan ikincisi ise otomoto
yarigruplarinin daha genel durumlarina ¢alismak, otomoto gruplarinin 6zel durumlarini
belirlemede yol gosterici olmasidir, yani yarigruplar icin zayif gibi goriinen bir durum

gruplar icin ileride ¢ok daha gii¢clii durum olabilmektedir.

Bu tezin ikinci boliimiinde 6ncelikle tezde kullanilacak yarigrup ve otomoto teorisi ile

ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tezin iclincili boliimiinde, Oncelikle otomoto yarigrubunun ve otomoto grubunun
tanimlar1 yapilmigtir. S bir otomoto yarigrubu olmak iizere S ye 0 elemam (1
birim eleman) eklenerek elde edilen S° (S!) yarigrubunun da bir otomoto yarigrubu
oldugu gosterilmistir. Her otomoto yarigrubunun artiksal sonlu oldugu ve tiim sonlu
yarigruplarin otomoto yarigrubu oldugu gosterilmistir. Ayrica, herhangi bir n > 2 ve
n € N* icin ranki n olan serbest degismeli yarigrubun bir otomoto yarigrubu oldugu

gosterilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde, Cayley otomotosu ve Cayley otomoto yarigrubu

tanimlanmus ve ilgili bazi teoremler ispatlanmisgtir.

Tezin son boliimiinde ise Oncelikle (3,2)-yarigrubu, (3,2)-otomotosu ve (3,2)-yarigrup
otomotosu tanimlanmistir. Daha sonra ise bir (3,2)-otomotosunun bir (3,2)-yarigrup

otomotosunu nasil iirettigi incelenmis ve bu yontem i¢in bir algoritma verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

Bu boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan yarigrup ve otomoto teoril-
erdeki temel tanim ve teoremlerden bazilar1 ve bunlarla ilgili 6rnekler verilmistir. Bu

konularla ilgili daha detayl bilgiler [27, 28, 29, 30] kaynaklarindan elde edilebilir.

2.1 Yanigruplar

Tanmm 2.1 S bos kiimeden farkl: bir kiime olsun. § x § den S ye taniml bir fonksiyona
ikili islem denir. Bu ikili islem x,y € § icin x - y seklinde gosterilir. Genelde x - y yerine

kisaca xy yazilir. Eger ”-”, § iizerinde bir ikili islem ise (S, -) ikilisine bir grupoid denir.

2 9

Tanmm 2.2 (S, -) bir grupoid olsun. Eger ikili islemi S iizerinde birlesme 6zelligine

sahip, yani her x,y € S i¢in
x-(yz)=(xy)z

ise (S,-) grupoidine bir yarigrup denir.
Genellikle (S, -) yerine kisaca S yazilir ve "ikili islem” yerine “¢arpma igslemi” kullanilir.
Tanmm 2.3 S yarigrubu degisme 0zelligine sahip, yani her x,y € S i¢in
Xy =yx
ise S ye degismeli yarigrup denir.

2

Tanim 2.4 S bir yarigrup olsun. Eger bir e € S i¢in e” = e oluyorsa e ye idempotent

eleman denir. Eger S yarigrubunun tiim elemanlar1 idempotent ise S yarigrubuna bir

band denir. Eger bir § yarigrubu hem band hem de degismeli ise S ye bir yarilatis denir.
Tanmm 2.5 S bir yarigrup olsun. Eger her s € S icin
Is=s=sl

olacak sekilde bir 1 € § varsa, 1 elemanina S nin birim elemani ve S ye de bir monoid

denir.



Bir S yarigrubunun en fazla bir tane birim elemani vardir. Eger S birim elemana sahip

degil ise ekstra bir birim eleman kolayca eklenebilir. Her s € S i¢in
sl=1s=svel-1=1
olarak tamimlanirsa SU {1} bir monoid olur. S! kiimesi

S, S birim elemana sahip ise

SU{l1}, aksihalde

st =

olarak tanimlansmn. S' kiimesine (eger gerekli ise) birim eleman eklenerek S den elde

edilen monoid denir.

Tanim 2.6 Bir (S,-) monoidinde her a € S i¢in ab = 1 olacak sekilde bir b € S varsa
(S,-) ikilisine bir grup denir.
1

Eger bir monoidde bir elemaninin tersi varsa tektir. Bir a elemaninin tersi a™ ile

gosterilir.

Tamm 2.7 S bir yarigrup ve H C S olsun. Her a,b € H icin ab € H ise H ye S nin bir
alt yarigrubu denir. S birim elemani1 1g olan bir monoid ve H de S nin bir alt yarigrubu

olsun. Eger 15 € H ise H de bir monoid olup, bu monoide § nin bir alt monoidi denir.

Verilen bir § yarigrubunun biitiin alt yarigruplarinin kesisiminin de, S nin bir alt
yarigrubu oldugu agiktir. Bir S yarigrubunun bir A alt kiimesi verilsin. O halde § nin A
y1igeren tiim alt yarigruplarimin arakesiti de bir yarigruptur. Bu yarigruba A tarafindan
dogurulan yarigrup denir ve (A) ile gosterilir. (A) yarigrubu S nin A y1 igeren (kap-

samaya gore) en kiiciik alt yarigrubudur.

Tanmm 2.8 S = (A) ise S ye A tarafindan dogurulmus ve A ya da S nin bir doguray

kiimesi denir.

§=(S)
olacag agiktir.
Tanim 2.9 S = (A) ve A nin S yi doguracak sekilde hicbir 6zalt kiimesi yok ise S ye A

tarafindan minimal olarak dogurulmus ve A ya da S nin bir minimal doguray kiimesi

denir.



Tanmm 2.10 Eger S nin, S = (A) olacak sekilde sonlu bir A alt kiimesi varsa S ye sonlu

dogurayl denir.

Tamm 2.11 S ve T iki yarigrup ve f de S den T ye bir doniisiim (fonksiyon) olsun.
Eger her x,y € S i¢in
fly) = fx)f()

ise f ye bir homomorfizm denir.

Tamm 2.12 S bir yarigrup olsun. Eger SL C L (RS C R) ise S nin bostan farkli L (R)
alt kiimesine S nin sol ideali (sag ideali) denir. Eger S nin bostan farkl bir / alt kiimesi

hem sag hem de sol ideal ise I ya S nin bir ideali (iki yanl: ideali) denir.

Dikkat edilecek olursa bir yarigrubun iki yanli her ideali bir alt yarigruptur. Fakat bir

alt yarigrubun bir ideal olmas1 gerekmez.

Tamm 2.13 S bir yarigrup olsun. Eger S, ayrik alt yarigruplarinin bir birlesimi ise S ye

yarigruplarin birlegimi denir.

Tamim 2.14 S bir yarigrup, Y bir band ve o € Y icin Sy, lar S nin ayrik alt yarigruplari
olsun. Eger S = Ugey Sa ve her o, B €Y igin SoSg C Sop ise S ye yarigruplarin bir

bandi denir ve B[Y,S] ile gosterilir.

Tamm 2.15 S bir monoid olsun. Eger S, ayrik alt monoidlerin bir birlesimi ise S ye

monoidlerin birlegsimi denir.

Tanim 2.16 S bir monoid, Y bir band ve o € Y i¢in Sy lar S nin ayrik alt monoidleri
olsun. Eger § = Uyey Sa ve her «, B €Y igin S¢Sg C Sqp ise S ye monoidlerin bir

bandi denir ve B[Y,S] ile gosterilir.

Tanim 2.17 B[Y,Sy] yarigruplarin (monoidlerin) bir bandi olsun. Eger Y ayrica bir
yarilatis ise S ye yarigruplarin (monoidlerin) yarilatisi denir ve S[Y, Sy] ile gosterilir.

2.2 Bagntilar, Denklikler ve Kongriianslar

Tanim 2.18 X bostan farkli bir kiime olmak iizere X x X in bir p alt kiimesine X

tizerinde bir baginti denir. Tim bagntilarin kiimesi B(X) ile gosterilir.



Ornek 2.19 1x = {(x,x) : x € X} ve X x X kiimeleri X iizerinde birer bagintidr.

p, X lizerinde bir baginti olmak iizere (x,y) € p, xpy seklinde veya x =y (mod p)
seklinde de yazilabilir. Ayrica, her p € B(X) i¢in p nun ters bagintisi (tersi)

p ={(nx) XXX : (x,y) €p}
olarak tanimlanir.
B(X) tizerindeki ¢arpma iglemi herhangi iki p, o € B(X) elemani i¢in
poo={(x,y) €XxX :z€X, (x,2) €p, (z,y) €0}

olarak tanimlanir. B(X), o ikili islemi ile bir yarigruptur. Ayrica (B(X),o), birim ele-

mant 1y olan bir monoiddir.

Tanmm 2.20 p, X {izerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger

1. Ix C p ise p ya yansimali;

L'= p ise p ya simetrik;

2. p~
3. pop C pise p ya gecismeli; bagint1 denir.

Tanim 2.21 Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli bagint1 ise p ya X
tizerinde bir denklik bagintist denir. xp ={y € X : (x,y) € p} olarak tanimlanan bu

kiimeye x in denklik sinifi denir. Ayrica

X/p={xp : xeX}

kiimesine X in p vasitasiyla olusturulan boliim kiimesi denir.

Eger {p; : i € I}, X kiimesi iizerindeki denklik bagintilarinin bostan farkl bir ailesi ise

ﬂPi

icl

de X lizerinde bir denklik bagintisidir.

R, X kiimesi ilizerinde herhangi bir baginti ise R C X x X oldugundan R yi iceren denklik

bagitilarinin ailesi bostan farklidir. O halde R yi iceren tiim denklik bagintilarinin



kesigimi yine R yi iceren bir denklik bagintisi olup, bu denklik bagintis1 R yi igeren en
kiiciik denklik bagintisidir. Bu en kiiciik denklik bagintisina R tarafindan dogurulan

denklik bagintisi denir.
Tanim 2.22 § bir yarigrup ve R de S iizerinde bir baginti olsun. Eger her a € S ve
(s,1), (s',¢') € Rigin

1. (as,at) € R ise R bagintisina sol uyumlu;

2. (sa,ta) € R ise R bagmtisina sag uyumlu;

3. (ss',11") € R ise R bagintisina uyumlu baginti denir.

Ayrica, sol uyumlu denklik bagmtisima bir sol kongriians, sag uyumlu denklik

bagintisina bir sag kongriians ve uyumlu denklik bagintisina bir kongriians denir.

Tamm 2.23 R, bir S yarigrubu iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. § iizerinde R yi
iceren en kiiciik kongriiansa R nin dogurdugu kongriians denir ve R¥ ile gosterilir. Bu

durumda R bagintisina, R* kongriiansimin doguray kiimesi denir.

Tamim 2.24 § bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. S nin p vasitasiyla

olugturulan boliim kiimesi S/p iizerinde ¢arpma iglemi, her xp, yp € S/p i¢in

(xp)(yp) = (xy)p

seklinde tanimlansin. S/p, bu ¢arpma iglemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin p

vasitastyla olusturulan boliim yarigrubu denir.

2.3 Takdimler

Bu kisimda yarigrup ve monoid takdimleri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tamim 2.25 A bos olmayan bir kiime (alfabe) olsun. Her 1,...,n € A icin
w=ayay---ay

ifadesine uzunlugu (boyu) n olan bir kelime denir ve kelimenin uzunlugu (boyu) /(w)
ile gosterilir. Eger /(w) sonlu bir tamsay1 ise w kelimesine bir sonlu kelime denir. Eger

I(w) = 0 ise w kelimesine bos kelime denir ve bog kelime 1 ile gosterilir.



Tanim 2.26 A bos olmayan bir kiime olmak iizere, A {izerindeki tiim bos olmayan sonlu

kelimelerin kiimesi A" ile gsterilir. Diger bir ifade ile;
AT = {alaz---an| neZbveay,a,... a, GA}
olur. Ayrica
A" = {alaz---an In € ZTU{0} veay,a,...,ay EA} =AtTU{1}
olarak tanimlanir.

Tamim 2.27 A™ iizerindeki carpma her ay,as,...,a, ve by,bs,...,b, € AT i¢in

olarak tamimlanirsa, bu durumda A" kiimesi iizerinde tamimlanan ¢arpma islemi ile bir

yarigrup olur. A" yarigrubuna, A iizerindeki serbest yarigrup denir.

Tamim 2.28 A bir alfabe ve R C AT x AT olmak iizere, (A|R) ikilisine bir yarigrup
takdimi denir ve p , AT iizerinde R tarafindan dogrulmug kongriians olmak iizere, (A|R)
tarafindan takdim edilen yarigrup A™/p bolim yarigrubudur. Eger S yarigrubu A™/p
ya izomorfik ise (A|R) ye S nin bir yarigrup takdimi denir.

Eger A ve R sonlu kiimeler ise (A|R) ye bir sonlu takdim ve eger bir S yarigrubunun bir

sonlu takdimi var ise S ye sonlu takdimli yarigrup denir.

Tanim 2.29 A bir alfabe, A*, A {izerindeki serbest monoid, R C A* x A*, p da R nin
dogurdugu kongriians olsun. (A|R) ikilisine bir monoid takdimi denir. A*/p bolim
monoidine de (A|R) takdiminin tanimladigi monoid denir. Eger M bir monoid ve M =

A*/p ise, (A|R) ye M nin bir monoid takdimi denir.

M bir monoid ve (A|R) de M nin bir monoid takdimi olsun. O zaman e ¢ A i¢in
(A, e|R, ae = a, ea = a, ¢ = e, (a € A)) yarigrup takdimi M yi bir yarigrup gibi
tammlar. Burada R, R den r = 1 ya da 1 = s seklindeki iligkilerin r = e yada e = s

ile degistirilmesiyle elde edilmistir.

Her yarigrup takdimi ayn1 zamanda bir monoid takdimidir. P herhangi bir S yarigrubunu
tanimlayan bir yarigrup takdimi ise, P bir monoid takdimi olarak diisiiniildiigiinde P,
SU{e} gibi bir monoidi tanimlar. S nin i¢inde birim eleman varsa artik bu SU {e} de

birim eleman olmayacaktir [28].



Tamim 2.30 (A|R) bir yarigrup takdimi ve wy,wy € A" olsun. Eger w; = auf} ve
wa = avf olacak sekilde o, € A* ve (u,v) € R (veya (v,u) € R) varsa wy , R deki
bir iligki bir kez kullamilarak wi den elde edilmistir denir. Eger w; = wy ise veya
i=1,2,...,n—1 i¢in o4, R deki bir iligki bir kez kullanilarak ¢; den elde edilmig

olmak tizere, kelimelerin sonlu bir
w)p=01,00,...,06b =WwW)

dizisi varsa wy, R deki iliskiler kullanilarak wy den elde edilmistir denir. Ayrica, wi =w

iligkisi (A|R) nin bir sonucudur veya sadece R nin bir sonucudur da denilebilir.

Teorem 2.31 S bir yarigrup, A C S ve S = (A) olsun. O zaman, (A|R) takdiminin S nin

bir takdimi olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
1) R deki tiim iligkilerin S de saglaniyor olmas1 ve

ii) her u,v € A" i¢in u = v S de saglaniyor iken # = v bagintisinin R nin bir sonucu

olmasidir.

Ispat: ispat icin [29] a bakiniz.
Tanim 2.32 § bir yarigrup (A|R) de S yarigrubu i¢in bir takdim olsun. S nin ranki
rank(S) = min{|A|: S = (A|R)}

olarak tanimlanir.

2.4 Otomoto

Tamm 2.33 Bir deterministik sonlu otomoto (DFA) bir &7 = (Q, B, 8, qo, F) beslisinden
(veya o = (Q,B, §) ticliisiinden) olusur.

1. Q: elemanlar1 durumlar (state) olan sonlu bir kiime.

2. B: sonlu bir alfabe (girigler alfabesi).

3. & :Q x B— Q bir gecis (transition) fonksiyonu (Q x B = {(q,a) : ¢ € Q,a € B}).



4. qo : baglangi¢c durumu.
5. F : Q’nun bir alt kiimesi olup final (u¢) durumlari.

Tamim 2.34 Q sonlu bir kiime ve M bir monoid olsun. Eger oo : Q x M — Q ya

1. a(q,1)=q (g€ Q)

2. ofg,st)=al(a(q,s),t) (g€ Q, st M)

olacak sekilde bir doniisiim varsa o ya M nin Q lizerinde bir etkisi denir.

2.5 Grafikler

Tamm 2.35 V : koseler kiimesi, E : kenarlar kiimesi, 1,7 : E — V doniisiimleri, her
e € E igin 1(e) : baslangic kosesi, 7(e) : bitis kosesi olarak tammlansin, ~' : E — E
doniisiimii here € Eigine ! #e, (e7!) " =e, 1(e7!) = 1(e), t(e™!) = 1(e) kosullarim
saglasin. Bu durumda

G=(V,E,t, )

beslisine bir grafik denir.

Tamm 2.36 G = (V,E,1,7,”!) bir grafik ve n € N olsun. vg,vi,...,v, € V ve

e1,ea,...,e, € E olmak tizere 1(e;) = v, i = 1,2,...,n olacak sekildeki G deki bir
p=(vo,€1,V1,- -, Vn—1,€n,Vn)
2n+ 1 lisine (n uzunlugunda) bir yo! denir.

Tanim 2.37 Tiim kenarlar farkli olan yola iz, tiim koseleri birbirinden farkli olan bir

ize patika denir.

Tanim 2.38 Bir G grafiginde bir koseden kendisine olan herhangi bir yola kapal: yol
denir. Tlim kenarlar1 birbirinden farkli olan bir kapal1 yola kapalt iz, tiim koseleri farkly

olan kapali ize bir devir denir.

Tamim 2.39 G bir grafik olsun. Eger G nin herhangi iki kosesini birlegtiren bir patika
var ise G ye baglantli grafik denir.
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Tamim 2.40 Baglantili ve devirsiz bir G grafigine aga¢ denir.

Tanim 2.41 Belli bir koseye sahip olan agaca koklii agac denir. 1ki koseyi birlestiren
en kisa patikadaki kenar sayisina iki kose arasindaki uzunluk denir. Agacin kokiinden
n birim uzaklikta bulunan koselerin kiimesi L, ye agacin n. seviyesi denir. Ozel olarak

sifir seviyesi kok koseden olusur.

Tanim 2.42 Tiim kose dereceleri ayni olan bir agaca diizgiin agac denir. Ozel olarak

kose dereceleri 2 olan diizgiin bir aaca ikili agac denir.

Sekil 2.1  Ikili agac

o/ otomotosu, koseleri Q kiimesinin durumlart olan ve bir kenari ¢ dan r ye x|y ile

etiketlenmis bir yonlendirilmis etiketli bir grafik olarak asagidaki gibi gosterilebilir.

6(g,x) = (ry) nin grafigi

dir. Anlamu ise, eger </ otomotosu g durumundaysa ve x girdisini okursa, bu durumda

otomoto r durumuna gecer ve y ¢iktisini verir.

Ornek 2.43 </ = (Q,B,8,qo,F) otomotosu Q = {a,b} durumlar kiimesi, B = {0,1}

girigler alfabesi ve gecis fonksiyonu

1. 8(a,0) = (b,0)

11



2. §(a,1) = (a,1)
3. §(b,0) = (b,0)

4. 8(b,1) = (a,0)

olarak tanimlansin. .7 otomotosunun diyagrami agagidaki gibidir.

00
JlecamsosLIl
110

&/ otomotosu a durumunda iken 0110 girigler dizisini okudugunda 0010 ¢ikis dizisini

verecektir.

a.0110 = (a,0)110
— (b,0)110
— 0(h.110)
= 0(b,1)10
= 0(a,0)10
— 00(a.10)
—00(a,1)0
—00(a,1)0
— 001(a.0)
—001(a,0)
— 001(,0)
= 0010
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3. BIR OTOMOTONUN BELIiRLEDIGi YARIGRUP

Bu boliim, Cain’nin [25] deki makalesinden alinmistir. Burada otomoto yarigruplarin
temel teorisi kisaca incelenmis ve bilinen bazi yarigruplarinin bir otomoto yarigrubu

olduklar1 gosterilmistir.

o/ = (Q,B, d) bir sonlu deterministik otomoto olsun. B*, B kiimesinin elemanlarindan
olusan sonlu dizilerin kiimesi olmak tizere, B* kiimesi derecesi | B| olan bir siral1 diizgiin
agac olarak belirlenebilir. Asagida Sekil 3.1 de B = {0, 1} olmak iizere B* kiimesi igin

bir ikili aga¢ gosterilmistir.

(0 2 (1)
XN N AN N AN N A
(000) (001) (010) (011) (100) (101) (110) (111

Sekil 3.1 {0, 1} kiimesinin bir ikili agac1

Bu agacin kogeleri B* 1n elemanlari ile etiketlenmistir. Kok kose, € bos kelimesi ile ve
bir a (o0 € B*) kosesi her B € B icin af} etiketli |B| kadar cocuga sahiptir. Bir o kosesi

icin "kose « ile etiketlenmis” yerine sadece ” o kosesi” ifadesi kullanilmaktadir.

Bir ¢ durumunun B* iizerindeki etkisi, bir w kosesini g.w kosesine atayan B* 1 ilgili

agacinin bir doniisiimii olarak goriilebilir.

Bu tanima dikkat edilecek olursa,
o,BeB ved B B

olmak lizere eger
ad'.q=Bp’
ise, bu durumda

a.q=PB.q
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dir. Yani, agag iizerindeki doniisiime gore, eger bir o kosesi bir diger (aa’) kosesinin
ebeveyni ise, bunlarin ¢ nun etkisi altindaki goriintiileri de B kosesi BB’ kosesinin
ebeveynidir. Bu ylizden g nun agag iizerindeki etkisi bitisik olmay1 korur ve dolayisiyla
agacin bir endomorfizimidir. Ayrica bu etkinin dizilerin uzunluklarin1 korumasi, agacin

seviyesini korumasi anlamina gelir.
Durumlarin etkisi kelimelerin etkisine genisletilebilir.
w; € Q olmak lizere, w = w; ---w, € Q" ve o € B* olsun. w nun « iizerindeki etkisi
(- ((owy).wa) -+~ wy—1).wy
olarak tanimlansin. EndB*, B* agacinin endomorfizm yarigrubu olmak iizere,
@ : Q" — EndB"*

bir dogal homomorfizm vardir. @ nin EndB* deki goriintiisii bir yarigrup olup bu

yarigrup Y (.« )ile gosterilir.
Tanim 3.1 S bir yarigrup olsun. Eger S = ¥'(.«7) olacak sekilde bir 27 otomotosu varsa,

S ye bir otomoto yarigrubu denir.

B iizerindeki sonsuz diziler B® ile gosterilir. Sonlu o € B* kelimelerinin ¢ok sayidaki
tekrarlarindan olusan sonsuz dizi o ile gosterilir. Bu es zamanli otomoto i¢in sonsuz

diziler lizerindeki etki sonlu diziler lizerindeki etkiyi (veya tam tersi) belirler.

AsaZidaki Lemma 3.2, Q" da w ve w’ gibi herhangi iki kelimenin otomoto yarigrubunda

ayn1 elemani temsil etmesi icin gereken kogsullar1 6zetlemektedir.

Lemma 3.2 w, w € Q" olsun. Bu durumda agagidakiler birbirlerine denktirler.

1. wve w' elemanlar ¥ (/) nin ayni elemanini temsil ederler;

2. wd =w;

3. Her a € B* igin aw = aw';

4. n € Nicin w ve w’ elemanlar1 B" iizerinde ayn1 etkiye sahiptirler;
5. wve w' elemanlar1 B iizerinde ayni etkiye sahiptirler.
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Genellikle w ve w gosterimleri arasinda bir ayrim sdz konusu degildir. w hem Q" nin
elemanini gostermek hemde w nun Y (o) daki goriintiisiinii gostermek igin kullanilir.
Bu yiizden ¥ («7) da w = w' yazilirsa bu wd = w/® anlamina gelir. Dolayisiyla bu
durumda Q, ¥ (.«7) i¢in bir doguray kiimesi olur.

NOT:

1. O nimn elemanlar bir kelime olup, bir kelime Q nun elemanlar1 olan durumlar

yada harflerden olusur.

2. B*UB® nin elemanlar1 bir dizi olup, bir dizi B nin elamanlari olan sembollerden

olusur.

Dolayisiyla kelimeler ve harfler, diziler ve semboller iizerinde bir etkiye sahiptirler. Ko-

laylik saglamas1 acisindan kullanilacak bazi gosterimler asagida tanimlanmistir.
we Q" icint, :B— B, b— bw,
eger en az bir x € B i¢in (¢,b)0 = (r,x) ise,
beBicinm,:Q—Q, g—r
yani x = bT,.
Dolayistyla g, durumu, b ile etiketlenmis g kenarindan olusan durumdur.

Bu yiizden
(q,b)6 = <q7rb,bfq>

dir.

Tanim 3.3 &/ = (Q, B, §) bir otomoto olsun. Eger her g € Q i¢in 7, doniisiimii birebir

ve Orten ise .27 otomotosu bir tersinir otomotodur.

</ bir tersinir otomoto olsun. Bu durumda g € Q ve B € B* i¢in a.q = B olacak sekilde

' = & olmasi igin gerek

bir tek o0 € B* vardir. ¢! elmaninin B* iizerindeki etkisi B.¢~
ve yeter kosul &t.g = 8 olmasi seklinde tanimlandiginda, ¢! elemanlarinin olusturdugu

kiime Q! ile gosterilir. Dikkat edilecek olursa, ¢ € Q ve o € B* igin

~1 ~1
Qqq =09 q=Q
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dir. Dolayisiyla @ : (QU Q*I)Jr — EndB* a bir dogal homomorfizm vardir. AutB*,
B* 1n otomorfizm grubu olmak iizere, @ nin EndB* daki goriintiisii AutB* 1n bir alt
grubudur ve bu I'(«7) ile gosterilir. Bu I'(.<7) grubu sadece <7 otomotosunun tersinir

oldugu durumlarda tanimlanabilir.

Tanim 3.4 G bir grup olsun. Eger G = I'(«7) olacak sekilde bir tersinir <7 otomotosu

varsa G ye bir ofomoto grubu denir.

Teorem 3.5 G bir grup olsun. G nin bir otomoto grubu olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul G nin bir otomoto yarigrubu olmasidir.

Ispat: (=) : G nin bir otomoto grubu oldugu ve &7 = (Q, B, §), G=I"(.«) olacak sekilde
bir tersinir otomoto oldugu kabul edilsin. Q dan Q' ne ¢ — ¢’ doniisiimii birebir ve

orten bir doniisiim ve gecis fonksiyonu

her g € O igin (¢,0) — (q,b)6
(q,¢)0 — (g,b) olmak iizere (q',b) — (p/,c)

seklinde tanimlanmak iizere, yeni
% =(QUQ'B.Y)
otomotosu insa edilsin.

S =Y (%) olsun. Q' x B iizerindeki y gegis fonksiyonunun taniminin bir sonucu olarak

ag=f
olacak sekilde
o, BeB
1se bu durumda
Bq' =o

dir. Yani ¢’ € S durumunun B* iizerindeki etkisi, ¢! € G durumunun etkisi ile aynidur.

q € S ve g € G durumlarinin etkileri tamamen aynidir.

Bu yiizden S ve G EndB* n aym alt yarigrubudur. Dolayisiyla G bir otomoto

yarigrubudur.
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(<) : G grubu bir otomoto yarigrubu, & = (Q,B,8), G =Y.(<), g € G ve e, G nin

birim elemant olsun. Bu durumda »n € N i¢in

B'.e=(B".g 1).gCB"g

ve
B'.g=(B".g).e CB'e
dir.
Dolayisiyle
B'.e=B"g
dir.

Bu yiizden G &rten olup, B".e iizerinde birebir ve orten bir doniisiimdiir. Ozel olarak

G=Sg(glp.:8€G)

G=I'(A)

olacak sekilde bir % otomotosu asagidaki gibi inga edilsin. Q' U{i} durumlar kiimesi,

Q dan Q' ne birebir ve orten bir doniisiim ¢ — ¢/, B alfabe kiimesi ve 7,

(¢,b) — ((qmy)’, b1,) eBerb € B.eise
(¢',b) — (i,D) eger b ¢ B.e ise
(i,b) — (i,b) her b € B

seklinde tanimlansin.

Esasen Q da birebir ve orten bir doniisiim olarak etki etmeyen durumlar iizerindeki B
nin bir kismi bu yeni otomotonun batik i durumuna girigine sebep olur. Biitiin bu diziler
tizerinde birim olarak etki eder. Bu yiizden etkinin grup olmayan kismi birimle ortiisiir.
Onceki paragraftaki gozlemler sonucuyla I" (%) = G dir. Dolayisiyle G bir otomoto

grubudur.

Teorem 3.6 S bir otomoto yarigrubu olsun. S ye 0 eleman: eklenerek elde edilen S°

yarigrubu da bir otomoto yarigrubudur.
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Ispat: o7 = (Q,B,8), S =Y (<) olacak sekilde bir otomoto olsun. 0, Q da bulunmayan

yeni durum ve z de B de bulunmayan bir sembol (harf) olsun.

Q' = QU{0} ve B = BU{z} olmak iizere yeni Z = (Q',B’, §') otomotosu inga edilsin.

0 gecis fonksiyonunun geniglemesiyle agagidaki gibi 6’ tanimlansin.
g€ Q' vebeB igin

(¢,2) — (0,2)

(0,b) — (0,2)

Q daki durumlarin B¢ daki kelimelerin tizerindeki etkisi degistirilemez.

a € B* ve B € (B')® ise bu durumda her ¢ € Q icin

()

(azB)q = (a.q)z
dir. Bu yiizden herhangi bir u € Q" i¢in
(azf)u= (ot.u)z®
olup Q tarafindan dogurulan Y () nin alt grubu S ye izomorfiktir.
Herhangi bir a € (B')® i¢in
0.0 =2z%

olup
0g=g0=0

dir. Bu yiizden ¥ (%) = S° du.

Teorem 3.7 S bir otomoto yarigrubu olsun. § ye birim eleman 1 in eklenmesiyle (S
nin birim elemani icerip icermedigine bakilmaksizin) elde edilen S' yarigrubu da bir

otomoto yarigrubudur.

Ispat: & = (Q,B,5), S = ¥ () olacak sekilde bir otomoto olsun. x ve y B de
bulunmayan semboller ve B = BU {x,y} olsun. e, Q da bulunmayan yeni bir du-
rum ve Q' = QU {e} olsun. & gecis fonksiyonunun asagidaki gibi geniglemesiyle &’

tanimlansin.
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Herhangi bir g € Q icin
(9,%), (q,y) — (e,y)
herhangi bir b € B i¢in
(e,b) — (e,b)

% = (Q',B',8") olsun. (e (B')* iizerinde birim olarak etki eder ve e birim elemandir.)
Y (%) deki Q durumlari S ye izomorfik olan bir alt yarigrup dogurur. Son olarak S nin
elemanlar1 x sembollerini sabit birakmadigindan e S nin bir eleman1 olamaz. Dolayisiyla

Y (o) =S"dum.

Teorem 3.8 Her otomoto yarigrubu artiksal sonludur.

Ispat: &/ = (Q,B,8) bir otomoto, u ve v ¥ (/) yarigrubunun ayrik elemanlar1 olsun.

Bu kelimeler en az bir n € N* icin B* iizerinde farkli etki ederler.

"= (Q',B',5") otomotosu Q = Q' ve girdi ve ¢ikt1 alfabesi B’ = B" olacak sekilde yeni
bir otomoto olarak insa edilsin. Aslinda .7’ otomotosu &/ otomotosuna benzemektedir.
Fakat eski sembollerin # 1i bir bloku yeni bir tek sembol gibi davranir. Dolayisiyla

Y (/) 2y (&7') dir. Dahasi bu yeni otomotoda T, # T, dir.
tw:B B #v
A'= (¢ B8
b —s bw

olarak tammlandifindan u, w nun B’ — B" iizerindeki etkileri farkli oldugundan

T, =bv

olup
TU # TV
dir.
Simdi T = {1, :we (Q)"} yarigrubu sonludur ve ¥ (&) nin w — 7, doniigiimii

altinda bir homomorfik goriintiisiidiir. Bu doniisiim iyi tanimli ve her farkli # ve v nin

gorintiileri de farkli olup " (.o7) artiksal sonludur.
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Teorem 3.9 Herhangi bir n > 2 ve n € N* icin ranki n olan serbest degismeli yarigrup

bir otomoto yarigrubudur.

ispat: n> 2 olsun. B ={1,2,3,...n} semboller kiimesi iizerinde bir </ otomotosu,

durumlar kiimesi
Q={qi:i€ B},
0 : Q0 xB — Q x B gegis fonksiyonu her i, j = 1,2,...,n igin

olsun. Asagidaki diyagram bu otomotoyu gostermektedir.

Sekil 3.2 Otomoto diyagrami

Eger .o/ otomotosu i semboliinii okursa bu durumda otomoto ¢; durumuna gecerek ve
bir sonraki ¢ikti olarak i semboliinii verecektir. Bu yiizden g; nin etkisi bir a dizisini i
dizisine doniistiirlir. Yani g; nin o iizerindeki etkisi o dizisinin son sembolii kaldirilip

bagina i yi getirmesidir. i; € B olmak iizere w = g;,,...,q;, ise, bu durumda
1w.w = inin,1 s i2i1 1(0

veE

29 Vo = iy - ini1 2

dir. Bu yiizden 1%.w ve 2®.w nun ortak 6n ekleri w y1 belirler ve dolayisiyle

) ()
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Q lizerinde serbest olmalidir.
Q| =|B[=n

dir.

Teorem 3.10 Tiim sonlu yarigruplar otomoto yarigrubudur.

Ispat: S bir sonlu yarigrup olsun. x de S nin bir minimal doguray kiimesi ve her x € X
igin, s € § olmak tizere Ty, Tg (1} de s, = sx olacak sekilde bir doniigiim olsun. x — Ty
doniigtimiiniin X deki tiim ¢arpimlara genislemesi S nin T ¢y deki sag diizgiin temsilini

verir [22]. Dolayisiyla
{1 1 x € X}

kiimesi tarafindan dogurulan T (1) nin alt yarigrubu 75 = § dir.
o = (X,SU{1},d) otomotosu
(x,5) 8 = (x,5T)
seklinde tanimlansin. Bu durumda
Y () =Ty

dir.
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4. CAYLEY OTOMOTO YARIGRUPLARI

Bu boliimde sonlu yarigruplarin bilinen 6zellikleriyle Cayley otomotosu tarafindan be-
lirlenen otomoto yarigruplarinin 6zellikleri arasindaki iligkiler incelenmistir. Bu boliim,

Cain’nin [25] deki makalesinden alinmistir.

Tanim 4.1 S bir sonlu yarigrup olsun. Her s,z € S i¢in
(s,¢)0 = (st,st)

olarak tanmimlanmak iizere S yarigrubunun Cayley otomotosu % (S) = (S,S,9) ile

gosterilir ve

£ st -
)

Sekil 4.1 Cayley otomotosu

diyagrami ile tanimlanir.

Cayley otomotoda durumlar ve semboller ayni S kiimesinden geldigi i¢cin durumlar,

lizerine ¢izgi cekilerek gosterilir.

Tanmmm 4.2 S bir yarigrup olsun. Eger S = Y (¥ (T)) olacak sekilde bir sonlu T

yarigrubu varsa S ye bir Cayley otomoto yarigrubu denir.

Teorem 4.3 G agikar olmayan bir sonlu grup olsun. Bu durumda Y’ (4'(G)) grubu ranki

|G| olan bir serbest yarigruptur.

Ispat: Ispat icin [22] Teorem 2.2 ye bakiniz.

Dolayisiyla ranki en az 2 olan sonlu rankli serbest yarigruplar bir Cayley otomoto
yarigrubudur. Teorem 3.9 dan dolay1 bu tip yarigruplarin otomoto yarigrubu oldugu

aciktir.

Teorem 4.4 S sonlu bir yarigrup olsun. Bu durumda ¥ % (S°) = ¥ (¢ ($))° dir. Yani

bir yarigruba 6nce sifir (0) elemani eklenip sonra bu yarigrubun belirtigi Cayley otomoto
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yarigrubunu olusturmak ile once yarigrubun belirttigi Cayley otomoto yarigrubunu

olusturup sonra sifir elemanini eklemek aym seydir.

Ispat: o € S® olsun. Bu durumda

I

(X'cg(SO)f o4 (s) K

dir. (Burada indislerde bulunan %'(S°) ve €'(S) ler hangi otomotonun o ya etki ettigini
gostermektedir.)
B €S8 veye (SUU{0})? ise bu durumda

BOY-s(s0) 5= (/3 () S‘) 0% = (B-w(5 5) 0

ve
dir. Dolayisiyla

dir.
4.1 Clifford Yarigruplari

Teorem 4.3 den dolay1 eger G asikar olmayan bir sonlu grup ise bu durumda Y (¢ (G)),
ranki |G| olan bir serbest yarigrup oldugu bilinmektedir. Bu boliimde bu sonucun Clif-
ford yarigruplarina bir genellemesi yapilmistir. Clifford yarigrubu gruplarin bir giiclii

yarilatisi olarak ele alinmistir.

Tanim 4.5 Y bir yarilatis ve Sy (a € Y) ayrik yarigruplarin bir ailesi olsun. Herhangi

ikieleman o, B eYicma> B (B <a<s aff=p),
(Pa,B:S(X —>S/3

homomorfizmi olsun ve bu homomorfizmler asagidaki kosullar1 saglasin.

1. Her @ €Y i¢in ¢g o birim doniisiim,
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2. Her a, B,y i¢in o > B > 7y olacak sekilde

‘P(x,[} : ‘Pﬁ,y = ¢oc,y-

Ugey So lizerindeki carpma Sq bilesenlerindeki ¢arpma ve ¢y g homorfizmleri

vasitastyla her x € Sq ve y € Sp icin

Xy = (X‘Pa,aﬁ) ()"Pﬁ,aﬁ)

tanimlanir. Bu carpmaya gore bir yarigrup olup, bu yarigruba yarigruplarin giiclii
yarilatisi denir ve

S=[Y:S4:00p]

ile gosterilir.

Tanim 4.6 Bir Clifford yarigrubu gruplarin bir giiclii yarilatisidir. Yani her Gy grubu
icin
7 [¥:Gas 9o p]

yarigrubudur.
Teorem 4.7 Y bir yarilatis ve Gy, (o € Y) gruplari asikar olmayan gruplar olmak tizere
S=9 [Y;Ga;(paﬁ]

bir Clifford yarigrubu olsun. Bu durumda Y’ (% (S)) yarigruplarin bir gii¢lii yarilatisidir.

Burada F,, G4 bazina sahip bir serbest yarigrup ve
lPa’ﬁ Fy — Fﬁ
g—>8%ap
genigletilmis bir doniisiimdiir.
Ispat: Herhangi bir o € Y icin g € Gg ise
¢o: | Gg — Gq
B>a

g8—808.q
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olarak tanimlansin. Clifford yarigrubunun tanimindan dolay1 ¢ bir homomorfizmdir.
Ispatlanmasi gereken sey w = wi---w, (w;€S), Y€ S® ve o, {B €Y :W; € Gﬁ}

kiimesinin en biiyiik alt sinir1 ise

Yw=7(Wi0a- - Wnbq)
(o tek tiirlii tanimhidir) dir. Iddianim w7 - - - W, icin dogru oldugu kabul edilsin.

§=v (W1 W%) = 7. (W19a Wi fa)

olsun. wiy1 € Gg ve { = aof3, a ile B nin en biiyiik alt sinir1 olsun.

0 - wip1 =06 (Wry19P¢)
oldugu gosterilmelidir. 7 = 6 - wyy| olsun. Tanimdan dolayi,

N =wit161---0;

01 - -+ 0; carpiminin G; da oldugu kabul edilsin. Clifford yarigruplarindaki ¢arpmanin

tamimindan dolayi, 1;, Gyg dadir. Ama 7 < o (tiimevarim hipotezinden dolay1) ve

dolayisiyla
B <af=1§
dir. Dahasi,
C<p
dir. Dolayisiyla
6 < 1P

dir. Bu yiizden Clifford yarigruplarindaki carpmadan dolayz,
n — Wk_|_151 . -6l- = (Wk+1¢g)51 . .6[.

d

—
=

. Dolayistyla, X(€'(S)) de

Wi W = w1 P W, Do

dir. Bu yiizden,

'Poc,ﬁ Fy — Fﬁ
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g—8%ap

olarak tanimlanan genisleme ile

X(?(S)) = [Y;Fa;¢aﬁ]

oldugu goriiliir.
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5. (3,2)-O0TOMOTOSU TARAFINDAN DOGURULAN (3,2)-YARIGRUPLARI

(3,2)-yarigrup otomotosu ilk olarak A. Salomaa’nun [31] deki kitabi ile tamtilmistir. Bu

boliim, Manevska ve Dimovski’nin [32] deki makalelerinden ve Manevska’nin [33] deki

makalesinden yararlanilarak hazirlanmig ve yarigrup otomotosu, (3,2)-yarigrup otomo-

tosu ve bunlar arasindaki bazi iligkiler incelenmistir.

Tanm 5.1 S bir kiime, (B, -) bir yarigrup ve f : S x B— Shers € S ve x,y € B i¢in

f(f(s7x)7y) :f(s,xy)

kosulunu saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda (S, (B, ), f) tg¢liisiine bir yarigrup

otomotosu denir. Burada S, (S, (B,-), f) yarigrup otomotosunun durumlar kiimesi ve f

de (S, (B,-), f) yarigrup otomotosunun gecis fonksiyonudur.

Tamim 5.2 B bos olmayan bir kiime olmak iizere {} : B> — B? tamimlanan bir

doniigiime bir (3,2)-islemi ve (B,{}) ikilisine de bir grupoid denir.

Tamm 5.3 (B,{}) bir grupoid olsun, eger her x,y,z,7 € B i¢in

Hwyzpt} = {x{yz}}

esitligi saglanmyorsa (B, {}) ikilisine bir (3,2)-yarigrubu denir.

Ornek 5.4 B = {a,b} olsun. (B,{}), (3.2)-yanigrubu asagidaki Cizelge 5.1 de

verilmisgtir.

Cizelge 5.1 (3,2)-yarigrubunun tablosu

L)

aaa | (b,a)
aab | (a,a)
aba | (a,a)
abb | (b,a)
baa | (a.a)
bab | (b,a)
bba | (b,a)
bbb | (a,a)
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Tamim 5.5 S bos olmayan bir kiime ve f : S x B> — S x B ye bir doniisiim olsun, bu
durumda (S, B, f) tgliisiine bir (3,2)-otomoto denir. Eger B ve S kiimelerinin her ikisi

de sonlu ise (S, B, f) (3,2)-otomotosu sonludur.

Tamm 5.6 S bir kiime, (B, {}) bir (3,2)-yarigrubu ve f : Sx B> — Sx Byehersc S

ve x,y,Z € Bigin
F(f(s,x,),2) = f (s, {xyz})

esitligini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda (S, (B,{}), f) tg¢liistine bir (3,2)-
yarigrup otomotosu denir. Burada S, (S,(B,{}),f) (3,2)-yarigrup otomotosunun du-

rumlar kiimesi ve f de (S, (B,{}),f) (3,2)-yarigrup otomotosunun gegis fonksiyonudur.

Ornek 5.7 (S,(B,-),®) bir yarigrup otomotosu olsun. {} : B} — B? bir (3,2)-islemi
her x,y,z € B icin {x,y,z} = (x-y,2) ve f gecis fonksiyonu f : S x B> — S x B

f(s,x,) = (9(s5,x),5)
seklinde tanimlansin. Bu durumda
(S,(B,{}),.f)
bir (3,2)-yarigrup otomotosudur.

Ornek 5.8 Eger (S, (B,{}), f) bir (3,2)-yarigurup otomotosu ise, bu durumda

e i) Her (x,y) ve (u,v) € B?igin
(x,) # (e, v) = {oxyuv}
olarak tanimlanan # iglemi ile (B2, *) bir yarigruptur.

e ii) v ((s,x),(y,2)) = f(s,{xyz}) seklinde tanimlanan y : S x B x B> — S x B
gecis fonksiyonu ile (S x B, (B,*), y) bir yarigrup otomotosudur.

Ornek 5.9 (B,{}) Ornek 5.4 Cizelge 5.1 de verilen bir (3,2)-yarigrup ve S = {s,s1,52}
olsun. Bir (S, (B,{}),f) (3,2)-yarigrup otomotosunun gecis fonksiyonu Cizelge 5.2 de

ve diyagrami da Sekil 5.1 de verilmistir.
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Cizelge 5.2 (3,2)-yarigrup otomotosunun gecis fonksiyonunun tablosu

S | (@a) | (ab) | (b,a) | (b.D)
o | (5,.0) | (5,.0) | (5,.0) | (5,.0)
s, | (s,.0) | (sg.a) | (s,.0) | (s,.D)
s, | (8,.0) | (s4.0) | (5,.0) | (s,.B)

(a,a)/b

Sekil 5.1  (3,2)-yarigrup otomotosunun diyagrami

5.1 (3,2)-Otomotosunun Dogurdugu (3,2)-Grupoidler

Bu boliimde verilen sonlu bir (S, B, f) (3,2)-otomotosunun bir (3,2)-yarigrubunu nasil

dogurdugu ve (3,2)-yarigrup otomotosu ile iligkileri incelenmistir.

Bir (3,2)-otomotosunun tamminda f : § x B> — § x B yalmzca bir doniisiim olarak
tanimlanmustir. f nin bir (3,2)-yarigrup otomotosunda bir ge¢is fonksiyonu olabilmesi

icin asagidaki ozellikleri saglamasi gerekir.

(B,{}) bir (3,2)-yarigrup olmak iizere, her s € S ve x,y,z € B i¢in

S (f(s,x9)2) = f (s, {xyz}) (5.1)

ve her x,y,z,t € B i¢in
{{oyz}e} = {x{ya}}. (5.2)
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Tiim bunlar herhangi bir x,y,z € B ve her s € S icin

f(f(s,x,y),2) = f(s,u,v)
esitligini saglayan en az bir (u,v) € B? ciftinin bulunmasi anlamina gelir.

(S,B, f) bir tablo ile birlikte verilen bir (3,2)-otomotosu olsun. Bu tablo {xyz} ile
gosterilen yeni siitunlar eklenerek genigletir ve bu yeni siitunlar (5.1) kosuluna gore
doldurulur. (5.3) kosulu her {xyz} tg¢liisiiniin siitunlarinin en az bir (u,v) ikilisine
karsilik gelmesi gerektigini belirtmektedir. Fakat (5.3) kosuluna uyan birden fazla (u,v)

ikilisi olabilecegi gibi bu kosula uyan hig bir (u,v) ikilisi bulunmayabilir.

Ornek 5.10 S = {s9,51,52}, B = {a,b} olsun ve f doniisiimii asagidaki Cizelge 5.3

deki gibi verilsin,

Cizelge 5.3  f doniisiimiiniin tablosu

S| (a.a) | (a.b) | (b,a) | (b,D)

So | (55,0) | (5,0) | (5,,0) | (55,)
s, | (s.0) | (s,.a) | (s,.a) | (8,,D)
s, | (8,,0) | (s,,0) | (5,.D) | (s,,a)

f(f(so,a,a),a) :f(SZabﬂa) = (slab>
f(f(shaaa)?a) :f(slabaa) = (SZaa)
f(f(s2,a,a),a) = f(s2,b,a) = (s1,b)

hesaplanir ve Cizelge 5.3 de goriildiigii gibi,

(Sl,b), (S27a)a (Sl,b)

ikilileri, (a,b) ya da (b,a) ikililerinin herhangi birinin aracihigiyla s;, i = 0, 1,2 durum-

lariin gecislerinden elde edilir. Ayrica,

f(S(),Cl,b) :f(s()?baa) = (S17b)

f(s1,a,b) = f(s1,b,a) = (s2,a)




f(s2,a,b) = f(s2,b,a) = (s1,D)
dir. Dolayistyla,
f(f(s0,a,a),a) = f(s0,a,b) = f(s0,b,a)
f(f(s1,a,a),a) = f(s1,a,b) = f(s1,b,a)
f(f(s2,a,a),a) = f(s2,a,b) = f(s2,b,a)

dir ve bir (3,2)-otomotosunun tantminin kullanilmasiyla
{aaa} = (a,b) = (b,a)
elde edilir.

Diger ticliiler icin benzer hesaplamalar yapilirsa, verilen (3,2)-otomotosu i¢in dort tane

grupoid elde edilir ve bu grupoidler asagida Cizelge 5.4 te verilmistir.

Cizelge 5.4 (3,2)- otomotosunun dogurdugu grupoidler

) ) ) L
aaa | (b,a) || aaa | (b,a) || aaa | (a,b) || aaa | (a,b)
aab (b,b) || aab (b,b) aab (b,b) || aab (b,b)
aba | (b,b) || aba | (b,b) || aba | (b,b) || aba | (b,b)
abb (a,a) || abb (a,a) || abb (a,a) || abb (a,a)
baa (b,b) || baa | (b,b) || baa (b,b) || baa (b,b)
bab (a,a) || bab (a,a) || bab (a,a) || bab (a,a)
bba (a,a) || bba | (a,a) || bba (a,a) || bba (a,a)
bbb (b,a) || bbb | (a,b) || bbb (b,a) || bbb (a,b)

Tablo 5.5.1 Tablo 5.5.2 Tablo 5.5.3 Tablo 5.5.4

Ornek 5.11 S = {s9,51,52}, B = {a,b} olsun ve f doniisiimii asagidaki Cizelge 5.5

deki gibi verilsin.
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Cizelge 5.5 f doniisiimiiniin tablosu

[ | (@a) | (a,b) | (b,a) | (b,D)

So | (80,@) | (85,@) | (55,@) | (50,0)
$1 | (80-a) | (52,0) | (55,0) | (5,,0)
$; | (52,0) | (55,0) | (55,0) | (5,,D)

f(f(so,a,a),a) = f(S(),a,Cl) = (S(),Cl)
f(f(sl,a,a),a) :f(so,a,a) = (S(),a)
f(f(s27aaa)7a) = f(sz,a,a) F— (527a)
hesaplanir ve Cizelge 5.5 de goriildiigii gibi,
(S(),a), (S(),a), (S27a)

ikilileri, (a,a) ikilisinin aracihigiyla s;, i = 0, 1,2 durumlarinin gegislerinden elde edilir

ve bir (3,2)-otomotosunun taniminin kullanilmasiyla

{aaa}t = (a,a)
elde edilir.

Diger ticliiler icin benzer hesaplamalar yapilirsa, verilen (3,2)-otomotosu icin sadece bir

tane grupoid elde edilir ve grupoid asagida Cizelge 5.6 da verilmistir.

32



Cizelge 5.6 (3,2)- otomotosunun dogurdugu grupoid

)

aaa | (a,a)
aab | (a,a)
aba | (b,a)
abb | (a,b)
baa | (b,a)
bab | (b,a)
bba | (b,a)
bbb | (b,b)

Buraya kadar verilen 6rnekler yalnmiz bir veya birden fazla ikilinin bulunmast durum-
larina uygun olan érneklerdi. Fakat x,y,z € B olmak iizere verilen bir {xyz} ii¢liisii igin

(5.1) kosulunu saglayan herhangi bir ikilinin bulunmadigi durumlarda olabilir.

Ornek 5.12 S = {s0,51,5}, B = {a,b} olsun ve f doniisiimii asagidaki Cizelge 5.7

deki gibi verilsin.

Cizelge 5.7 f doniisiimiiniin tablosu

S| (a,a) | (a,b) | (b,a) | (b,D)

So | (Sg-a) | ($4,0) | (s4,a) | (5,,D)
s, | (sg,a) | (s,,0) | (s,,a) | (s,,a)
s, | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,D)

f(f(s0,a,a),a) = f(s0,a,a) = (s0,a)
f(f(s1,a,a),a) = f(s0,a,a) = (s0,a)
f(f(s2,a,a),a) = f(s2,a,a) = (s2,a)
hesaplanir ve Cizelge 5.7 de goriildiigii gibi,
(s0,a), (s0,a), (s2,a)
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ikilileri, (a,a) ikilisinin aracihi@giyla s;, i = 0, 1,2 durumlarinin gecislerinden elde edilir,

ve (3,2)-otomotosunun taniminin kullanilmasiyla

{aaa} = (a,a)

elde edilir.

f(f(s0,a,a),b) = f(s0,a,b) = (s0,D)

f(f(s1,a,a),b) = f(s0,a,b) = (s0,b)

f(f(s2,a,a),b) = f(s2,a,b) = (52,b)
hesaplanir ve Cizelge 5.7 de goriildiigii gibi, her s; € S icin

f(f(siaava)7b) :f(S,',Lt,V)

kosulunu saglayan u, v € B igin bir (u,v) € B? ikilisi bulunmamaktadur.

Benzer hesaplamar diger iicliiler icinde yapilirsa, verilen (3,2)-otomotosu igin {abb},

{baa}, {bba} ve {bbb} igliliileri igin bir (3,2)-iglem tanimlanabiliyorken, {aab},

{aba}, {bab} ticliiliileri i¢in bir (3,2)-islem tanimlanamamaktadir. Dolayistyla bu 6rnek

icin bir kismi (3,2)-islemi asagidaki Cizelge 5.8 de verilmistir.

Cizelge 5.8 Kismi (3,2)-igleminin tablosu

U

aaa | (a,a)
aab ?
aba ?
abb | (a,b)
baa | (b,a)
bab ?
bba | (b,a)
bbb | (b,b)
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5.2 B Alfabesi Uzerindeki (3,2)-Otomotosu Tarafindan Dogurulan
(3,2)-Yarigruplar

Bir Onceki boliimde bir (3,2)-otomotosunun B alfabesi iizerinde tamimli bir (3,2)-
grupoidini nasil dogurdugu gosterildi. Bu boliimde ise (3,2)-otomotosunun dogurdugu
bir (3,2)-grupoidinin ne zaman bir yarigrup olup olmayacagi gosterilmistir. Bunun
icin (3,2)-otomotosunun dogurdugu bir (3,2)-grupoidinin (5.2) deki birlesme 6zelligi

kosulunu saglayip saglamadiginin kontrol edilmesi gerekmektedir.

Her s; € S, t € B i¢in (3,2)-otomotosunun diyagrami (tablosu) yeni (s;,¢) satirlart ile
genigletilir ve f doniisiimii kullanilarak asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde dolduru-

lur.

F(sis), (u,v) = f(f(sist,u),v) ve f((si,0), {ave}) = F(F(f(siot,x),9),2)  (54)
Eger, her 7 € B, 5; € S igin
f (i), (u,v)) = f((si), {xy2}) (5.5)
ise {xyz} = (u,v) ve

{xyz} tgliisti i¢in genigletilmis siitun (u,v) ¢ifti igin genigletilmis siitun ile ayni ise
bu durumda (3,2)-otomotosu bir (3,2)-yarigrubu dogurur. Genisletilmis tablo (3,2)-

yarigrubunun nasil tanimlandigini gosterir.

Ornek 5.13 Ornek 5.10 daki (3,2)-otomotosunun Cizelge 5.3 de verilen tablosunun

yeni satir ve siitunlar ile genigletilmis hali asagida Cizelge 5.9 da verilmistir.
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Cizelge 5.9 f doniisiimiiniin genisletilmis tablosu

(a,b)

(a,a) | (a.b) | (b,a) | (b:D)

S, (s,,0) | (5,,0) | (5,,0) | (s,,a)

S| (5,0) | (s55,0) | (s,,a) | (5,,b)
S, | (5:0) | (5,0) | (5,0) | (55.9)
(50,@) | (5,0) | (5,,@) | (55,0) | (5,,0)
(54,0) | (s5,a) | (5,,0) | (5,,0) | (5.,b)
(s;,a) | (5y,a) | (5,,0) | (s,,0) | (5,,0)
(5,0) | (5,,0) | (5,0) | (s5:,D) | (5,,0)
(5;,a) | (5,0) | (5,,@) | (55,0) | (5,,0)
(5,,0) | (55,a) | (5,,0) | (55,0) | (5,,D)

Asagidaki Cizelge 5.10 da goriildiigii gibi, her {xyz} tg¢liisiintin siitunu u, v € B ol-

mak iizere en az bir (u,v) ikilisinin siitunu ile aynidir. Bu durum B alfabesi iizerinde

tanimli bir (3,2)-otomotosunun Tablo 5.5.1 de verilen bir (3,2)-yarigrubunu dogurdugu

anlamina gelir.

Cizelge 5.10 Dogurulan (3,2)-yarigrubunun tablosu

(a,b) | (b,b) | (b,b) | (a,a) | (b,b) | (a,a) | (a,a) | (a,b)

{ aaa} { aab} { aba} { abb} { baa} {bab} { bba} {bbb}

So | (5,0) | (55,a) | (55.a) | (53,0) | (55.a) | (53,0) | (5,.D) | (5,,0)

S| (5, a@) | (5,0) | (5,,0) | (50,0) | (5,,0) | (5:,0) | (s:.D) | (s,.4)
S, (s5;,0) | (5,,a) | (sy,a) | (5,,0) | (sy,a) | (5,,0) | (5,,0) | (5,,0)
(5y,a) | (s5,a) | (5,,0) | (5,,0) | (5,,0) | (5,,0) | (s5,0) | (5,,0) | (5,,a)
(50,0) | (55,0) | (5,,0) | (5,0) | (55,a) | (s5,,D) | (55,0) | (5,,4) | (5,,D)
(@) | (52,0) | (51,0) | (5,0) | (55,@) | (5,,0) | (55,@) | (s5.a) | (5,,D)
(s,,0) | (5,,0) | (s5,a) | (sy.a) | (s,,0) | (s5,a) | (5,,0) | (5,,D0) | (s,,0)
(s,,a) | (sy,a) | (5,,0) | (5,,D) | (s5,,0) | (5,,D) | (s5,0) | (5,,0) | (s,,a)
(5,,0) | (55,0) | (5,,D) | (5,0) | (5,,a) | (s5,0) | (55,0) | (5,,0) | (5,,D)
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5.2.1 B Alfabesinin Genisletmesi

Eger (5.3) ya da (5.5) kosullarindan herhangi biri saglanmazsa verilen (3,2)-otomotosu
B alfabesi iizerinde bir (3,2)-yarigrubu dogurmaz. Bundan dolay1 bir sonraki adim, B
alfabesinin yeni harflerle genisletilmesi olacaktir. u, v € B olmak {iizere (5.1) kosulunu
saglayan bir (u,v) ikilisinin bulunmadig1 {xyz} ticliisii i¢in ve {xyz} = (u,v) olacak
sekilde (5.5) kosulunu saglamayan {xyz} ii¢liisii i¢in B alfabesine bir harf eklenir. Eger
pj. {xyz} ugliisi ile iligkilendirilmis yeni bir harf ise, bu durumda bu tgliiyle (p;, p;)

ikilisi iliskilendirilir ve {xyz} = (p;, p;) olarak tanimlanir.

Yukaridaki genislemeyle B’ ile gosterilen yeni bir alfabe elde edilir. B’ kiimesinin ele-

manlarinin sayisi |B'|, en fazla |B| + |B|’ kadardir, dolayistyla sonludur.

Baz ticliiliiler yeni ikililerle iligkilendirildiginden dolayz, tablo x,y,z,t € B igin {xyzt}
ile gosterilen yeni siitunlarin eklenmesiyle genisletirilir ve tablo, (5.4) kosulu kul-

lanilarak doldurulur.

Eger her yeni siitun, Oncekilerden en az biri ile aym oluyorsa, yeni B’ alfabesi

tamamlanmis olur ve B’ lizerinde (3,2)-yarigrubu tanimlanir.

Ornek 5.14 Ornek 5.11, Cizelge 5.5 de verilen (3,2)-otomotosunun tablosuna yeni
siitun ve satirlarin eklenmesiyle elde edilen f doniisiimiiniin genisletilmis tablosu
Cizelge 5.11 de ve (3,2)-otomotosunun iiretecegi (3,2)-yarigrubun tablosu ise Cizelge

5.12 de verilmistir.
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Cizelge 5.11  f doniisiimiiniin genigletilmis tablosu

(a,a) | (a,b) | (b,a) | (b,b)

Sy | (85,a) | (55,a) | (50,a) | (5,9)

S| (50, | (5,,0) | (5,,0) | (5,,9)

S, | (55.a) | (55,a) | (55,a) | (5,,0)
(50,a) | (85.4) | (50,a) | (55,a) | (50,@)
(54,0) | (54,a) | (sy,a) | (54,a) | (54,0)
(s;.a) | (Sp,a) | ($g,a) | (5,,a) | (s,,b)
(5,0) | (5,,0) | (55,0) | (5,,0) | (5,,0)
(55,a) | (55,a) | (5,,0) | (5,,a) | (5,,a)
(s,,0) | (s5,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,D)

Cizelge 5.12  Uretilecek (3,2)-yarigrubun tablosu

(a,a) | (a,a) | (c,0) (a,b) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,b)
{aaa} {aab} {aba} {abb} {baa} {bab} {bba} {bbb}

So | (50:@) | (5:@) | ($5,a) | (85,a) | (5p.a) | (s5.a) | (sg.@) | (84,@)

Si | (50:0) | (50:9) | (55,0) | (55,0) | (50,0) | (5p.@) | (5,0) | (5,,0)

S, (s,.a) | (sp.a) | (sy.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.D)

(So:a) (50:@) | (55.0) | (85,a) | (50,@) | (55,0) | (85,0) | (50,@) | (8,,)

(50.0) | (p0) | (500) | (5.0) | (5,0) | (50 | (5,.0) | (@) | (s,00)

(51,0) | (85,0) | (50.@) | (5,,0) | (50.4) | (5,,0) | (55,0) | (55,0) | (5,,D)

(5,0) | (53,0) | (55,0) | (55,0) | (5,,0) | (5,,0) | (55,0) | (55,a) | (5,,0)

(Sg:a) (nga) (82,(.1) (82,(.1) (82,(.1) (sta) (sta) (Sz:a) (Sz:a)

(s,.0) | (sy.a) | (sp.a) | (sy.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.D)

Cizelge 5.12 de goriildiigii izere, {aba} iigliisii i¢in, u,v € B olmak iizere {aba} = (u,v)
olacak sekilde herhangi bir (u,v) ikilisi bulunmamaktadir. Bu yiizden yeni bir ¢ harfi
tamimlanir ve B alfabesi yeni bir alfabeye genisletilir. Bir sonraki adimda, Cizelge

5.12 deki tablo, Cizelge 5.13 teki tabloya genisletilir ve x,y,z,# € B olmak iizere her
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{xyzt} dortliistiniin tammlandig1 goriiliir ve dolayisiyla B’ alfabesi tanimlanmig olur.

Dolayisiyla Cizelge 5.5 de tablosu verilen (3,2)-otomotosu tarafindan dogurulan bir

(3,2)-yarigrubu B’ iizerinde tanimlanmuisg olur.

Cizelge 5.13

Genigletilmis tablo

(b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,b)
baaa | baab | baba | babb | bbaa | bbab | bbba | bbbb

S, (55.a) | (55.a) | (s5.a) | ($g.a) | ($p.a) | (5p.a) | (54.a) | (5,.Q)

8, (s,.a) | (sy,a) | (sy,a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a)

s, (s,,a) | (s,,a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,D)
(s55.a) | (55.a) | (55.a) | (55.a) | ($p.a) | (Sp.a) | (5p.a) | (5q.a) | (5,.Q)
(50:0) | (s0.a) | (sg,a) | (50.@) | (55.@) | (5,a) | (5,a) | (54.@) | (55.4)
(s,a) | (sy,a) | (sy,a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,,a) | (s,,a) | (5,,D)
(5,.0) | (5,.a2) | (85.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a)
(s5.a) | (s5,a) | (s5,a) | (sp.a) | (5,.a) | (s5.a) | (s5,a) | (5,.a) | (s,.a)
(5,.0) | (5,.a) | (sp.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.D)

(b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,a) | (b,D)
baaa | baab | baba | babb | bbaa | bbab | bbba | bbbb

So | (So,@) | (55,a) | (89.a) | (50,a) | (55.@) | (50,a) | (55,a) | (5;,4)

s, (sy.a) | (s,,a) | (sy,a) | (sy,a) | (s,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a)

s, (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,D)
(500 | (0@ | 0o | (5.0 | (0@ | (50,0 | (5,0) | (50) | (5,)
(5:0) | G0 | (5320 | 50,0) | (500 | (5000) | o) | (50 | (50)
(50) | (52:@) | (5,,@) | (532@) | (5350) | (5350) | (535) | (53.0) | (5,,0)
(5,0) | (532@) | (5350) | (5,@) | (5,5@) | (5350) | (s55a) | (5,.) | (s.@)
(5,,0) | (53.0) | (5,0) | (5.0) | (5,0 | (5,0) | (5.0 | (o) | (5,0)
(5,:0) | ) | (52.0) | G0) | (5000 | (52.0) | (o) | (5,00 | (5,.)

Bir 6nceki 6rnekte B alfabesinin B’ alfabesine genisletilmesinde eger yeni siitunlardan

bazilar1 oncekilerden en az biri ile ayn1 olmasaydi, bu durmda g; yeni bir harf olmak

iizere, bu siituna (g;,q;) ikilisi iliskilendirilirdi. Bu yeni bir B” alfabesini olustururdu

ve yeni alfabenin elaman sayis1 |B”|, en fazla |B'| +|B'|* kadar olurdu.

39




Bu isleme yeni siitunlarin 6ncekilerden en az biri ile ayn1 olana kadar devam edilirdi.

Ornek 5.15 Ornek 5.12 de verilen (3,2)-otomotosunun tablosuna yeni siitun ve

satirlarin eklenmesiyle elde edilen yeni tablo Cizelge 5.14 te verilmistir.

Cizelge 5.14 (3,2)-otomotosunun genigletilmis yeni tablosu

(a,a) | (a,b) | (b,a) | (b,b)
So | (8:@) | (55.0) | (s0.a) | (54:0)
s, (s.a) | (5,,0) | (s5,,a) | (s,,a)
s, (s,.a) | (s,.,a) | (s,,a) | (s,.0)
(s9.a) | (59.a) | (55,0) | (s5.a) | (54,0)
(55,0) | (54-a) | (54,0) | (s5,@) | (,,D)
(s.a) | (55.a) | (50.0) | (s,,a) | (5,.D)
(5,,0) | (s,,a) | (s,,a) | (s5,a) | (s,,a)
(5,.a) | (5,9) | (5,.a) | (s5;.a) | (s,,0)
(5,.0) | (5,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.0)

(a,a) | (c,c) | (d.,d) | (a,b) | (b,a) | (e,e) | (b,a) | (b,b)
{aaa} {aab} {aba} {aaa} {baa} {bab} {bba} {bbb}

o | Go-@) | (55,0) | (56,@) | (50,0) | (55,a) | (50,0) | (50.@) | (5,,0)

5| 6 | (5:0) | Gra) | 500) | G6ra) | () | (0) | ()

s, (5,.0) | (55.a) | (s5.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (S,.0)

6o | God) | 6ob) | God) | 6od) | Goa) | 6ub) | God) | 50b)

(500) | G0o@) | (50) | G0o@) | (50) | o) | (50:0) | o) | (5:0)

(s,.a) | (sp.a) | (54.0) | (sp.a) | (5,.D0) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.a) | (s,.D)

(5,,0) | (5,,0) | (55,a) | (55,a) | (5,,a) | (5,,0) | (55,a) | (5,,a) | (5,,0)

(5,.0) | (5.0) | (5.0) | (5,.0) | (5,.0) | (5,.0) | (5.0) | (5,.9) | (s,.)

(Spb) (Spa) (Spa) (Szna) (Szna) (Szra) (Szra) (Sz’a) (Sz’b)

Cizelge 5.14 te goriildiigii tizere, {aab}, {aba} ve {bab} iigliileri i¢in, u,v € B olmak
tizere {aba} = (u,v) olacak sekilde herhangi bir (u,v) ikilisi bulunmamaktadir. Bu
yiizden ¢, d, e yeni harfler olmak iizere bu iicliiler sirasiyla (c,c), (d,d) ve (e, e) ikilileri
ile ilgkilendirilir ve B" = BU {c,d, e} yeni alfabesi elde edilir. Yeni siitunlar ve yeni

satirlar eklenmesiyle asagida verilen Cizelge 5.15 deki tablo elde edilir.
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Cizelge 5.15

Yeni harflerin eklenmesiyle elde edilen tablo

(a,a) | (¢c;0) | (@a) | (c,0) | (d,d) | (f,f) | (d,d) | (a,b)

aaaa | aaab | aaba | aabb | abaa | abab abba | abbb
Sy (5y,a) | (54,0) | (5p5a) | (54,0) | (55,a) | (0,0) | (54,a) | (5,,D)
S| (o, a) | (50,0) | (5p,a) | (50,0) | (5,,a) | (s55,0) | (5,,a) | (5,,D)
S, | (5.a) | (85.4) | (8,a) | (85,0) | (55.0) | (s55.a0) | (85,a) | (5,,0)
(sy,a) | (s5y,a) | (54,0) | (55,a) | (55,0) | (55,a) | (50,0) | (54.a) | (5,,D)
(50:0) | (50.a) | (50,0) | ($p:@) | (54:0) | (85:0) | (84.0) | (50,a) | (50,0)
(5,,a) | (55,a) | (54,0) | (55,a) | (50,0) | (55,0) | (50,0) | (55,@) | (55,D)
(5,0) | (5,,0) | (55,a) | (5,,@) | (5,,0) | (5,,@) | (5,,4) | (5,,4) | (5,,0)
(s,,a) | (sy.a) | (sy,a) | (sy.a) | (s,,a) | (sy.a) | (sy,a) | (s,,a) | (5,,a)
(s,,0) | (s5,a) | (s5,a) | (s,,a) | (s5,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,q)

(b,a) | (ee) | (bya) | (e,e) | (b,D) | (ee) | (bya)  (b,b)

baaa | baab | baba | babb | bbaa | bbab | bbba | bbbb
S, (sy,a) | (54,0) | (555a) | (54,0) | (55.) | (S4.0) | (55.0) | (Sq,0)
s, (s,,a) | (sp,a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,.a) | (s,,a) | (s,,a) | (s,,a)
S, | (5.0) | (55,a) | (5,,a) | (s,,a) | (8,a) | (8y,a) | (55,a) | (5,,D)
(5:0) | (5320 | (53:0) | (500 | (50:5) | (50@) | (50,8 | (50,@) | (5,,0)
(500) | (5@ | (53:0) | (50@) | (5025 | G50) | (50,8 | (505@) | (5,,0)
6@ | (510) | (5.0) | (5,0) (5.@) | (5,0) | (5,,0) | (5,,0) | (5,.0)
(5028) | (520@) | (520) | (500) | (5@ | (5300) | (55, | (52,0) | (5,0
(5300) | (5350) | (53,0) | (5300) | (5,0) | (550) | (5,,@) | (s5,,@) | (5,,@)
(5.0) | (5.0) | (5.0) | (53.0) | (5.0) | (5o@) | (5,0) | (5,0) | (5,,0)

Cizelge 5.15 de goriildiigii iizere, {abab} dortliisii i¢in, u,v € B’ olmak lizere

{abab} = (u,v) olacak sekilde herhangi bir (u,v) ikilisi bulunmamaktadir. Bu yiizden f
yeni bir harf olmak iizere bu dortlii (f, f) ikilisi ile ilgkilendirilir ve B’ = BU{¢,d, e, f}

yeni alfabesi elde edilir.

Simdi ise x,y,z,f,w € B olmak lizere tim {xyztw} beslileri, u,v € B’ olmak iizere

xyztw} = (u,v) olacak sekilde ele alinir. Dolayisiyla, B’ alfabesi, iizerinde (3,2)-
yisty

yarigrubu tanimlanacak alfabeden biridir.
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Bir 6nceki hesaplamalarda, her bir (s;,x) € S x B ikilisi i¢in tablo yeni bir satir ile
genigletildi. S ve B kiimeleri sonlu oldugundan, bu sekilde genigletilmis tablonun her
bir siitunu S+ | S| - |B| sonlu uzunluga sahiptir ve siitundaki elemanlar S x B kiimesinden
geldikleri i¢in sonlu sayida farkli siitun bulunmaktadir (en fazla, (|S|- |B|)S+‘S By, By
ise, sonlu sayida yeni harflerin eklenmesinde sonra, yeni siitunlarin oncekilerden en az
biri ile ayn1 olmasini gerektirir ve dolayisiyla bu islem sonlu adimda tamamlanir. Bu

ylizden elde edilen son B’ alfabesi sonludur.
5.3 Kismi (3,2)-Islemininin Genisletilmesi

Bundan 6nceki boliimde, B alfabesinin, iizerinde (3,2)-yarigrubu tamimlanacak sekilde
bir B’ alfabesine genisletilmesi incelendi. Buraya kadar x,y,z € B olmak iizere {xyz}
ticliileri ve x € B, r € B'\ B olmak iizere {xtt} ve {rtx} igliileri i¢in bir (3,2)-islemi
bulunmaktaydi. Bu |B[’ tane iicliiden |B* +2- |B| - (|B'| — |B|) tane iiglii igin (3,2)-
islemi oldugu anlamina gelir. Sonra ise, geriye kalan |B'|> — ||B* +2-|B|- (|B'| - |B|)]
tane iiclii icin (5.1) ve (5.2) kosulunu saglayan (3,2)-islemi tanimlamir. Ornek 5.11 de
verilen (3,2)-otomotosunun kismi (3,2)-islemi Cizelge 5.16 da ve Ornek 5.12 de verilen

(3,2)-otomotosunun kismi (3,2)-islemi Cizelge 5.17 de verilmistir.
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Cizelge 5.16 (3,2)-otomotosunun kismi (3,2)-islemi

U

aaa (a a

aab (a,a)

adc
aba (C,C)

abb (a,b)
abc
aca
ach
acc (a,a
baa (b,a)

bab | (b.a)

bac
bba (b,a)

bbb | (bb)

bbc
bea
beh

bee (b,a)

caa
cab
cac
cha
cbb
che
cea (C, c

ceh (c)c)

cee




Cizelge 5.17 (3,2)-otomotosunun kismi (3,2)-islemi

i

{}

i}

i}

i}

aaa | (a,a) | baa | (b,a) | caa daa eaa faa
aab | (c,c) | bab | (e,e) | cab dab eab fab
aac bac cac dac eac fac
aad bad cad dad ead fad
aae bae cae dae eae fae
aaf baf caf daf eaf faf
aba | (d,d) | bba | (b,a) | cba dba eba fba
abb | (a,b) | bbb | (b,b) | cbb dbb ebb fbb
abe bbc cbe dbc ebc fbe
abd bbd cbd dbd ebd fbd
abe bbe che dbe ebe fbe
abf bbf chf dbf ebf Jbf
aca beca cca (a,a) | dca eca fea
ach beb cch | (e,c) | deb ech fcb
acc | (c,c) bee (e,e) | ccc dce ecc fee
acd bed ced ded ecd fed
ace bce cce dce ece fee
acf bef cef def ecf fef
ada bda cda dda | (d,d) | eda fda
adb bdb cdb ddb | (f,f) | edb fab
ade bdc cde dde ede fde
add | (a,a) | bdd | (b,a) | cdd ddd edd fdd
ade bde cde dde ede fde
adf bdf cdf ddf edf faf
aea bea cea dea eea | (b,a) | fea
aeb beb ceb deb eeb | (ee) | feb
aec bec cec dec eec fec
aed bed ced ded eed fed
aee | (f,f) | bee | (ee) | cee dee eee fee
afa bfa cfa dfa efa fa | (d,d)
of bfb ofb dp ofb | (.
afc bfe cfe dfe efe ffe
afd bfd cfd dfd efd fd
afe bfe bfe dfe efe ffe
aff | (c,c) | Bff | (ee) | cff dff eff yiid

(B',{}) (3,2)-yarigrubunu tanimlamak i¢in

baslanir.

isleme Oncelikle asagidaki tanimlama ile
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x € B\ Bigin
{ooux} = (x,%)
olarak tanimlanir. Eger bu tamimlama Onceki tanimlamalarin hicbiri ile ¢elismiyorsa

bu durumda (3,2)-kismi islem tablosundaki bosluklar agagidaki kogsullar kullanilarak bu

tanimlamalardan elde edilen sonuclarla doldurulur.

e (i;)y€ B igin
{{oox} v} = {x {xxy}}
{y{oo}} = {{yxc}y}

e (ip) her s; € S i¢in

f(si7{xxx}) o f(f(S,',X,x) 7x)

Daha sonra asagidaki kosullar kullamlarak a,b € B ve x € B\ B igin

{abx} ,{axb},{xab} ler tammlanir.

e (ii1)y € B igin
{y{abx}} = {{yab}x}
{y{axb}} = {{yax} b}
{y{xab}} = {{yxa} b}
e (iip) hers; € S igin
[ (si{abx}) = f(f (si,a,b) %)
[ (si{axb}) = f(f (si,a,x),D)
[ (si{xab}) = f (f (si,x,a),b)

e (iii3) (iiy) ve (iiy) kosulunu saglayan birden fazla (u,v) ikilisi varsa {xyz} ti¢liisii

icin daha Once tanimlanmig olan secilir.

Yukaridaki tanimlamalardan sonra, (3,2)-islemi ve f doniisiimii i¢in bu sonuglarla

tabloda doldurulur.
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Ornek 5.16 Ornek 5.11 ve Ornek 5.12 de verilen (3,2)-otomotosu icin (3,2)-
yarigruplart sirasiyla Cizelge 5.18 de ve Cizelge 5.19 da verilmistir.

Cizelge 5.18 (3,2)-otomotosu i¢in (3,2)-yarigrubu

U

aaa (a,a)
aab | (a,a)
aac (a,a)
aba (c.0)
abb | (a,b)
abc (c.0)
aca | (a,a)
achb | (a.a)
ace (a,a)
baa | (d.d)
bab (b,a)
bac (b.a)
bba | (b,a)
bbb (b.,a)
bbc | (b,b)
bea (b.a)
bch (b.,a)
bee (b.a)
caa (b,a)
cab (c} c)
cac (c,e)
cha (c} c)
cbb (c,e)
cbe (c.0)
cca (c, c)
cch (c} c)
cce (c, c)
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Cizelge 5.19 (3,2)-otomotosu i¢in (3,2)-yarigrubu

{} {J {J {3 {3 {3

aaa | (a,a) | baa | (b,a) | caa | (a,a) | daa | (d,d) | eaa | (b,a) | faa | (a,a)
aab | (c,c) bab | (e,e) | cab | (c,c) | dab | (f,f) | eab | (e,e) | fab (¢e,0)
aac | (c¢,c) bac | (ee) | cac | (c,c) | dac | (f,f) | eac | (ee) | fac | (e,0)
aad | (a,a) | bad | (b,a) | cad | (a,a) | dad | (d,d) | ead | (b,a) | fad | (a,a)
dae (c’ c) bae (e, e) cae (C, C) dae (f, f) eae (e, e) fae (c, c)
adf | (c,c) | baf | (ee) | cof | (c0) | daf | (f.f) | edf | (ee) | Jaf | (c0)
aba | (d,d) | bba | (b,a) | cba | (a,a) | dba | (d,d) | eba | (b,a) | fba | (d.d)
abb | (a,b) | bbb | (b,b) | cbb | (c,c) | dbb | (f,f) | ebb | (e,e) | fbb | (a,b)
abc | (f,f) | bbe | (ee) | cbc | (c,e) | dbc | (f,f) | ebc | (ee) | fbc | (f.f)
abd | (d,d) | bbd | (b,a) | cbd | (a,a) | dbd | (d,d) | ebd | (b,a) | fbd | (d,d)
abe | (f,f) | bbe | (e,e) | cbe | (c,c) | dbe | (f.f) | ebe | (ee) | fbe | (f.f)
abf | (f,f) | bbf | (e;e) | cbf | (c,c) | dbf | (f,f) | ebf | (ee) | fBf | (f.f)
aca | (a,a) | bea | (b,a) | cca | (a,a) | dea | (d,d) | eca | (b,a) | fea | (a,a)
ach (¢,0) beb | (ee) | cchb | (c,e) | deb | (f,f) | ecb | (ee) | feb (¢e,0)
acc | (c,c) bee | (e,e) | ccc | (c,c) | dec | (f,f) | ecc | (ee) | fec (¢,¢)
acd | (a,a) | bed | (b,d) | ccd | (a,a) | ded | (d,d) | ecd | (b,a) | fed | (a,a)
ace | (¢, c) bee | (e,e) | cce | (c,c) | dee | (f,f) | ece | (e,e) | fce (¢,0)
acf | (e0) | bef | (ee) | cef | (co) | def | (f.f) | eef | (ee) | fof | (co0)
ada | (a,a) | bda | (b,a) | cda | (a,a) | dda | (d,d) | eda | (b,a) | fda | (a,a)
adb | (c,c) | bdb | (e,e) | cdb | (c,c) | ddb | (f,f) | edb | (e,e) | fdb | (c,c)
ade | (¢, ¢) bde | (ee) | ede | (c,c) | ddc | (f,[f) | edc | (ee) | fdc (¢,0)
add | (a,a) | bdd | (b,a) | cdd | (a,a) | ddd | (d,d) | edd | (b,a) | fdd | (a.a)
ade | (c,c) bde | (e,e) | cde | (c,c) | dde | (f,f) | ede | (ee) | fde (¢,¢)
adf | (c,c) | bdf | (e,e) | cdf | (c,c) | ddf | (f,f) | edf | (e,e) | fdf | (c,c)
aea | (d,d) | bea | (b,a) | cea | (a,a) | dea | (d,d) | eea | (b,a) | fea | (d,d)
aeb | (f.f) | beb | (e,e) | ceb | (c,e) | deb | (f.f) | eeb | (e,e) | feb | (f.f)
aec | (f.f) | bec | (eje) | cec | (c,c) | dec | (f.f) | eec | (ee) | fec | (f.f)
aed | (d,d) | bed | (b,a) | ced | (a,a) | ded | (d,d) | eed | (b,a) | fed | (d,d)
aee | (f,f) | bee | (ee) | cee | (c,c) | dee | (f,f) | eee | (ee) | fee | (f.f)
aef | (f.f) | bef | (ee) | cef | (co) | def | (f.[) | eef | (ee) | fef | (f.[)
afa | (a,a) | bfa | (b,a) | ¢fa | (a,a) | dfa | (d.d) | efa | (b,a) | ffa | (a,a)
afb | (c,c) | bb | (ee) | ¢fb | (o) | dfb | (f.[) | ¢/b | (ee) | Jib | (c,0)
afc | (c,c) | bfc | (ee) | ¢fc | (ce) | dfe | (f.f) | o | (ee) | Je | (c0)
afd | (a,a) | bfd | (b,a) | ¢fd | (a,a) | dfd | (d,d) | efd | (b,a) | ffd | (a.q)
afe | (cc) | bfe | (ee) | bfe | (co) | dfe | (f.)) | oe | (ee) | fle | (c0)
aff | (c,c) | bff | (ee) | cff (co) | aff | (f,.f) | ef (e,e) | fIf (¢c,c)
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5.4 (3,2)-Yarigrup Otomotosunun Insasi

Bir (3,2)-otomotosu f: § X B2 —SxB doniigiimii ile verildiginde B alfabesi, B alfabe-
sine genigletildiginden, (3,2)-otomotosu da yeni (u,v) € (B’ x B) \ (B x B) ikililerinin

tamtilmasiyla ve f’(s,x,y) nin tanimlanmsiyla genisletilir.

(B',{}) (3,2)-yarigrubu iiretilirken, verilen (S,B, f) (3,2)-otomotosu i¢in her x, y € B

olmak lizere
f/(siaxay) - f(siaxay)

olacak sekilde f': S x B> — S x B doniisiimii ile (S,B’, f') (3,2)-yarigrup otomotosu

da iretilir.

Bu (B',{}) (3,2)-yarigrubu iiretildikten sonra, f’(s;,x,y) lerin hepsinin tanimlanmasi

miimkiin olmayabilir. En az bir uy, up, v, v, € B i¢in

{oyz} = (u1,v1)

veE

{zxy} = (u2,2)

kullanilarak, daha 6nceden tanimlanan f/(s;,uy,vy) ve f'(si,uz,v2) lerle
(”ll) f/(si7 bll,V]) = f/(si> {xyz}) = f/ (f,(siaxvy)vz)

f/(si,uz,\/z) = fl(sia {zy}) = f/ (f'(s,',z,x),y)

kosulunu saglayan f’(s;,x,y) tanimlanir.

(iii1 ) kosulu kullanilarak, tiim f’(s;,x,y) ler tanimlanana kadar bu sekilde devam edilir.

Yani (3,2)-yarigrup otomotosu tanimlanana kadar bu igsleme devam edilir.

Ornek 5.17 Ornek 5.11 ve Ornek 5.12 de verilen (3,2)-otomotolart igin (3,2)-yarigrup

otomotolar1 Cizelge 5.20 de ve Cizelge 5.21 de verilmistir.
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Cizelge 5.20 (3,2)-yarigrup otomotosu

J" | (@a) | (ab) | (a.c) | (b,a) | (b.,b) | (b.c) | (c.a) | (e.b) | (c.0)

sy | (s9.a) | (54,0) (s0.a) | (54.0) (5,.a)
s, (s0.a) | (s,,b) (s,,a) | (s,.a) (s,.a)
5, | (5,.a) | (5,.a) (s,.a) | (s,.0) (s,.a)

Cizelge 5.21 (3,2)-yarigrup otomotosu

S| (@a) | (ab) |(a.c) | (a.d) | (a.e) | (a.f) | (b,a) | (,b) | (b.c)
sy | (sy.a@) | (s,.0) (sp.a) | (sy.0)

s, (sp.a) | (s,.b) (s,.a) | (s,.a)

s, | (8,.a) | (s,,a) (s,.a) | (s,.b)

" &.d) | (be) | (b.f) | (c.a) | (e,B) | (c.0) | (e d) | (c.0) | (o, f)
. o)

5, (5,.0)

5, (s,.a)

S| d.a) | (db) | (d) | (d.d) | (de) |(d.[f) | (ea) |(ebd) | (ec)
S, (s,.a) (s,.0)

5 ) (5,-2)

s, (s,.a) (s,.a)

Ted [@o (@D ]| Fa [GB [T |GG | FD
S, (s,.0) (s,.0)
s, (s,.a) (s,.a)
s, (s,,a) (s,,a)

5.5 (3,2)-Yarigrup Otomotosunun Dogurulmasi Icin Algoritma

Durum 1

Admm 1.1 x,y,z € B i¢in verilen (3,2)-otomotosunun tablosu yeni {xyz} siitunlari ile

genisletilir ve

f(f(s,x,9),2) = f (5, {xyz})
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kuarl: ile doldurulur.

Adim 1.1.1 Eger her {xyz} iicliisii i¢in, u,v € B olmak iizere en an bir (u,v) ikilisi var

ve her s € § i¢in bu ikililerin siitunlari

f(f(s7x,y),z) :f(svuav)

kosulu saglaniyorsa bu durumda verilen (3,2)-otomotosu tarafindan dogrulan en az bir

(3,2)-grupoidi vardir.

Adim 1.1.2 Eger bir {xyz} iicliisiine karsilik gelen bir (u,v) ikilisi bulunmuyorsa, bu

durumda (3,2)-otomotosu B iizerinde bir (3,2)-grupoidi dogurmaz.

Adim 1.2 Her x € B ve her s; € S icin, tablo yeni (s;,x) satirlari ile genisletilir. Bu

genisletilmis tablo

f((si,a),(u,v)) :f(f(sha?u)av)
f((si,a),{xyz}) :f(f(f(si,a,x),y),z)

kurallar1 ile doldurulur ve eger x,y,z € B olmak tizere {xyz} iicliileri i¢in genisletilmis
stitunlardan en az biri (u,v) ikilileri i¢in genigletilmis siitunlardan en az biri ile aym

oluyorsa, yani her s; € S ve her x € B icin

f((si,a),(u,v)) :f«si?a)a{xyz}) (5.6)
kosulu saglaniyorsa tablo doldurulmaya devam edilir.

Adim 1.2.1 Eger her {xyz} iicliisii icin u,v € B olmak iizere siitunlar1 ayni olan yani
(5.6) kosulunu saglayan en az bir (u,v) ikilisi varsa, bu durumda verilen (3,2)-otomotosu
tarafindan dogrulan B {izerinde en az bir (3,2)-yarigrubu vardir. Genigletilmis tablo
(3,2)-yarigrubunun ve (3,2)-yarigrup otomotosunun nasil tanimlandigini gosterir. Bu

durumda algoritma burada son bulur.

Adim 1.2.2 Eger Adim 1.2.1 deki gibi bir (u,v) ikilisine karsilik gelmeyen bir {xyz}
ticliisii varsa, bu durumda (3,2)-otomotosu B iizerinde bir (3,2)-yarigrubu dogurmaz. O

zaman, adim 1.1.1 saglanabilir fakat adim 1.2.1 saglanmaz.

Adim 1.3 Adim 1.1.1 ya da Adim 1.2.1 saglamayan her {xyz} ii¢liisii igin, p ile

gosterilen yeni bir harf (sembol) tanimlanir, B alfabesi yeni bir B alfabesine genisletilir
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ve {xyz} = (p, p) olarak tanimlanir. Sonra, x,y,z,¢ € B i¢in yeni {xyz¢} siitunlari ile
onceden genisletilmis olan tablo yeniden genisletilir ve kural (5.4) kullanilarak doldu-

rulur. Daha sonra, yeni siitunlar eski siitunlarla karsilastirlir.

Adim 1.3.1 Eger yeni siitunlarin her biri eski siitunlarin en az biri ile ayn1 ise, Durum 2

ye gidilir.

Admm 1.3.2 Eger yeni siitunlardan en az biri eski siitunlardan herhangi biri ile ayni
degilse, ¢ ile gosterilen yeni bir harf tamimlanir, alfabe genigletilir ve bu siitun (g,q)

ikilisine atanir.

Adim 1.3, x,y,z,t,u,v € B i¢in yeni siitunlar {xyzfu}, {xyztuv} bir éncekilerden en az
biri ile ayn1 olana kadar bu sekilde sonlu sayida bir ¢ok kez tekrarlanir. En sonunda B’

ile gosterilen yeni bir alfabe elde edilir.
Sonra Durum 2 ye gidilir.
Durum 2

Adim 2.1 Durum 1 deki genisletilmis tablo x,y,z € B olmak iizere {xyz} ile x € B ve

t € B'\ B olmak iizere {xzt} ve {rtx} iicliileri i¢in (3,2)-isleminin tanimini verir.
Adim 2.2 Eger en az bir x € B'\ B i¢in, {xxx} iicliisii daha 6nce tanimlanmamussa,

{xxx} = (x,x)

olarak tanimlanir ve sonra bu tamimdan elde edilen tiim sonuglar

e (ii1) hery € B i¢in
{{oox} v} = {x {xxy}}
{y{xxx}} = {{ymx}x}

e (iip) her s; € S icin
f (si{ox}) = f(f (si,%,%) ,x)

kurallarina gore tanimlanir.

Adim 2.3 a,b € B ve x € B'\ B i¢in {abx}, {axb} ve {xab} ler,
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e (iii;) hery € B’ i¢in
{y{abx}} = {{yab}x}
{y{axb}} = {{yax} b}
{y{xab}} = {{yxa} b}
e (iiiy) her s; € § igin
[ (si,{abx}) = f(f (si,a,b) ,x)
[ (si,{axb}) = f(f (si,a,x),b)
f(si,{xab}) = f (f (si,x,a),b)
kurallarina gore tammlanir.
e (iii3) Eger (iii) ve (iiiz) kosullarim saglayan birden fazla (u,v) ikilisi varsa,

onceki adimlarda tanimlanan {xyz} lerden en az birine esit olan (u,v) ikilisi

secilir.

Bundan sonra, {} (3,2)-islemi ve f” ge¢is fonksiyonunun geniglemesi i¢in tiim sonuglar

tanimlanir.

B alfabesi x € B\ B harfi ile genisletilir yani B; = BU {x} olacak sekilde genisletilir ve
yeni By alfabesi i¢in Adim 2.3 tekrarlamir. Bu B = B’ olana kadar yani her x,y,z € B/

icin tiim {xyz} tgliiliileri tanimlanana kadar devam edilir.
Adim 2.4

(B',{}) (3,2)-yarigrubunun tanimlanmasindan sonra, gecis fonksiyonu tanimlanmamis
olabilir, yani en az bir f’ (s;,x,y) tanimlanmamus olabilir. En az bir uy,u,v,v € B/
icin

{xyz} = (ur,v1)
ve

{zoy} = (u2,12)
gergegi kullanilarak, f” (s;,u1,v1) ve f’ (si,u2,v2) ler daha 6nceden tanimlanmig olmak

lizere,
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o (iiiy)
f/ (Si,Ml,V]) = f/ (Si7 {xyz}) = f/ (f’(s,-,x,y),z)
I (siyu2,v2) = f' (si, {zxy}) = f (' (si,2.%),¥)
kosuluna gore tanimlanir.

Tiim f (s;,x,y) ler tanimlanana kadar yani (3,2)-yarigrup otomotosu tanimlanana kadar

Adim 2.4 tekrarlanir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada bir otomotonun belirledigi yarigrubun tanimi, yapisi ve ozellikleri
arastirtlimis ve bazi bilinen yarigruplarin bir otomoto yarigrubu olduklar1 incelenmistir.
Ayrica, 0Ozel olarak Cayley otomotosunun belirledigi yarigruplar ve ozellikleri
arastirntlimistir. Bunlara ilaveten ise, (3,2) yarigrup otomotosunun dogurulmasi i¢in bir

algoritma verilmistir.

Baz1 yarigrup yapilarinin otomoto yarigrubu olup olamadiklart ile ilgili aragtirmalar
ozellikle matematikciler ve biligisayar bilimciler tarafindan hizli bir sekilde devam et-

mektedir. Uzerinde ¢aligilan bir kag acik problem asagida belirtilmistir.

SORU 1: [25] de, otomoto yarigriplarinin serbest ¢carpimlari yine bir otomoto yargrubu

mudur?
SORU 2: [25] de, eger mevcutsa, ¥ (¢ (S)) ile ¥ (¢ (S')) arasindaki iliskiler nelerdir?

SORU 3: [25] de, otomoto rank tanimlanabilir mi, bu bilinen ranka esit midir?
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