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Bu tezde oOncelikle Young diyagramlar1 ve Young tablolar ile ilgili temel tanimlar
verilmigtir. Ayrica, standart Young tablosu sayisini veren Hook uzunlugu formiilii ve
baz1 Young diyagramlarina karsilik gelen grafikler ve aralarindaki iligkiler incelenmistir.

Bunlara ilave olarak, Schensted algoritmasi ve Shiitzenberger algoritmasi tanimlanmig
ve ilgili bazi1 teoremler ispatlanmistir. Tablolarin monoid yapisi incelenmistir.

Son olarak, tanimlayici bagintilar1 Knuth bagintilar olan plactic monoid ile ilgili temel
bilgiler verilmistir.
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In this thesis, firstly the basic definitions of Young diagrams and Young tabluax are
given. Also, the Hook length formula which gives the number of the standart tabluax,
the graph corresponding to some Young diagrams and relationship between these are
investigated.

In addition, Schensted algorithm and Shtzenberger algorithm are defined and some
related theorems are proved. The monoid structures of tabluax are also studied.

Finally, basic notions on plactic monoid whose defining relations are Knuth relations
are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N pozitif tamsayilar kiimesi

C kompleks sayilar kiimesi

Y(A) A pargalaniginin bir Young diyagrami

tr(A) A nin izi

V(G) Bir G grafiginin koselerinin kiimesi

E(G) Bir G grafiginin kenarlarinin kiimesi

d(G) Bir G grafiginin derece dizisi

(A|R) Monoid (ya da yarigrup) takdimi

Res(f,z) f fonksiyonunun z; noktasindaki rezidiisii

P(w) w kelimesinin Schensted tablosu

T <+x x in T tablosu lizerindeki etkisi

TeU U tablosunun elemanlarinin 7" tablosuna yerlestirilmesi

Abn n pozitif tamsayisinin bir A parcalanist (A1,42,. .., A)

A AbFnise|A|=n

xp x elemaninin p kongriiansina gore denklik sinifi

Alu u C A seklindeki iki parcalanistan elde edilen ¢arpik diyagramin parcalanisi
JaE) A = (A1,. .., Ay) pargalaniginin standart Young tablolarinin sayisi
AT A kiimesinden olusturulan en az bir uzunluklu kelimelerin kiimesi
A* AT U{1}

R* R yi iceren en kiiciik kongriians

At/p AT yarigrubunun p kongriiansi ile boliim yarigrubu

A*/p A* monoidinin p kongriiansi ile boliim yarigrubu

hij Young diyagramindaki (i, j) hiicresinin hook uzunlugu

Pl,(A) ranki n olan A iizerindeki plactic monoid

Alt Indisler

ij Young diyagraminin i. satir j. siitundaki hiicresi

n Plactic monoidin ranki

Ust indisler

+ Ilgili kiime tarafindan dogurulan serbest yarigrup

* Ilgili kiime tarafindan dogurulan monoid

# En kiiciik kongriians

viii



1. GIRIS

1900 yilinda Alfred Young [7] tarafindan tanimlanan Young tablolar1 temsil teori, ge-
ometri ve cebir alanlarinda kullanilan ¢ok Onemli yapilardir. Bu tablolar, simetrik
fonksiyonlarla ilgili ¢calismalarda, simetrik ve kompleks genel lineer gruplarin temsil
teorilerinde ve Schur fonksiyonlarinda siklikla kullanilirlar. 1903 yilinda Frobenius
[19], Young tablolarini ilk kez simetrik grubun temsillerini arastirirken kullanmisgtir.
1927 yilinda Young [15], Frobenius’un ¢alismalarin1 6grendikten sonra bu alanda daha

ileri caligmalar yapmugtir.

Daha sonraki yillarda ortaya ¢ikan Schensted ve Schiitzenberger algoritmalar1 Young
tablolar1 ile ilgili ¢cok Onemli algoritmalar olmuslardir. Schensted algoritmasi ilk
olarak Robinson tarafindan [10] da bulunmus ama bagimsiz olarak daha sonra farkli
bir sekilde Schensted [8] tarafindan da kesfedilmistir. Bu algoritma, verilen bir keli-
menin azalmayan bir alt kelimesinin maksimal uzunlugunun belirlenmesi ile ilgilidir.
Bu algoritmanin ¢iktis1 bir tablodur ve ayni sekle sahip Young tablolarinin ikilileri
ile permiitasyonlar arasinda birebir bir esleme oldugunu ifade etmektedir. Bu algo-
ritma yardimiyla ayni1 tabloyu elde etmeyi saglayan kelimeler belirlenmek istendiginde

tanimlayici bagintilar1 Knuth bagintilari olan plactic monoid elde edilir.

Bu alandaki daha derin ¢alismalar 1981 de Lascoux [6] ve Shiitzenberger [9] tarafindan
yapilmustir. Plactic monoid ismi Shiitzenberger tarafindan levha hareketleri (tectonique
des plaques) atfen verilmistir. Young tablosu ile yakin iligkisinden dolayr Plactic

monoid temsil teori ve cebirsel kombinatorikte onemli bir ara¢ olmustur.

Plactic monoid genellikle asagidaki nedenlerden dolay1 calisilmistir,

1. Simetrik polinomlar halkasinin degismeli olmayan bir halkanin icine

gomiilebilmesine imkan vermesi,

2. Birartmayan alt kelimenin maksimal uzunluguna genellenen kelimeler iizerindeki

bir fonksiyonun syntactic monoidi olmasi,

3. Plactic monoidin iki elemandan fazla eleman1 olan monoidin alfabelerine dogal

bir genelleme olmasi.



Plactic monoidin baz1 uygulamalari;

1. Littlewood-Richardson kuralinin tam bir ispatini saglar,
2. Kostka-Foulkes polinomlarinin tantminda kullanilir,
3. Schubert polinomlarinin taniminda,

4. Lakshmibai ve Seshadri’nin standart bazlarinin daha iyi anlagilmasinda,

seklinde siralanabilir. Son yillarda, Young tablolari, quantum gruplar teorisi ve 6zellikle

Kashiwara’nin cristal tabanlar teorisi ile yeni ilerlemeler kaydetmistir [11].

Bu alanda en biiyiik katki saglayanlardan biri de Knuth dur. Knuth [5] standart ol-
mayan yani yari standart tablolar1 standart tablolarla degistirdi ve iki satirh dizileri
genellestirdi. Daha sonra ise Greene [3], Schensted’in azalan ve artan dizilerle ilgili
teoremini genigletti. Bu calisma bir permiitasyon ile ilgili Young tablolariin seklinin
Schensted ve Schiitzenberger algoritmalarini kullanmaksizin direkt bulunabilecegini

gosterdi.

2014 yilinda, Kubat ve Okninski [20], n > 3 i¢in baglangi¢ alfabesinde plactic monoidin
bir Grobner-Shirshov bazinin sonsuz oldugunu ve takdiminin bilinemedigini gosterdiler.

Kisa bir siire sonra ise, ayni yazarlar [21] de plactic monoidin birimlerini ¢aligtilar.

2015 yilinda, Cain ve digerleri [12] da, sonlu rankli plactic cebirin sonlu bir Grobner-
Shirshov bazini kabul ettigini gosterdiler. Bunu ispatlarken, iligkili plactic monoid i¢in
bir sonlu tam yerine yazma sistemi inga etmek icin Young tablolariin 6zelliklerinden
yararlandilar. Bu sonu¢ ayrica sonlu rankli plactic monoidlerin sonlu tiiretilmis tip
ozelligi FDT (finite derivation type property) ve sol ve sag FP. homolojik sonlu-
luk Ozelligine sahip oldugunu gosterdi. Son olarak, sonlu rankli plactic monoidlerin

biotomatik olduklarini ispatladilar.

Bu tezin ikinci boliimiinde, bir pozitif tamsayinin pargalanisinin Young Diyagrami ve
bu diyagramlarin cesitli temel tanim ve teoremleri, Young tablolari, standart tablolarin

sayist ile ilgili Hook uzunluk formiilii ve bazi 6rnekler verilmistir.



Tezin ligiincii boliimiinde, bir Young diyagramina karsilik gelen grafikler ile ilgili bil-

giler agciklanmustir.

Tezin dordiincii boliimiinde, Schensted algoritmasi ve Shiitzenberger algoritmasi ile

tablolarin monoid yapist ile ilgili tanimlar yapilmistir.

Tezin besinci boliimiinde, birinci ve ikinci tip Knuth bagintilar1 ve bu bagintilar

tarafindan tanimlanan Plactic monoid ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tezin son boliimiinde ise, bu alanla ilgili bazi agik problemler ve sonuclardan

bahsedilmistir.



2. YOUNG DIiYAGRAMLARI VE TABLOLARI

Bu boliimde, Young diyagramlar1 ve tablolar ile ilgili temel tanimlar ve bunlarin
bazi temel uygulamalar1 hakkinda bilgiler verilmisitir. Bu boliimde [15] ve [18] deki

calismalardan yararlanilmigtir.

2.1 Parcalamslar ve Young Diyagramlan

Tanm 2.1 n € N (pozitif tamsay1) olsun, i = 1,2,...,k—li¢in 4; > Ay ve [A| =n=

Zle A; olmak iizere,
lZ(M,Az,...,l}() 2.1)

olacak sekildeki pozitif tamsayilarin bir dizisine n nin bir parcalanisi denir ve A - n ile

gosterilir. Burada k ye parcalanisin uzunlugu denir ve L (L) = k ile gosterilir.
Ornek 2.2 4 iin bes tane parcalanisi vardir. Bunlar

4), 3,1), (2,2), (2,1,1),(1,1,1,1)
dir.

Ornek 2.3 13 iin iki pargalamsi A = (4,4,3,2) ve 6 = (6,2,2,2,1) olup, L(1) = 4 ve
L(c) =5 dir.

Tanim 2.4 A, uzunlugu k olan bir pargalanis olsun. 1 <i < k i¢in i.satir1 A; yi i¢eren
sola dayal1 k satirli ve bos hiicrelerden olusan bir topluluga A pargalaniginin bir Young

diyagrami (veya Ferres diyagrami) denir.

Ornek 2.5 4 iin bes tane pargalanisina ait Young diyagramlar1 Sekil 2.1 deki gibidir.

[T+ -

(4) (31) (2,2) (2,1,1) (1,1,1,1)

Sekil 2.1  Young diyagram ornegi



Ornek 2.6 A = (4,4,3,2) 13 igin Y (1) Young diyagrami Sekil 2.2 deki gibi olup,

hiicrelerin toplam sayis1 13 tiir.

Sekil 2.2 Young diyagram ornegi

Ornek 2.7 ¢ = (6,2,2,2,1) F 13 i¢in ¥ (o) Young diyagram Sekil 2.3 deki gibi olup,

hiicrelerin toplam sayis1 yine 13 tiir.

Sekil 2.3 Young diyagram Ornegi

Omek 2.6 ve Ornek 2.7 den Y (A) diyagraminda |A| kadar hiicre bulundugu

goriilmektedir.

Tanmm 2.8 A bir parcalanig, ¥ (A) da A min bir Young diyagrami olsun, Y (1) nin esas
kosegenine gore yansimasindan elde edilen diyagrama Y (A1) nin eslenik diyagrami denir
ve Y (1) ile gosterilir. Ayrica, A pargalaniginin eslenigi olan A*, Y (1) diyagramina

gore bir parcalanistir.

Ornek 2.9 1*=(5,4,1,1,1) pargalamisi A = (6,2,2,2, 1) parcalanisinin bir eslenigidir.

Bu parcgalanislara ait diyagramlar asagidaki gibidir.

¥(4) — Y(i)

Sekil 2.4  Eslenik Young diyagram rnegi



1 <i<kigin, A* par¢alaniginin uzunlugu max{A;} olarak tanimlanir. Dolayisiyla,
L(A*) = A dir. Eger A = A* ise, A ya 07 eslenik denir. Ayrica A = 1™ oldugunda Y (1)

diyagrami simetriktir.

2.2 Young Tablolari

Tammm 2.10 A, 1,2,...,n sayilarindan olusan n nin bir pargalanisi olsun. A Young
diyagraminin hiicrelerinin 1,2, ..., n sayilariyla birebir eslenerek doldurulmasindan elde

edilen tabloya bir A-tablosu denir ve T ile gosterilir.

Ornek 2.11 (2,1) parcalamiginin tiim Young tablolar1 Cizelge 2.1 deki gibidir.

Cizelge 2.1 Young tablosu drnegi

112] [2]1] [13] [3[1] [2]3]

BE

2
1

m

BE
o

e

Ornek 2.12 A = (4,4,3,2) I 13 parcalanisinin bazi Young tablolar: Cizelge 2.2 deki
gibidir.

Cizelge 2.2 Young tablosu drnegi

1 ]2|3]|4 17|86 |12

7 5|6 |7 |8 gi_ |1|8 |23
g |10 |11 415 [11
12 | 13 g |13

NOT: Her A I n i¢in tablo sayisi n! tanedir.

Tamm 2.13 74 herhangi bir A parc¢alanisinin bir Young tablosu olsun. Eger T tablo-
sunun her satir ve siitundaki sayilar soldan saga ve yukaridan agagiya kesin artan bir

sirada ise bu tabloya standart Young tablosu denir.



Ornek 2.14 Cizelge 2.3 de verilen tablolar birer standart Young tablosudur.

Cizelge 2.3 Standart Young tablosu 06rnegi

1[2] [if2] [i[3] [i]3] [1]4
34| [3[5] [2]4] [2]5] [2]5
N e L N e

Ornek 2.15 A = (4,4,3,2) I 13 pargalaniginin iki standart Young tablosu Cizelge 2.4
deki gibidir.

Cizelge 2.4 Standart Young tablosu drnegi

1 3 B 9 1 4 9 | 10

- 2 5 [ 1112 g4 2 5 (1113
4 g (13 3 T 12
7|10 6 B

Tamim 2.16 Bir standart Young tablosunda birinci satirdan baglanarak, soldan saga ve

yukaridan asagiya dogru tiim sayilar artan sirada ise bu tabloya normal Young tablosu

denir.

Ornek 2.17 Cizelge 2.5 de verilen tablo bir normal Young tablosudur.

Cizelge 2.5 Normal Young tablosu ornegi

|t‘.um.—k
e

Tamim 2.18 Eger bir A pargalanisinin Young diyagraminda, hiicrelerdeki tamsayilar
stitunlarda kesin artan ve satirlarda azalmayan bir sekilde yerlestirilmigse bu diyagrama

yart standart tablo denir.



Ornek 2.19 Cizelge 2.6 da verilen tablo bir yari standart Young tablosudur.

Cizelge 2.6  Yar1 Standart Young tablosu 6rnegi

3 [3 ]

i

O~ |w

~||u|w |~

Tanmm 2.20 A herhangi bir pargalanis olsun. A mn izi asagidaki gibi tanimlanir.

tr(A) =max{i| A; > i} (2.2)
Bir parcalanigin izi, onun bir Young diyagrami olarak goriilebilir, yani iz, bir A
parcalanisinin Young diyagraminin ana kdsegenindeki hiicre sayisina esittir.

Ornek 2.21 A = (4,3,2,2,1) olsun. Bu durumda, A; =4 > 1, A, =3 > 2 dir ama
A3 =2 # 3 dir. Dolayisiyla tr(A) = 2 dir.

Ayrica Sekil 2.5 de verilen Y (A1) nin esas kosegenindeki hiicre sayisinin 2 tane oldugu

goriilmektedir.

™~ |

Sekil 2.5  Young diyagraminin iz rnegi

2.3 Hook Uzunluk Formiilii

Bu kisimda bir A parcalanigina karsilik gelen simetrik grubun indirgenemez temsilinin
boyutu ile ilgili bir formiil olan hook uzunlugu formiiliine ait teoremin farkli bir ispati

verilmistir. Bu boliimde [14] nolu ¢alismadan yararlanilmistir.



Tanmm 2.22 A = (A4,...,A,) bir parcalanis ve (i, j) de A nin diyagraminda bir hiicre
olsun. A= max{k: j <A} = (yani, A}, j. siitunun uzunlugu) olmak iizere (i, j)

hiicresinin hook uzunlugu h;; ile gosterilir ve
hij:),;—i+li_j+1 (2.3)

olarak tanimlanir.

(i,j) hiicresinin hook uzunlugu, hiicrenin sagindaki hiicrelerin sayisi ile altindaki

hiicrelerin sayisinin toplaminin 1 fazlasidir.

Ornek 2.23 1 = (4,3, 1) parcalaniga ait Young diyagraminin hiicrelerin hook uzunluk-
lar1 Cizelge 2.7 deki gibidir.

Cizelge 2.7 Hiicrelerin Hook uzunluklar tablosu drnegi

o o [ | 6 [4 [3 [1 ]
. 4 |2 |1
1

(i, j) = (1,2) hiicresinin hook uzunlugu,
(1,2) = M+A—1-2+1

= 442-2

= 4
olarak bulunur.

A = (A1,...,Ay) pargalamiginin herhangi bir Young diyagramina ait standart Young

M oeePn)

tablolarinin sayist f ( ile gosterilir ve f (0.---0) = 1 olarak kabul edilir. Hook uzun-

luk formiilii
M= 2.4)

olarak verilir [1].



Bu formiilde,

m

Z Ai=N (2.5)
ve

Al={G):1<i<m, 1<j< A} (2.6)
dir.
A — fr fonksiyonu bir yinemeli (recursion) bagintiy1 saglar. Bu bagintiy1 agikca ifade
edebilmek icin Oncelikle asagidaki notasyonlar verilmelidir.
Ap = {(ll,,lm) C A GNU{O}, i= 1,2,...,mve7tl > > ... Zlm}

veE

A :AOU U {(llw'w)"k—bkk_172‘/(-0—17"'7)’”1) : ()Lla"wlm) GAO}
k=1

Diger bir ifadeyle, (A1,...,A,) € A\ Ag olabilmesi igin gerek ve yeter kosul A; = A1 —
1 (bu durumda A; = —1) olacak sekildeki biri € {1,2,...,m} hari¢ A; > A;11 (441 =0
yazilir) olmasidir. Herhangi bir A = (A;,...,A,) € A\ Ag icin f* =0 dur.

Yinemeli bagint1 asagidaki gibi verilir,
T, A nin Young diyagraminin herhangi bir Young tablosu olmak iizere, 7'(i,A;) = N
olacak sekilde 1 <i < m yi saglayan en az bir i nin var oldugu agiktir. Bu yiizden,

1. Herhangi bir (Ay,...,A,) € A\ Ag igin fAn) =0 dur.

2. f00-00) = 1 dir.

3. A1 >1ve (A,...,A4n) € Ag igin

m
f(lu---,/lm) _ Zf(ll,--~77tk7/1k—1-,/1k+17---77Lm)

dir. Bu kosullar f (A1 Am) yi tek tiirlii belirler.

Teorem 2.24 m bir pozitif tamsay1, A; >,...,> A, > 0 olsun. Eger N =} ;" | A ise,

bu durumda
Fh ) N Hf;_"(l’l" —Ait+i) (2.7)
1—0 ()umfl —I—l)!
dir.
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Ispat: Herhangi bir (A,...,A,) € A icin
(X0t M) TLji (A=A +j—i)

her k igin A # —1 ise

<A'1 tea.s A{m> — H?;?)l (z/mfl‘H)! (28)
0 en az bir k i¢in A, = —1 ise
(0:0:---:0:0) =1 oldugu aciktir. Eger 1 <i < m — 1 olmak iizere en az bir i i¢in
QL,' = AH—I —1lise
(A i Ay) =0 (2.9)
dir, ciinkii
Ai—Aip1+i—(i—1)=0 (2.10)

dir. Bu yiizden herhangi bir (1,...,A,) € Ag igin fA-An) = (A, :...: A,) oldugunu

gostermek icin A} > 1 olmak iizere (A1,...,4,) € Ag ise
(M : Z U A= 1 Agr e A (2.11)

oldugu gosterilmelidir.

(A1, ., Am) € Ag pargalamiginda A; > 1 oldugu kabul edilsin. Oncelikle

(A2 A1 :0)
(kaz_ll ) M1 51 (Li— A+ j—i) H;’;:_ll (Ap+m—p)
A

;n—_ll (Am—l +l)!
<ZZ1 11 k> 'Hm 1>j>i>1 (7L )v +] )H;n:_()z()V(m—l)—l +1+ 1)
Hl:() (A (mfl)fl—i—l—l- 1)!

= (it )

dir.
Dolayisiyla , A, > 1 olarak kabul edilir.

Bu yiizden (2.11) esitliginin ispatlanabilmesi i¢in asagidaki denklemlerin saglandiginin
gosterilmesi yeterlidir.
Ai+j—k

V=Y (A k) —
Lh = L herme H?Lk—xﬂkn

Jj>k Jj<k

Ai—A+k—i+1
Ai— M +k—i

(2.12)

zi = A; +m — i yazilmasiyla asagidaki lemma elde edilir.
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(k] :*--:lk_1 :lk— 1 :le_] :---:lm)
(O M) = D! [Tz iz i =24 j =0 T g G =2+ j =k =) []; o Qi =g +k—i+1)
(lk‘f'm—k— ”1 n;#k (lm—!"{“”'

. . ) Ap+m—k M—hj+j—k=1 —k—1 —Ap+k—i+1
== UL] }Lm) Z;ll}*f I—[_;::-k Ak—Ahj+j—k n;{k Ap—Aptk—i

Lemma 2.25 Herhangi ayrik zy,...,z, € C noktalar1 i¢in,

) g

) (2.13)

k=1 j#k
dir.
Ispat:
m
— ] ( ) (2.14)
i=1
fonksiyonu dikkate alinsin.
Res(f,zr) = —z [ | (1 + ) (2.15)
J#k p

oldugu agiktir.

g(z) = f(1)/z% olsun. Bu durumda, (eger i = 1,...,m igin |z;z| < 1 ise)

m
g(z) = 73 H(l —7— zizz + "yiiksek dereceli terimler”)
i=1

dir. Bu yiizden

m
1
Res(f,) = —Res(g,0 (Z ) —) (2.16)
dir. Res(f,o0) = —Y;" | Res(f,zx) oldugundan, istenen sonug elde edilir.

(2.7) denkleminin (2.4) denklemi ile ayn1 oldugunu gérmek zor degildir. Daha agik bir
ifade ile A = (A44,...,4,,) nin herhangi bir Young diyagramu i¢in her satirdaki kutularin

hook uzunluklarimin ¢arpimlari

(120 (A = A1)

A= M1 +2) - (M — Mo+ 1)]

T = A2 +3) -+ (M — a3 +2)]
(A= A Am— kA1) - (A +m— k)]

12



ifadesine esittir (satirin en sagindan baglanarak), bu da tam olarak,

(A +m—k)!
[Tok (A=A —k+1)

dir. Dolayisiyla hook uzunluk formiilii elde edilir.

Sonug 2.26 A = (A4,...,A,) nin bir Young diyagrami i¢in "7 ; A; = N olmak iizere, A

nin standart Young tablolarinin sayisi

NI
i, jen i
dir.
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3. YOUNG DiYAGRAMLARI VE GRAFIKLER

3.1 Grafikler

Grafik teorinin ilk kesfi Euler’in ¢alismalarinda ortaya atilmistir ve teori Kirchhoff ve
Cayley tarafindan fizik alaninda genisletilmigstir. Uygulamali matematigin en temel
teorisi oldugu i¢in pek cok kez bagimsiz olarak kesfedilmistir. Bu kisimda grafik

teorisinin temel tanimlar1 verilmistir.

Tanim 3.1 Bir G grafigi, koseler kiimesi V = V(G) ve sirasiz iki kogenin olusturdugu

kenarlarin listesi £ = E(G) den olugur.
Ornek 3.2 Kose kiimesi V(G) = {1,2,...,7} ve kenar listesi
E(G) ={(1,2),(1,6),(2,3),(2,5),(4,5),(5,6)}

olan bir G grafigi asagidaki gibidir.

1 3

Sekil 3.1 Grafik 6rnegi

Tamm 3.3 Bir G grafiinde, tiim koselerin sayisina G nin derecesi denir ve |G| ile
gosterilir. Derecesi 0 olan grafige asikar grafik denir. Tiim kenarlar1 farkli olan yola iz,
tiim koseleri birbirinden farkli olan bir ize patika denir. Bir G grafiginde bir koseden
kendisine olan herhangi bir yola kapali yol denir. Tiim kenarlar1 birbirinden farkli olan
bir kapali yola kapal: iz, tiim koseleri farkli olan kapali ize bir devir denir. Eger G nin

herhangi iki kosesini birlestiren bir patika var ise G ye baglantili grafik denir.

Bu béliimde bahsedilen tiim grafikler, bir kdsesinden diger kosesine en fazla bir kenar ile
baglanmis olan basit ve baglantili grafikler olup, bu kenarlar yonlii degildir. Dolayisiyla,

bir koseden diger bir kdseye mutlaka bir patika vardir.

14



Tamim 3.4 Bir G grafiginin herhangi bir V kosesinin derecesi, bu V kosesi ile baglantili

olan tiim kenarlarin say1s1 olarak tanimlanir ve dg (V) ile gosterilir.
Ornek 3.5 Ornek 3.2 deki grafik icin, |G| = 7 ve

dg(1)=2, dg(2)=3, dg(3)=1=ds(4)

Bu grafik basit ama 7 nolu kdseden dolay1 baglantili degildir.

Tamim 3.6 G, k tane kosesi ve bu koselerin dereceleri dy > dp > ...d; > 0 olan bir
baglantili grafik ise, G nin derece dizisi d(G) = (dy,d; .. .dy) ile gosterilir.
Dikkat edilecek olunursa d; = d(v;) olmak zorunda degildir ve her grafik i¢in derece

dizisinin tek tiirlii oldugu agiktir.

Ornek 3.7 Asagidaki grafigin derece dizisi d(G) = (3,3,2,2,2,1,1) dir.

Sekil 3.2 Grafigin derece dizisi Ornegi

15



3.2 Young Diyagramlari ve Grafikler

A herhangi bir pargalanis, G bir grafik ve Y(G) de A nin Young diyagrami olmak
lizere, G grafiginin derece dizisi, Y(G) Young diyagramimnin bir pargalanigi olarak
goriilebilir, yani A = d(G) olarak almabilir. Ornek 3.7 deki grafigin derece dizisi
d(G) = (3,3,2,2,2,1,1) Sekil 3.3 deki gibi Y(G) =Y (d(G)) Young diyagrami olarak

temsil edilebilir.

Sekil 3.3 Diyagramin derece dizisi 6rnegi

Bir Young diyagramla iligkili birden fazla grafik olabilir. Bu yiizden grafikler ile grafik-

lerin Young diyagramlar1 arasindaki iligki birebir degildir.

Ornek 3.8 Sekil 3.4 de verilen G| ve G, grafikleri aym derece dizisine sahiptirler,
dolayisiyla G; ve G, grafiklerinin Young diyagramlar1 aynidir. Diger taraftan, G
grafiginde de iiclii bir devir varken G, de boyle bir devir bulunmadigindan, G ile G,

izomorfik degillerdir.

« o I I
“ o B
dlG )= (32.2.21) d(G,)=(32.221) ¥(G)=1{(G,)

Sekil 3.4  Grafikler ile iligkili Young diyagram ornegi

NOT: Verilen herhangi bir Young diyagrami i¢in onunla iligkili bir grafik bulunmak

zorunda degildir.

Ornek 3.9 1 = (4,2,2,2,1,1) parcalanis1 icin ¥ (1) Young diyagrami derecesi A olan
bir grafige sahip degildir. Teorem 3.10 a bakiniz.
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Tezin bundan sonraki kisminda bir grafik ile temsil edilebilen Young diyagramlar1 in-
celenecektir. Bunlara grafikli diyagramlar (graphic) denir. Herhangi bir tek sayinin
parcalanig1 bir grafikli diyagrama sahip degildir, ¢iinkii bir grafigin derece dizisinin
toplamu ¢ift olmak zorundadir. [16] da verilen asagidaki teorem bu durum i¢in bir kriter

belirlemektedir.

Teorem 3.10 (Ruch-Gutman Teoremi) n bir ¢ift say1, A da n nin bir parcalanisi olsun.
Bu durumda A = (41, 4,...,A) nin bir grafikli diyagrama sahip olabilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul 1 < r <tr(1) igin

Ya<Y (A1) @3.1)
i=1 i=1

olmasidir.

Ispat: Ispat icin [16] ya bakiniz.

Tanmm 3.11 n bir ¢ift say1 ve A - n olsun. 1 <i<tr(A) igin A; = A — 1 oluyorsa, A

parcalanigina bir egik (threshold) parcalanis denir.

Ornek 3.12 A = (5,4,4,3,3,1) bir parcalanis olsun. A, =5> 1,1, =4>2ve A3 =
4 > 3 dirama A4 = 3 # 4 oldugundan rr(A) = 3 diir. Ayrica A* = (6,5,5,3,1) olup, her
1 <i<tr(A)=3i¢in ;; = A — 1 dir. Yani,

M=A—-1&5=6-1
Lh=A-14=5-1
L=A-14=5-1
dir.
Tamim 3.13 Bir esik parcalanisin diyagramina bir esik diyagram denir. Bu tiir diya-

gramlarda, birinci siitundaki elemanlarin sayisi n olmak lizere birinci satir ve siituna

n — hook dentir.

Esik parcalaniglar grafikli diyagramlara sahiptirler. A, Young diyagrami Y olan bir esik
pargalanis olsun. Y diyagraminda hook silinerek elde edilen diyagram Y’ olsun. Bu

durumda A daki A; silinerek elde edilen pargalanis o olsun, o zamani=1,...,L(A)—1
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icin 6; = A;;1 — 1 dir. Tiimevarimdan dolay1 Y’, ¢ parcalamis1 G’ grafigine sahip bir
grafikli diyagramdir. Her 0; = 0 i¢in, G’ grafigine harici bir kdse ve bu kdseden var olan
tiim koselere birer kenar eklensin. Bu yeni grafik A derece dizisine sahip olan bu grafik-
tir ve bu bir grafikli diyagramdir. Dolayisiyla, esik parcalaniglar grafikli diyagramlara

sahiptirler ve derece dizisi esik olan bir grafige esik grafik denir.

Ornek 3.14 A = (6,5,3,3,2,2,1) olsun. A bir esik parcalamstir ve A mn diyagrami
Y (A) ve iligkili esik grafigi Sekil 3.5 deki gibidir.

Sekil 3.5 Esik grafik 6rnegi

Ornek 3.15 A = (5,4,4,3,3,1) olsun. Y diyagramudur.

Sekil 3.6  Young diyagram Ornegi

Y diyagraminda hook silinirse asagidaki Y’ diyagramu elde edilir.

Sekil 3.7 Young diyagram Ornegi

Bu diyagramin parcalanigi A’ = (3,3,2,2) ve iligkili grafigi ise Sekil 3.8 deki gibidir.
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2 4
1 3

Sekil 3.8 Diyagram grafigi

En son elde edilen grafie harici bir kose eklenirse Sekil 3.9 daki gibi bir grafik elde

edilir.

Sekil 3.9 Diyagram grafigi

Bu grafige harici koseden diger tiim koselere kenarlar ¢izilirse Sekil 3.10 daki gibi bir
grafik elde edilir.

6

Sekil 3.10 Diyagram grafigi

Bu grafik ile iligski diyagram orijinal Y diyagramidir.
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4. ALGORITMALAR

4.1 Bir Dizinin Young Tablosu ve Satir Kelimesi

Bu bolimde w = (7 - - m,) ayrik pozitif tamsayilarin bir dizisi olmak iizere, 7 nin
yerlestirme metodu ile Young tablosunun ve bu tabloya ait satir kelimesinin nasil bu-

lunabilecegi incelenmistir. Bu kisimda [15] nolu ¢alismadan yararlanilmistir.

Tamim 4.1 T bir yar standart tablo olsun. 7' de ortaya c¢ikan i tamsayilarinin sayisi f;

olmak tizere u = (Uy,..., Wy) ye T nin icerik miktari (content) denir.

Ornek 4.2 A = (3,3, 1) in bir standart tablosu T ve bir yar1 standart tablosu S,

—
I
“4 Ny
S
[=)]
w
[}

1
5 [5 |7
L7 ]

seklinde olup, S nin igerik miktar1 4 = (1,0,2,0,2,0,2) dir.

Bir T yan standart tabloya bir x tamsayisinin eklenmesi islemi (bu islem standart tablo

icin de yapilabilir) ilk satirdan baslar ve asagidaki sekilde devam eder;

1. Eger x birinci satirdaki tiim elemanlardan biiyiik veya esitse, x birinci satirin so-

nuna yerlestirilir.

2. Eger 1 nolu durumdan farkli bir durum mevcutsa, sagdan sola dogru x den biiyiik
olan son y eleman1 bulunur. y yerine x yazilir ve bu yontem y ile ikinci satirda

tekrar uygulanir. Bu isleme 1 durumuna ulasincaya kadar devam edilir.

Ornek 4.3 T tablosu asagidaki gibi verilsin

1 |2 |2 ]3[5 |5 |6 |
12 13 14 ]2 |6

4 14 |5

6

ve x =2 nin T tablosuna eklenisi asagidaki gibidir.
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1. Yer degistirilen elemanlar artan bir siradadir.
2. Yer degistiren elemanlarin izledigi yol kuzeybati dogrultusundadir.

3. En son elde edilen tablo yine bir yar1 standart tablodur.

Bu sonuglar yerlestirme metodunda her zaman saglanmaktadir. x in 7' tablosunun ilk
satirindaki y ile yer degistirilecegi kabul edilsin. Yani s <y <f, x<y<zves<x
olmak iizere

Sy &£ x

olsun. x birinci satira yerlestirildikten sonra, y ikinci satira agagidaki gibi eklenir,

S x 1
z <y
ve ya
s x t
¥
yada
5 X I

et

burada y, z nin sol kismi olup, bu y...z ile gosterilmektedir.
Bu durumda 1, 2 ve 3 6zelliklerinin saglandig1 goriilmektedir.

Her 7 permiitasyonu icin bu permiitasyonla iligkili olacak sekilde bir standart tablo
vardir. Bu tablo elde edilirken, bos bir tablo ile baglanarak i,...,i, ler sirasiyla tabloya

eklenir.
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Ornek 4.4 © = (3127465) ise bu durumda tablonun dizisi Sekil 4.1 deki gibidir.

1 1 2 1 2 7
1 | K

1 ]2 [4 |6 | 1 |2 [4 |5 |
7 3 |6
7

Sekil 4.1 Bir permiitasyonun tablo dizisi 6rnegi

En son elde edilen tablo P(7m) ile gosterilir ~ Benzer sekilde m; = (7361245)
permiitasyonu da ayni tabloyu iretir. Dolayisiyla P(x) = P(m;) olup bu tablo P ile
gosterilir. 77 permiitasyonu P tablosundan elde edilen 6zel bir bagintiya sahiptir. P nin
son satirindan baglanarak yukariya dogru soldan saga dogru satirlardaki tamsayilarin
siralanmastyla elde edilen bir permiitasyondur. Son 6rnekte, 6nce 7, sonra 736 ve daha
sonra 7361245 elde edilir ki bu da 7 dir. Verilen herhangi bir T standart tablosu i¢in

bu yontem P(m) = T olacak sekilde bir 7 permiitasyonu olusturur.

Tamim 4.5 T bir standart tablo olsun. 7" den elde edilen bir permiitasyona 7 nin satir

kelimesi denir.

NOT: Her permiitasyon en az bir T tablosunun kelimesi olmak zorunda degildir. Ornek
olarak, 7 = (132) nin bir tablonun kelimesi degildir. Ciinkii standart tablonun satirlari

ve stitunlar1 artan sirada olmak zorundadir.

4.2 Schensted Algoritmasi

Bu boliimde herhangi bir Young tablosundan yeni bir tablo elde etmek i¢in kullanilan

Schensted’in [11] deki ¢calismasinda yer alan algoritma ile ilgili bilgiler verilmistir.

T herhangi bir tablo ve x de bir pozitif tamsay1 olmak iizere x in 7T lizerindeki etkisi

T + x ile gosterilir ve Schensted algoritmasi asagidaki sekilde tanimlanir.

1. T tablosunun ilk satirindaki x den biiyiik en kii¢iik say1 belirlenir ve x ile yer
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degistirir. Eger satirda birden fazla bu duruma uygun say1 varsa (yani en kiiciik
say1 birden fazla ise) bu sayilardan satirin en solunda bulunan sayi secilir. Eger

satirda x den biiyiik say1 yoksa x birinci satirin en sonuna yerlestirilir.

2. Eger birinci satirda x ile yer degistirmis bir y sayis1 varsa bu durumda y yukaridaki
1 nolu yontem kullanilarak ikinci satira yerlestirilir. Eger y nin yerlestirilebilecegi

bir satir bulunmuyorsa, y en alttaki satirin altina eklenir.

3. Buisleme, bazi sayilar bir satirin sonuna ya da en alt satira eklenene kadar devam

edilir.

Ornek 4.6 T tablosu asagidaki gibi olsun.

LA

RN [T
WO~ [ |w
o0

x = 3 sayisinin 7 tablosuna yerlestirilerek elde edilen T < x tablosu Cizelge 4.1 deki

gibidir.

Cizelge 4.1 Schensted algoritmasi 6rnegi

2 |3 |3 |4 |«<—3 |2 [3 |3 |3

3 |4 |5 3 14 |5 4
6 |7 |8 6 |7 |8

719 7 |9

2 [3 [3 |3 2 |3 |3 |3

3 14 |4 3 /4 |4

6 |7 |8 «—5 |5 |7 |8

7 |9 7 |9 6

T < x etkisi iyi tanimlidir. Bu etkinin iyi tanimli oldugunu gostermek icin dncelikle bu
islemin sonunda elde edilen tablonun bir Young tablosu oldugu gosterilmelidir. Bunun

icin T <— x in bir Young diyagrami oldugu ve icindeki sayilarin saga dogru sirali oldugu

gosterilmelidir.
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T4+—3=

O~ || w
oo

|| W~

Teorem 4.7 Eger T bir tablo ise bu durumda 7" < x de bir tablodur.

Ispat: Once T < x in bir Young diyagrami oldugu gosterilmelidir. Eger T de ayn1 uzun-
lukta olan iki satir bulunmuyorsa, o zaman istteki satir alttaki satirdan daha uzundur.
Eger bir kutu eklenecekse, bu ya ilk satirin sonuna ya da tablonun en altina eklenir. Ek-
lenen yeni kutu satirdaki kutularin azalmayan sirasini1 degistirmez. Bu durum bir Young
diyagraminin 6zelliklerini saglar. Simdi iki satirin ayni uzunlukta oldugu ve birinci
satirdaki bir saymin yer degistirecegi kabul edilsin. O zaman iki durum s6z konusudur,
bu say1 ya degistirilecek saymnin altindaki sayi ile ya da solundaki sayi ile yer degistirir.
Bu say1 satirlarda azalmayan bir siralamadan ve siitunlarda kesin artan bir siralamadan

dolay1 sag tarafa gecemeyecektir.

alb|c|ld]|e

Yukarida, bahsedilen bu duruma uygun bir tablonun herhangi iki satir1 bulunmaktadir.
Satirdaa <b<c<d<eve f<g<h<i<jdir Ayrica siitunlar kesin artan bir sirada
oldugundan, a < f, b < g, c < h, d <ivee < jdir. xin c yerine yazildig1 kabul edilsin.
Bu durumda c alt satirda bir kutuya yerlestirilecektir. 4 > ¢ ve h < i oldugundan dolayi,
c i nin yerine yazilmasi miimkiin degildir. Dolayisiyla ¢ ya & nin yerine ya da 4 nin sol

tarafindaki bir sayinin yerine yazilabilir.

Simdi, T < x in azalmayan sirada satirlara ve kesin artan sirada siitunlara sahip oldugu
gosterilmelidir. x sayis1 bir satira girdiginde x in solundaki say1 x den Kkiiciiktiir ve
sagindaki say1 x e esit veya biiyiiktiir. Dolayisiyla satirin kalan kisminda bir degisiklik
olmaz ve azalmayan bir siralama bulunmaktadir. Asagida iki satir ve x in satira

yazilmasi gosterilmistir.
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h pozisyonu i¢in iki durum vardir. Birincisi 4 nin ¢ ile yer degistirmesidir, bu durumda
x ¢ den kesin kiigiiktiir (x < ¢) (Tablodaki kesin artan siitundan dolay1). Eger & c ile
yer degistirmezse, ¢, h nin solundaki bir sayi ile yer degistirilir. Bu durumda, ¢ < h
oldugu i¢in x < & dir ve x < ¢ oldugu elde edilir. Bu yiizden, bir ¢ sayis1 bir satirda
yer degistiriyorsa ya ayni siitunda bir alttaki satira iner ya da aym siitunun bir alttaki
satirinin sol kisminda bir kutuya yazilir. Dolayisiyla say1 yer degistirdigi sayinin ya
altinda olup bu yiizden kesin biiyiiktiir (¢ > £ gibi) ya da alt satirda solda bir say1 ile yer
degistirilir, ¢ bu sayidan daha biiyiiktiir. Dolayisiyla bir Young diyagrami mevcuttur,
satirlar azalmayan bir siralamada ve siitunlar kesin artan siralamadadir. Bir 7 tablosu

ve x sayisl ile bir yerlestirme iglemi iyi tanimlidir ve 7' <— x gibi yeni bir tablo verir.

Yerlestirme isleminin onemli bir 6zelligi tersi alinabilir bir iglem olmasidir. Eger bir
T < x tablosu varsa ve hangi kutunun diyagrama eklendigi biliniyorsa, orijinal T
tablosu bulunabilir. Yerlestirme islemi kolayca geriye dogru calistirilabilir. y kutusunun
diyagrama eklendigi kabul edilsin. Bu durumda y nin yukari satirdaki yeri arastirilir.
Once, yukaridaki satirda y den kesin kiiciik olan en sagdaki giris arastirilir. Simdi ise
bu kutuya y yazilir ve giris z bir iistteki satira yerlestirilir ve bu giris en iistteki satira

yerlestirilene kadar devam edilir. Bu giris x dir ve T tablosu elde edilir.

4.3 Monoid Yapisi

Bir onceki kisimda, yerlestirme islemi ve bu islemde bir 7' tablosuna bir x sayisinin nasil
eklenecegi, bu iglemin iyi tamimli oldugu ve islemin ters yonde nasil calistig ile ilgili
bilgiler verildi. Simdi ise bu islemin tablolar kiimesi iizerinde bir monoid yapisim elde

etmede nasil kullanilabilecegi ile ilgili bilgiler verilecektir.

Oncelikle bir tabloya ard arda sayilar eklendiginde ne gibi sonuglar elde edilecegi
aragtirilacaktir. Bu ard arda say1 eklendiginde tabloda nerelere yeni kutular eklenecgi
ile ilgilidir. Bu yeni eklenen kutularin izledigi yol (rota) monoid yapisi i¢in dnem arz

etmektedir.

Bir T tablosuna bir x sayis1 eklendiginde bu sayinin satirlar boyunca izledigi yol (rota)

yerlestirme rotast olarak adlandirilir ve R ile gosterilir. Benzer sekilde tabloya yeni
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eklenen kutu ise B ile gosterilir.

Ornek 4.8 Ornek 4.6 daki tablo igin yerlestirme rotasi asagida verilen tablodaki golgeli

kutulardan olugur ve yeni kutu ise 7 sayisinin bulundugu kutudur.

3 |4 |

.

WO = | |

~ (LW

Goriildiigii iizere, yerlestirme rotasi, yukaridan asagiya dogru yeni kutuya kadar her
satirda sadece bir kutu icermektedir. Iki sayinin tabloya eklenmesinde elde edilen rotalar

kargilastirildiginda ilging sonuglar elde edilir.

Tamm 4.9 R ve R’ bir T tablosunda iki rota olsun. Eger R’ niin kutularinin bulundugu
satirlardaki R nin kutular1 R’ niin kutularinin solunda kaliyorsa R ye R’ niin bir kesin

solu denir. Benzer tanim sadece sol kisim i¢inde yapilabilir.

Lemma 4.10 7 bir tablo, x ve y iki tamsay1 olsun. x ve y tamsayilar iist iiste 7
tablosuna yerlestirilirse bu ((7 < x) < y) ile gosterilir ve bu durumda R ve R’ gibi

iki yerlestirme rotasi ve B ve B’ gibi iki yeni kutu elde edilir,

e Eger x < y ise, bu durumda R, R’ niin bir kesin solu ve B de B’ niin kesin solunda

ve altinda yer alir.

e x> yise R/, R nin solu ve B’, B nin solunda ve kesin altinda yer alir.

ispat: x <y ise, bu durumda x in birinci satirda bulunan bir u sayisinin yerine
yerlestirildigi kabul edilsin. Bu yerlestirme islemi ya x in altinda ya da x in solunda
son bulacaktir. u, x ile yer degistirildiginden dolay1 u satirda x ten biiyiik olan en kiigiik
sayidir. Bu ylizden u# > x tir. v nin ilk satirda y ile yer degistirilen bir say1 oldugu kabul
edilsin. Boylece v > y dir ve v > y > x dir. y ile yer degistirilen v nin yeri u ile yer
degistirilen x nin yerinin kesin sag tarafindadir. Bu kutudaki elemanlar ve bu kutunun
solundaki elemanlar x ten daha biiyiik degildir ama v daha biiyiiktiir. Bunun bir sonucu

olarak, u < v dir. Bu yontem tiim satirlar icin uygulanmaya devam edilir. Bu durumda
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R rotas1 R’ niin iist kisminda son bulmayacaktir ve eger R’ rotasi ilk sonlanan olursa R
rotas1 sag tarafa gecemeyecektir. Dolayisiyla B kutusu B’ niin kesin solunda ve altinda

kalacaktir.

Eger x > y ve u ve v sirasiyla tabloya yerlestiriliyorsa, bu durumda v,  nun ya da v
nin yerlestirildigi yerin solunda sonlanmalidir. Bu iki durumda da u > v seklindedir ve
dolayisiyla bu yontem tiim satirlar i¢in uygulanmaya devam edilir. x > y oldugundan,

R’ rotas1 R nin altinda en az bir satir devam etmek zorundadir.

Tanim 4.11 Bir biiyiik Young diyagramindan kendisinin i¢inde bulunan daha kiictik bir
Young diyagraminin ¢ikarilmasiyla elde edilen diyagrama bir ¢arpik diyagram denir.
Eger iki diyagrama kargilik gelen parcalaniglar A = (41,4;,...) ve = (U, U, ...) ise
,u C A yazilir ve carpik diyagramin pargalanigi A /u ile gosterilir. Carpik tabloda benzer

sekilde tanimlanr.

Teorem 4.12 T, pargalanisi A olan bir tablo ve T ye x1,...,x; tamsayilar1 yerlestirilsin.
U= ((...(T < x1) < x2) < ...x;) 4.1)

da u pargalanigina sahip olsun.

e Eger x; <xp <...<x;ise bu durumda p/A da iki kutu ayn siitunda degildir.
Eger x; > xp > ... > x; ise bu durumda p /A da iki kutu aym satirda degildir.
Ayrica U ile baglanirsa, /A da i tane kutu ve p niin igerdigi A pargalanigina

sahip bir Young diyagram vardir.

e Eger u/A da aym siitunda iki kutu bulunmuyorsa, bu durumda A pargalanigina
sahip bir tek T tablosu vardir ve U = ((...(T < x1) <= x2) «...x;) olacak
sekilde bir tek x; < xp < ... < x; vardir. Benzer sekilde eger pt/A da aym satirda
iki kutu bulunmuyorsa, bu durumda A pargalanisina sahip tek bir 7' tablosu vardir
ve U = ((...(T < x1) < xp) < ...x;) olacak sekilde tek bir x; > xp > ... > x;

vardir.

Ispat: Teoremin birinci kismi1 Lemma 4.10 daki gibi bir tabloya iist iiste iki kez sayilarin
yerlestirilmesi ile ilgilidir. Ikinci kisim igin ters yerlestirmenin nasil yapildigina ihtiyag

vardir. Eger p /A ayni siitunda iki kutuya sahip degilse pt /A daki kutular kullanilarak U
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tizerinde ters yerlestirmeye baslanir. En sagdaki kutudan baglanir ve sola dogru isleme

devam edilir.

Ornek 4.13 Cizelge 4.2 de verilen tablolar dikkate almirsa,

Cizelge 4.2 Carpik diyagram 6rnegi

1 ]2 [3 |4 | 1 |2 |3 4
vl 6 [7 s=[s le |7 | .

8 |9 [10 8 9 |10

11 11

R, S ve U dan elde edilen bir carpik diyagramdir.

T ve U iki tablo olmak iizere, T ile U tablolarinin ¢arpimi
ToU=((...(T <—x1) < x2) < ...xj) 4.2)

tanimlanir. Yani, 7 e U, U tablosunun en son satirindaki elemandan baglanarak yukari

satirda soldan saga dogru elemanlarin, 7 tablosuna yerlestirilmesidir.

Ornek 4.14 Asagida verilen tablolar icin, T e U = (((T + 4) < 3) < 4) « 6 dur.

1 .

2[5 [3[aT0
5

‘.J

[

e

oo

8
(

1]2]3]3] 112]3]3]4]
1[2]3]4] 2]4]4 2144
21415 SIE1E 31915
T4 =356 (T3 =68 ((T+4)«3)«4 =[5]8
78 7| 7
18 8 | 18
9 9 9
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4.4 Shiitzenberger Algoritmasi

Tanim 4.15 7, u C A lizerinde bir carpik tablo olsun (¢ niin Young diyagrami A nin
Young diyagramindan daha kii¢iik). pt deki herhangi bir kutunun sagindaki ve altindaki
kutular u de bulunmuyorsa bu kutuya carpik tablonun bir i¢ kdsesi denir. Benzer sekilde
A daki herhangi bir kutunun sagindaki ve altindaki kutular A da bulunmuyorsa bu ku-

tuya da carpik tablonun bir dis kosesi denir.

Ornek 4.16 Asagida verilen carpik tablo icin

5 |6 |
4
5= 5
7 8
9 10 | 11
12 | 13

i¢ koseler; birinci satirin dordiincii kutusu, iigiincii satirin liclincli kutusu, dordiincii
satirin ikinci kutusudur. Dis koseler ise; birinci satirin son kutusu, dordiincii satirin

son kutusu, besinci satirin son kutusu ve altinci satirin son kutusudur.

Shiitzenberger’in tablolar iizerindeki carpma islemi asagidaki sekilde agiklanir,

oncelikle bir S ¢arpik tablosu alinarak bunun bir i¢ kdsesi bir bos kutu olarak diisiiniiliir,
e Bu i¢ kosenin sagindaki veya altindaki komsu kutulardan kiigiik olan bu i¢ kdseye
kaydirilir,

e Eger bu iki komsu kutudan biri carpik diyagramda bulunuyorsa bu kutu

kaydirmak i¢in secilir.
e Komsgu kutularin her ikiside ayni ise, bu durumda agsagidaki kutu segilir.
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e Bu islem yeni i¢ koseler icin tekrarlanir. Eger bir kutunun saginda ya da altinda

kutu bulunmuyorsa, bu kutu diyagramdan silinir.

Ornek 4.17 Ornek 4.16 daki carpik diyagram ele almirsa, dordiincii satirdaki ikinci

kutunun kaydirilmas: Sekil 4.2 deki gibi yapilir.

5 |6 |
4
5
7 |8
9 |10 11
12 |13
5 |6 |
4
5
78F
9 |10 11
12 [ 13

Sekil 4.2  Shiitzenberger algoritmas1 drnegi

5 [6 |
- 7 8
9 |10 11
12|13
5 |6 |
—
7 |8
9 [10] 11
12 | 13

Teorem 4.18 Shiitzenberger kaydirma algoritmasi iyi tanimlidir.

Ispat: Eklenen kutu bir ic kose ve silinen kutuda bir dis kose oldugundan diya-

gram kesinlikle bir carpik diyagramdir.

Yapilan bir igslemin sonucunun bir c¢arpik

tablo oldugunu gostermek icin satirlarin azalmayan ve siitunlarinda kesin artan olarak

kaldigimin gosterilmesi gereklidir. Asagidaki gibi secilen bir ¢arpik tablodaki kutulara

neler olabilecegine bakildiginda,

5—»
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olur, x > y ise bu durumda da

elde edilir.

Birinci durumun gergeklestigi kabul edilirse, sadece a < x < y oldugunun garanti
edilmesi gerekmektedir. Bir tablo elde edildiginden, a < u < x ve x <y olup, dolayisiyla

a <u < x <ydir ve bu yiizden a < x < y sonucu elde edilir.

Ikinci durumda ise, b < y < x oldugu ispatlanmalidir. y < x ve b < v < y oldugundan
b <v <y <xdir ve bu yilizden b < y < x dir. Dolayisiyla kaydirma kural1 1yi tanimhidir
ve bir carpik diyagramdan baska bir carpik diyagram elde edilir. Her adimda tablo

kosullar1 korunur.
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5. PLACTIC MONOID

Bu boliimde, Plactic monoid ile ilgili bilgiler verilmistir. Bu konularla ilgili daha detayl

bilgiler [19, 20, 21, 22] kaynaklarindan elde edilebilir.

5.1 Yarnigruplar

Tamim 5.1 S bos kiimeden farkli bir kiime olsun. S x S den S ye taniml1 bir fonksiyona
ikili islem denir. Bu ikili iglem x,y € § i¢in x -y seklinde gosterilir. Genelde x -y yerine

kisaca xy yazilir. Eger -7, § iizerinde bir ikili islem ise (S, -) ikilisine bir grupoid denir.

2 9

Tanmm 5.2 (S, -) bir grupoid olsun. Eger ikili iglemi S iizerinde birlesme 6zelligine

sahip, yani her x,y € S i¢in

x-(yz)=(xy)z (5.1)

ise (S,-) grupoidine bir yarigrup denir.

Genellikle (S, -) yerine kisaca S yazilir ve ikili islem” yerine ¢arpma iglemi” kullanilir.
Tamim 5.3 S bir yarigrup olsun. Eger her s € S icin
Is=s5=sl (5.2)

olacak sekilde bir 1 € § varsa, 1 elemanina S nin birim elemant ve S ye de bir monoid

denir.

Tamm 5.4 Bir (S,-) monoidinde her a € S igin ab = 1 olacak sekilde bir b € S varsa

(S,-) ikilisine bir grup denir.

Verilen bir S yarigrubunun biitiin alt yarigruplarinin kesigimininde, S nin bir alt
yarigrubu oldugu agiktir. Bir S yarigrubunun bir A alt kiimesi verilsin. O halde § nin A
y1igeren tiim alt yarigruplarimin arakesiti de bir yarigruptur. Bu yarigruba A tarafindan
dogurulan yarigrup denir ve (A) ile gosterilir. (A) yarigrubu S nin A y1 igeren (kap-

samaya gore) en kiigiik alt yarigrubudur.
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Tanim 5.5 S = (A) ise S ye A tarafindan dogurulmug ve A ya da S nin bir doguray

kiimesi denir.

Tanim 5.6 p, X iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. Eger

1. 1x C p ise p ya yansimali baginti;

1

2. p~ ' = pise p ya simetrik baginti;

3. pop C pise p ya gecismeli baginti

denir.

Tanim 5.7 Eger p bagintis1 yansimali, simetrik ve gegcismeli baginti ise p ya X iizerinde
bir denklik bagintisi denir. xp = {y € X : (x,y) € p} olarak tanimlanan bu kiimeye x in

denklik sinifi denir. Ayrica
X/p={xp : xeX} (5.3)

kiimesine X in p vasitasiyla olusturulan boliim kiimesi denir.
Tamm 5.8 S bir yarigrup ve R de S lizerinde bir bagint1 olsun. Eger her a € S ve
(s,1), (s',¢') € Rigin

1. (as,at) € R ise R bagintisina sol uyumlu;

2. (sa,ta) € R ise R bagmtisina sag uyumlu;

3. (ss',1t") € R ise R bagintisina uyumlu baginti denir.
Ayrica, sol uyumlu denklik bagmtisina bir sol kongriians, sag uyumlu denklik
bagintisina bir sag kongriians ve uyumlu denklik bagintisina bir kongriians denir.

Tanim 5.9 R, bir S yarigrubu iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. § iizerinde R yi iceren
en kiiciik kongriiansa R nin dogurdugu kongriians denir ve R* ile gosterilir. Bu durumda

R bagtisina, R* kongriiansinin doguray kiimesi denir.
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Tamim 5.10 S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir kongriians olsun. § nin p vasitasiyla

olugturulan boliim kiimesi S/p iizerinde ¢arpma iglemi, her xp, yp € S/p i¢in

(xp)(yp) = (xy)p (5.4)

seklinde tanimlansin. S/p, bu ¢arpma iglemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin p

vasitasiyla olusturulan boliim yarigrubu denir.

Tamm 5.11 A bir alfabe ve R C AT x A" olmak iizere, (A|R) ikilisine bir yarigrup
takdimi denir ve p , AT iizerinde R tarafindan dogurulmus kongriians olmak iizere,
(A|R) tarafindan takdim edilen yarigrup A™/p boliim yarigrubudur. Eger S yarigrubu
AT /p yaizomorfik ise (A|R) ye S nin bir yarigrup takdimi denir.

Eger A ve R sonlu kiimeler ise (A|R) ye bir sonlu takdim ve eger bir S yarigrubunun bir

sonlu takdimi var ise S ye sonlu takdimli yarigrup denir.

Tamim 5.12 A bir alfabe, A*, A iizerindeki serbest monoid, R C A* x A*, p da R nin
dogurdugu kongriians olsun. (A|R) ikilisine bir monoid takdimi denir. A*/p bolim
monoidine de (A|R) takdiminin tanimladig1 monoid denir. Eger M bir monoid ve M =

A*/p ise, (A|R) ye M nin bir monoid takdimi denir.

5.2 Kelimelerin Alt Dizileri

Bu boliimde herhangi bir kelimenin en uzun artan veya en uzun azalan alt dizisinin nasil

bulunacagi gosterilecektir.

w bir permiitasyon ve A = (A1,...,4) bir parcalanis, T* bir standart tablo ve w da
T* nm bir satir kelimesi olsun. Bu durumda T nin birinci satir elemanlarinin kul-

lanilmasiyla elde edilen A; uzunluga sahip w nun artan bir alt dizisi vardir.

o, w nun herhangi bir artan alt dizisi olsun. Bu durumda o, T nin her siitunundan en

fazla bir eleman icerir.

ave b, T nin C gibi ayn siitunundaki iki eleman oldugu ve ¢ da a nin b den 6nce geldigi
kabul edilsin. Bu durumda a < b dir. Diger taraftan ¢ da a, b den 6nce ise T de a y1

iceren satir b yi iceren satirin altinda olmak zorundadir. Dolayisiyla b < a olur ki bu
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bir ¢celigkidir. Sonug olarak, o nin elemanlar1 7" nin farkl siitunlarindan gelir ve ¢ nin

uzunlugu en fazla A; kadardir.
Dolayisiyla w nun en uzun alt dizisinin uzunlugu A; kadardir.

Simdi ise, w nun en uzun azalan alt dizisi ele alinsin. 7" nin ilk siitunundaki elemanlar
artan siradadir ve onlar w da ters siradadirlar. Dolayisiyla, T nin birinci satirindaki
elemanlar uzunlugu k olan w nun bir azalan alt dizisi seklindedir, burada k, T deki satir
sayisin gostermektedir. ¢, w nun bir azalan alt dizisi olsun. ¢ da 7T nin her satirinda
sadece bir eleman bulundugundan ¢ nin uzunlugu en fazla k dir. Bu yiizden w nun en

uzun azalan alt dizisinin uzunlugu & dir.

7 herhangi bir dizi, P(7) yerlestirme yontemi ile elde edilmis 7 nin iligkili tablosu ve w

da satir kelimesi olsun.

Bu durumda 7 ve w nun en uzun artan (azalan) alt dizilerinin uzunluklart aymdir [17].

Ornek 5.13 7w = (925746138) olsun. 7 nin iligkili standart tablosu agagidaki gibidir,

3 |6 [8 |

o~

P(m)=

[N=]N NE RSN
-\.‘.J

ve bu tablonun satir kelimesi w = (957241368) dir.

w nun en uzun artan alt dizisi 1368 dir. Ama bu 7 nin bir alt dizisi degildir. 7 nin
uzunlugu 4 olan bir artan alt dizisi 2568 dir. w nun en uzun azalan bir alt dizisi 9521
olup bu da 7 nin bir alt dizisi degildir. 7 nin uzunlugu 4 olan azalan bir alt dizisi 9763

tir.

5.3 Knuth Bagitilar

Bu kisimda, Plactic monoidin tanimlanmasinda onemli bir role sahip olan Knuth

bagintilar1 tanimlanacaktir.
Tamim 5.14 x <y < z tamsayilar igin,
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1. yxz = yzx (kiiciik ortada ise saga kayar)

2. xzy = zxy (biiyiik ortada ise sola kayar)

sartlarim1 saglayan bagintilara birinci ve ikinci tip Knuth bagintilar: denir.

Knuth bagintilar1 yardimiyla bir 7" tablosuna s tamsayisi eklenerek bagka bir T’ tablosu

elde edilebilir, burada 7 ve T nin kelimeleri bir dizi Knuth bagintist ile iligkilidir.

Ornek 5.15 Bir 7 tablosunun w = (681235) kelimesine 4 iin eklenisi asagidaki gibi

yapilir.

681235)
wd =

6812354

(
(
(

= (6812534
(
(6851234
(

)
)
6815234)
)
)

6581234

681235.4)

Yukaridaki ornekte ilk ii¢ hareket ikinci tip Knuth bagintist ile gerceklesmisken son

hareket ise birinci tip Knuth bagintis1 ile gerceklesmistir. Cizelge 5.1 deki tablo

yukaridaki hareketlerin bir 6zetini gostermektedir.

Cizelge 5.1 Knuth bagintis1 6rnegi

Hareket | x |y |z
1 3 14 |5
2 2 |3 |5
3 I |2 |5
4 5 |6 |8
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Simdi, bir Knuth bagintisi ile degisen iki kelimenin en uzun artan (azalan) alt dizisinin

degismeyecegi gosterilecektir.

Birinci tip Knuth bagintis1 ve artan olma durumu ele alinsin. w bir kelime ve x <y < z
olmak iizere ayxzb, w nun bir pargasi olsun. a ve b, y ve z ye komsu olmak zorunda
degildir. yzx yerine birinci tip Knuth bagintis1 uygulanarak yxz yazilmasiyla elde edilen
kelime w' olsun. &, a ve b yi i¢ceren w nun en uzun alt dizisi olsun. & x, y, z lerden harig
w nun bagka bir elemanini icermesin. Eger x, y, z nin hi¢ biri o da yoksa, bu durumda
Knuth bagintisinin hig bir etkisi olmaz. Eger ayzb (a ile b komsu) o da ise, bu durumda

ayn1 dizi w’ niin bir maksimal artan alt dizisidir.

Eger axzb, o nin bir parcast ise, bu durumda ayzb, w' niin bir maksimal artan alt dizisinin
bir kismidir. Bu durum o da sadece x in yerine y yazilmasidir. Dolayisiyla birinci tip
Knuth bagintis1t w ve w' niin en uzun artan alt dizisinin uzunlugunu degistirmez. Bu

durum ikinci tip Knuth bagintisi i¢in ve azalan olma durumu i¢inde dogrudur.

Ozet olarak, verilen bir 7 permiitasyonu igin P(7) tablosu bulunur ve w, P(7) ile iligkili
kelime olsun. Bu durumda w ve m Knuth denktirler, bunlarin en uzun artan (azalan) alt
dizileri aynidir. Bu yiizden P(7) nin ilk satir1 (siitunu) w nun dolayisiyla 7 nin en uzun

artan (azalan) alt dizilerini verir. Bu sonug agagidaki teorem ile ifade edilir.

Teorem 5.16 7 bir permiitasyon olsun. 7 nin en uzun artan alt dizisinin uzunlugu P(7)
nin ilk satiridir ve 7 nin en uzun azalan alt dizisinin uzunlugu P(7) nin ilk siitunudur

[15].

Ornek 5.17 7 = (925746138) olsun. 7 nin tablosu asagidaki gibidir.

3 |6 [8 |

o~

[Nl NEL LS o
-\.,.J

En uzun artan ve azalan alt dizilerinin uzunluklar1 4 tiir. P(7r) nin ne ilk satir1 ne de ilk
stitunu 7 nin bir alt dizisi degildir. Bu sonuclar sadece alt dizilerin uzunluklarini verir,

alt dizinin kendisini degil.
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Eger permiitasyonlar yerine sadece kelimeler dikkate alinirsa ayni metodlarla ayni
sonuglar elde edilir. w kelimesi ile P(w) yar standart tablosu elde edilir. P(w) nun
7 kelimesi olusturuldugunda, P(w) nun ilk satirmin uzunlugu 7 nun en uzun azalmayan
alt dizisinin uzunlugudur ve P(w) nun ilk siitunun uzunlugu 7 nun en uzun azalan alt
dizisinin uzunlugudur. Bir Onceki gibi eklemeler Knuth bagintilar ile iligkilidir. Bu

bagintilar asagidaki gibidir.
I. yxz=yzxx <y < ziken
2. xzy=zxyx <y <ziken
Bir oncekinde oldugu gibi Knuth bagintisi kelimelerin uzunluklarini degistirmez.

Dolayisiyla w ve T Knuth denktirler.

Teorem 5.18 w bir kelime P(w) da w nun tablosu olsun. w nun en uzun azalmayan
alt dizisinin uzunlugu P(w) nun ilk satirinin uzunlugudur ve w nun en uzun azalan alt

dizisinin uzunlugu P(w) nun ilk siitunun uzunlugudur [15].
Ornek 5.19 w = (523527154263) kelimesi verilsin.

w nun tablosu asagidaki gibidir.

nw ||
~ ||

Piw) =

1. P(w) tablosunun birinci satir uzunlugu 5 oldugundan, w nun en uzun azalmayan

alt dizisinin uzunluguda 5 olup, bu alt kelime 23556 dir.

2. P(w) tablosunun birinci siitun uzunlugu 4 oldugundan, w nun en uzun azalan alt

dizisinin uzunluguda 4 olup, bu alt kelimelerden bazilari, 7542 ve 7543 tiir.

3. P(w) tablosunun birinci satir uzunlugu 5 oldugundan, w nun en uzun artmayan alt

dizisinin uzunluguda 5 olup, bu alt kelimelerden bazilari, 55542 ve 55543 tiir.
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4. P(w) tablosunun birinci siitun uzunlugu 4 oldugundan, w nun en uzun artan alt

dizisinin uzunluguda 4 olup, bu alt kelimelerden bazilari, 2357 ve 2356 dir.

asagidaki gibi bulunur.

5.4 Plactic monoid

Plactic monoid ile ilgili ilk caligmalar Schensted (1961) ve Knuth (1970) deki Young
tablolarla ilgili ¢calismalardir. Bu alandaki daha derin calismalar 1981 de Lascoux ve
Shiitzenberger tarafindan yapilmistir. Plactic monoid ismi Shiitzenberger tarafindan
levha hareketleri (tectonique des plaques) atfen verilmistir. Young tablosu ile yakin
iliskisinden dolay1 Plactic monoid temsil teori ve cebirsel kombinatorikte dnemli bir

arac olmustur.

Plactic monoid genellikle asagidaki nedenlerden dolay: ¢alisilmustir,

1. Simetrik polinomlar halkasinin degismeli olmayan bir halkanin icine

gomiilebilmesine imkan vermesi,

2. Bir artmayan alt kelimenin maksimal uzunluguna genellenen kelimeler tizerindeki

bir fonksiyonun syntactic monoidi olmasi,

3. Plactic monoidin iki elemandan fazla elemani olan monoidin alfabelerine dogal

bir genelleme olmasi.

Teorinin baglangici Schensted’in verilen bir kelimenin azalmayan alt kelimesinin mak-
simal uzunlugunu belirlemek icin kullandig1 algoritmadir. Bu algoritma bir Young
tablosundan bagka bir tablo elde etmeye yarar. Ayni tabloyu veren kelimeleri bulmaya
calisilinca tanimlayici bagintilar1 Knuth bagintilari olan monoid (Plactic monoid) elde

edilir.

Plactic monoidin baz1 uygulamalari;

1. Littlewood-Richardson kuralinin tam bir ispatin1 saglar,
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2. Kostka-Foulkes polinomlarinin tanimda kullanilir,

3. Schubert polinomlarinin taniminda,

4. Lakshmibai ve Seshadri’nin standart bazlarinin daha iyi anlagilmasinda,

5. Son yillarda, Young tablolar1 quantum gruplari teorisi ve 6zellikle Kashiwara’nin

cristal tabanlar teorisi ile ilerleme kaydetti.

w € A* bir kelime olsun. #;(w) da w nun k uzunluklu ayrik azalmayan alt kelimelerinin
toplaminin maksimumu olsun. Benzer sekilde ¢} (w) da w nun k uzunluklu artan alt

kelimelerinin toplaminin maksimumu olsun.
A =(A1,...,A), P(w) nun pargalanist ve w, A = (A{,..., /) eslenik parcalanig olsun.
Teorem 5.20 k=1,...,rigin 4 = [(w) — L1 (w) durve k=1,...,sigin A] = [} (w) —

Iy (w) dur. (I,(w) =1,(w) =0)

Bu teoremin ispat edilebilmesi icin ayni Schensted tablosuna sahip olan iki kelime
arasindaki iliskinin incelenmesi gereklidir. Bunun ig¢in A* iizerinde bir ~ denklik

bagintisi,
u~v< Plu)=P(v) (5.5)
seklinde tanimlansin.
Uzunlugu < 2 olan kelimeler icin
U~vVEU=v (5.6)
dur.

Ciinki, bu tiir kelimeler ya satir ya da siitundurlar. Agikar olmayan ilk bagintilar ke-
limesinin uzunlugu 3 olmasi durumunda ortaya ¢ikar ve (2, 1) pargalanigina sahiptirler.

x <y < zi¢in dort durum vardir.

X
Fok

[ ]

P(xvz)=P(zxy)=|x |y |, P(yzx)=P(yxz)=| X
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e
—

Pxax)=Pfyxx)=| ¥ | X

~ nin yukaridaki bagintilar tarafindan dogurulan A* iizerinde bir kongriians oldugu

ispatlanmusgtir.
Tamim 5.21 A bir alfabe x,y,z € A olsun.

xzy =zxy (x <y<72) (5.7)

yxz=yx (x<y<z) (5.8)

Knuth bagintilar tarafindan dogurulan kongriians = olmak iizere PI,(A) = A*/ = ifade-

sine A lizerinde ranki1 n olan plactic monoid denir.
Onerme 5.22 Her kelime kendisinin Schensted tablosuna denktir yani
w=P(w) (5.9

dir.

Ispat: = nun tanimindan, |w| < 3 i¢in 6nerme dogrudur. Ispat |w| uzunlugu iizerinden
tiimevarim kullanilarak yapilir. Herhangi bir w kelimesi i¢cin w = P(w) oldugu kabul

edilsin ve x bir harf olsun.
P(wx) = wx (5.10)
oldugu ya da
P(wx) = P(w).x (5.11)

oldugu gosterilmelidir. w = P(w) oldugundan w, P nin bir satiridir. Buradan, eger wx

bir satir1 ise bu durumda
P(wx) = wx (5.12)
dir ve aksi taktirde

P(wx) = yw' (5.13)
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olur dyle ki y, w da x ten biiyiik olan en soldaki harf olup w’, w da x yerine y yazilarak

elde edilir. Bu durumda
w = uyv (5.14)
yazilir ve (5.8) nolu bagintinin bir dizi uygulamasiyla
WX = Uyxv (5.15)
ve Ltip Knuth bagintisinin uygulamasiylada
VyXu = yuxv (5.16)
elde edilir.

Onerme 5.23 Eger w = w' ise bu durumda her k icin [y = (w) = [x(w') dr.

Ispat: w' min w dan tek bir Knuth bagintis1 kullamlarak elde edildigi kabul edilsin.
w=uxzyv, w =uzxyv (x <y < z) olsun. A¢ik¢a w’ nun tiim azalmayan alt kelimeleri

w nunda alt kelimeleridir. Dolayisiyla
Le(w) > L (W) (5.17)

dir.

Tersine, (wi,...,wx), w nun k It ayrik azalmayan alt kelimeleri olsun. Bu durumda,
w; = u'xzv', W' .w' u ve v nin alt kelimeleri olmadik¢a, w; aym zamanda w’ nun bir
alt kelimesidir. E8er, y, w; nin kalan kisminda herhangi bir yerde ortaya ¢ikmazsa, bu

durumda
wi =wy = u'xyV (5.18)

ile yer degistirilir, bu w' nun bir azalmayan alt kelimesidir. Aksi durumda, eger en az

bir
wi=u’yu’ (5.19)

ise bu durumda da (w;,w;) ile w; = u'xyu” ve w'; = v’z ile yer degistirilir. (5.8) nolu

Knuth doniistimii de benzer sekildedir. Dolayisiyla

Iy (v’) < (W/) (5.20)
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dir.

Dolayisiyla [ (w) tamsayilart (5.7) ve (5.8) deki Knuth bagintilari aracilidiyla

degismezler. Bunlara Greene’nin plactic degismezleri denir.
Simdi Teorem 5.21 in ispat1 yapilacak olursa, Onerme 5.23 ve 5.24 kullanilarak, A nin
T tablosu icin

lk(T):ll-i-----i-lk (5.21)

oldugunun ispatlanmasi gereklidir.

Wi,...,wg icin T nin en uzun satir uzunluklari k£ olsun. O zaman
Lw)>A 4+ A4 (5.22)
dir.

Tersine 7 de w nun bir azalmayan alt kelimesi her siitundan en fazla bir harf icerir. Bu

yiizden k tane ayrik azalmayan alt kelime 7" nin en ¢ok A; + - - - + A; harfini igerir.

Teorem 5.24 ~ denkligi plactic kongriians olup, her plactic sinifi tam olarak bir tablo

igerir.

ispat: w ~ w' oldugu kabul edilsin. Bu durumda , Onerme 5.23 ten
w=Pw)=PWw)=w (5.23)

dir.

Tersine, w = w' oldugu kabul edilsin. Bu durumda Onerme 5.24 ve Teorem 5.21 den
P(w) ve P(w') aym pargalaniga sahiptir. z, w ve w' nun en biiyiik elemani olsun. Ve

w=uzv,w = u'zv 6yle ki z ne v de ne de v/ de bulunmasin. Bu durumda,
w=uv (5.24)

dir. w ve w bir tek Knuth bagintisi ile birbirlerinden farkli oldugu kabul edilebilir. Eger
z bu bagintida bulunmuyorsa, bu durumda yau =u’ ve v=1v'diryadau=u' ve v =
dir. Ve eger z bu bagintida iceriliyorsa, z (5.7) ya da (5.8) bagintilar1 kullanilarak silinir

ve xy = yx elde edilir, dolayisiyla

uv =u'v (5.25)
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dir.

w nun uzunlugu iizerinden tiimevarim yapilirsa P(uv) = P(u/v') oldugu kabul edilebilir.
Schensted algoritmasi tanimindan z en biiyiik eleman oldugundan P(uzv) deki z nin
silinmesinden sonra agik¢a goriiliir ki P(uv) nin soludur. Dolayisiyla P(w), P(uv) den

P(w) nun diyagraminda bir z kutusunun eklenmesi ile elde edilir. Ayni durum w’ icin

de dogru oldugundan

P(w) =P(w) (5.26)

dir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada, bir pozitif tamsayinin parcalaniginin Young Diyagrami ve bu diyagram-
larin ¢esitli temel tanim ve teoremleri, Young tablolari, standart tablolarin sayisi ile
ilgili Hook uzunluk formiilii ve bazi orneklerden bahsedilmistir. Ayrica, bir Young
diyagramina karsilik gelen grafikler ile ilgili bilgiler agciklanmistir. Bunlara ilaveten,
yerlestirme algoritmasi, Schensted algoritmasi ve Shiitzenberger algoritmasi ile tablo-

larin monoid yapisti ile ilgili tamimlar yapilmstir.

Son olarak, birinci ve ikinci tip Knuth bagintilar1 ve bu bagintilar tarafindan tanimlanan

Plactic monoid ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Plactic monoidin agikar olmayan bir birimi saglayip saglamadig1 sorusu hala bir agik
problemdir. Bununla ilgili kismi sonuglar elde edilmisitir. Rank1 n olan plactic monoid

PI,, olsun.
Pl monojenik oldugundan, degismeli olup, xy = yx birimini saglar.

Kubat ve Okninski [21] de Pl nin Adian birimi xyyxxyyx = xyyxyxxyyx i sagladigini, Pl3
nin de pqqpqp = ppqqqp birimini sagladigini ve Pl3 lin Adian birimini saglamadigini

gosterdiler.
Uzerinde calisilan bir kag acik problem asagida belirtilmistir.

SORU 1: [22] de, n > 4 i¢in PI, plactic monoidinin sagladig1 asikar olmayan bir birimi

var midir?

SORU 2: [22] de, PI plactic monoidinin sagladig1 asikar olmayan bir birimi var midir?
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