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OZET

POISSON BRAKETLERI VE iKi DEGISKENLI POISSON CEBIRLERININ
OTOMORFIZMLERI

Seda Deniz UCAR
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigsman :Yrd. Dog. Dr. Cennet ESKAL

Ocak 2018, 47 sayfa

K karakteristigi O olan bir cisim ve P, = (xi, x2,...,X,), K cismi iizerinde iiretecleri
{x1, x2,...,x,} olan bir serbest Poisson cebiri olsun.

Bu tezde, P, Poisson cebiri i¢cin Bergman Merkezleyen Teoremi’nin gecerli olup
olmadigr incelenmistir. Karakteristigi O olan bir cisim iizerinde serbest Poisson
cebirlerindeki sabit olmayan her elemanin merkezinin tek degiskenli bir polinom
cebiri oldugu gosterilmistir.

Ayrica iki degiskenli P, Poisson cebirinin yerel nilpotent derivasyonlarinin

ticgenlestirilebilir oldugu ispatlanmigstir. Son olarak P, nin otomorfizmlerinin tame
oldugu gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Poisson cebirleri, Merkezleyen, Derivasyonlar, Otomorfizmler



ABSTRACT

POISSON BRACKETS AND AUTOMORPHISMS OF POISSON ALGEBRAS IN
TWO VARIABLES

Seda Deniz UCAR
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist. Prof. Dr. Cennet ESKAL

January 2018, 47 pages

Let K be a field of characteristic zero and P, = (xj, x,...,x,) be free Poisson
algebra generated by the set {xy, x2,...,x,} over K.

In this thesis, it is investigated whether or not Bergman Centralizer Theorem is valid
for free Poisson algebra P,. It is shown that in free Poisson algebras over a field
of characteristic zero the centralizer of every nonconstant element is a polynomial

algebra on a single variable.

Afterwards, it is shown that the locally nilpotent derivations of P, are triangulable.
Finally, it is proved that the automorphisms of P, are tame.

Key Words: Poisson algebras, Centralizer, Derivations, Automorphisms
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1. GIRIS

Poisson braketleri, 19. yiizyilin baglarinda hareket denklemlerinin ¢oziimlerini elde
etmek icin faydali bir algoritma olarak Joseph-Louis Lagrange ile 68rencisi Simon-
Denis Poisson tarafindan verilmistir. f, g : R” x R” — R diizgiin fonksiyonlar ve

(g, p) dogal koordinatlar olmak tizere Lagrange ve Poisson bu braketleri,

" df d dg d
=y gl (1.1)

olarak tanimlamiglardir. Bu braketi kullanarak Poisson, I ve J sabit oldugunda {/,J}
Hamilton sisteminin de sabit oldugu 6zelliini saglayan yeni bir diizgiin fonksiyon
elde edildigini vurgulamigtir. 1830 lu yillarda Jacobi, Poisson tarafindan verilen
I ve J bir Hamilton sistemi i¢in hareket sabiti ise {I,J} braketinin de bir hareket
sabiti oldugunu ispatladi. X .y vektor alanina h fonksiyonu uygulanirsa simdilerde
Jacobi 6zdesligi olarak bilinen {{f,g},h} = {f,{g,h}} — {g, {f . h}} esitligi elde
edildiginden aslinda Jacobi’nin kesfettigi sey, bir Lie cebirinin ilk 6rnegiydi. 1870
li yillarda Marius Sophus Lie, Poisson braketlerini daha sistematik ¢alismaya bagladi
ve Poisson braketlerinin yeni 6rneklerini buldu. Bu braketlere Lie-Poisson braketleri
denir ve bu braketler Krillov ve Konstant’in Lie gruplarinin temsillleri ile ilgili [1 — 3]

calismalarinda tanimlanana kadar ihmal edilmistir.

Poisson cebirlerinin fizigin ve matematigin bircok dalinda onemli bir yeri vardir.
Ornegin Hamilton mekaniginde ve kuantum gruplarinda kullanilir. Ayrica mani-
foldlar, Poisson cebiri yapisiyla birlikte kullanilarak Poisson manifoldlarini olusturur.
Poisson cebirinin teorik matematikte de bir¢ok uygulama alani vardir. Bunlardan biri
tinlii M. Kontsevich Teoremi’dir. Bu teoreme gore, herhangi sonlu boyutlu Poisson
manifoldu dogal olarak hesaplanabilir. Poisson cebirinin bir diger ilgin¢ uygulamasi,
A. Belov-Kanel ve M. Kontsevich’in [4] deki ¢alismasinda goriiliir. Bu calismada,
karakteristigi pozitif olan simplektik cebirleri kullanilarak Jacobian varsayiminin sta-

bil olarak Dixmier varsayimina denk oldugu ispatlanmistir.



Serbest Poisson cebirleri, bazen polinom cebirlerinin arastirilmasinda yararhidir.
Ornegin; ranki ii¢ olan serbest Poisson cebirleri ve Poisson braketleri, [5 — 8] de

karakteristigi O olan bir K cismi iizerindeki K|[x,y, z] polinom cebirinin

o =(x+*—yz2)z, y+2(*—y)x+(x*—y2)’z, 2) (1.2)

Nagata otomorfizminin [9] wild oldugunu ispatlamak i¢in kullanildi.

K|x,y,z| iizerindeki tiim homojen kuadratik Poisson yapilari [10] da agiklanmustir.

Serbest Poisson cebirlerinin cebirsel nicelemeleri ise [11] de inga edilmistir.

Serbest birlesmeli cebirler hakkindaki temel sonuclardan biri, algoritmik ve kom-
binasyon problemi ¢aligmalarinda 6nemli bir rol oynayan Bergman’in Merkezleyen
Teoremi’dir[12]. Bu teorem, herhangi bir sabit olmayan elemaninin merkezleyeninin
bir tek degisken iizerindeki bir polinom cebiri oldugunu ifade eder. Bu teoremin poli-
nom cebirleri i¢in benzeri [7] de ispatlanmigtir. Bergman Merkezleyici Teoremi’nin
bir benzerinin serbest Poisson cebirlerindeki gecerliligi hakkindaki soru, acik bir
problemdi ve bu [7] de Problem1 olarak verilmistir. Tezde Bergman’in Merkezleyen
Teoremi, karakteristigi O olan bir cisim iizerindeki Poisson cebirleri i¢in incelenmis

ve bu teoremin Poisson cebirleri i¢in de gecerli oldugu gosterilmistir.

Iki degiskenli polinom cebirlerinin ve serbest birlesmeli cebirlerinin otomorfizm-
lerinin tame oldugu iyi bilinir [13 — 16]. Son zamanlarda karakteristigin O ol-
mast durumunda, ii¢ degiskenli polinom cebirleri ve serbest birlesmeli cebirlerin
wild otomorfizmlere sahip oldugu ispatlanmistir [8, 17]. P. Cohn [18] da sonlu
tiretilmig serbest bir Lie cebirinin otomorfizmlerinin tame oldugunu ispatladi. Tezde
karakteristigi 0 olan bir cisim iizerindeki iki degiskenli bir Poisson cebirinin oto-
morfizmlerinin tame ve yerel nilpotent derivasyonlarinin iicgenlestirilebilir oldugu

ispatlanmistir.

Polinom cebirleri, serbest birlesmeli cebirler ve serbest Lie cebirlerinin yapisi
hakkinda bilinen bir¢ok sonug¢ vardir. Serbest Poisson cebirleri, bu cebirler ile ¢cok
yakindan baglantili olmasina ragmen, simdiye kadar Poisson cebirleri ile ilgili ¢cok

fazla calisitimamugtir. Bu az sayidaki bilinen calismalarin bazilarini derleyip bir araya



getirmek ve Poisson cebirleri icin Tiirkce bir kaynak olusturmak bu tezin

amaclarindan biridir.

Bu tez toplam bes bolimden olusmaktadir. Her bir boliimiin igerigi asagida

Ozetlenmistir.

Ikinci boliimde Poisson cebirleri tanimlanmis ve bu tezde kullanilacak olan temel

tanimlardan sozedilmistir.

Uciincii boliimde karakteristigi 0 olan bir cisim iizerindeki serbest Poisson cebirleri

icin Bergman Merkezleyen Teoremi’nin bir benzeri ispatlanmisgtir.

Dordiincii boliimde karakteristigi 0 olan bir cisim iizerindeki iki degiskenli bir
Poisson cebirinin otomorfizmlerinin tame ve yerel nilpotent derivasyonlarinin

ticgenlestirilebilir oldugu ispatlanmagtr.

Son boliimde ise Poisson cebirleri ile ilgili baz1 acik problemlerden bahsedilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilmisgtir.

2.1 Cebirler ve Lie Cebirleri

Tamm 2.1 A, bir K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun.

- 1AXA—A

(x,y) —x-y

islemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa A ya bir cebir denir.

i) Her x,y,z € A icin
x-(y+z)=x-y+xz

(x+y)-z=x-z+y-z

ii) Her @ € K ve her x,y € A i¢in

a(x-y) = (ax)-y=x-(ay)

Eger her x,y,z € A i¢in
(x-y)-z=x-(y-2)
ise A ya birlesmeli cebir,
X y=y-x
ise A ya degismeli (abelyen) cebir denir.

Tamm 2.2 L, bir K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 olsun. L iizerinde x,y € L ele-

manina [x,y] € L elemanini kargilik getiren bir [, | : L x L — L komutatdr ¢arpimi,

(L1) Her x € Licin [x,x] =0



(L2) Her x,y,z € Licin
[l v], 2]+ [, 2),x] + [[z.x], ] =0 (Jacobi dzdesligi) Q2.1)

kosullarint sagliyorsa L ye K cismi lizerinde bir Lie cebiri denir. Jacobi 6zdesligi

bazen saga dayali olarak

[X, [y,Z]] + [y7 [va]] + [Z, [x,y]] =0

seklinde de yazilabilir.

Her x,y € L i¢in
tyx+y]=0 = [+ xy] 4 a4y =0
olup buradan
eyl = —[nx]  (anti-komutatiflik ozelligi) (2.2)

elde edilir. Boylece (L.1) kosulu (2.2) kosulunu gerektirir.

2.2 Poisson Cebirleri

Tamim 2.3 K bir (degismeli, birimli) halka, (A,.) birlesmeli bir K—cebiri ve (A,{})
bir Lie K—cebiri olmak iizere bir K halkasi tizerindeki Poisson cebiri, her a,b,c € A

elemanlar1 i¢in
{a.b,c} =a{b,c} +{a,c}.b (2.3)
Ozdesligini saglayan (A,.,{}) t¢lisiidiir.

Bu nedenle Poisson cebiri i¢in aksiyomlar asagidaki gibidir:

i) a.(b.c) = (a.b).c

ii) {a,b}+{b,a} =0

iii) {{a,b},c}+{{c,a},b}+{{b,c},a} =0 (Jacobi 6zdesligi)

iv) {a.b,c} =a.{b,c}+{a,c}.b (Leibniz 6zdesligi)



Ornek 2.4 Her Lie cebiri, a.b=0 sifir birlesmeli carpimima gore bir Poisson
cebiridir. Her birlesmeli cebir, {a,b} =0 sifir Poisson braketine gére bir Poisson

cebiridir. Boyle bir cebire sifir Poisson cebiri denir.
Ornek 2.5 Her A birlesmeli cebiri,

{a,b} =a-b—b-a (2.4)
carpimina gore bir Poisson cebiridir. Gergekten;

{a-b,c}=(a-b)-c—c-(a-b)
—a-(b-c)—a-(c-b)+(a-c)-b—(c-a)-b
—a-(b-c—c-b)+(a-c—c-a)-b
—a-{b,c}+{a,c}b

oldugundan A bir Poisson cebiridir. Ancak bu Poisson yapis1 tamamen birlesmelilik
tarafindan belirlenir. Benzer sekilde bir L Lie cebirinin U(L) evrensel cebiri, bir

Poisson cebiri olur.

Ornek 2.6 V bir vektdr uzayi olsun. V den V ye olan tiim lineer doniisiimlerin vektor

uzayini End (V) ile gosterelim. Her a,b € End (V) i¢in a - b ¢arpimini x € V igin
(a-b)(x) =a(b(x)) (2.5)

olarak tanimlayalim. Bu islemle End(V), bir birlesmeli cebirdir. Her a,b € V i¢in

{a,b} carpimimi
{a,b}(x) = (a-b)(x) = (b-a)(x) = a(b(x)) — b(a(x)) (2.6)
olarak tamimlayalim. O zaman End (V') bu braket ¢arpimui ile bir Poisson cebiri olur.

Ornek 2.7 K bir cisim olsun. K iizerinde tiim n x n tipindeki matrislerin vektor
uzayin gf(n,K) ile gosterelim. gf(n,K), matris carpimi ile birlesmeli bir cebirdir.

Her A,B € gl(n,K) i¢in {A, B} ¢arpimini
{A,B\=A-B—B-A 2.7)

olarak tanimlayalim. O zaman g/(n, K) bu braket carpimu ile bir Poisson cebiri olur.



Ornek 2.8 V., K iizerinde bir vektor uzayi, V* onun dual uzay1 ve A da V@ V* lize-
rindeki lineer fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen degismeli cebiri diisiinelim. (fhtiyag
olmamasina ragmen V nin yansima Ozellifine sahip oldugunu farz edelim.) A,
Sym(V* @ V) simetrik cebiri olarak goriilebilir. (Eger V bir topolojik vektor uzayi
ise siirekli simetrik tensorleri diisiiniilebilir.) Simdi, eger ©®v, yow eV pV
icin
0Dy, yow}=0(w) —y(v)

olarak tanmimlayalim. ( {V*,V} =0 olduguna dikkat edelim. ) Bu bir V* &V lizerinde

K —bilineer carpik-simetrik doniigiim verir. Bu doniisiimii
{a+b,c} = {a,c}+{b,c},
{abc} = afb.c}+blac),
{K,A} = 0
uygulayarak A ya genisletebiliriz. A, V* @V tarafindan bir cebir olarak iiretildigi icin
bu doniisiim bir lineer ¢arpik-simetrik operator tanimlar. Jakobi 6zdesligi basit bir

tiimevarimla dogrulanabilirken, bu operatoriin Leibniz 6zdesligini sagladig1 tanimdan

gosterilir. Bu Poisson cebirine V iizerinde Simplektik cebir denir.

Poisson cebirlerinin iki onemli sinif1 vardir:

1- S, Simplektik Cebirleri: Her bir n i¢in K[x;,y1,Xx2,y2, ..., Xn, Y| bir Polinom cebiri

uzerinde
{xi,yj} = 6,
{xi,xj} = 0,
iyi} = 0

olarak tanimlanan Poisson braketleri ile S, bir Poisson cebiridir. Burada 1 <i,j <n

i¢in 0;; Kronecker semboliidiir.

2- PS(L) Simetrik Poisson Cebiri: L, bir lineer bazi ej,es, ..., e, ... olan bir Lie
cebiri olsun. L (ahisilmig k[ey,es,...,ek,...] polinom cebiri) iizerinde her i, i¢in
{ei,ej} = [ei,e;] olarak tanimlanan Poisson braketi ile PS(L), L nin S(L) simetrik

cebiridir. Burada [x,y], L Lie cebirinin ¢arpma iglemidir.



Tanmm 2.9 (A,.,{ }) Poisson cebiri ve B C A olsun. Eger B, A daki islemlerle bir

Poisson cebiri ise yani her x,y € B icin
i) x-yeBvey-xeB

ii) {x,y} €B

kosullar1 saglaniyorsa B ye A nin bir alt Poisson cebiri denir.

Tamm 2.10 B, A nin bir alt Poisson cebiri olsun. Her x € B ve z € A icin
i) x-z€EBvez-x€B

ii) {x,z} €B

kosullar1 saglaniyorsa B ye A Poisson cebirinin ideali denir ve B <A ile gosterilir.

2.3 Poisson Cebirlerinin Merkezleyeni

A bir Poisson cebiri olsun.
Tanimm 2.11 S C A olmak lizere

Ca(S)={x€A:VseS, x-s=s-x, {x,s} =0} (2.8)
kiimesine S nin A daki merkezleyeni (centralizer) denir.

Onerme 2.12 C,(S), A nin bir alt Poisson cebiridir.

Ispat: x,y € C4(S) olsun. Bu durumda her s € S i¢in {x,s} = 0 ve {y,s} = 0 olur.

Buradan

{x-y,st=x-{ps}+{xs}-y=0
ve

{v-xs}=y-{x,s} +{y,s}-x=0

olur. Boylece

(x-y)s=x-(y-s)=x-(s:y)=(x-5)-y=(s-x) - y=s5-(x-y)



oldugundan y-x € C4(S) ve x-y € C4(S) elde edilir. {x,y} = 0 oldugundan
{x,y}-s=0 ve s-{x,y}=0
olup buradan {x,y}-s =s-{x,y} bulunur.
{{xyhst = —{{nsha} —{{s,x},y} =0
oldugundan {x,y} € C4(S) dir. Boylece C4(S), A nin bir alt Poisson cebiri olur.
Tamim 2.13 A bir Poisson cebiri olsun.
CA)={x€A :VycAicin x-y=y-x, {x,y} =0} (2.9)

kiimesine A nin merkezi (center) denir.

2.4 Poisson Cebirlerinin Derivasyonlari

Tanmm 2.14 {A,..{ }}, bir Poisson cebiri olsun. D : A — A lineer doniigiimii, her

x,y € Aigin
D(x-y)=D(x)-y+x-D(y) (Leibniz Kuralr) (2.10)
ozelligini sagliyorsa D ye bir birlesmeli cebir olarak A nin bir derivasyonu denir.
D({x,y}) = {D(x),y} +{x,D(y)} (2.11)
ozelligi saglamyorsa D ye bir Lie cebiri olarak A nin bir derivasyonu denir.
A bir Poisson cebiri olmak tlizere D : A — A lineer doniigiimii her x,y € A icin

D(x-y) = D(x)-y+x-D(y)

D({x,y}) = {D(x),y}+{x,D(y)}

ozelliklerini sagliyorsa D ye A Poisson cebirinin bir derivasyonu denir. Diger bir

deyisle, D bir asosyatif cebir ve bir Lie cebiri olarak A nin bir derivasyonudur.
Ornek 2.15 Her x € A i¢in

ady:A — A, y — {x,y}



bir birlesmeli cebir olarak A nin bir derivasyonudur. Her x,y,z € A icin Jacobi

0zdesliginden

ady({y,2}) = {x, {»,2}}
=—{{nz}x}
= {xyh b+ {{z.x} v}
={{xy} g} +{»{xz2}}
={adyy,z} +{y,ad\z}

elde edilir. Boylece x € A icin ad, doniisiimii bir Poisson cebiri olarak A nin bir

derivasyonu olur. Boyle derivasyonlara i¢ (inner) derivasyonlar denir.

2.5 Poisson Cebirleri Uzerindeki Modiiller

Tanmm 2.16 Bir (A, ., { }) Poisson cebiri iizerindeki bir E Poisson modiilii, hem
(A, .) cebiri iizerindeki bir modiil hem de (A, { }) Lie cebirinin bir temsilidir. Oyle
ki

{a,b}.e = a{b,e} —{b,a.e} a,bcA, ecE

dir. (A,.) nin E iizerindeki etkisi . ve (A,{ }) min E iizerindeki etkisi { } dir.
Ornegin; hem A ve A, adjoint ve koadjoint etkilerine gore Poisson modiilleridir.
Ornek 2.17 DerA derivasyon modiilii,

(a.D)(b) = a.D(b) ve {a,D} = [X,,D]
islemleri ile bir Poisson cebiridir. Gergekten, asosyatif etki adjointtir:

{{a,b},D} = [X{a,b}vD]
= [[Xa,Xb],D]

= [X4, [Xp, D] — [Xp, [Xa, D]
={a,{b,D}} —{b,{a,D}}
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{a,bD} = [X,,bD] = b[X,,D|+{a,b}D = b{a,D} +{a,b}D
olup boylece Lie etkisinin bir Poisson etkisi oldugu gosterilmis olur.

Tanmm 2.18 Bir (A, ., { }) Poisson cebiri iizerinde bir E ¢arpim modiilii, hem (A, .)

cebiri lizerinde bir modiil hem de (A, { }) Lie cebirinin
{ab,e} = a{b,e} +b{a,e} ,abc A, ecE
olacak sekildeki bir temsilidir. ., E iizerindeki (A, .) etkisi ve { }, (A, { }) nin
etkisidir.
Poisson modiil kavranmi ¢arpim modiiliinden farklidir. Ornegin;

{ab,D} = [X,p, D]
= [aXp, D] + [bX4, D]

= a{b,D} + b{a,D} — D(a)X, — D(b)X,

oldugundan DerA bir carpim modiilii degildir.

2.6 Poisson Cebirlerinin Homomorfizmleri
Tamim 2.19 A; ve A; iki Poisson cebiri olsun. 0 : A; — A, lineer doniisiimii; her
a,bcAjicin
0(a.b) = 06(a).6(b)
0({a,b}) = {6(a), 6(b)}

oluyorsa 0 ya bir Poisson cebiri homomorfizmi (morfizmi) denir.

Eger O birebir ve Orten ise 0 ya bir izomorfizm denir. A bir Poisson cebiri olmak

tizere 0 : A — A bir izomorfizm ise 8 ya bir otomorfizm denir.
Ornek 2.20 ¢ : A — B bir Poisson cebiri homomorfizmi olsun.

Ceko={acA: ¢(a)=0} (2.12)
olarak tanimlanan ¢ homomorfizminin ¢ekirdegi, A nin bir idealidir:
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ay,az € Cek olsun. Bu durumda @(a;) =0, ¢(ay) =0 dir.

¢(aj.az) =9(a1).¢(a2) =0.0=0
olup aj.ay € Cek@ ve az.a; € Cek dir.

¢({a1,a2}) ={0(a1),0(a2)} =0
Boylece Cek®, A nin bir Poisson alt cebiridir. Her a € A icin

¢(a.ar) = ¢(a).9(a1) =9(a).0=0
olup a.a; € Cek® dir.

¢({a,a1}) = {9(a).9(a1)} = ¢(a).0 =0
olup {a,a;} € Ceko dir. Boylece Cek®, A Poisson cebirinin bir idealidir.
Ornek 2.21 ¢ : A — B bir Poisson cebiri homomorfizmi olsun.
Gorg ={b € B: @(a) = b olacak sekilde bira € A vardir.} (2.13)

olarak tanimlanan ¢ homomorfizminin goriintiisii, B nin alt Poisson cebiridir:

by,by € Gorg olsun. O zaman @(a;) = by ve @(az) = by olacak sekilde aj,a; € A

vardir.
¢(a1.a2) = ¢(a1).9(az) = b1.by

oldugundan b;.b; € Gore dir.

o({ar,a2}) = {0(a1),9(az)} = {b1,b2}

oldugundan {b;,b,} € Gore dir. Boylece Gére, B nin bir alt Poisson cebiridir.

NOT: Ancak Gor@ her zaman B nin bir ideali olmak zorunda degildir.

Ornek 2.22 K bir cisim olmak iizere n,(K) ile n x n tipindeki kesin iist iicgensel

matrislerin kiimesini gosterelim. n,(K), matris toplamas: ve matrisin katin1 alma
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islemleriyle birlesmeli bir cebirdir. Her birlesmeli cebir bir Poisson cebiri oldugundan

n,(K) de bir Poisson cebiri olur. @ : n(K) — n3(K) doniisiimiinii; b € K olmak tizere

0 b 0
0 b
¢ =000
00
000
ve
{A,B} =A.B—B.A
0 b 0 b ..
olarak tanimlayalim. Her A = , B= € np(K) igin
0 0 0 0
o({4,B}) = 9(A.B—B.A)
0 bl 0 b2 0 b2 0 bl
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 00
= (p —
0 0 00
0 00
= [ 00O
0 00
ve
000
0 by 0 b 00
¢(A-B) =9 : =9 =100 0
0 0 0 0 0 0
0 00
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veE

0 b 0 b
- ¢

0 by O 0 b, O
= 0O 0 O0Of-{0 0O
0 0 O 0 0 O

olup (A.B) = ¢(A) . ¢(B) oldugundan @, bir Poisson cebiri homomorfizmidir.

B1,By € Gore olsun. O halde @(A) = By , ©(A,) = B; olacak sekilde A} , Ap €
ny(K) vardir.
©(A1.A2) = 9(A1).9(A2) = B1.B,

olup B1.B; € Gore dir.

O({A1,A2}) = {9(A1),0(A2)} = {B1, B2}
oldugundan {B;,B>} € Gor¢ dir. Boylece Gor®, n3(K) nin bir alt Poisson cebiridir.
C € Gore , N € n3(K) i¢in

0 a 0 0 b1 by
C=]10 0 0| ,N=[0 0 b3
0 0 O 0 O

)

olsun.
0 aj 0 0 bl b2 00 al.b3

C.N=10 0 0]|-]0 0 b3 00O
0 0 O 0 0 O 000
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olup C . N ¢ Gore dir. Yani Gor, n3(K) nin alt Poisson cebiri oldugu halde bir ideali
degildir.

Tamim 2.23 Eger f, xi,...,Xi—1,Xi+1,...,X, tarafindan iiretilen altcebire ait olmak
lizere baz1 i # jigin ¢ (x;) = x; ve ¢ (x;) = ax; + f ise bir K cismi lizerinde x,x2, ..., x,
tarafindan iiretilen bir serbest cebirin (serbest asosyatif cebirin, serbest Poisson ce-
birinin, polinom cebirinin) bir ¢ otomorfizmine elemanter otomorfizm denir. Ele-
manter otomorfizmlerin bileskesi olarak ifade edilebilen otomorfizmlere tame denir.

Tame olmayan otomorfizmlere wild denir.
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3. SERBEST POISSON CEBIRLERININ MERKEZLEYENI

Serbest birlesmeli cebirler hakkindaki temel sonuglardan biri; sabit olmayan bir ele-
manin merkezleyeninin, bir tek degisken iizerindeki bir polinom cebiri oldugunu
ifade eden Bergman Merkezleyen Teoremi’dir ([12]). Bu teorem algoritmik ve kom-
binasyon problemi calismalarinda ¢cok onemli bir rol oynar. Bu teoremin polinom
cebirleri icin benzeri [4] da ispatlanmistir. Bergman Merkezleyen Teoremi’nin bir
benzerinin serbest Poisson cebirlerinde gecerli olup olmadigi, [4] da Problem]1 olarak

verilmistir.

Bu boliimde karakteristigi O olan bir cisim lizerindeki serbest Poisson cebirleri i¢in
Bergman Merkezleyen Teoremi’nin bir benzeri ispatlanmigtir. Bergman’in teoremi
karakteristikten bagimsiz olmasina ragmen; karakteristigin sonlu olmasi durumunda
serbest Poisson cebirlerinin merkez ve merkezleyeni, karakteristigin 0 olmasi du-
rumuna gore daha fazla oldugundan dolayr K cisminin karakteristiginin O oldugu
kabul edilmistir. Bu boliim Makar-Limanov ve Umirbaev’in [19] deki makelesinden

alinmustir.
Once, polinom cebirleri hakkindaki bazi temel kavramlar: verelim.

A=K]|z1,...,2n,---], bir K cismi iizerinde bir polinom cebiri ve deg, A iizerinde agirlik
derece fonksiyonu olsun. d; ler negatif olmayan tamsayilar olmak iizere deg(z;) = d;
dir. @ € A i¢in a nin en biiylik homojen pargasi a ile gosterilir. a; ler @ nin maksimum
dereceli monomialleri ve o; € K da a; lere karsilik gelen katsayilar olmak iizere
a =Y, oa; dir. Boylece, a = a-+r olup burada deg(r) <deg(a) dir. Eger b =b ise

b ye bir homojen eleman denir.

Verilen bir f € A i¢in, CI(f) ile f ile cebirsel bagimli olan A nin tiim elemanlarinin
kiimesi gosterilir. Bir 7 € A i¢cin CI(f) = K|[t] oldugu A. Zaks tarafindan [20] de
gosterilmigtir. Yani A polinom cebirinde verilen f ve g elemanlarinin cebirsel bagimli
olmas i¢in gerek ve yeter kosul f, g € K[t] olacak sekilde A da bir ¢ elemaninin var
olmasidir. Eger f homojen ve deg(f) > 0 ise # nin de homojen ve deg(¢) > 0 oldugunu

gormek kolaydir. Sonug olarak, eger f,g € A cebirsel bagimli homojen elemanlar ve
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deg(f) > Oise, o, B € K ve r,k negatif olmayan tamsayilar olmak iizere f = ot ve

g = Bt* olacak sekilde bir homojen ¢ elemani vardur.

Asagida ispatiyla birlikte verilen lemma [21] de verilmis olup polinom cebirlerinde

sikca kullanilir.

Lemma 3.1 f ve g, A mn iki cebirsel bagimsiz elemani olsun. O zaman f ve h

cebirsel bagimsiz olacak sekilde bir 4 € K[f, g] eleman1 vardur.

Ispat: deg(f) = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman f = f dir. Eger deg(g) > 0 ise
f ve g cebirsel bagimsizdirlar. Ote yandan eger deg(g) = 0 ise g = g olur. Her iki

durumda da h = g alabiliriz.

Simdi deg(f) > 0 oldugunu kabul edelim. B = K|[f,g| alalim. B,, B nin g(f,g)
formundaki elemanlarindan olusan alt kiimesidir. Burada g polinomunun standart
(toplam) derecesi n den kiiclik veya esittir. O zaman B,, K lizerinde bir lineer
uzaydir ve f ile g cebirsel bagimsiz oldugundan, B, nin d,, boyutu O(n?) dir. Bu-
rada d, = O(n?) = (";2) dur. Varsayalim ki b ve f herhangi bir b € B icin cebirsel
bagimli olsunlar. Bir geligki elde etmek igin bu varsayim altinda d, nin O(n?) ye

kadar biiylimedigini gosterelim. Gergekten,

Cl[f| =K[c] ve deg(c)>0

olacak sekilde bir homojen ¢ € A elemaninin var oldugunu biliyoruz. O zaman b =
Apc® dir. B, nin miimkiin olan tiim dereceden elemanlarindan olusan D,, kiimesini

diisiinelim. Eger g nun standart derecesi < n ise

deg(q(f,g)) < n(deg(f)+deg(g))

oldugu agiktir. Boylece D, nin, en fazla n(deg(f)+deg(g)) + 1 eleman: vardir. D,, de
verilen ve herhangi bir derece icin bir b; € B, elemanin1 secelim. Kabuliimiiz altinda

b, K nin bir eleman ile carpmaya gore deg(b;) tarafindan belirlendigi igin
dim(By) < n(deg(f) +deg(g)) + 1

oldugunu ve dogrusal bir sekilde biiyiiyecegi sonucunu cikarabiliriz. Bu da ispati

tamamlar.
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Poisson cebirlerinin 6nemli bir sinif1 agsagidaki inga tarafindan verilir. L, K iizerinde
bir lineer baz1 I,l5,...,1;,... olan bir Lie cebiri olsun. [,l,...,I,... degiskenleri
tizerindeki polinom cebirini P(L) ile gosterelim. Leibniz 6zdesligi kullanilarak L
nin [x,y] Lie braketi tek bir sekilde P(L) iizerindeki bir {x,y} Poisson braketine
genisletilebilir. Boylece P(L) bir Poisson cebiri olur. Bu cebire bir Poisson-Lie cebiri

denir.

P(L) nin f ve g elemanlari, eer polinom olarak cebirsel bagimli ise f ve g ye cebirsel

bagimlidir denir.

Lemma 3.2 Eger f,g € P(L) cebirsel bagimli ise o zaman, [f,g] = 0 dur.

Ispat: Ispat oldukca standarttir. g ye gore miimkiin olan en az derecede olacak sekilde

f ve g yi hile cebirsel bagimli alalim. O zaman

0= £ h(f.g)] = [f,g]g—zu,g)

olup buradan

oh

oldugundan dolay1 [f, g] = 0 elde edilir.

Not 3.3 Karakteristik sonlu oldugunda bu lemma dogru olmasina ragmen bu kanit
sadece karakteristigin sifir oldugu durumda yapilmistir. Eger f € A = K|[z1, ..., 2, -]
ise bir 7 € A i¢in CI(f) = K[t] oldugunu biliyoruz. Yani, bir P Poisson-Lie ce-
biri i¢in “merkezleyen” teoremini kanitlamak i¢in P nin degismeli elemanlarinin ce-
birsel bagimli oldugunu kontrol etmek yeterlidir. Tabiki bu ek kisitlamalar olmadan
yapilamaz. Daha Once de belirttigimiz gibi karakteristik kritiktir ve L yapisinin da bir

rol oynadig1 agiktir. Ornegin; L degismeli ise P(L) de degismelidir.

Bundan sonrasi i¢in L, serbest iirete¢leri x1,x2, ..., X, olan bir serbest Lie cebiri olsun.
Bu durumda P(L) nin ayni iiretecler iizerinde serbest Poisson cebiri oldugu iyi bilinir
[14] ve bu cebir P = P < x1,X2,...,X, > ile gosterilir. deg ile P cebirinin standart
derece fonksiyonunu gosterecegiz. Yani 1 <i < n i¢in deg(x;) = 1 dir. P nin her f

elemaninin en biiyiik homojen kismim f ile gosterelim. Ustelik
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fg=fg, deg[f,g] <degf+degg

oldugu agiktir.

X122 ey X, [X1, 0], [0, 0], a1, 2], [, x0] 23],

L nin bir homojen bazi olsun. P = P < x1,x2,...,X, > Poisson cebiri, bu eleman-
lar ilizerindeki polinomlar cebirine karsilik gelir. deg derece fonksiyonu, bu poli-
nom cebiri iizerindeki bir agirlik derece fonksiyonu olarak diisiiniilebilir. Eger,

[...[xil ,xiz], ...,x,-k] 75 0ise deg[...[x,-l ,xiz], ...7x,~k] =k dir.

f € P\K alahm. C(f), f € P elemaninin merkezleyeni olsun. Bir g € C(f) ele-
maninin f ile cebirsel bagimli oldugunu gosterelim. Bunun igin bir g € C(f) nin f
ile cebirsel bagimsiz oldugunu varsayalim. Lemma 3.1 den f ve / cebirsel bagimsiz
olacak sekilde bir & € K[f,g] elemam vardir. [f,h] = 0 oldugundan dolay1 [f,h] =0
olur. Bu ise bir celigkidir.

P lizerindeki bagka bir dogal derece fonksiyonu, bir polinom halkas1 olarak P
tizerindeki toplam derecedir. Burada derece L nin homojen bazinin tiim elemanlari
icin 1 dir. Bunu pdeg ile gosterelim. a ve b, P nin p — homo jen elemanlar1 olmak
iizere eger [a,b] # 0 ise pdeg[a,b] = pdega + pdegh — 1 dir. Bu nedenle d, a nin
en biiyiik p — homo jen parcasini gostermek iizere eger [f,g] = 0 ise [f,g] = O dir.
Lemma 3.1, f ve g cebirsel bagimsiz ise f ve & cebirsel bagimsiz olacak sekilde bir
h € K[f,g] elemaninin var olmasini gerektirir. Boylece eger bir cebirsel bagimsiz el-
eman cifti ile baglarsak homojen ve p — homojen olan bir cebirsel bagimsiz eleman

cifti elde ederiz. Boyle elemanlara bi-homojen elemanlar diyelim.

Lemma 3.4 f ve g, [f,g] =0 olacak sekildeki P\ K nin bi-homojen elemanlar1 olsun.
O zaman f, g € K[a] olacak sekilde P nin bir a eleman1 vardir. Yani f ve g cebirsel

bagimlidir.

Ispat:
X152 ooy Xy [X1,22] 5 ooy [0, X0 )5 ooy X152, [[X1,%2] 23], ...
baz elemanlarini ey, e, ..., ey, ... ile gosterelim. Eger i < j ise e; < e; alalim. [e;,, e,],

P nin bir bi-homojen eleman1 ve eer m # n ise deg[e,,, e, = dege,, + dege,, oldugu
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aciktir. Yani, eger m < n ise tiim i > n ler igin [e,,, e,], {€;} lerin tiim lineer kombi-

nasyonudur.
P nin her f elemant igin eger f € K[S(f)] ve 1 < j <kigin f ¢ K[S(f)\{e;;}] ise

S(f) = {eilvei27"'7eik}
alalim.

Simdi varsayalim ki f ve g, [f,g] = 0 kosulunu saglayan P nin bi-homojen cebirsel
bagimsiz elemanlart olsun. S(f) nin elemanlarmin sayisint |S(f)| ile gosterelim ve
|S(f)|, miimkiin olan en kiigiik say1 olsun. O zaman |S(f)| < |S(g)| dir. S(f) nin

minimal elemani x olsun. f,, # 0, m > 0 ve her i i¢in x ¢ S(f;) olmak iizere

f=f+fix+...+fix"

ve g, # 0 ve her i i¢in x ¢ S(g;) olmak iizere
g=80+g1x+...+gux"

yazabiliriz. f,,xX" ve g,x" nin cebirsel bagimsiz oldugunu varsayalim. Gercekten, P
(bir polinom cebiri olarak diisiiniildiigiinde) lizerinde yeni derece fonksiyonunu eger
e; # x ise degx = 1 ve dege; = 0 olacak sekilde tamimlayalim. f,,x"* ve Ix* en biiyiik
homojen pargalari cebirsel bagimsiz olacak sekildeki 7 € K[f, g] elemanin1 bulmak

icin Lemma 3.1 1 kullaniriz.
Simdi, her i igin x ¢ S(d;) olmak iizere

[f.e]=) dx'=0

i<m-+n

dir. Dolayisiyla, d; = 0 dir. Boylece dyyin = [fin,&n] = 0 dir. |S(fin)| < |S(f)| oldugu
i¢cin f;, ve g, nin cebirsel bagimli oldugu sonucuna varabiliriz. Ayrica f,, ve g, bi-
homojen polinomlardir. Buradan sabitler ile carpmaya gore bir a € P i¢in f,;, = a® ve

g, = d' seklindedir. Bu nedenle,
dpin_1= [tat_lfm_l —sa®* g1+ (mt —ns)a”t_]x,a] =0
elde edilir.
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fmX™ ve g,x" cebirsel bagimsiz oldugu igin a ¢ K ve mt —ns # 0 dir. Boylece

s+t—1

x ¢ S(a) oldugu icin a ve td'f, | —sa*'g, |+ (mt —ns)a x cebirsel

bagimsizdir. Eger s >0 ise |S(a)| =|S(fm)| < |S(f)| ve bu f nin se¢imi ile bir
celiski olusturur. Boylece s =0 ve [f,—1 +mx,a] =0 dir.

IS(frn_1 +mx)| < |S(f)]

oldugu icin f = f,;,—1 + mx oldugunu varsayabiliriz. Bu nedenle f bir lineer poli-
nomdur. a € C(f) igin x ¢ S(g) ve |S(g)| minimum olacak sekildeki bir bi-homojen
g € C(f)\F elemanim secelim. x € S(f) ve x ¢ S(g) oldugundan f ve g cebirsel

bagimsiz elemanlardir.

¥, S(g) nin minimal elemant olsun. O zaman f] € K ve y ¢ S(fo) olmak iizere

f=fo+fiy
ve g, 70, n>0veheriiciny ¢ S(g;) igin
g§=80+g1y+...+8gn"

dir. Tabiki, x ¢ S(g) oldugu igin y # x tir. Yukaridaki gibi [f,g] =0 olmasi,
[fo+ f1,8n] = 0 olmasim gerektirir. x ¢ S(g,) ve |S(g)| > [S(gn)| oldugu i¢in bir
sabitle carpmaya gore g, = (fo + f1y)" oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Buradan r = 0

elde edilir. Aksi halde ¢ # 0 olsaydi1 S(g,) = S(f) > x olurdu. Yani g, € F dir.

[f0,8n—1] +ngnlfo,Y] + f1]y,gn-1] =0

olur. Ama

[f0:8n—1] +ngnlfo,¥] + f1[y, &n—1]) = [fo+ f13: n—1 + ngny)

dir. fo-+ f1y ve gn—1 +ngyy larin ikisi de lineer polinomlardir. Bu nedenle bunlar1 L
nin elemanlari olarak alabiliriz. Bu elemanlar, x € S(fo + f1y) ve x & S(g,—1 +ngny)
oldugu i¢in lineer bagimsizdir. Bu nedenle, L bir serbest Lie cebiri oldugu i¢in onlar

degismezler. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki temel sonug, Lemma 3.2 ve Lemma 3.4 ten elde edilir.

Teorem 3.5 Karakteristigi O olan bir cisim iizerinde serbest Poisson cebirlerindeki

sabit olmayan her elemanin merkezi, tek degiskenli bir polinom cebiridir.
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4. IKI BOYUTLU SERBEST POISSON CEBIRLERININ
DERIVASYONLARI VE OTOMORFIZMLERI

P, karakteristigi 0 olan bir cisim iizerinde iki degiskenli bir Poisson cebiri ol-
sun. Burada P nin otomorfizmlerinin tame ve yerel nilpotent derivasyonlarinin

ticgenlestirilebilir oldugu ispatlanmugtr.

Iki degiskenli polinom cebirlerinin ve serbest birlesmeli cebirlerinin otomorfizm-
lerinin tame oldugu [13 — 16] den goriilebilir. Son zamanlarda karakteristigin O olmasi
durumunda, ii¢ degiskenli polinom cebirleri ve serbest birlesmeli cebirlerin wild oto-
morfizmlere sahip oldugu ispatlanmustir [8, 17]. P. Cohn sonlu iiretilmis serbest bir

Lie cebirinin otomorfizmlerinin tame oldugunu ispatladi.

R. Rentschler, karakteristigi O olan bir cisim {izerindeki iki degiskenli polinom cebir-
lerinin yerel nilpotent derivasyonlarinin tiggenlestirilebilir oldugunu kanitlad: [22].
Bu sonucu kullanarak R. Rentschler bu cebirlerin otomorfizmlerinin tame olup ol-

madi81 iizerindeki Jung’in Teoremi’nin [14] yeni bir ispatin1 verdi.

Iki degiskenli serbest Poisson cebirlerinin otomorfizmlerinin tame olup olmadig1

sorusu acik olup bu soru [12] de Problem 5 olarak verilmistir.

Nagata otomorfizmini, ii¢ degiskenli bir serbest Poisson cebirinin bir wild otomor-

fizmine Ornek olarak verebiliriz [8, 9].

Bu boliimde karakteristigi O olan bir cisim {izerindeki serbest Poisson cebirlerinin oto-
morfizmleri ve yerel nilpotent derivasyonlari ¢alisilmistir. Bu boliim Makar-Limanov,

Turusbekova ve Umirbaev’in [23] deki makelesinden alinmistir.

4.1 Derecelendirmeler ve Homojen Derivasyonlar

Bu kisimda, serbest Poisson cebirlerinin birka¢ dogal derecelendirilmesi ve derece
fonksiyonlar1 tamtilmistir ve bu cebirlerin derivasyonlarinin leading parcalarinin bazi

ozellikleri verilmistir.
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L, iiretecleri x1,x3,...,Xx, olan bir serbest Lie cebiri olsun. Bu durumda aymi iiretec
kiimesi tizerinde PS(L), {x;,x;} = [x;,x;] islemiyle bir serbest Poisson cebiridir [15].

Bu cebiri P = K{x},x2,...,x, } ile gosterelim.
w; ler birer tamsay1 olmak iizere, w = (wy,w,...,w,) vektoriine karsilik gelen L
tizerindeki bir agirlik derece fonksiyonunu w_deg ile gosterelim. Bu

wdegxi=w;, 1<i<n

olarak tanimlanan derece fonksiyonudur. Eger f ve g, {f,g} # 0 olacak sekildeki Lie

monomialleri ise agirlik derece fonksiyonu,

w_deg{f,g} = w-degf +w_degg

braket islemi ile xi,xp,...,x, den elde edilen Lie monomiallerine genisletilebilir.
Boylece f nin yazilisindaki Lie monomiallerinin derecelerinin maksimumunun
w_degf olarak tanimlanmasi ile agirlik derece fonksiyonu, L nin elemanlarina

genigletilebilir.

Tamamen monomiallerden olusan L nin bir

€1,€2, .y Cpy ... “4.1)
lineer bazinin secilebilecegdi aciktir.
el = X1, e =X2,...,e, = x, ve [ < j ise dege; <dege; oldugunu kabul edebiliriz.

Burada deg, w = (1,1, ..., 1) e karsilik gelen agirlik derece fonksiyonudur. Bu bazi b

ile gosterelim.

P = P{xy,x2,...,x,} cebiri, bir polinom cebiri olarak b nin elemanlari tarafindan
iiretilir. Bu nedenle

u=ejep..e;, i1 <ip <...<ig “4.2)
monomialleri, P nin bir lineer bazi formundadir.
w_deg(ujuy) = w_degu; + w_deguy

ile w_deg fonksiyonu (4.2) formundaki elemanlara ve boylece de P nin elemanlarina
genisletilebilir. Eger f € P nin tiim monomialleri aym1 w derecesine sahip ise f ye bir

w-homojen eleman denir.
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P Poisson cebirinin tiim derivasyonlarinin DerP Lie cebirini diislinelim. P bir serbest
cebir oldugu i¢in, P nin f, f3,...f, elemanlarindan olusan her sistemi i¢in D(x;) = f;

(1 <i < n) olacak sekildeki bir tek D derivasyonu vardir. Bunu
0
D= i— 4.3
,-; figx (4.3)
seklinde yazalim.

Not 4.1 (4.3) gosterimi ve polinom cebirlerindeki ayni gosterim arasinda biiyiik bir

fark olduguna dikkat edelim. Ozellikle

o () = i £ () =0

dir.

1 <i<nveu, (4.2) formundaki bir eleman olmak iizere

ou

=3 (4.4)

Vi

derivasyonlari, DerP nin bir lineer bazint olustururlar. (4.4) formundaki her v; ele-
mant i¢in w_degv; =w_degu—w; alalim. P cebirinin w-homojen derivasyonlarini acik
bir sekilde tanimlayabiliriz. P nin her derivasyonu, farkli w derecelerinin w-homojen

derivasyonlarinin toplami olarak tek bir sekilde yazilabilir.

P, ve Der,P sirasiyla P ve DerP nin derecesi n olan tiim w-homojen elemanlarinin
alt kiimeleri olsun. P, ve Der,P vektor uzaylart oldugu i¢in, karsilik gelen sifir ele-

manlarini igeren kiimelere genisletilebilir.

P=PP,, DerP=HDer,P
nez nezZ

parcalaniglarinin, kargilik gelen cebirlerin derecelendirmeleri oldugu agiktr.

P iizerindeki bagka bir derece fonksiyonu, bir polinom halkasi olarak P {izerindeki
toplam derecedir. Burada derece, b nin tiim elemanlari igin birdir. Bunu pdeg ile

gosterelim. P nin tiim pdeg-homojen a,b elemanlart i¢in eger {a,b} # 0 ise

pdeg{a,b} = pdeg{a} + pdeg{b} —1 (4.5)
dir. Boylece pdeg bir agirlik derece fonksiyonu degildir.
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Eger v, (4.4) formundaki bir eleman ise
pdegv = pdegu — 1

alalim.

Py ve Der;, P, sirastyla P ve DerP nin m dereceli tiim pdeg-homojen elemanlarinin
alt kiimeleri olsun. Yukarida belirtildigi gibi

P=F,, DerP={EpDer,P
meZ meZ

parcalaniglari, karsilik gelen cebirlerin derecelendirmeleridir.

Lemma 4.2 (Der,,P)(P) C Pyyi ve (Der,,P)(P;) C Py, dir.

Ispat: Her iki ifadenin de kamtlar1 ¢ok benzerdir. D = Y fi% olsun. Eger D €
Dery, P (D € Der;,P) ise 1 <i<nigin f; € Puyw, (fi €P,,)dir. Eger f € Py ise
D(f) € Pnyx (f € P ise D(f) € P, ;) oldugunu gostermek istiyoruz.

Genelligi kaybetmeksizin f nin (4.2) formundaki bazin bir elemani oldugunu kabul

edelim.

Ik énce f nin b nin bir eleman1 olmas1 durumunu diisiinelim. Ispati, degf iizerinde
tiimevarim ile yapalim. Eger degf = 1 ise bir i i¢in f = x; ve D(x;) = f; olur. Yani

lemmanin her iki ifadesi de degf = 1 i¢in dogru olur.

Eger degf > 1 ise u,v € b olmak iizere f = {u,v} alalm. Simdi D(f) = {D(u),v} +
{u,D(v)} ve tiimevarim varsayimindan ya D(u) = 0 ya da w_deg {D(u),v} =
m +w_degu (veya ya D(u) =0 ya da pdegD(u) = m+pdegu) dir. Bu nedenle ya
{D(u),v} =0 yadaw_degf =w_degu+w_degv oldugundan

w_deg{D(u),v} = w_degD(u) +w_degv = m+ w_degu + w_degv =m+k

dir. Boylece {D(u),v} € Py dir. Benzer sekilde {u,D(v)} € P14 olup ve buradan
D(f) € P,y dir. (pdeg i¢cin benzer hesaplamalar yapilirsa pdeg f =pdegu =pdegv = 1
ve (4.5) dan D(f) C P, ; elde edilir.)

Eger f, (4.2) formundaki bazin bir elemani ise pdegf iizerinde tiimevarim yapalim.

pdegf = 1 olmasi durumu agiktir. Eger f = uv seklinde ise D(f) = D(u)v+ uD(v)
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dir. Yani w_deg(uv) = k ( pdeg(uv) = k) oldugundan, tiimevarimla
D(u)v, uD(v) € Ppir  (D(u)v, uD(v) € Pyt )
oldugu gosterilir. Boylece lemma ispatlanmisg olur.

Tanim 4.3 D, bir R cebirinin bir derivasyonu olsun. Her a € R i¢in D™(a) =0
olacak sekilde bir m = m(a) dogal sayisi varsa D ye yerel nilpotent derivasyon

denir.

Onerme 4.4 Eger R, aj,as,...,a; elemanlarmin sonlu bir kiimesi tarafindan
iiretiliyorsa o zaman bir D derivasyonunun yerel nilpotent olmasi icin gerek ve yeter
kosul D™i(a;) =0, 1 <i <k olacak sekilde m; pozitif tamsayilarinin var olmasi

gerekir.

ispat: Ispatl icin Essen [24] e bakiniz.

Onerme 4.5 R = D,,.cz R derecelendirilmis bir cebir ve D, R nin
D=D,+Dpi1+...4+Dy, Di(Rn) CRiym, p<i<gq,Dy#0

olacak gekildeki bir yerel nilpotent derivasyonu olsun. O zaman D, yerel nilpotenttir.

Ispat: fi € R;, r <i<s ve fy # 0 olmak iizere f = f+ frp1 + ...+ fs € R ise
f = f; olarak tammlayahm. Eger D, (f) # 0ise D;(Ry) C Riym igin lT(f\) = Dq(f)
dir. Boylece D;(fA) £ 0 ise Ii(\f) = Dﬁ](fA) dir. Boylece D yerel nilpotent bir
derivasyon oldugundan bir i i¢in Df] (]?) = 0 olur. Bu nedenle D, da bir yerel nilpotent

derivasyondur.

4.2 Baskatsayilar

Bu kisimda, bir Poisson cebirinden ziyade bir polinom cebiri olarak bir serbest Pois-

son cebirinin baz1 filtrelemelerini incelenmistir.

f, P = P{x1,x2,...,x,} nin keyfi bir eleman1 ve D, (4.3) formunda P nin keyfi bir

derivasyonu olsun.

0
() =Y ik
i=1 t
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dir. f nin destegini (support)

S(f) = {eilveizw"ﬂeik}

olarak tammlayalim. Burada eger f € K[S(f)] ve f ¢ K[S(fi)\{e;;}], 1 < j<kisee;,

ler b nin elemanlaridir. (4.3) teki gibi verilen bir D derivasyonunun destegi (support)
S(D) = S(f1)US(f2)U...US(fn)
seklindedir.

Eger x € b ise pdeg, ile b nin elemanlari tarafindan iiretilen bir polinom halkasi olarak
diisiintilen P iizerindeki x e gore polinom derecesi fonksiyonunu gosterelim. Bu
fonksiyon Poisson cebiri olarak P iizerinde bir derece fonksiyonu degildir. Birlesmeli
cebir olarak P bir filtreleme tanimladigi halde P bir Lie cebiri olarak bir filtreleme

tanimlamaz. Ciinkii pdeg,{u,v} <pdeg,u-+pdeg,v+ 1 dir.
f € P ve D € DerP keyfi elemanlar sirastyla
f=fo+xfit+...+X"fum, x¢S(fi), 0<i<m

ve

D=Dy+xD{+...+x"D,, , x¢SD;), 0<i<m

seklinde tek tiirlii yazilabilir. Eger f,, # 0 ise pdeg,f = m dir ve ;(f) = f,; alalim.
Eger D, # 0 ise pdeg,D = m ve [,(D) = D,, dir. Alisildig1 gibi pdeg,0 = —eo olarak

tanimlayalim.

b nin elemanlar1 igin eger i < jise ¢; < e; alalim. x = ¢; i¢in R(x) ile b nin x ten biiyiik

olan tiim elemanlarin kiimesini gosterelim.

Lemma 4.6
a) Eger e;,e; € b ise o zaman S({e;,e;}) C R(e;) NR(e;) dir.
b) Her g,h € Pigin S(gh) C S(g)US(h) ve S(g+h)CS(g)US(h) dur.

¢) Eger f € P ve S(f) C R(x) ise herhangi bir e € Li¢in S({e, f}) C R(x) dir.
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d) Eger f € P, x, S(f) nin minimal elemani1 ve pdeg, f = s ise 0 zaman bir e € L i¢in

pdeg,{e, f} < s dir.

Ispat: a) Eger i = j ise S({ei,e;}) bos bir kiimedir. Eger i # j ise e;,e; tarafindan
tiretilen L nin altcebiri iki rankl1 serbest cebirdir [25, 26]. Dolayisiyla {e;,e;} # 0 ve
deg{e;,e;} =dege;+dege; dir. Bu nedenle S({e;,e;}) C R(e;) NR(e;) dir.

b) Destegin tanimindan goriiliir.

¢) e € b durumunu dikkate almak yeterlidir. Bilindigi gibi ad,, bir polinom cebiri
olarak P nin derivasyonudur. Yani, {e, f} =Y, g—g{e, e;} dir. Burada g—{l bilinen kismi
tiirevler ve ¢; € S(f) C R(x) dir. Boylece (a) dan her ¢; i¢in {e,e;} € R(x) ve destegin
tanimindan S(g_e,-) C S(f) dir. Bu nedenle b den S(g—é{e,e,—}) CR(x) ve S({e, f}) C
R(x) olur.

d) f=x’u durumunu kontrol etmek yeterlidir. Burada S(u) C R(x) dir. Bir

Jj=1,2,...,k i¢in x = e; alimirsa o zaman;
{e.f} = {exXu}

kK oxSu

= IZZ:I a—ei{e,ei}

ox’u ox’u ox’u
= 7]{6761}+"'+ yﬁ{eaej}ﬂ“”+ a—ek{&ek}

L 4 . ou . ou
= xa_el{e7el}+...+sxx u{e,e]}—l—xsaej{e,ej}—i- —l—xsaek{e,ek}

= {e,ul+sx ufe,x}
olup
{e,xu} = x*{e,u} +sx* Tufe,x} (4.6)

esitligi bulunur. (c) den
S({e,u}),S({e,x}) € R(x)

elde edilir.
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Lemma 4.7 D, P nin bir derivasyonu, S(D) nin minimal eleman1 x ve L C P nin keyfi

bir elemant e olsun. Eger pdeg,D = s ise 0 zaman
D(e) =x*(I«(D)(e)) +h

olur. Burada S((I(D)(e))) C R(x), S(h) C {x} UR(x) ve pdeg.h < s dir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin e € b ve D = D oldugunu kabul edebiliriz. Burada
S(D') C R(x) dir. O zaman /(D) = D' dir. ispat: deg(e) iizerinde tiimevarim ile
yapalim. deg(e) = 1 ise 1 <i < n olacak sekildeki bir i i¢in e = x; olur. Dolayisiyla
D(e) =x*(D'(e)) ve S(D'(¢)) C S(D') C R(x) dir.

e = {ul,uz} olsun. O halde D(e) = D({ul,uz}) = {D(ul),uz} + {ul,D(uz)} dir.
Tiimevarim hipotezinden D(u;) = x*(D (;)) + h; olur. Burada 1 < i < 2 igin
S(D'(u;)) C R(x), S(hi) € {x} UR(x) ve pdegh; < s dir. Boylece
D(e) = {D(ur),uz}+{ur,D(uz)}
= {X(D'(w)) +h, uz} +{ur, x¥*(D'(u2)) + ha}
= X*{D'(u1),ux} +{x*,ux} D' (uy) + {h1,uz} + x*{uy, D' (uz)}
+{ur, X'}D'(u2) + {ur, ho}
= C({D (), u2} + {ur, D' (w2)}) 52~ ({2} D () + {ur, 23D ()
+{hi,uz} +{ur, ho}
elde edilir. Lemma 4.6 (c) den S({D'(u1),u2} + {u1,D (u2)}) C R(x) ve Lemma 4.6
(a) ve Lemma 4.6 (b) den
S({oe,u2} D' (ur) + {ur, 3D (12)) € R(x)

olup D' bir derivasyon oldugu i¢in

{D' (), w2} + {1, 0 ()} = D' ({1, 2})
elde edilir. h; = ¥ ;x/h; j olsun. Burada S(h; j) C R(x) dir. O halde (4.6) esitliginden;
{u,h;} = {u,ijhiJ}
j
= Z{u,xjhw}

J
= {ux}Y i hij+ Y X {u, by}
7 7
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dir. Boylece u € L i¢in Lemma 4.6 (c) den

S{u,x}), SH{u; hi j}) € R(x)

olup
S({u,hi}) C {x} UR(x) ve pdeg,{u,h;} < pdeg,h;

oldugu agiktir. Buradan
S({h1,uz} +{u1,h2}) C {x}UR(x)

veE

pdeg, ({h1,ur} +{u1,ha}) <s

olup boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonucg 4.8 Eger x, S(D) nin minimal elemani ve f € P ise

S(D(f)) € {x} UR(x)US(f)

dir.

Ispat: D, bir polinom cebiri olarak P nin bir derivasyonudur. Boylece D(f) =

Zi%(D(ei)) dir. Burada a—ef polinomlardaki bilinen kismi tiirevlerdir. Lemma

)
4.7 den S(D(e;)) C {x} UR(x) ve destegin tanimindan S(g_e,) C S(f) dir. Boylece
S(D(f)) C {x} UR(x) US(f) elde edilir.

Lemma 4.9 P nin bir eleman1 f, P nin bir derivasyonu D ve S(D) nin minimal ele-

mani x olsun. Eger pdeg,D = s ve pdeg, f =t ise 0 zaman

D(f) =" (L(D)(L:(f))) +h

dir. Burada pdeg.h < s+t ve pdeg, (Ix(D)(L:(f))) = 0 dur.

/

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin f = x'f
pdeg, f/ = 0 dir. O halde

oldugunu kabul edelim. Burada

D(f) =D )f +¥'D(f") = tx'"'D(x) f + £ D(f)
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olur. Lemma 4.7 den pdeg,D(x) < s ve boylece pdeg,(tx'~!'D(x)f") < s+t olur.
Lemmanin ispati i¢in pdegh < s ve pdeg, (Ix(D)(f’)) = 0 olmak iizere

D(f') =x*(IL(D)(f') +h

oldugunu gostermek yeterlidir.

Ayrica f’, (4.2) formundaki baz kiimesinin bir elemani oldugunu kabul edelim ve
pdeg f/ iizerinde tiimevarim uygulayalim. Eger pdeg f/ =1 ise Lemma 4.7 den
D(f") =x*(L(D)(f")) + h oldugu goriiliir. f" = ujuy oldugunu kabul edelim. O halde
D(f") = D(u1)uz + u1 D(uz) olur. D' ile I(D) yi gosterelim. pdeg,u; = 0 oldugu i¢in
tiimevarim hipotezinden D(u;) = x*(D’(u;)) + h; dir. Burada 1 <i <2 i¢in pdegh; <s
ve pdeg, D’ (u;) = 0 dir. Boylece

/

D(f") = x°(D (u)uz + D (u2)ur) + hyuz + urhy = x*(D (uyu2)) + h

olur. Burada pdeng/(uluz) = 0 ve pdegih < s dir. (pdeg, bir polinom halkasi
olarak P iizerinde bir derece fonksiyonu olduguna dikkat edelim.) Bdylece lemma

ispatlanmisg olur.

Onerme 4.10 D, P nin bir derivasyonu ve x, S(D) nin minimal elemani olsun. Eger

D yerel nilpotent ise I,(D) de yerel nilpotenttir.

Ispat: D , P nin bir yerel nilpotent derivasyonu olsun. [,(D) nin yerel nilpo-
tent olmadigini varsayalim. /(D) yerel nilpotent degil ise o zaman her k£ > 0 i¢in
L.(D)*(x;) # 0 olacak sekilde x; vardir. a = [(D)(x;) alahm. Lemma 4.7 den
S(1x(D)(xi)) C Ry dir. Bu nedenle /;(a) = a dir. Lemma 4.9 dan eger [,(D)(L(f)) #0

ise

dir. Yani

dir. k tizerinden tiimevarimla

L(D"(a)) = 1(D) (1(D*" (@) = (D) (1:(D)* ! (a)) = 1:(D)*(a) # 0

elde ederiz. Bu, D nin yerel nilpotent derivasyon olmasi ile ¢elisir. Bdylece ispat

tamamlanir.
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Lemma 4.11 x € b ig¢in D = xsa% ve D' = xa% olsun. Eger e, L nin e # x|

olacak sekildeki bir elemam ise D(¢) = sx* '(D'(e)) 4+ h dir. Burada S(D'(¢)) C
R(x), S(h) C {x} UR(x) ve pdeg,h < s — 1 dir.

Ispat: Genelligi kaybetmeksizin e € b oldugunu kabul edebiliriz. i # 1 ise % (x;)=0

ve a%(xl) = 1 oldugundan e # x; ise a%(e) = 0dir. e = {u,v} olsun. dege tizerindeki

tiimevarim hipotezinden % (u) ve % (v) tiirevleri 0 ya da 1 e esit oldugu i¢in a% (e) =
{%(u),v} +{u, a%(v)} = 0 olur. deg ile x| e gore dereceyi, yani u = (1,0,...,0) a
kargilik gelen w_deg i gosterelim. Eger degje = 0 ise D(¢) = D () = 0 olup a%(e) =

0 durumu i¢in lemma saglanir. degju = 0 olmak iizere eger ¢ = {u,x;} ise 0 zaman

D(e) = D({u,x1}) = {D(u),x1} +{u,D(x1) }

B ou 0x1
= (s {3
= {u,x’}

= s Hu,x}

elde edilir. Simdi deg; iizerinde tiimevarim uygulayalim. e = {uj,us} olsun.
O halde D(e) = {D(uy),u2} + {u1,D(uz)} dir. Eger hem degju; > 0 hem de
degjuy > 0 ise tiimevarim hipotezinden D(u;) = sx*'(D'(u;)) + h; dir. Burada
S(D'(u;)) CR(x), S(h;) C {x}UR(x) ve pdegh; < s— 1 dir. Diger taraftan degju; = 0
ve deguy iizerinde alt-timevarim ile D(uy) = sx°~ (D' (u2)) + hy elde edilir. Bu-
rada S(D (u2)) C R(x), S(hy) C {x} UR(x) ve pdeg;hy < s —1 dir. Bu durumda
D(e) = {uy,D(uy)} dir. Boylece her iki durumda da

D(e) = {D(u1),uz}+{ur,D(uz}
= {7 (D () + by, ua}+ {ur, 6 (D (u2)) + o}
= {1 (D' (), w4+ {hr,uo} + {ur, s (D' (w2)} + {ur o}
= s YD (u1),uz} +s(s — 1)x*2D (1) {x,uz} + {hy,uz}
50 Mup, D (ug)} + (s — 1) 2D (up) {x,u1 } + {1, ha}
= o ({0 ()2} + {1, D (1)}
(s = 12 (D () {x ) + D () 1} )

+{h1,u2}+{u1,h2}
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elde edilir. Simdi Lemma 4.6 (c) den

SH(D (u1)),uz} + {u1, (D (u2)}) C R(x)

tir. Lemma 4.6 (a) dan
S<{x7 MZ})as({”hx}) C R(x)

Lemma 4.6 (b) den
S(D'(u1){x,u2} + D (u2){ur,x}) CR(x)

dir. Lemma 4.6 (d) den

pdeg, ({h1,ur} + {u1,ha}) <s—1
ve Lemma 4.6 (¢) den

S({h1,u2} +{u1,h2}) € {x} UR(x)
dir.(x yerine sadece y € b aliriz.)

{(D' ()} +{ur, (D' (u2))} = D' ({1, 2})

i¢in lemma ispatlanmis olur.

Lemma 4.12 x € b i¢in D = xS% ve D = xa% olsun. Eger f, P nin x; ¢ S(f) ve

pdeg, f =t olacak sekildeki bir elemani ise o zaman

D(f) = sx* 1D (L(f))) +h

dir. Burada pdeng/(lx(f)) =0 ve pdegih < s+t — 1 dir.

Ispat: f, P nin x, ¢ S(f) ve pdeg,f =t olacak sekildeki bir elemani oldugundan
pdeg, f/ = 0 olmak iizere f = x' f/ seklindedir. O zaman

D(f) =" (D(x)f +2(D(f))

dir. x € L oldugu i¢in Lemma 4.7 yi uygulayabiliriz. Boylece pdegxh/ < s igin
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dir. Eger x # x; ise Lemma 4.11 in ispatindaki gibi

d

L(D)(x)

ve pdeg,D(x) < s dir. Eger x = x| ise o0 zaman x; ¢ S(f) oldugu i¢in # = 0 dir. Yani
her iki durumda da geriye pdegxh" < s — 1 olmak iizere

/ ! / "

D(f)=s"'(D(f))+h

gostermek kalir.  Bunun i¢in f/ niin (4.2) bazinin bir elemanm oldugu durumu
gostermek yeterlidir. Bunun ispatim1 pdeg f/ tizerinde tlimevarim ile yapalim. Eger
pdeg f/ =1 ise iddia Lemma 4.11 den goriiliir. f/ = ujup olsun. Lemma 4.11 den
i=1,2 icin D(u;) = sx*~' (D' (u;)) + h; olup buradan
D(ujup) = D(uj)uz+u1D(up)
= (s 1D (w)) + hy ) uz +uy (81 (D (u2)) + ho)

= s (D (u))ua+D (up)ur) + hyuz +urhy

dir. Burada tiimevarim hipotezinden pdeng/(ui) = 0 ve pdegyh; < s — 1 dir. Bu ne-
denle pdeg,, P iizerinde bir polinom derece fonksiyonu, pdeng’ (u;) =0, pdegyu; =0
ve pdeg,h; < s — 1 oldugundan dolay1

pdeg, (hiup +urthy) <s—1 ve pdegx(Dl(ul)uz —|—D/(u2)u1) =0
bulunur. Bu da ispati tamamlar.
Lemma 4.13 D, P nin
s—1 s J .
D=Dy+xDy+...+x DH+xa—, x¢8(D;),0<i<s—1
X1

formundaki bir derivasyonu olsun. Burada x, S(D) nin minimal elemamdir. f, P nin

x1 ¢ S(f) olacak sekildeki bir elemani olsun. Eger pdeg, f =t ise o zaman
D(f) =D (1k(f)) +h
dir. Burada D' = D;_ +sx8871, pdegh < s+1—1 ve x ¢ S(D (I(f))) dir.

Ispat: Lemma 4.9 ve Lemma 4.12 yi kullanarak pdeg, e gore D(f) nin s+ ve

s+t — 1 dereceli terimlerini hesaplayabiliriz.

34



Onerme 4.14 x, S(D) nin minimal elemani olmak iizere D, P nin

0
D=Dy+xD|+..+x 'Ds_; +xsa— ,x¢S(D),0<i<s—1
x|

formundaki yerel nilpotent derivasyonu olsun. Eger x # x| ise o halde D;_| + sx%

de yerel nilpotenttir.

Ispat: D, P nin bir yerel nilpotent derivasyonu olsun. D =D+ sx% nin yerel
nilpotent olmadigin1 varsayalim. O halde her k > 0 i¢in D’*(x;) # 0 olacak sekilde x;

vardir.

Egeri# 1ise a = D (x;) = Dy_1(x;) alalm. S(D;_1) destegi bos kiimeden farklidur.
Aksi halde Ds_(a) = 0 olurdu. y, S(Ds_1) in minimal elemani olsun. y > x oldugu
agiktir. O halde Lemma 4.7 den S(a) C {y} UR(y) dir. Yani S(a) C R(x) dir.

Egeri = 1ise D (x;) = Dy_(x1 )+ sx olur.
a=D"(x1) =D (Ds_(x1))+sD (x)
alahm. Yukaridaki gibi Lemma 4.7 den S(Ds_1(x1)) C R(x) dir. Yani Sonug 4.8 den
S(D (Ds-1())) € {x} UR()
dir. Bu nedenle Lemma 4.12 den pdeg,D' (Ds_1(x1)) = 0 oldugu i¢in

S(D'(Ds-1(x1))) C R(x)

dir. Benzer sekilde Lemma 4.7 den S(Ds;—1(x)) C R(x) ve Lemma 4.11 den
S(x32-(x)) € R(x) oldugu igin S(D'(x)) C R(x) dir.

Her iki durumda da Sonug 4.8 ve Lemma 4.12 den bir k dogal sayisi i¢in S (D/k(a)) C
R(x) dir. Boylece x; < x oldugu i¢in x; ¢ S (le (a)) dir. Lemma 4.13 ten

L(DK(a)) = D' (1(D*"'(a))) = ... = D" (a) #£0

olup bu ise D nin yerel nilpotent derivasyon olmasi ile celisir. Bdylece ispat

tamamlanmus olur.
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4.3 1Iki Uretecli Cebirler

Bu kisimda iki eleman tarafindan iiretilen serbest Poisson cebirlerinin yerel nilpotent
derivasyonlariin ticgenlestirilebilir ve bu cebirlerin otomorfizmlerinin tame oldugu
gosterilmigtir. Bu sonuglar Rentschler’in Teoremi [22] ve Jung’in Teoremi’'nin [14]

bir benzeridir.

Bu kisimda iki iiretecli P = K{xj,xp} serbest Poisson cebirinin yerel nilpotent

derivasyonlar1 ve otomorfizmleri ¢aligilmistir.

f € K{x1,x2} olsun. Eger f her w_deg e gére homojen ise f ye multi-homojen eleman
denir. Eger n; = (1,0)_deg f ve np = (0,1)_deg f ise mdeg f, (n1,ny) ile gosterilir.
Multi-homojen derivasyonlart ve K{x;,x>} nin bir D derivasyonu i¢in mdeg D yi

benzer sekilde tanimlayalim.

Onerme 4.15 D, P = K {x1,x2} nin sifirdan farkli yerel nilpotent multi-homojen
derivasyonu ve mdeg D = (mj,my) olsun. O halde ya m; = —1 ya da mp = —1

dir.

Ispat: Minimal degD ile D nin 6nermeye bir kars1 6rnek oldugunu kabul edelim.
Onerme 4.5 ten, D nin pdeg-homojen oldugunu kabul edebiliriz. x, S(D) nin minimal
elemani olsun. Onerme 4.10 dan, /(D) de yerel nilpotenttir. mdeg /(D) = (ny,ny)
alahm. deg I,(D) < deg D oldugundan dolay1, eger n; ve ny nin her ikisi negatif
olmasaydi deg D nin minimalligi ile celisirdi. Bu yiizden n; ve ny den biri —1
olmalidir. Genelligi kaybetmeksizin n; = —1 oldugunu varsayabiliriz. O halde
P = K{x1,x,} oldugunda b nin x, hari¢ tiim elemanlart x; e gore pozitif dereceli

oldugu icin 0 # a € K olmak iizere
d
lx(D) = (XXZZB—XI

dir. Eger x = x| ise o zaman n, = my ve D, bir

mi+1 mi+1_mo a
X" L(D) = ax)' T X,y o

toplamini icerir. Bu durumda 8 € K igin

J

D = ax m1+1 my +ﬁ nmy m2+1
oxy

X
2ax

36



. _ my+1 m2 _ my _mp+1
dir. f1 = ax) ve fo = Bx]"'x;?" alirsa

d

D= fiy i + a5 P
olup burada f; ile f> multi-homojen, pdeg-homojen ve mdegf; = (m; + 1,m»),
mdegf, = (my,my + 1) dir. Yani degf) =degf, = m; +my + 1 dir.  Ayrica
pdegfi =pdegf, = m; +mp + 1 dir. Eger ¢; € b ve ¢; > xp ise dege; >pdege;
oldugundan (4.2) bazinin bu derece kosullarini saglayan elemanlari sadece x’f“+1 x5
ve x’f‘xg’ﬁl dir. Bu nedenle D, K[x;,x;] nin bir D derivasyonuna kisitlanabilir. Fakat

my >0, my>0ve D' sifirdan farkli ise D' bir yerel nilpotent derivasyon olamaz [24].

Boylece, x # x; dir. Eger x = x; ise o halde [,(D) = a% ve D, axglzﬁ terimini

icerir. D multi-homojen oldugu icin varsayimimizin tersine m; = —1 olur.

Dolayisiyla x, S(D) nin minimal elemani oldugundan x > x, ve xp, [(D) de
goriilmez. Boylece [(D) = (X% dir. @ = 1 oldugunu varsayabiliriz. Boylece D,
Onerme 4.14 te verilen formdaki bir derivasyondur. Bu nedenle D = D, 1+ sx%
sifirdan farkli bir yerel nilpotent derivasyondur. D multi-homojen ve pdeg-homojen

oldugundan
d
D - 5N 1)1 141
siget L+ Y b

dir. Buradas #0, o;, B; € K, y;,z; € b, mdeg y; = (m1 + l,mz) ,mdeg z; = (my,mp +
1) ve y; > x, z; > x dir. Boylece D/, x1,xp tarafindan iiretilen L serbest Lie cebirinin
bir D" derivasyonuna kisitlanabilir ve D", L nin bir yerel nilpotent derivasyonudur.

Bu nedenle expD’, L nin bir ¢ otomorfizmini verir [24] ve S(f1) C R(x) olmak iizere

1 "2
—'D (x1)+...=x1+sx+ fi

o(x) = expD” (x1) = x1 +D’ (x1)+ 5

dir. Fakat bu imkansizdir. Ciinkii L nin herhangi bir ¢ otomorfizmi i¢in
¢ (x1) = ox1 + Pz

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

P = K{x1,x2,...,x, } serbest Poisson cebiri olsun. Her i i¢in f; € K{x;i1,Xi412,...,Xn}
ise P nin (4.3) formundaki bir derivasyonuna iicgenseldir denir. Uggensel derivasyon-

lar polinom cebirleri ve serbest asosyatif cebirler icin benzer sekilde tanimlanir. Her
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iicgensel derivasyon yerel nilpotenttir [24]. Eger ¢! D¢ iicgensel olacak sekilde bir
¢ otomorfizmi varsa P nin D derivasyonuna iicgensellestirilebilir denir. R. Rentschler
karakteristigi sifir olan bir cisim iizerindeki iki degiskenli polinomlar cebirinin yerel
nilpotent derivasyonlarinin liggensellestirilebilir oldugunu ispatladi [22]. H. Bass, li¢
degiskenli polinomlar cebirinin liggensellestirilemeyen yerel nilpotent derivasyonuna

bir 6rnek verdi [27].

Eger f, x1,...,Xi—1,Xi+1,...,X, tarafindan {iretilen altcebire ait olmak iizere bazi i # j
i¢in ¢ (x;) = xj ve ¢(x;) = ax; + f ise bir k cismi iizerinde x1,x2,...,x, tarafindan
iiretilen bir serbest cebirin (serbest asosyatif cebirin, serbest Poisson cebirinin, poli-
nom cebirinin) bir ¢ otomorfizmine elemanter otomorfizm denir. Elemanter otomor-
fizmlerin bileskesi olarak ifade edilebilen otomorfizmlere tame denir. Tame olmayan

otomorfizmlere wild denir.

Teorem 4.16 D, P = K{x;,x;} nin bir yerel nilpotent derivasyonu olsun. O zaman
o 'Dp=f (xz)% olacak sekilde P nin bir ¢ tame otomorfizmi ve f(x;) € K[x3]

elemani vardir.

Ispat: I ile {x;,x,} eleman tarafindan iiretilen P nin Poisson idealini gosterelim.

D({x1,x2}) = {D(x1),x2} +{x1,D(x2)} €1

oldugundan dolay1 D(I) C I dir. Béylece D, P/I = K|x|,x;] iizerinde bir D' yerel
nilpotent derivasyonunu belirler. [14] teki Rentschler’in Teoremi’nden I/I_ID/I// =
f (xg)% olacak sekilde f(x2) € K[xz] ve K[x,x2] nin bir y tame otomorfizmi vardir.
K|[x1,x;] nin her elemanter otomorfizmi P nin bir elemanter otomorfizmine bir tek

sekilde genisletilebilir.

Boylece K|xj,xp] nin tame otomorfizmleri P nin bir tame otomorfizmine
genisletilebilir. y nin P ye bir tame genisletmesini @ ile gosterelim. ¢~ ' D@ yerine D
yazarsak D = f(x2) % oldugunu kabul edebiliriz. Boylece a,b € I olmak iizere

) )
D= (f(xz)—i—a)ﬁ +b8_x2

dir. @ = b = 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in a # 0 ve b # 0 oldugunu kabul

edelim. (1,0)_deg yi diisiinelim ve D' ile D nin uygun en yiiksek homojen parcasini
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gosterelim. O halde c¢,d € I ve ¢ ya da d sifirdan farkli olmak {izere

dir. Onerme 4.5 ten D’ derivasyonu yerel nilpotenttir. Onerme 4.15ten c =d =0
olmalidir. Bu ise a ve b nin sifirdan farkli olmasi kabulii ile celisir. Boylece ispat

tamamlanmisg olur.

Sonug 4.17 D, K{xi,x2} nin bir yerel nilpotent derivasyonu olsun. O zaman

D({x1,x2}) =0dur.

Ispat: 0 # « € K olmak iizere her elemanter otomorfizm ve dolayistyla her tame oto-
morfizmigin @ ({x1,x2}) = ot{x;,x2} oldugundan D :f(xz)% ise D({x1,x2}) =0
dur.

Teorem 4.18 Karakteristigi sifir olan bir cisim tizerindeki iki rankli serbest Poisson

cebirlerinin otomorfizmleri tamedir.

Ispat: 6, P = K{x1,x,} nin herhangi bir otomorfizmi olsun. Yukaridaki gibi I ile
{x1,x2} eleman tarafindan iiretilen P nin Poisson idealini gosterelim. 0 ({x;,x2}) =
{6(x1),0(x2)} €I oldugundan 6, K|x;,x>] nin bir ¥ otomorfizmini olusturmasina
neden olur. Jung’in teoreminden [14] y tamedir. ¥ nin P Poisson cebirine bir tame
geniglemesini @ ile gosterelim. O halde @ |1y, ,] = W dir. 0 yerine 6 = 6@~ alalim.
6 ve 8’ otomorfizmlerinin her ikisi de ya tame ya da wild olur. 8, K [x1,X2] nin birim

otomorfizmi olur. Boylece a,b € I olmak lizere
O(x1) =x1+a, 0(x2) =x2+b

dir. x; +a ve x» + b, P nin serbest liretecleri oldugundan dolay1 P iizerinde x; 4+ a ve
X2 4+ b yi P nin herhangi elemanlarina gotiiren bir derivasyon tanimlayabiliriz. P nin

bir Dy, derivasyonunu i € K|[x] olmak iizere

Dh(xl —|—a) = /’L()Q—l—b) , Dh(XQ—i—b) =0
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olarak tanimlayalim. Bu derivasyon yerel nilpotenttir.

Dh(x1 +a) = h(x2 +b) = Dh(xl) —{—Dh(a) = h(XQ —l—b)
= Dh(xl) = /’l(XQ —I—b) —Dh(a)

= Dp(x1) = h(xa+b) — Dy(a) — h(x2) + h(x2)
olup burada ¢ = h(x2 +b) —h(x2) — Dy(a) alinirsa
Dp(x1) =h(xz) +c¢
elde edilir.

Dp(x2+b)=0 = Dy(x2)+Dp(b)=0

= Dy(x2) = —Dy(b) =d

elde edilir. 7 ideali her derivasyon altinda degismezdir. Dolayisiylac € I ve d € I dur.
Boylece c¢,d € I olmak lizere

0 0

dir. Teorem 4.16 nin ispatinda eger Dj; yerel nilpotent ise ¢ = d = 0 oldugu
gosterilmigti. Buradan

) o
Dh<x1>:<h<x2>+c>a—2+da—2 = h(x2)+c = h(x)

olup
Dh(xl) :h(X2+b)—Dh(a) = Dh(a) :h()Q—f—b)—Dh(xl)
= Dh(a) = ]’Z(XQ + b) — h(XQ)

bulunur. Boylece

0
Dh = ]’l(xz)a—xl

dir. Eger h, n dereceli bir polinom ise deg Dj, = n — 1 ve Lemma 4.4 ten her f € P
icin

degD(f) <n—1+degf
dir. h=xolsun. O zaman Dy (a) = h(xp+b) —h(x2) =x2+b—x2 = b dir. Bu nedenle
degb <dega dir. Eger Dj 1n tanimindaki x| ve x; yi yerdegistirirsek dega <degb de

alabiliriz.
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a = b = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun icin a # 0 ve b # 0 oldugunu

varsayalim. dega =degb ve a,b € I oldugundan dega =degb > 2 dir. h = x* alahm.

O zaman
Dy(a) = h(xa+b)—h(xp)
= (n+b)*—(x)’
= (X2)2+2X2b+b2—<.x2)2
= 20nb+b?
ve

deg(2x2b +b*) < 1 +dega

dir. Bu nedenle degb > 2 ve degx; = 1 oldugundan dega+ 1 > 2degb dir. dega =degb
oldugundan dega + 1 > 2dega dir. Buradan dega < 1 c¢eliskisi elde edilir. Boylece

a =0 ve b = 0 bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.19 @, K{xj,x2} nin herhangi bir otomorfizmi olsun. O halde her otomor-

fizm tame oldugundan 0 # o € K icin

(p({x1 ,)Q}) = OC{xl ,)Q}

dir.

Boylece K{x1,x,} nin her otomorfizmi bir skaler faktore gore {x1,x,} yi korur. Bu
sonucun bir benzeri serbest asosyatif cebirler icin de dogrudur. Yani K < x1,x; >
serbest asosyatif cebirin her otomorfizmi [x,x;| komutatoriinii bir skaler ¢carpana gore
korur. Buna ek olarak K < x1,x, > cebirinin [x1,x;] komutatoriinii koruyan her endo-
morfizmin bir otomorfizm oldugunu séyleyen teorem komutator test teoremi olarak

bilinir [28].

Problem 4.20 Karakteristigi 0 olan bir cisim iizerindeki K{x;,x;} serbest Poisson

cebirinin {x;, x>} elemanini koruyan her endomorfizmi bir otomorfizm midir?

Problem 4.20 nin olumlu cevabi, K[xj,x;] i¢in Jacobian varsayimini gerektirdigini

not edelim.

41



K < x1,x2 >, x1 ve xp tarafindan iiretilen serbest asosyatif cebir olmak iizere
AutK[xy,xp] = AutK < x1,xp >
oldugu iyi bilinir [13, 16].
Sonuc¢ 4.21 K, karakteristigi O olan bir cisim olsun. O zaman
Aut K[x1,x] =2 Aut K < x1,xp >= Aut K{x1,x2}
dir.

Bu izomorfizm Aut K{x;,x,} grubunun altgruplarinin serbest amalgamasyon ¢arpimi

olarak bir temsile sahip oldugunu gosterir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada Bergman’in Merkezleyen Teoremi, karakteristigi O olan bir cisim
tizerindeki Poisson cebirleri i¢in incelenmis ve bu teoremin Poisson cebirleri icin de
gecerli oldugu gosterilmistir. Ayrica karakteristigi O olan bir cisim iizerindeki iki
degiskenli bir Poisson cebirinin otomorfizmlerinin tame ve yerel nilpotent derivasy-

onlarinin tiggenlestirilebilir oldugu ispatlanmustir.

Polinom cebirleri, serbest birlesmeli cebirler ve serbest Lie cebirlerinin yapisi
hakkinda bilinen bircok sonu¢ olmasina ragmen bu cebirler ile ¢ok yakindan
baglantili olan serbest Poisson cebirleri ile ilgili ¢cok fazla ¢alisma bulunmamak-
tadir. Bu nedenle Poisson cebirleri ile ilgili ¢oziilmemis daha bir ¢cok soru bulun-
maktadir. Ornegin n degiskenli Poisson cebirlerinin otomorfizmlerinin tame olup
olmadig1 sorusu bunlardan biridir. Uzerinde calisilan bir kag agik problem asagida

belirtilmistir.

Problem 5.1 Tek bagintiya sahip Poisson cebirlerinde kelime probleminin

coziilebilir olup olmadigina karar verilebilir mi?

Problem 5.2 Eger K karakteristigi O olan bir cisim ise, o zaman P < X1,X2,...,X, >
nin f ve g elemanlarinin serbest olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul [f,g] = 0 olmasi

midir?

Problem 5.3 Bir serbest Poisson cebirinin sonlu elemanlarindan olusan bir

kiimesinin serbestligi algoritmik olarak taninabilir mi?
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