FEN BILIMLERI ENSTITULERI
ORTAK YUKSEK LiSANS PROGRAMI

YUKSEK LiSANS TEZi

*****
Ramazan YILDIRIM
<
*i
. . . o . . *
ANIZOTROPIK ISI ILETIM PROBLEMININ *,

PSEUDOSPEKTRAL CHEBYSHEV YONTEMI ILE
SAYISAL BENZETIiMI

MATEMATIK ANABILIM DALI

DSMANIYE - 2018




FEN BILIMLERI ENSTITUSU
ORTAK YUKSEK LISANS PROGRAMI

ANIZOTROPIK ISI ILETIiM PROBLEMININ
PSEUDOSPEKTRAL CHEBYSHEYV YONTEMI ILE
SAYISAL BENZETIMIi

RAMAZAN YILDIRIM

MATEMATIK
ANABILIM DALI

OSMANIYE
OCAK 2018



TEZ ONAYI

ANIZOTROPIK ISI ILETIM PROBLEMININ PSEUDOSPEKTRAL
CHEBYSHEV YONTEMI ILE SAYISAL BENZETIMIi

RAMAZAN YILDIRIM tarafindan  Yrd. Dog. Dr. Durmus
YARIMPABUC  damgsmanliginda, Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bi-
limleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dali’nda hazirlanan bu calisma, asagida
imzalar1 bulunan jiiri iiyeleri tarafindan oy birligi/¢coklugu ile Yiiksek Lisans Tezi
olarak kabul edilmistir.

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Durmus YARIMPABUC e,
Matematik Anabilim Dali, OKU

Uye: Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM e,
Matematik Anabilim Dali, KSU

I"Jye: Yrd.Do¢.Dr. Baran AYDIN
Insaat Miihendisligi Anabilim Dali, Adana BTU

Yukaridaki jiiri karar1 Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Yonetim Kurulu'nun ....... oeviid ... tarth ve .....cccoeeeee. oovoeans sayili karann ile
onaylanmustir.

Dog. Dr. Coskun OZALP s
Enstitii Miidiirii, Fen Bilimleri Enstitiisii

Bu tezde kullanilan ozgiin bilgiler,sekil,cizelge ve fotograflardan kaynak gostermeden alinti
yapmak 5846 sayili  Fikir ve Sanat Eserleri Kanunu hiikiimlerine tabidir.



TEZ BILDIiRIMIi

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davramis ve akademik kurallar cercevesinde
elde edilerek sunuldugunu, bu calisma sonucunda elde edilmeyen her tiirlii bilgi
ve ifade i¢in ilgili kaynaga eksiksiz atif yapildigini  ve bu tezin Osmaniye
Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirlandigini  bildiririm.

RAMAZAN YILDIRIM



OZET

ANIZOTROPIK ISI iLETIiM PROBLEMININ PSEUDOSPEKTRAL
CHEBYSHEV YONTEMI iLE SAYISAL BENZETIMI

RAMAZAN YILDIRIM
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigsman :Yrd. Do¢. Dr. Durmus YARIMPABUC

Ocak 2018, 54 sayfa

Iki boyutlu kararl 1s1 iletim problemi, iki yonde uzay degiskenine bagl 1s1 iletim
katsayis1 ve 1s1 iiretim parametrelerine sahip heterojen bir ortamda en genel sinir
kosullar altinda analiz edilmistir. Sistemi idare eden diferansiyel denklemler, yiiksek
dogruluk derecesinde pseudospektral Chebyshev yontemi kullanilarak sayisal olarak
coziilmiistiir. Sayisal yontemin dogrulugunu test etmek i¢in, problemi modelleyen
diferansiyel denklemin bir yonde uzay degiskenine bagl basit 1s1 iletim katsayis1 ve
151 liretim parametreleri icin hem kapali form analitik ¢6ziimii hem de sayisal ¢oziimii
elde edilmis. Sonuglarin yiiksek hassasiyet altinda Ortiistiigli gosterilmistir. Sonug
olarak bu yontemin bu tiir problemleri ¢ézmek icin basit ve etkili bir yontem oldugu
gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Anizotropic Is1 Transferi, Degiskenlerine Ayirma YOontemi,
Pseudospektral Chebyshev Yontemi



ABSTRACT

NUMERICAL SIMULATION OF ANISOTROPIC HEAT TRANSFER PROBLEM
BY PSEUDOSPECTRAL CHEBYSHEV METHOD

RAMAZAN YILDIRIM
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist. Prof. Dr. Durmus YARIMPABUC

January 2018, 54 pages

The two-dimensional steady-state heat transfer problem is analyzed under the most
general boundary conditions in a heterogeneous medium with heat transfer coeffi-
cient and heat generation parameters depending on the space variable in two direc-
tions. The governing equation of the system is solved numerically by using the pseu-
dospektral Chebyshev method with high accuracy. In order to test the accuracy of the
numerical method, both the closed form analytical solution and the numerical solu-
tion of the differential equation are obtained for the simple heat transfer coefficient
and heat heat generation parameters depending on the space variable. It has been
shown that the results are overlap under high accuracy. As a result, it is shown that
this method is simple and effective and can be easily applied to such problems.

Key Words: Anisotropic Heat Transfer, Method of Separation of Variables, Pseu-
dospectral Chebyshev Method
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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151 transfer katsayisi

Ortam sicaklig1



1. GIRIS

Herhangi bir ortamda veya iki madde arasinda sicaklik farkinin oldugu her yerde
1s1 tranferi gerceklesir.  Bu 1s1 transferin matematiksel olarak modellenmesi,
giinlimiiz teknolojisi g6z 6niinde bulunduruldugunda olduk¢a 6nemli bir konu oldugu
anlasiliyor. Is1 transferinin endiistrideki yerini, belirli sicaklik farkindan dolay1 birim
zamandan transfer edilen 1s1 miktarinin arastirilmasi olusturur. Bircok sistemin en
yiliksek verimde ve giivenilir bir gsekilde caligsabilmesi bu problemin ¢oziimii ile
miimkiindiir. Buhar kazanlari, niikleer santraller, yogusturucular, buharlastiricilar,
pompalar, 1s1 degistiricileri, kazanlar gibi parcalarin iiretimi 1s1 transferinin énemini
ve gerekliligini gosterir. Ayrica gaz tiirbiinleri, jet motorlarinin imalati, sogutma
sistemleri gibi prosesleri anlamak icin 1s1 transferi bilgisi gerekir. Is1 transferi
miihendisligin her dalinda giiniimiizde 6nem kazanmigtir. Is1 transferinde kullanilan

kanunlar sunlardir:

e Termodinamigin 1. kanunu
e Termodinamigin 2. kanunu

e Kiitlenin korunumu kanunu.

Termodinamigin 1. kanunu “enerjinin korunumu’ olarak da bilinir. Bu yasaya gore:
Bir sistemin i¢ enerjisindeki degisim miktari, o sisteme ilave edilen 1s1 miktar1 ile
sistemin cevresine uyguladigi 1s1 arasindaki farka esittir. Termodinamigin 2. ka-
nununa gore, ortamlar arasinda sicaklik farki bulundugunda, 1s1 yiiksek sicakliktan
diisiik sicakliktaki ortama dogru geger. Is1 gegisi ortam sicakliklarindaki farka bagl
oldugu kadar, ortam ve yiizeylerinin 6zelliklerine de baghdir. Kiitlenin korunumu ka-
nununa gore kiitle vardan yok, yoktan var olamaz; yani kapali bir sistemde degisimler

ve tepkimeler ne olursa olsun kiitlenin degismeyecegini korunacagini ifade eder.



1.1 Is1 Transferi

Cisimlerde 1s1 transferi iletim, taginim ve 1ginim(radyasyon) olmak iizere ii¢ sekilde

olur.

1.1.1 T1letim ile 1s1 transferi

Bir ortam (kati, sivi, gaz) icerisinde bulunan bolgeler arasinda veya dogrudan
dogruya temas halindeki ortamlar arasinda atomlarin dogrudan dogruya temasi
sonucu meydana gelen 1s1min gecisidir. Iletim ile 1s1 transferi atomik ve molekiiler
diizeyde hareketler ile iligkilidir. Katilarda bu hareket titresim seklide gergeklesirken,
stvi ve gazlarda molekiillerin rastgele hareketlerle birbirleri ile ¢arpigsmasi sonucu
gerceklesir. Iletim ile birim zamanda transfer edilen 1s1 miktarini hesaplamak igin

Fourier kanunu kullanilir.

1.1.1.1 Is1iletim katsayisi

Is1 iletim katsayis1 bir maddenin 1s1y1 gecirmeye olan yatkinligim1 gostermektedir.
fletim ile gecen enerjinin bir gostergesi olarak da kabul edilebilir ve maddenin hali
ile ilgili atomik, molekiiler ve fiziksel yapiya baghdir. Bu katsay1 en yiiksek degeri
katilarda alirken en diisiik degeri gazlarda alir. Cizelge 1.1’de bazi maddelerin 1s1

iletim katsayis1 verilmistir.



Cizelge 1.1 Bazi1 maddelerin 1s1 iletim katsayilari.

Malzeme Ist Tletim Katsayis1 W/(m.K)
Saf Metaller 40-400
Alagimlar 20-200
Metal Olmayan Katilar 0.03-3
S1vi metaller 10-100
Su 0.5-0.7
Yaglar 0.1-1
Gazlar 0.002-0.2

Is1 iletim katsayisinin degeri sicakligin degismesiyle degiskenlik gosterir. Metallerin
151 iletim katsayiri yiiksektir ve sicaklik artik¢a 1s1 iletim katsay1 lineer olarak azalir.
Gazlarda ise sicaklik artikga 1s1 iletim katsay1 lineer olarak artar. Su ise ¢an egrisi
seklide hareket eder. Is1 iletim katsayinin 1s1 akisina etkisi ise

i

_q
=37 Jox (1.

bagintisi ile verilir. Yani, belirli bir sicaklik gradyanti i¢in iletimle 1s1 akisi; 1s1 ile-
tim katsayisinin artmasi ile artmaktadir. Malzemenin homojen ve izotropik oldugu,
basin¢in cok yiiksek olmadigr durumlarda ise k degeri sadece sicakligin bir fonksiy-
onu olarak alinabilir Ayn1 zamanda 1s1 iletimi sirasinda, malzeme igerisinde sicaklik

gradyanti ¢ok degismiyorsa ortalama bir deger ile k degeri sabitlenebilir

1.1.2 Tasinim ile 151 transferi

Akigkan bir yiizey ile sabit bir yiizey arasinda gerceklesen 1s1 transferine taginim
ile 1s1 transferi denir. Bu transfere kalorifer petegi ile akiskan olan hava akimi
arasinda gerceklesen 1s1 aligverisi 6rnek verilebilir. Akiskanlarda taginim iki sekilde
gerceklesebilir.  Akma ve yogunluk farkliligindan dogan yer degistirme sonunda

olusabilir; yogunlugun farklilagsmasi, akigskan i¢inde sicaklik dalgalanmalarina yol



acar ve “dogal taginim” denilen olay ortaya ¢ikar. Dogal tasimima kalorifer petegi
ve sobalar ornek verilebilir. Akimin hareketi, fan, riizgar veya bir pompa gibi
yontemlerle kontrol edildiginde akiskan yogunluk dalgalanmalarindan etkilenmez;
bu durum “zorlamali tasinim” olay1 olarak adlandirilir. Isitilan bir borudan akan
akigkana 1s1 aktarilmasi bu tiir bir tasinimdir. Aymi akigskan i¢inde iki tip kuvvet

pespese etkili olabileceginden, dogal ve zorlamali taginim birarada bulunabilir.

1.1.3 Isimim ile 1s1 transferi

Biitiin maddeler elektromanyetik dalgalar yayarlar. Isinin bu yolla alinmasina veya
verilmesine 1s1n1m ile 1s1 tranferi denir. Elektromanyetik dalgalar uzay boslugundan
gecerken hi¢ bir degisime ugramadan yoluna devam eder; fakat yoluna bir madde
cikarsa bu dalgalarin bir kism1 yansir ve gecer, bir kismi1 ise sogurulur. Istya donen
kisim sadece sogurulan dalgalardir. Mat veya siyah yiizeyler elektromanyetik dal-
galar1 genelde sogurularak 1s1ya cevirirler. Parlak yiizeyler ise bu dalgalar1 daha ¢ok

yansitirlar.

1.2 Is1 Transfer Rejimleri

U

Is1 transferi sicakligin zamana gore degistigi ve sabit kaldigi durumlar olmak iki lizere
ikiye ayrilir. Bunlar, siirekli ve zamana bagh rejim olarak adlandirilir. Bir sistem
icerisinde sicaklik zamana bagli degismiyorsa yani zamanla sabit kaliyorsa i¢ enerji
degisimi ve yapilan is sifirdir. Bu tiir sistemlere siirekli rejim denir. Eger sistem
icerisinde sicaklik her hangi bir noktada zamana gore degisiyorsa 1s1 transferi zamana
baglidir denir. Zamana bagli 1s1 tranferinde sicaklik peryodik olarak degisiyorsa buna
peryodik 1s1 tranferi denir. Eger sistem belirli bir siire bekledikten sonra siirekli rejime
geciyorsa buna gecici rejim denir. Sicaklik zaman bagh rasgele deger aliyorsa gelisi

giizel yada zamana bagli rejim denir.



1.3 Literatiir Ozeti

Malzeme ozellikleri yonlere gore farklilik gosteren malzemelere anizotropik
malzemeler denir. Bu tip malzemeler, kristaller, ahsap, tortul kayaglar, 1sitnmaya
maruz kalmis metaller, lamine levhalar, kablolar, 1s1 yalitm malzemeleri fiber
takviyeli kompozit yapilar gibi dogal ve sentetik olabilirler. Isil iletkenlik gibi
malzeme Ozelliklerinde meydana gelen lokasyona bagli de8isim de anizotropik
malzemelere Ornek olarak verilebilir. Bu durumda sistemi idare eden diferansi-
yel denklemler, degisken katsayili olarak olusurlar. Analitik ¢oziimii miimkiin ol-
mayan bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in lineerlestirme gibi denklemleri
basitlestirici varsayimlar yada 1s1l iletkenliginin degisiminin az oldugu durumlarda
sabit 1s1 iletkenligi alinarak ¢oziimler yapilir. Ancak malzemenin 1s1l iletkenligi,
malzeme boyunca yer degisikligi ile biiyiik 6lciide etkileniyorsa ¢6ziimde hatalar or-
taya cikmaktadir. Bu nedenle, bu tiir problemlerde sicaklik dagiliminin modellen-

mesinde sayisal olarak hesaplama kacinilmaz olur.

Iki boyutlu kararli 1s1 transfer problemlerini ¢ozmek icin literatiirde cesitli yontemler
mevcuttur. Bunlar icinde en yaygin kullanilan yontemler; sonlu fark yontemi [1] ile
sonlu elemanlar yontemi’dir [2]. Sonlu elemanlar yontemi, 1s1 transfer problemlerinin
¢cOziimiinde kullanilan en yaygin yontemdir. Bu yontemin en biiyiik avantaji, diizensiz
geometrileri isleme yetenegidir ve boyutun bolge ilizerinde degistirilebilir olmasidir.
Ancak yiiksek hassasiyet i¢in, kullanilan nokta sayisinin ¢ok fazla arttirllmasi gerek-
mektedir. Bu tiir analizlerde kullanilan diger bir yontem de sinir eleman1 yontemi’dir
[3]. Bu yontemde sayisal ¢6ziim, problemin boyutunun azaltilmasi ile gerceklestirilir.
Boylece problem daha az boyutla ele alinabilir. Dolayisi ile diger yontemlerle ayni
seviyede dogruluk elde etmek icin BEM daha az sayida diigiim noktas: ve eleman

sayis1 kullanir.

Hsieh ve Ma [4] ile Ma ve Chang [5] calismalarinda orijinal anizotropik problemi,
ayni1 geometrik konfigiirasyona sahip esdeger bir izotropik probleme doniistiirmek
i¢cin dogrusal bir doniisiim kullanarak anizotropik bir ortam i¢in 1s1 iletim probleminin

analitik bir ¢oziimiinii gelistirmislerdir.



Stireksiz sinir elemanlarinin  siirekli smir elemanlar1 {izerindeki dogrulugunun
gelistirilmesi sayisal olarak Mera vd. [6], Florez ve Power [7] ile Tadeu ve Anto-

nio [8] tarafindan ele alinmigtir.

Anizotropiklik, 1s1 iletimi sabitlerinin sayisini arttirmakta ve bu da temel ¢coziimlerin
tiiretilmesini homojen bir durumda bile zor hale getirmektedir. Wang vd. [9] izotropik
ve anizotropik materyallerde keyfi olarak uzaysal olarak degisen termal iletkenlikle
kararli durumdaki 1s1 iletim problemlerini ¢c6zmek icin, standart Laplace operatorii
ve radyal taban fonksiyonlarina (RBF) dayal1 yeni bir agsi1z yontem gelistirmiglerdir.
Sladek vd. [10] iki boyutlu anizotropik fonksiyonel derecelendirilmis malzemede
kararl1 ve gecici 1s1 iletim problemlerini ¢ozmek i¢in yerel PetrovGalerkin’e dayali
orgiistiz yontemi kullanmislardir.  Anizotropik 1s1 iletimi problemlerinin analitik
coziimii i¢in birgok ¢aligma yapilmistir. Anisotropik ozelliklere sahip ince tabaka
ortami ve cok katmanli ortam i¢in 1s1 iletim problemlerini ¢6zmek i¢in dogrusal bir

koordinat doniisiimii kullanilmistir [11-16]

Cok boyutlu ve ¢ok katmanli gévdede temas direncinin kararli durum sicakligina etk-
isi Haji-Sheikh vd. [12] tarafindan arastirilmistir. Bununla birlikte, analitik ¢oziimler
ozellikle ¢cok karmasik geometrilerde 6zel veya basit durumlarla sinirh kalmistir. Cok
boyutlu ve ¢ok tabakali anizotropik 1s1 iletim problemini ¢dzmek i¢in sinir elemani
yonteminde (BEM) dogrudan koordinat doniistiirme yontemi uygulanmustir [13]. Bu
yaklasimin avantaji, anizotropik problemler izotropik potansiyel teorisi kullanilarak
sonlu fark yontemi veya sinir eleman1 yontemi gibi mevcut olan herhangi bir sayisal
yontemle kolaylikla ¢oziilebilmesidir [14-16]. Bununla birlikte, kararli durum i¢im

Fourier 1s1 iletimi daha 6nce [13-16] ele alinmugtir.

Bu calismada, en genel sinir kosulalanlarina sahip, 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1
iretiminin bir veya iki uzay degiskenleri yoniinde degistigi kabul edilen anisotropik
iki boyutlu 1s1 transfer probleminin analitik ve sayisal ¢oziimii ele alinmigtir. Is1
iletim katsayis1 ile hacimsel 1s1 iiretiminin degisken olmasi sistemi idare eden di-
feransiyel denklemlerin degisken katsayili olmasina sebep olmaktadir. Doalyisi ile

sinirlt durumlarda analitik ¢6zlim yapilabilmektedir. Bu ¢alismada ii¢ farkli durum

incelenmistir. Birinci durumda, 1s1l iletkenlik ve hacimsel 1s1 liretiminin bir ve ayni



ey

uzay degiskeni yoniinde kuvvet kurali ile degistigi varsayilmaktadir. Bu durumda
analitik ¢6ziim miimkiindiir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu bu durum i¢in test edilmis
ve sonuclarin ortiistiigii gozlemlenmistir. Ikinci durumda, 1s1l iletkenlik ve hacimsel
151 iretimi iki uzaysal yoniinde kuvvet kurali ile degistigi kabul edilmis, pseudospek-
tral Chebyshev yontemi ile ¢oziim yapilmistir. Uciincii durumda, 1s11 iletkenligin ve

hacimsel 1s1 iiretiminin iki uzamsal yonde keyfi olarak degistigi durum sayisal olarak

cOziilmiigtiir.



2. TEMEL FORMULASYON

Is1 iletim denkleminin elde edilmesi ve ¢oziimlenmesindeki asil amag, herhangi bir
sistemin sinir kosullarin1 kullanarak o sistemin sicaklik dagiliminin nasil oldugunu
belirlemektir. Yani sistemin i¢ bolgesindeki sicaklik degerlerini belirlemektir. Bu
degerlerin bilinmesi giiniimiiz teknolojisinde biiylik 6nem arz eder. Is1 denklemi-
nin olusturulmasinda enerjinin korunumu ilkesi kullnilacaktir. Bagka bir deyisle be-
lirlenen bir kontrol hacmi icerisindeki i¢ enerji degisimi o hacime giren ve cikan
enerji farkina esittir. Bu esitlikten yararlanarak 1s1 iletim denklenklemi olusturulur.
Sicakligin zamanla degistigi , i¢inde kiitlesel hareket olmayan ve cisim icerisinde 1s1
kaynaginin oldugu 7 (x,y,z) sicaklik dagiliminin ii¢ boyutlu kartezyen koordinat ek-

sen takiminda gosterildigi homojen bir ortam ele alinsin.

Qy+dy

Qxtdx

Gy —

/ Garerici = qdxdydz
dx

Qz+dz

qy

Sekil 2.1  Ug boyutlu 1s1 iletim analizi i¢in diferansiyel hacim

x,y ve z eksenleri lizerindeki kontrol yiizeylerinin her birine dik, 1s1 iletimi sirasiyla gy,

gy Ve q; terimleri ile gosterilir. Karg: yiizeylerdeki 1s1 iletimi ise yiiksek mertebeden



terimlerin atildig1 Taylor seri a¢ilimu ile ifade edilir.

0gx

Gx+dx = gx+ gdx (2.1)
dgq

Qy+dy =Gy + a—yydy 2.2)
0

Goraz =Gz + 5 2:3)

Sozel olarak, x + dx’deki 1s1 iletimi, x’teki deger ile dx uzunlugundaki degisimin
toplamu olarak verilmektedir. Ortam i¢inde 1s1l enerji tiretimi ile ilgili olarak enerji

kaynagi terimi de vardir. Bu terim asagidaki gibi gosterilir.

Ejretilen = gdxdydz (2.4)

Burada ¢ ortamin birim hacimdeki, birim zamanda iiretilen 1s1l enerji (W /m?)
miktaridir. Ayrica kontrol hacmine malzeme tarafindan depolanan 1s1l i¢ enerjide
degisimler olabilir. Malzemede bir faz degisimi olmuyorsa gizli 1s1 etkileri yoktur ve

enerji depolama terimi,

oT
Edepolanan =pcp adxdydz 2.5)

olarak yazilir. Burada pcp%—z ortamin 1s1l enerjisinin birim hacimde birim zaman-
daki degisimi olup p ve c, sirasiyla yogunluk ve 6zisiy1 ifade etmektedir. Enerji

korunumunun yasasindan

Egiren + Eijretilen — cikan — Edepolanan (2.6)

denklemi yazilir. Yukaridaki ifadeler birlestirilip yerine yazilirsa



) oT
Gx +qy + q; + qdxdydz — Gxiax — Gy+dy — Gz+dz = PCp gdxdydz 2.7)

0 0 0 oT
= gy T gy — T gt gdxdydz = pey=—dxdydz (2.8)
ox dy 0z ox

bulunur. Fourier Denklemine gore:

oT

qx = —kdydz—— (2.9)
ox
oT

qy = —kdxdza—y (2.10)
oT

qz = —kdxdy—~ (2.11)
0z

ifadeleri denklemde yerine yazilir ise kartezyen koordinatlarda 1s1 denklemi

o (, dT d (. dT o (. dT oT

— | k== — | k= = | k== ] = - 2.12

ax( ax)+ay< 8y)+az< az>+q Pery, (212)

esitligi ile bulunur. O halde Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin iki yonde

uzay degiskenine bagli, iki boyutlu karal1 1s1 denklemi

d oT d oT

— |k — —(k — 1=0 2.13
ax( (x,y)ax>+ay( (x,y)ay)ﬂ] (2.13)
seklinde elde edilir.

2.1 Problemi idare Eden Denklem

Bu calismada, iki yonde uzay degiskenine gore keyfi olarak degisen 1s1 iletim kat-

sayisi ile hacimsel 1s1 iiretim parametrelerine sahip diizgiin hacimsel bir oranda

10



dikdortgesel bir bolgedeki iki boyutlu kararli 1s1 iletim problemi ele alinmigtir. Sis-

temin geometrisi Sekil 2.2 de gosterilmistir.

q—» amx.y)
k(x.y) \

T(L,y)=G(y)

0 / L

T(x,0)=F(x)

Sekil 2.2 Dikdortgesel bir bolgedeki (L x W) iki boyutlu kararli 1st iletim probleminin

geometrisi.

Sistemi modelleyen ikinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan kismi di-

feransiyel denklem [17]

d oT d oT
a (k(xay)$> +a_y (k(xay)a_y) = _Q(xay) (0 <x<L, 0<y< W) (2.14)

homojen olmayan en genel sinir kosullari ile birlikte

%_i (0,y) = k(g?y); T(L.y) = G(y),

S W) = — = [T(x W)~ T.] (2.15)

seklinde verilir. Burada T'(x,y), k(x,y), q(x,y), qg, h ve T, sirasi ile iki boyutlu

sicaklik fonksiyonu, 1s1 iletim katsayisi, hacimsel 1s1 iiretim parametresi, yiizey 1s1

11



akist, 181 transfer katsayisi ve ortam sicakligini gostermekde ve F(x) ve G(y) ise keyfi
secilebilen tek degiskenli fonksiyonlar1 ifade etmektedir. Bu c¢alismada, 1s1 iletim
katsayis1 ile hacimsel 1s1 iliretim parametresinin bir veya iki uzay degiskenine gore

degistigi durumlarda sicaklik dagilimi iki boyutlu kararl bolgede ele alinacaktir.

Durum-1: Ist iletim katsayis1 ile hacimsel 1s1 iiretiminin (Sekil 2.3) bir uzay

degiskenine

k(y) = koe YW, g(y) = goe YW (2.16a)

Sekil 2.3 Bir yonde degisen 1s1 iletim katsayis1 ile hacimsel 1s1 iiretimi (Y = 0.5)

eksponansiyel bir bagint1 ile bagli oldugu durum ele alinacatir. Bu sekildeki degisim
icin diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii mevcuttur. Sayisal yontemin dogrulugu

bu durumda incelenecektir.

Durum-2: Is1 iletim katsayist ile hacimsel 1s1 iiretiminin (Sekil 2.4) iki uzay

degiskenine

k(x,y) = koe®Le W, q(x,y) = goePle "W (2.16b)

12



Sekil 2.4 Iki yonde degisen 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretimi (L=W =1, o =

2, B=4, y=0.5,k,=0.2, g, = 5000)

eksponansiyel bir baginti ile bagl oldugu durum ele alinacatir. Bu sekildeki degisim
icin diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii miimkiin ancak birinci duruma gore
biraz daha karmagiktir. Sistemin ¢6zliimii pseudospektral Chebyshev yontemi ile

yapilacaktir.

Durum-3: Is1 iletim katsayis1 ile hacimsel 1s1 iiretiminin (Sekil 2.5) iki uzay
degiskenine gore keyfi olarak degistigi karmasik durum ele alinacatir. Bu sekildeki
degisim icin diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii mevcut degildir. Onceki du-

rumla benzere sekilde ¢oziim pseudospektral Chebyshev yontemi ile yapilacaktir.

o=t (7)1 e =a (-0 GV (13) e

13



a(x,y)

5000

5000

4000

3000

2000

1000

Sekil 2.5 Iki yonde degisen 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretimi (L =W =1, o =

2, y=0.5, k, = 0.2, g, = 5000)

Burada k, ve g, sirasiyla ortam sicakligindaki (7 ) 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1
tiretimini ifade etmektedir. a, B ve yise 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin

homojenite katsayilarim1 gostermektedir.

Sistemin ¢Oziimiinii basit bir sekilde okuyucuya aktarabilmek i¢in analitik ¢oziimiin
de miimkiin oldugu, 1s1 iletim katsayis1 ile hacimsel 1s1 iiretiminin bir uzay
degiskenine gore degistigi kabul edilsin (Durum-1). Bu durumda sistemi idare eden

sabit katsayili kismi diferansiyel denklem

T yoT aZ_T_ 9o

_——— = - 0 L, 0 w 2.17
2 Way+ay2 L 0O<x<L, 0<y<W) (2.17)

seklinde elde edilir. Bu kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii sayisal olarak da elde

dileceginden daha dogru sonuglar bulmak i¢in boyutsuzlastirma yapilir.

y T -1,
2 Q= "= 2.18
3 W T T. (2.18)

boyutsuzlastirma parametreleri kullanilarak diferansiyel denklem boyutsuzlastirilirsa,

(2.17) kismi diferansiyel denklemi

14



0’0 0°0 00
8_172_02y¥+cz@+d:0 O<n<l1, 0<&E<) (2.19)

formunu alir. Burada

L o2
SR o — (2.20)

d boyutsuz hacimsel 1s1 iiretim parametresini ifade etmektedir. Benzer sekilde sis-

temin sinir kogsullart (2.15) boyutsuzlastirma parametreleri (2.18) kullanilarak

00

%(0,5) = —aey‘g; 9(175) = G(é):

0(n.0) = F(1): g—gm,u — B, 1) @21

seklinde elde edilirler. Burada

Bi=—, a=—7r—"———. (2.22)

a ve B; sirasiyla boyutsuz 1s1 akisi ile Biot sayisin1 gostermektedir. Biot sayisi, bir
katinin 1s1l direncinin sinir tabakadaki 1s1l direncine orani olarak ifade edilir. Dolayis1

ile Biot sayis1 biiyiidiik¢e 1s1 gecisi azalir.

Bu calismada en genel homojen olmayan sinir kosullar1 ve iki boyutlu 1s1 iletim
denkleminin analitik ¢6zlimiiniin hangi durumlarda miimkiin oldugu arastirilmistir.
Sayisal ¢oziimiin dogrulugunu test etmek i¢in, analitik ¢6zlimiin miimkiin oldugu
durumda pseudospektral Chebyshev yontemi ile ¢oziim yapilarak karsilagtirmalar
yapilmistir. Analitik ¢oziimiin miimkiin olmadig1 durumlar da ise sicaklik dagiliminin
degisen Biot (B;), boyutsuz 1s1 akisi (a) ve boyutsuz hacimsel 1s1 iiretim parametre (d)
degerleri i¢in ¢oziimleri sicaklik dagiliminin bilinmedigi & = 1 ve n = 0 cidarlarinda

pseudospektral Chebyshev yontemi ile elde edilmistir.

15



2.2 Degiskenlerine Ayirma Yontemi

Analitik ¢coziim sabit katsayili veya esboyutlu 6zel kismi diferansiyel denklemler icin
en az bir yonde homojen sinir kosullar1 altinda degiskenlerine ayirma yontemi ile
bulunabilir. Ik durum icin elde edilen kismi diferansiyel denklemin (2.19) sir
kosullar1 (2.21) en az bir uzay degiskeni yoniinde homojen degildir. Bu durumda
kismi diferansiyel denklemde en azindan bir yonde homojen sinir kosulu elde ede-

bilmek i¢in boyutsuz sicaklik dagihimi 6(n, &) ii¢ par¢aya boliiniir.

9(7176):91(77)+92(77»€)+93(7775) (2.23)

(2.23) denklemi boyutsuz sicaklik dagilim denkleminde (2.19) yerine yazilip anali-
tik ¢6zlimiin miimkiin olacag1 sekilde hem kismi diferansiyel denklem hem de sinir
kosullar1 diizenlenirse asagidaki sekilde ii¢ parcaya ayrilabilir:

d?e,
T —d 2.24
an? (2.24)

do,

an©=0 a)=0

a6,

an (0:8)=—ac®: 6:(1,8) = G(¢) (2.25)

0’635, 063 ,0°63
8_172_C 7¥+C W—ﬁ(n,é)

063 . _

W(o,g) —0: 05(1,&) =0, (2.26)
065

63(n,0) = f2(n); g(n,l)%@ﬁs(n,l):fa(n)

16



Burada, diferansiyel denklemlerin diizenlenmesi sonucunda ortaya ¢ikan

_d%6 0?6, , 06, ,03%6,
fl(n,é)——d—nz— —W+C ?’E—C@
f(n) = f(n)—6i(n) —6:(n,0) (2.27)
06,

f3(n) =—€"B;[6;(n) + 62(n,1)] — g(n, 1)

fonksiyonlar1 8y (1) ve 6,(n, &) bagh olarak bulunurlar. 8;(n) igin elde edilen ikinci
mertebeden homojen sabit katsayili adi diferansiyel denklemin (2.24) ¢6ziimii, sinir
kosullar1 da kullanilarak asagidaki sekilde edle edilir.

d , d

01(n) = ~Silhdles" (2.28)

1 —yoniindeki sinir kosullarim (2.25) saglayacak sekilde 6,(n,&) igin ¢oziim tek
tiirlii degildir. Ornegin, G(1) = 0 kosulu altinda 6,(7, &) icin

6>(1,E) = —ae’n +n> [G(é) +aeY‘3] (2.29)

¢Ozlimii secilebilir.  Bu c¢oziimiin simir kosullarim1 (2.25) sagladigi kolayca

gosterilebilir.

Degiskenlerin ayrigtirilmasi sonucunda 653(n,&) i¢in elde edilen kismi diferansiyel
denklemin sinir kosullar1 en az bir yonde homojen (2.26) oldugundan, bu denklem
degiskenlere ayirma yontemi ile kolayca ¢oziilebilir. i) yoniindeki 003/91(0,&) =0

sinir kosulundan ¢6ziim Fourier cosiniis serisi cinsinden

[o5)

65(1,&) = Ay (&) cos (%) + Y Au(E)cos (M) (2.30)

n=2

17



seklinde yazilabilir. 1 yoniindeki ikinci siir kosulu, 63(1,&) = 0 kullanilarak da

karakteristik A,, degeri

2n—1)x

M=o n=2345. 2.31)

olarak bulunur. 63(n,&) i¢in dnerilen Fourier cosiniis serisi (2.30), kismi diferansiyel

denklemde (2.26) yerine yazilirsa;

2

n n
AT yAl WA,,} cos (7) + 22
n—=

oo 2
[A;’ — YAl — ngn] cos (A,m) = /i ([3’2’ 5) (2.32)

denklemi elde edilir. Burada ()’, & yoniinde tiirevi gostermektedir. Fourier cosiniis

serisi kullanilarak

2
A= A, = o =5(8) 233)
ve
Al —yA! )LZA =S =2,3,4,5 2.34
n— Y n_ﬁ n— n(§)7 n=2s,5,%49... (2.34)

seklinde sabit katsayili homojen olmayan iki adi diferansiyel denklem elde edilir.

Burada

2 1
S, (E) = T/o fl(gz’g)cos (?) dn (2.35)
sn(g):%/ol fl(gf)cos(xnn)dn, n=2345.. (2.36)

18



seklinde hesaplanir. Bu adi diferansiyel denklemlerin (2.33)-(2.34) ¢oziimleri

Ao(8) = A5(8) +AL(E) (2.37)
A (E)=ANE)V+AP(E), n=2,3,4,5... (2.38)

biciminde olup A?(&) ve A"(&) homojen ¢oziimleri, AP (E) ve AJ(E) ise ozel
¢oziimleri ifade etmektedir. (2.33) denkleminde A, (&) bagimli degiskeni i¢in home-

jen ¢oziim

Al(E) = Clet 4 C2ert (2.39)

seklinde elde edilir, oyleki

YF\ P+
f2 B (2.40)

¢ 2

formundadir. (2.33) denkleminin 6zel ¢oziimii A5 (&), sag taraf fonksiyonu S, (&)
sonlu sayida tiireve sahip ise belirsiz katsayilar metodu ile degilse parametrelerin
degisimi metodu ile ¢oziilebilir. Bu se¢im sinir kosullarindaki G(&) ile F(n) fonksi-

yonlarinin secimine baglidir. Ornegin, bu fonksiyonlar

G(§)=16(E—&%)?, F(n)=4(n—n? (2.41)

biciminde ikinci ve dordiincii dereceden bir polinom olarak secilirse 6zel ¢oziim

Ag(é):Eley‘g—|—E2§4+E3§3+E4§2+E5§+E6 (2.42)
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seklinde olup sonlu tiireve sahiptir. Dolayist ile 6zel ¢oziimii A5 (&) belirsiz katsayilar

metodu ile kolayca ¢oziilebilir. Sonug olarak (2.33) denkleminin ¢oziimii

Ag(E) = CLerob + C2eot + AP (&) (2.43)

formunda olur. Benzer sekilde (2.34) denkleminde A, (&) bagimli degiskeni i¢in

homejen ¢oziim

AMNE)=Clené + s, n=2,3,45... (2.44)

seklinde elde edilir dyleki

42
YT+
A2 p’ (2.45)

" 2

formundadir. Benzer biginde (2.34) denkleminin 6zel ¢oziimii A} (&), sag taraf
fonksiyonu S, (&) sonlu sayida tiireve sahip ise belirsiz katsayilar metodu ile degilse
parametrelerin de8isimi metodu ile ¢oziilebilir. Sonug¢ olarak (2.33) denkleminin

¢Ozimi

An(E) = Cle™ +C2"5 + AL(E), n=2,3,4,5... (2.46)

formunda olur.

& =0 ve & = 1 yoniindeki smir kogullar1 kullanilarak C), Cg, C! ve C? katsayilari,

Fourier cosiniis serisi kullanilarak asagidaki gibi bulunur.

63(n,0) = f2(n) (2.47)
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sinir kosulu (2.30) denkleminde yazilirsa

Ao(0 cos( )+ZA )cos (Aum) = f2(1)

= [Ch+C2+A(0)] cos (] )+Z (G} +C2+A5(0)] cos (2am) = f2(n) (2.48)

Fourier cosiniis serisi kullanilarak

Cl4+C2 =RHS, (2.49)
ve
Cl+C?=RHS, (2.50)

biciminde iki denklem elde edilir. Burada

_2 11 hHm) mn

RHS = |05 cos ( )dn AP(0) 2.51)
2 [t () _

RHSz—T/O g2 cos () dn —AL(0), n=2345.. (2.52)

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde

003

% (n,1)+¢"B;i63(n,1) = f3(n) (2.53)

sinir kosulu (2.30) denkleminde yazilirsa

[AL(1)+e"BiA,(1)] cos (?)—i— y [AL (1) +e"BiA,(1)]cos (A,m) = f3(n)  (2.54)
)

n
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Fourier cosiniis serisi 1 yoniinde elde edilir. Burada A,(1), AL(1), A,(1) ve AL (1)

ifadeleri (2.54) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

T
= Kr},er}’ —|—eyB,~erfl') C)+ (rgerfz’ + eyBier?’) C2+ (APY (1) + eyBiAlo’(l)] cos (%) +

Y (et +etBie) Ch (r2ert + 7B ) G2 (ALY (1) + 7 Bial (1) | cos (21 (2.55)
n=2

Fourier cosiniis serisi kullanilarak

(r},eri + eYB,-e’i) cl+ (r(%e’g +e"Be" ) C2 = RHS; (2.56)
ve
(r,ller’ll + e”B,-er'll> Cl 4+ (r,zler'% +etBie" ) C2 = RHS, (2.57)

biciminde iki denklem elde edilir. Burada

2 1

RHS; =7 | fi;;” cos (%) dn — (APY (1) — ' BiAR (1) (2.58)
1

RHS4:% O f3l§§)cos(znn)dn—(Ag)'a)_eYB,Ag(l), n=234.. (259

bicimde hesaplanir.  (2.49), (2.50), (2.58) ve (2.59) denklemleri kullanilarak
Cl, C2, C! ve C? katsayilari elde edilmis olur. En nihayetinde, iki yonde uzay
degiskenine gore degisen 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretim parametrelerine
sahip diizgiin hacimsel boyutsuz bir dikdortgesel bolgedeki iki boyutlu kararli 1s1 ile-

tim probleminin 1. Durum’a gére analitik ¢oztimii

22



d d
0(n,8) =50+ +—ae*n+n’ (G(&) +ae™] +

Ao (E)cos (7”) + Y Au(E)cos (Aun) (2.60)

seklinde elde edilmis olur.
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3. SAYISAL YONTEM

Bir veya daha fazla bagimsiz degiskene bagl fonksiyonlar ve tiirevlerini tanimlamak
ve tartismak ic¢in matris gosterimi ve terminolojisi daha kullanigh olabilir. Bazi du-

rumlarda, matris gosteriminin ve terminolojisinin kullanilmasi kaginilmazdir.

Pseudospectral yontemlerde, diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde diferansiyel mat-
risin onemli bir yeri vardir. Diferansiyel matris, adi veya kismi diferansiyel denk-
lem veya denklem sistemini hicbir doniisiim yapmadan lineer denklem sistemine
dontigtiiriir. Lineer denklem sistemine doniistiiriilen bu diferansiyel denklem veya
denklem sistemi herhangi bir yontemle, 6rnegin LU ayristirma yontemiyle, kolayca
coziilebilir. Ayrica sinir kosullarin1 bu lineer denklem sistemine entegre etmek

oldukca kolaydir.

3.1 Pseudospektral Chebyshev Diferansiyel Matrisi

Polinom tabanli spektral yotemlerde az sayida nokta kullanarak yiiksek dogruluk
derecesinde ¢oziimler elde edebilmek i¢in, sinir noktalarindaki orgii noktalar1 orta
noktalara gore daha sik olmalidir. O halde bu tanima uyan, yani sinir noktalarinda

daha fazla orgii noktalarina sahip olan

Sekil 3.1 Chebyshev noktalar
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xj:am<§§), j=0,1,2,...N 3.1)

Chebyshev noktalart ( Sekil 3.1) ele alinsin. Bu noktalart kullanilarak Chebyshev

diferansiyel matrisi [18]-[20] asagidaki adimlar takip edilerek kolayca olusturulabilir.

Chebyshev orgii noktalarinda tanimli bir v vektorii ele alinsin. Bu v vektoriiniin ayni

orgii noktalarindaki w tiirevi iki adimda asagidaki sekilde olusturulabilir.

Derecesi N’den kiigiik ve esit olan bir interpolasyon polinomu p(x)

plxj)=vj, 0<j<N (3.2)

seklinde tanimlansin. Bu durumda 6rgii noktalarindaki w tiirevi

wi=p'(xj), 0<j<N (3.3)

seklinde olugsturulabilir. Bu islem lineer oldugu i¢in Orgii noktalarindaki w tiirevi,

(N+1) x (N+ 1) boyutunda bir Dy matrisi ile v vektoriiniin ¢arpimi

w = Dynv 3.4)

olarak yazilabilir. Burada, N keyfi olarak secilebilen pozitif tek veya c¢ift tamsay1
olabilir. Chebyshev diferansiyel matrisinin nasil olusturuldugunu basit bir sekilde
okuyucuya aktarabilmek i¢in oncelikle N = 1 ve N = 2 oldugu durumlar incelenmis,

daha sonra en genel durum ele alinmigtir.

N =1 i¢in interpolasyon noktalari (3.1) kullanilarak xo = 1 ve x; = —1 olarak bulunur.

p(x0) = vo ve p(x1) = vi noktalarini saglayan Lagrange interpolasyon polinomu
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1 1
p(x) = E(l +x)vo + 5(1 —X)vi (3.5)

olarak kolayca yazilabilir. p(x) interpolasyon polinomunun tiirevi alinirsa

1 1

p'(x) = V0= 5V (3.6)

elde edilir. (3.3) ve (3.4) denklemleri kullanilarak 2 x 2 boyutundaki D; Chebyshev

diferansiyel matrisi

1

D) = ? ? (3.7)
2 2

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde, N = 2 icin interpolasyon noktalar1 (3.1) kullanilarak xo = 1, x; =0
ve xp = —1 olarak bulunur. p(xp) = vp, p(x1) =vi ve p(x2) = v, noktalarini saglayan

ikinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomu

p(x) = %x(l +x)vo+ (1 +x)(1 —x)v; + %x(l — X)) (3.8)

olarak kolayca yazilabilir. p(x) interpolasyon polinomunun tiirevi alinirsa
p 1 1
p(x)= x+§ vo—2xvi+ [ x— 5 V) (3.9)

elde edilir. (3.3) ve (3.4) denklemleri kullanilarak 3 x 3 boyutundaki D, Chebyshev

diferansiyel matrisi
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(0+3) —2% (x0-3)
Dy=| (xy+4) —2x (x1—3%) (3.10)
(o+3) —20 (o—j)
biciminde olusturulur. Burada xo = 1, x; = 0 ve xp = —1 degerleri yerine yazilirsa
Chebyshev diferansiyel matrisi
3 1
7 72 3
Dy=| 1 o -1 (3.11)
1 3
-2 2 =3

olarak bulunur. N > 1 i¢in interpolasyon noktalart (3.1) ve p(xg) = vo,
p(x1) =vi, ...p(xn) = vy noktalarim saglayan Lagrange interpolasyon polinomu
kullanilarak (N 4 1) x (N + 1) boyutunda en genel formda Chebyshev diferansiyel

matrisinin (Dy) elemanlart

2N?+1
(DN)oo = c
(3.12)
(Dy) N i=1,2,..N—1
N)jj — 5 = L, 4. - 1,
H 2(1—x§)
(3.13)
c (=)
Dy)ij=—++—2— =1,2,..N—1
( N)l] Cj(xi_xj), l7é]7 I, ] ) &y )
(3.14)
2N?+1
(DN)NN = — e

olarak bulunur. Burada
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2, i=0 veyai=N
ci = (3.15)
1, diger durumlarda

ile tanimhdir. Literatiirede “cheb® olarak adrandirilan Chebyshev diferansiyel
matrisinin [—1,1] orgii araliginda Matlab paket programinda yazilmig olan program
[20], bu ¢aligmada ¢oziilecek probleme uygun olmasi acisindan [0, 1] araliginda

dontigtiiriilerek asagidaki sekilde olusturulmustur.

% CHEB DN = Diferansiyel Matris, y = Chebyshev noktalari

function [DN,y] = cheb (N)

if N==0, DN=0; x=1; return, end

o\

[0,1] araligindaki y Orgi noktalari

X cos (pi* (0:N) /N)’;y=0.5% (x+1);
c = [2; ones(N-1,1); 2].*(-1).7(0:N)";
X = repmat (y,1,N+1);

dX = X-X';

o

Kosegen olmayan elemanlari

D1 = (c*(1./c)’)./(dX+(eye (N+1)));

oe

K&segen elemanlari

D1 = D1 - diag(sum(D1"));

o

Soldan sada diferansiyel noktalar

y=flipud(y);

o\

Diferansiyel Matris

DN=rot90 (D1, 2);

Pseudospectral Chebyshev diferansiyel matrisin diferansiyel denklemlerde
¢Oziimiiniin dogrulugunu arastirmak icin, bir boyutlu halka seklinde bir kanatcigin 1s1
problemi ele alinmugtir (3.16). Bu halkasal kanatcig1 radyal yonde idare eden lineer

adi diferansiyel denklem ve sinir kogullari
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2

r28—9+ra—9+r2c29 =0, 05<r<1 (3.16)
or? or

0(0.5) =1, 6'(1)=0 (3.17)

seklinde verilmis olsun. Bu diferansiyel denklemin analitik ¢coziimii Bessel fonksi-

yonlar1 kullanilarak

0(r) = Cilp(cr) +CaKo(cr) (3.18)

olarak kolayca bulunabilir. Burada Iy ve Ky sirasi ile sifirincit mertebeden birinci ve
ikinci tip modifiye Bessel fonksiyonlarim1 gostermektedir. Integrasyon sabitleri C; ve
C,, sinir kosullar1 kullanilarak

Ko(1)

O TR0~ h0)K(1) G

Ip(1)

= TR0 — b0 (1)

(3.20)

seklinde bulunur.

Pseudospectral Chebyshev diferansiyel matrisi kullanilarak lineer adi diferansiyel

denklemin ayriklagtirilmasi

r?(D%0) +r(DyO) +r*c*60 =0 (3.21)

[(PIN)Dy + (rIy)Dy + (r*c*In)| 8 = 0 (3.22)

seklinde yapilirsa denklemin lineer operator matrisi Ly

Ly = [(P*Iy)D}, + (rly)Dy + (**ly)] (3.23)
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olarak yazilabilir. Sinir kosullari, bu lineer operatdr matrisine uygulanirsa yeni sistem

matrisi
(10 0 0|
T
— Ly(1:N—-1,:) — (3.24)
1
L« Dy(N+1,:)) — |

olarak olusturulur. Bu diferansiyel denkleminin Matlab programi, [20] kullanilarak

asagidaki sekilde 1s1 problemine (3.16) uygun olarak yeniden kodlanmistir.
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% Bir Boyutlu Halka Seklindeki Bir Kanatgigin Isi Analizi
clc,clear all
c=1; rr=0.5:0.01:1;
% Analitik Cozim
Cl=besselk(l, 1)/ (besselk(0,0.5)*besseli(l,1)+besseli(0,0.5)*besselk(1l,1));
C2=besseli(l, 1)/ (besselk(0,0.5)*besseli(l,1)+besseli(0,0.5)*besselk(1l,1));
TT_Analitik=Cl*besseli (0, rr)+C2*besselk (0, rr);
TTprime_Analitik=Cl*besseli (1,rr)-C2*besselk(l,rr);
for N = [10 20]
[DN, r] = chebR(N);
T_Analitik=Cl*besseli (0, r)+C2*besselk (0, r);

Tprime_Analitik=Cl*besseli(1l,r)-C2*besselk(l,r);

oe

Sayisal COzlm

IN=diag(r." 2)*DN"2+diag(r) *DN-diag(r. 2*c"2);
IN(1,:)=zeros(l,length(r));LN(1,1)=1;

LN (end, :)=DN (N+1, :);

RHS=zeros (length(r),1); RHS(1l)=1;

T_Sayisal=LN\RHS;

o\

Is1 ve Tilirevi ic¢in Hata analizi
errorT = norm(T_Sayisal-T_Analitik,inf);

errorTprime = norm(DN*T_Sayisal-Tprime_Analitik,inf);

o\

Is1 degeri

subplot ('position’, [.15 .66-.4* (N==20) .31 .28])

line(rr, TT_Analitik), hold on

plot (r,T_Sayisal,’bo’,’markersize’,5,"MarkerFaceColor’,’r’),grid on
title(['T(r), N=" int2str(N)])

legend (’Analitik’,’Sayisal’)

oe

Is1 akisinin degeri

subplot ("position’, [.55 .66-.4*% (N==20) .31 .28])

line(rr, TTprime_Analitik), hold on

plot (r,DN*T_Sayisal,’bo’,’markersize’, 5, MarkerFaceColor’,’r’),grid on
legend(’Analitik’,’Sayisal’)

title(['T"’ (r), N=' int2str(N)])

text (0.7,-0.5, ["Max Hata = ' num2str (errorTprime)],’FontSize’,9)
text (0.1,-0.5, ["Max Hata = '’ num2str(errorT)],’FontSize’,9)

end
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o(r), N=10 o'(r), N=10
1.05

Analitik
® Sayisal 0

Analitik
® Sayisal

0.95

Max Hata = 1.3549e-08 Max Hata = 7.82e-08

0.9

0.85 ‘ ‘ ‘ : ' -0.8 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
6(r), N=20 0'(r), N=20
1.05 : 0.2 :
Analitik Analitik
1 ® Sayisal 0 ® Sayisal

0.95

Max Hata = 2.2959e-13 Max Hata = 9.7433e-13

0.9 06
0.85 L L L L ) -0.8 L L L L
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 3.2  Bir boyutlu kararli 1s1 iletimi ve tiirevinin grafigi

Sekil 3.2°te halka seklindeki bir kanatciktaki 1s1 ve 1s1 akisinin sadece N = 10 nokta
kullanildiginda sekiz basamaga kadar dogru sonug verdigi goriilmiistiir. Ayrica, kul-

lanilan nokta sayisi arttirildiginda hatanin hizl bir sekilde azaldig1 da gdzlenmistir.

3.2 Kismi Diferansiyel Denklemlerin Pseudospektral Chebyshev Diferansiyel

Matrisi ile Coziimii

Onceki boliimde elde edilen Chebyshev diferansiyel matrisi, tek basina sadece

dogrusal ve dogrusal olmayan adi diferansiyel denklemlerin coziimiinde kul-

32



lanilabilir. Chebyshev diferansiyel matrisinin kismi diferansiyel denklemlerde kul-
lanilabilmesi i¢in, Chebyshev noktalarina bagl orgii noktalar1 her bir uzay degiskeni
icin birbirinden bagimsiz bir sekilde olusturulmalidir. Bu orgii tensor ¢arpimina bir

ornektir.

xi,yj)y O0<i<N, 0<j<M (3.25)
j

in jm
X; = COS (N) , yj=cos (ﬁ) (3.26)

Sekil 3.3  Tensor orgii noktalari

biciminde birbirinden bagimsiz olusturulur.

33



Bu tensor orgii sisteminde ( Sekil 3.3) problemi ¢ozebilmek icin Kronecker

carpim olarak da bilinen tensor carpimi kullanilacaktir.

Tamm 3.2.1 A matrisi p X q ve B matrisi r X s boyutunda iki matris olsun. A ve B
matrisinin Kronecker ¢arpimi, (p X r) X (q X s) boyutunda p x q bloktan olusan r X s
boyutunda bir matris olup A ®@ B seklinde gosterilir. Bu matrisin (i, j). blogu a;;B

seklindeki carpimdan bulunur. Ornegin,

a b | 2a 2b | 3a 3b
b d | 2b 2d | 3b 3d
1 2 3 a b
® = - -] - = | = = (3.27)
4 5 6 b d
4a 4b | 5a 5b | 6a 6b
4b 4d | 5b 5d | 6b 6d
olur. A ve B matrisinin Kronecker c¢arpimi Matlab paket programinda

A® B = kron(A, B) komutu ile saglanir.

Teorem 3.2.1 A matrisi M X M ve B matrisi N X N boyutunda iki matris ise
vec(AYB) = (BT @ A)vec(Y) (3.28)

esitligi vardir. Burada

T
) A Y:TN] (3.29)

Y matrisinin vektorlestirilmesini gostermekte, Y. ; ise Y matrisinin j. siitununu ifade

etmektedir.

Iki boyutlu Laplace probleminin

LIU) = Uy + Uy (3.30)
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Kronecker carpimi, x ve y yonlerinde birbirinden bagimsiz olusturulan Chebyshev

diferansiyel matrisleri kullanilarak asagidaki sekilde ayriklastirilabilir.

U= [u;] = [u(x,y;)], 0<i<N, 0<j<M (3.31)

seklinde Laplace probleminin aranan ¢6ziim matrisi olsun.

D% = (Dy)(Dy) ve D3, = (Duy)(Dy) sirastyla x ve y yoniinde ikinci tiireve
karsilik gelen Chebyshev diferansiyel matrisleri olmak iizere, ¢oziim matrisinin x

yoniinde ikinci mertebeden tiirevi

RU=D Uyo ... Uy d DiU.o ... DYU. u 3.32)
\ 3 \ \

ve benzer sekilde y yoniinde ikinci mertebeden tiirevi

DT = 12, Uly o Uly | _ | DUl - DyUly (3.33)

1 \’ \ \

yada

(DU =u(Dy)" (3.34)

olarak yazilabilir. Teorem 3.2.1 kullanilarak

vec(D3U) = vec(DXUIy) = (Iyy @ D3 )vec(U) (3.35)

veE
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vec(U(D3y)T) = vec(IyU(D3))T) = (D3, ® Iy)vec(U) (3.36)

yazilabilir. Buradan da

vec(DJU + U (D3)T) = (Iy ® D% + D3, @ Iy )vec(U) (3.37)

bulunur. Sonug olarak, iki boyutlu Laplace probleminin lineer matris oparatorii

Lyy = (Iy ® D} + Dy @ Iy) (3.38)

seklinde olusturulur. Bu Kronecker ¢carpimi Matlab paket programinda

Ly = kron(Iyy, D) + kron(D3, Iy) (3.39)

komutu ile saglanir.

3.3 Is1 Probleminin Pseudospektral Chebyshev Diferansiyel Matrisi ile
Ayriklastirilmasi

3.3.1 Termal Ozelliklerin Bir Yonde Degistigi Is1 Problemi

Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin bir uzay degiskenine iistel bir baginti
ile bagli oldugu durum (Durum-1) i¢in kismi diferansiyel denklemi (2.19) ve smir
kosullar1 (2.21)

2’0 , 3’0, 00

3_172_CY¥+C @w:o, 0<n<l1, 0<E<) (3.40)
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00
%(o,g) =—ae’;  0(1,&)=G(&),

0(n,0) = F(1): g—gm,n B0, 1) (3.41)

onceki boliimde verilmisti. Bu sekildeki degisim i¢in diferansiyel denklemin analitik
¢cOziimii onceki boliimde detayli olarak anlatilmisti. Sayisal ¢oziim icin diferansiyel

denklemin (2.19) lineer matris operatorii, Kronecker ¢carpimi kullanilarak

Lyy = (DY @ Iy) — ?y(Iyy @ Dyy) + ¢ (Iyy @ D) (3.42)

biciminde olusturulur. Sinir kosullari, lineer matris operatoriinde asagidaki sekilde

sisteme entegre edilirler.

e Dirichlet tip sinir kosullarinda,

6(1,6)=G(§) ve 6(n,0)=F(n) (3.43)

lineer matrisin 11 = 1 ve & = 0 noktalarinda kargilik gelen satirlari,

Lyu(1,E)=[1 0 0 ... 0]

Lyu(M,0)=[1 0 0 ... 0] (3.44)

ayn1 boyutta birim matrisin birinci satirt ile degistirilir. Bu noktalara kargilik
gelen sag taraf fonksiyonu da sinir kogullarinda verilen G(&) ve F(n) fonksi-

yonlarina esitlenir.
e Neumann tip sinir kosulunda ise,
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g—z(o,g) = —ae’® (3.45)

n yoniindeki Dy Chebyshev diferansiyel matrisi kullanilarak lineer matrisin

N = 0 noktasina karsilik gelen satirlari,

Lym(0,8) =Dy @Iy (3.46)

ile degistirilirr  Bu noktaya karsilik gelen sag taraf fonsiyonu da sinir

kosullarinda verilen —ae's fonksiyonuna esitlenir.

e Karigik tip sinir kosulunda,

26

— = —¢'B;

& yoniindeki Dy; Chebyshev diferansiyel matrisi kullanilarak lineer matrisin

& = 1 noktasina kargilik gelen satirlari,
Lyy(n,1) = (Dy @1Iy) +e"Bi(Iyy @ Iyy) (3.48)
ile degistirilir.

3.3.2 Termal Ozelliklerin iki Yonde Ustel Degistigi Is1 Problemi

Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin iki uzay degiskenine

k(x,y) = koe®Le "W, g(x,y) = goePle YW (3.49)
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istel bir bagint1 ile bagh oldugu durum (2. Durum) ve homojen olamayan sinir

kosullar1 (2.15) ile birlikte kismi diferansiyel denklem (2.14)

0 oT 0 oT
2 (k<x ok ) - (k( ) ay):_q<x,y> O<x<L 0<y<W) (350

O =L Ty =g,
T(0)= ) (W)= e W) -7

(3.51)

seklinde verilmisti. Boyutsuzlastirma parametreleri (2.18) kullanilarak diferansiyel

denklem boyutsuzlastirilirsa

2 2
3—17924—0632 2 32+ 2g§2+d1(n) 0, (0<n<l, 0<E<1)  (352)
0.5 = s 0(1,E) = G(E).
20 Y
6(n,0)=F(n); 9z (M 1) = —eTe B0, 1) (3.53)

biciminde sabit katsayil1 homojen olmayan kismi diferansiyel denklemi bulunur. Bu-

rada

2
di(n) = _L (B-o)n — _ gp(B—a)n (3.54)
= Ty — 1) ¢ '

1’ ya bagh bir fonksiyondur. Bu kismi diferansiyel denklemin (3.53) analitik ¢6ztiimii
miimkiin ancak birinci duruma gore biraz daha karmasiktir. Sistemin ¢oziimii pseu-
dospektral Chebyshev yontemi ile yapilacaktir. Sayisal ¢oziim i¢in diferansiyel denk-

lemin (3.53) lineer matris operatorii, Kronecker ¢arpimi kullanilarak
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Ly = (D% @ Iy) + a(Dy @ Iy) — 2 y(Iyy @ Dyg) + ¢ (Iyy ® D) (3.55)

biciminde olusturulur. Sinir kosullar1 da, onceki boliimde anlatilan sekilde sisteme

entegre edilirler.
3.3.3 Termal Ozelliklerin iki Yonde Keyfi Olarak Degistigi Is1 Problemi

Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin iki uzay degiskenine bagh

e ket () =B (- (@) 0) 0%

e

keyfi olarak degistigi karmasik durum (3. Durum) ve homojen olamayan sinir

kosullar1 (2.15) ile birlikte kismi diferansiyel denklem (2.14)

d oT d oT
a (k(xay)$> +a_y (k(xay)a_y) :_Q(xay) (0<X<L7 0<y<W) (3.57)

(3.58)

seklinde verilmisti. Boyutsuzlastirma parametreleri (2.18) kullanilarak diferansiyel

denklem boyutsuzlagtirilirsa

o 90 cyoe 70

am2 F %o §a€+c@+d2(n,5):o, 0<n<l1, 0<E<1) (359

40



00
%(0,5) = —al?,  6(1,E)=G(&),

00
0(n,0)=F(n); x(n,l) =—e “1B;6(n,1) (3.60)

biciminde sabit katsayil1 homojen olmayan kismi diferansiyel denklemi bulunur. Bu-

rada

qol?

mn%l—n)ﬁ(l—é)f”‘"éy (3.61)

dZ(naé) = -

n ve &’ye baglh bir fonksiyondur. Bu kismi diferansiyel denklemin (3.60), pseu-
dospektral Chebyshev yontemi ile sayisal ¢oziim icin lineer matris operatorii, Kro-

necker carpimui kullanilarak

2

Lyy = (D} ®1Iy) + a(Dy @ Iy) — <C§_Y®IM) (Im®Dy) +c*(Iy@D3y)  (3.62)

biciminde olusturulur. Sinir kosullar1 da, onceki boliimde anlatilan sekilde sisteme

entegre edilirler.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu caligmada, 1s1 iletim katsayist ile hacimsel 1s1 iiretim parametresinin bir veya
iki uzay degiskenine gore degistigi durumlarda sicaklik dagilimi iki boyutlu kararl
bolgede ele alinmigtir. Problemin miimkiin olan durumlar i¢in analitik ¢oziimii
yapilmis, Analitik ¢oziimiin miimkiin olmadig1 durumlarda ise sayisal olarak pseu-
dospektral Chebyshev yontemi ile ¢oziim yapilmistir. Sicaklik dagiliminin bilin-
medigi £ = 1 ve 1 = 0 cidarlarinda, sicaklik degerlerinin Biot sayisi (B;), boyutsuz

181 akis (a) ve hacimsel 1s1 liretim (d) parametreleri i¢in nasil degistigi incelenmistir.

Yontemin dogrulugunu gostermek igin, analitik ¢oziimiin de miimkiin oldugu 1.
Durum’da problemin analitik ve sayisal ¢oziimii yapilmistir. Bu ¢oziimlerden elde
edilen sicaklik dagilim degerleri £ = 1 ve 1 = 0 cidarlarinda farkli parametreler i¢in

kargilastirilmig ve sonuglarin Ortiistiigii Sekil 4.1-Sekil 4.4 gosterilmistir.

25

‘7 ‘BI:1—Ar‘1aI\tik
1.8 o B=1-Sayisal |-
o Bi=5—AnaI\tik
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12F - 15} o *\\ N g
@ 1t - @ & \\ .
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o6k VV\X*,\:\,( ] /,, 7B‘=57Ana\it\k ‘\\ \
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0.4l e o 7 051 / __ B=30-Analitik )
0zh. ':"“\x\x\ A ¥ B~30-Sayisal
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o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 - 6 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.1 Isi iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin bir yonde exponansiyel olarak

ey

degistigi durumda, a = 1.5 ve d = 5 icin farkli B; sayilarinda boyutsuz sicaklik dagilimi.

Sekil 4.1°de sicaklik dagiliminin & = 1 ve 1 = 0 cidarlarinda, a = 1.5 ve d = 5
degerleri icin farkli Biot sayilari ile degisimi verilmistir. B; = 1, 5, 30 degerleri
icin hem sayisal hem de analitik hesaplamalar yapilmig ve ¢oziimlerin uyumlu oldugu
goriilmiigtiir. Biot sayis1 artik¢a, dogal olarak & = 1 cidarinda (Sekil 4.1a) 1s1 transferi

artacagindan duvar iizerindeki sicaklik ortam sicaklifina yaklagsmaktadir. Bununla

42



birlikte, Biot say1isinin kiiciik degerlerinde hacimsel 1s1 liretimi ve 1s1 akisindan dolay1
duvar sicaklig1 asirn1 derecede yiikselmektedir.  Sekil 4.1a’de Bi sayis1 arttik¢a
0 = 0 olmakta, yani & = 1’de cidar sicakliginin ortam sicakhigma yaklastig1 acik¢a
goriilmektedir. Benzer sekilde 1 = 0 cidarinda da Biot sayist artik¢a ( Sekil 4.1b)

sicaklik degerleri diigmektedir.

— d=0-Analitik
25 T T 6 ¢ d=0-Sayisal
—— d=0-Analitik —— d=20-Analitik
< g=263§yi5ﬁ!k = d=20-Sayisal
——— d=20-Analiti i —
o = d=20-Sayisal|_ 5¢ nggjgzai“”kl e N
- ——— d=30-Analitik —D-Sayisd e N
= d=30-Sayisal

(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.2 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin bir yonde exponansiyel olarak

degistigi durumda, B; =5 ve a = 1.5 icin farkli boyutsuz hacimsel 1s1 iiretim parametresinde

boyutsuz sicaklik dagilimu.

Sekil 4.2’te Biot sayis1 ve boyutsuz 1s1 akisi sabit birakilarak (B; =5,a =1.5), =1
ve N = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz hacimsel 1s1 liretimi ile degisimi
verilmigtir. Sekil 4.2a’te & = 1 cidarlarinda sicaklik dagilimi incelendiginde, hacim-
sel 1s1 liretim miktar1 artik¢a cidardaki sicaklik dagiliminin hizli bir bicimde artt1g1
goriilmiigtiir. Hacimsel 1s1 iiretiminin olmadigi durumda (d = 0) duvar tizerindeki
sicaklik dagiliminin c¢ok fazla degismedigi gozlemlenmistir.  Sekil 4.2b’te n =0
cidarinda hacimsel 1s1 iiretimi artik¢a, duvar sicaklik degisiminin sabit 1s1 akisinin etk-
isiyle oldukca yiiksek degerlere ulastig1 goriilmiistiir. Cidar sicaklik dagilimi Sekil
4.1b’de goriildiigi gibi bir maksimum degerden gegmektedir. Maksimum sicaklik
degerleri, n = 0 cidarinin orta noktasina yakin elde edilmektedir. Is1 iiretiminin ol-
madid1 durumda ise (d = 0) 1 = 0 cidarinda sicaklik dagilimindaki degigimin az

oldugu gozlenmistir.
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.3 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin bir yonde exponansiyel olarak

degistigi durumda, B; =5 ve d = 5 i¢in farkli boyutsuz 1s1 aki parametresinde boyutsuz

sicaklik dagilimi.

Sekil 4.3’de Biot sayis1 ve hacimsel 1s1 iiretimi sabit birakilarak (B; = 5,d = 5),
& =1 ve n = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz 1s1 akisina gére degisimi
verilmigtir. ~ Sekil 4.3a’da & = 1 cidarlarinda, 1s1 akisi degeri azaldik¢a sicaklik
degerlerinin diistiigii goriilmustiir. Is1 akisinin olmadig1 durumda (a = 0) ise, sicaklik
degerlerinde degisimin az oldugu goriilmiistiir.  Sekil 4.3b’de nn = 0 cidarlarinda
1s1 akist degeri artikca sicaklikta artmaktadir. Sicaklik degerleri Biot sayisina gore
degisim gostermektedir. Bu verilen degerler B; = 5 i¢in ¢izildiginden £ = 1 cidar-
larinda sofuma durumuna gore farklilik gosterecektir. B; sonsuza giderken & = 1
cidarinda sicaklik degerlerinin 6 = 0 degerine yaklasacagi, yani duvar sicakliginin
ortam sicakligina esit olacagi asikardir. Sistemin sicaklik dagilim degerleri i¢in esas
belirleyici parametrenin, 1s1 akisindan ziyade hacimsel 1s1 iiretimin oldugu Sekil 4.1

ve Sekil 4.2°den agik¢a goriilmektedir.

Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin y yoniinde exponansiyel olarak
degismesi durumunda, iki boyutlu sicaklik dagiliminin analitik ve sayisal
coziimiinden elde edilen egyiikselti egrileri Sekil 4.4’te gosterilmigtir. Eg yiikselti

egrilerinin de uyumlu oldugu gézlemlenmistir.
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Sekil 4.4 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin y yoniinde exponansiyel olarak

degistigi durumda a = 1.5, d =5 ve B; = 30 icin boyutsuz sicaklik dagilimi. Sagdaki sekil

analitik ¢ozlimii, soldaki sekil de sayisal ¢oziimii gostermektedir.

Sekil 4.5- Sekil 4.8°de 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin hem x hem de
y yoniinde exponansiyel olarak degistigi durumda (2. Durum), £ =1 ve n =0
cidarlarinda farkli parametreler icin elde edilen sonuglar verilmistir. Sekil 4.5’de
sicaklik dagiliminin @ = 1.5 ve d = 5 degerlerinde farkli Biot sayilar i¢in degisimi
verilmigtir. Biot sayis1 artik¢a, duvar sicakliginin ortam sicakligina yaklastigr Sekil
4.5a’da goriilmektedir. Sekil 4.5b’de ise Biot sayis1 azaldik¢a ortama transfer edilen

1s1 azalacagindan duvar sicaklig1 dogal olarak artacaktir.

& B‘=1
% Bi=2
25 B=5
5 B=10
g5
of| —<—B=%0 A s
% \E\\
XK d
@ 15 \
X
\N\
1 N
L
i}
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
3
(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.5 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin iki yonde exponansiyel olarak

degistigi durumda, a = 1.5 ve d = 5 degerlerinde farkli B; sayilari icin boyutsuz sicaklik

dagilimi.
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Sekil 4.6’de Biot sayisi ve boyutsuz 1s akisi sabit birakilarak (B; = 5,a = 1.5),
& =1 ve n = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz hacimsel 1s1 iiretimi
ile degisimi verilmigtir. ~ Sekil 4.6a’te £ = 1 cidarlarinda sicaklik dagilimi ince-
lendiginde, hacimsel 1s1 iiretim miktar1 artik¢ca cidardaki sicaklik dagiliminin hizli
bir bicimde arttig1 goriilmiistiir. Ayrica, hacimsel 1s1 liretiminin olmadigr durumda
(d = 0), duvar iizerindeki sicaklik dagilimi degisiminin cidar boyunca ¢ok az oldugu
gozlemlenmigtir.  Sekil 4.6b’te 1 = 0 cidarinda hacimsel 1s1 iiretimi artik¢a, du-
var sicaklik degisiminin sabit 1s1 akisinin etkisiyle ¢ok yiiksek degerlere ulastigi
goriilmiigtiir. Is1 tiretiminin olmadig1 durumda ise (d = 0) n = 0 cidarinda sicaklik

dagilimindaki degisimin 1s1 iiretiminin oldugu durumlara gore az oldugu gézlenmistir.

6 : : : : : : : 14 ; ; : : : ; : : :
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.6 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin iki yonde exponansiyel olarak
degistigi durumda, B; = 5 ve a = 1.5 i¢in farkli boyutsuz hacimsel 1s1 iiretim parametresinde

boyutsuz sicaklik dagilimi.

Sekil 4.7°de Biot sayist ve hacimsel 1s1 iiretimi sabit birakilarak (B; = 5,d = 5),
& =1 ve n = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz 1s1 akisina gore degisimi
verilmistir. ~ Sekil 4.7a’da § = 1 cidarlarinda, 1s1 akis1 degeri azaldik¢a sicaklik
degerlerinin diistiigii goriilmiistiir. Is1 akisinin olmadig1 durumda (a = 0) ise, sicaklik
degerlerinde degisimin az oldugu goriilmiistiir. Sekil 4.7b’de 11 = 0 cidarlarinda 1s1

akis1 degeri artik¢a sicaklikta artmaktadir.
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.7 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin iki yonde exponansiyel olarak
degistigi durumda, B; = 5 ve d = 5 i¢in farkli boyutsuz 1s1 akig parametresinde boyutsuz

sicaklik dagilimi.

Sekil 4.8 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 {iretiminin iki yonde exponansiyel olarak

degistigi durumda a = 1.5, d =5 ve B; = 10 i¢in boyutsuz sicaklik dagilimi.

Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 {iretiminin hem x hem de y yoniinde exponansiyel
olarak degismesi durumunda iki boyutlu sicaklik dagiliminin egyiikselti egrileri Sekil

4.8’de gosterilmisgtir.

Sekil 4.9- Sekil 4.10°de 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretiminin hem x hem

de y yoniinde keyfi olarak degistigi durumda (3. Durum), & = 1 ve 1 = 0 cidar-
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larinda farkli parametreler i¢in elde edilen sonuglar verilmistir. Sekil 4.9°de sicaklik
dagiliminin a = 1.5 ve d = 5 degerlerinde farkli Biot sayilari icin degisimi verilmistir.
Biot sayist artikga, duvar sicaklifinin ortam sicakligina yaklastigi Sekil 4.9a’da
goriilmektedir.  Sekil 4.9b’de ise Biot sayis1 azaldikca ortama transfer edilen 1s1
azalacagindan duvar sicaklig1 dogal olarak artacaktir. Ancak, keyfi olarak secilen
1s1 iletim Katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretim parametresinin ( Sekil 2.5) & = 0 cidar
civarinda degerleri sifira yakin oldugundan, bu bolgelerde Biot sayisinin degisimi

sicaklik dagilimini ¢ok fazla etkilemedigi Sekil 4.9b’de gozlemlenmistir.
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.9 Isi1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 tiretiminin iki yonde keyfi olarak degistigi

durumda, a = 1.5 ve d = 5 i¢in farkli B; sayilarinda boyutsuz sicaklik dagilimi.

Sekil 4.10°de Biot sayisi1 ve boyutsuz 1s akisi sabit birakilarak (B; =5,a=1.5),& =1
ve 11 = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz hacimsel 1s1 iiretimi ile degisimi
verilmigtir. Sekil 4.10°da & = 1 cidarlarinda sicaklik dagilimi incelendiginde, hacim-
sel 1s1 liretim miktar1 arttik¢a cidardaki sicaklik dagiliminin se¢ilen keyfi parametrel-
erden dolay1 ¢ok az arttigi goriilmiistiir. Sekil 4.10b’de 1 = 0 cidarinda hacimsel
181 diretimi artik¢a, duvar sicaklik degisiminin sabit 1s1 akisinin etkisiyle keyfi secilen

parametrelerden dolay1 ¢ok az arttig1 goriilmiistiir.
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil 4.10 Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 {iretiminin iki yonde keyfi olarak degistigi
durumda, B; = 5 ve a = 1.5 i¢in farkli boyutsuz hacimsel 1s1 iiretim parametresinde boyutsuz

sicaklik dagilimi.

Sekil 4.11’de Biot sayis1 ve hacimsel 1s1 iiretimi sabit birakilarak (B; = 5,d = 5),
& =1 ve n = 0 cidarlarinda sicaklik dagiliminin boyutsuz 1s1 akisina gére degisimi
verilmigtir.  Sekil 4.11a’da £ = 1 cidarlarinda, 1s1 akis1 degeri azaldikga sicaklik
degerlerinin diistiigii goriilmustiir. Is1 akisinin olmadig1 durumda (a = 0) ise, sicaklik
degerlerinde degisimin az oldugu gozlemlenmistir. Sekil 4.11b’de n = 0 cidarlarinda

151 akis1 degeri artikga sicaklikta artmaktadir.
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(a) & = 1 cidarindaki boyutsuz sicaklik. (b) n = 0 cidarindaki boyutsuz sicaklik.

Sekil4.11 Isiiletim katsayisi ile hacimsel 1s1 {iretiminin iki yonde keyfi olarak degistigi du-

rumda, B; =5 ve d = 5 i¢in farkli boyutsuz 1s1 akis parametresinde boyutsuz sicaklik dagilimi.
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Is1 iletim katsayist ile hacimsel 1s1 liretiminin hem x hem de y yoniinde keyfi olarak
degismesi durumunda iki boyutlu sicaklik dagiliminin egyiikselti egrileri Sekil 4.12’te

gosterilmisgtir.

Sekil 4.12  Is1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 iiretiminin iki yonde exponansiyel olarak

ey

degistigi durumda a = 1.5, d = 5 ve B; = 10 i¢in boyutsuz sicaklik dagilimi.
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5. SONUCLAR

Bu calismada, 1s1 iletim katsayisi ile hacimsel 1s1 liretim parametresinin bir veya iki
uzay degiskeni boyunca degistigi kabul edilen, anisotropik iki boyutlu 1s1 transfer
probleminin en genel sinir kosullar1 altinda analitik ve sayisal ¢oziimii ele alinmistir.
Is1 iletim katsayist ile hacimsel 1s1 iiretiminin degisken olmasi, bazi 6zel durumlar
hari¢ sistemi idare eden kismi diferansiyel denklemin degisken katsayili olmasina
sebep olmaktadir. Dolayisi ile sinirli durumlarda analitik ¢oziim yapilabilmektedir.
Sistemin sayisal ¢oziimii, yliksek hassasiyetli ¢oziimler elde edilen pseudospek-
tral Chebyshev yontemi ile ¢oziim yapilmigtir. Analitik ¢oziimiin miimkiin oldugu,
yani 1s1l iletkenlik ve hacimsel 1s1 liretiminin tek bir uzay degiskeni yoniinde iistel
olarak degistigi durumda hem analitik hem de sayisal ¢coziimleme yapilarak yontemin
dogrulugu gosterilmistir. Analitik ¢oziimiin zor veya miimkiin olmadig1 durum-
larda belli parametre degerleri i¢in sayisal ¢oziimlemeler yapilmig, sonuclar sekiller
tizerinde goOsterilmistir. Genel olarak tiim durumlarda elde edilen sonuglara gore,
hacimsel 1s1 tiretimnin sicaklik dagilimina etkisinin 1s1 iletim katsayisindan daha fazla
oldugu gozlemlenmistir. Ayrica kullanilan sayisal yontemin, 1s1 iletim denklemlerinin

¢Ozlimiinde pratik ve etkili bir yontem oldugu goriilmiistiir.
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