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OZET

BAZI OPTIMAL YARI BURMALI KODLAR

Omer OZKAN
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Danigsman :Dr. Ogr. Uyesi Basri CALISKAN

Agustos 2019, 51 sayfa

Bu tezde oncelikle yar1 devirli kodlarin bir genellemesi olan yar1 burmali kodlarin
yapisal Ozellikleri derlenerek, F3 ve Fs5 sonlu cisimleri iizerindeki bazi yeni yari
burmali kodlar verilmisgtir.

Bunlara ilave olarak, 2-iiretecli iki agirlikli yar1 burmali kodlarin bir ailesinin yeni bir
acik ingas1 derlenmigtir. Bu metot ile elde edilmis baz1 yeni uzunluk optimal ikili yar1
devirli ve 1yi liclii yar1 devirli kodlar sunulmustur.

Son olarak, serbest Z,7Z47Zg-toplamsal kod tanimi yapilmis ve bu kodlarin sayisini
veren bir formiil elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer kod, devirli kod, yar1 devirli kod, yar1 burmali kod, opti-
mal kod



ABSTRACT

SOME OPTIMAL QUASI TWISTED CODES

Omer OZKAN
M.Sc., Department of Mathematics
Supervisor :Assist. Prof. Dr. Basri CALISKAN

August 2019, 51 pages

In this thesis, firstly it is compiled quasi-twisted codes, which are generalizations of
quasi-cyclic codes. Then their structural properties are compiled and given some new
codes over the finite fields F3 and Fs.

In addition, a new explicit construction of a family of 2-generator quasi-twisted
two-weight codes is compiled. It is presented some new distance-optimal binary
quasi-cyclic codes and some good ternary quasi-cyclic codes obtained by the con-
struction.

Finally, it is defined free Z,Z4Zg-additive codes and obtained a formula for the
number of these codes.

Key Words: Linear code, cyclic code, quasi cyclic code, quasi twisted code, optimal
code
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1. GIRIS

Teknoloji cagi olan giinlimiizde haberlesme araclarinin c¢ok fazla 6nemi vardir.
Giinlimiiz teknolojisindeki yeni haberlesme araglarinin biiyiik bir kisminin ¢ok eski bir
gecmisi yoktur. 1870°de telefonun hayatimiza girmesiyle beraber iletisim teknolojisi
her gecen giin gelismis ve bugiinkii halini almistir. iletisim araclarinin yayginlasmasi,
daha kaliteli ve giivenli iletisim ihtiyacini ortaya ¢ikarmis ve bu ihtiyaca bilgi ve kod-

lama teorisi denilen bilim dali ¢6ziim aramaya baglamigtir.

Kod, matematik alaninda istatistik biliminde, bilgisayar alaninda sifreleme konusunda,
haberlesme alaninda, haberlesme karmasikligini en diisiik seviyeye indirmek ve kay-

naklarin etkin bigimde temsil edilmesini saglamak i¢in kullanilmaktadir.

Kodlama, iletisim alaninda kaynaklarin, kanallarin, alicilarin bilgi karakteristiklerini
incelemek, bilginin iletimini optimize etmek ve iletimin giivenilirliginin diizeltilmesini

saglamak amaciyla kullanilmaktadir.

Bilgi ve kodlama teorisi ile ilgili ilk ¢alismalar 1940’l1 yillarda Hamming, Shan-
non ve Golay tarafindan yapilmistir. Ancak kodlama teorisi i¢in baglangic noktasi
olarak kabul edilen ve bu teorinin temellerinin atildig1 calisma 1948 yilinda Shan-
non tarafindan yayimlanan”A mathematical theory of communication” adli makaledir
[1]. Shannon bu makale ile bilgi aktariminin gerceklestigi bir kanal i¢in kanal ka-
pasitesi denilen bir say1 tanimlamis ve bu kanal kapasitesinin altindaki bir oran i¢in
giivenilir bilgi iletisiminin gerceklestirilebilecegini ispatlamistir. Shannon’un verdigi
bu sonuglar, bilginin gonderilmeden 6nce, kanalda degisime ugrayacak bilginin 6zel
bir dogruluk degeriyle dekodlanmasini saglayacak sekilde, kodlanabilmesini garanti
altina almigtir. Bu sonuglar giiniimiizde cep telefonlarinda, CD’lerde ve bilgi depolama
aygitlarinda kullanilmaktadir. Bu konu cebirdeki matematik kavramlar1 kullanilarak
gelistirilmis ve Cebirsel Kodlama Teorisi adin1 almistir. Golay, Hamming kodlarinin
gelisimine yardimci olacak ¢alismalar yapmistir. Ayni1 zamanda Golay kodlarimi ortaya

cikarmistir [2].

Richard Hamming tarafindan verilen ve Hamming kodlar1 olarak bilinen hata diizeltme



kodlar1 en 6nemli kodlama sistemlerinden birini tegkil eder. Hamming kodlar1 hatay1

bulan ve diizelten kodlardir [3].

Gilbert, [4] de, Varshamov, [5] de verilen herhangi uzunlukta ve minimum mesafeli
kodlarin alt sinirlar ile ilgili teorilerini 6ne siirmiislerdir bunlar Gilbert-Varshamov
sinirlar1 olarak da bilinir. Daha sonra lineer kodlarin 6nemli bir sinifi olan devirli

kodlar bulunmustur.

Slepian tarafindan lineer kodlar i¢in ¢oziimleme tablosu verilmistir [6].

Birbirlerinden bagimsiz olarak R.C. Bose, D.K. Ray-Chaudhuri ve A. Hocquenhgem
tarafindan hata diizeltmede, kodlama ve kod cozmede etkin bir 6zellige sahip olan
devirli kodlarin onemli bir ailesi tegkil eden BCH kodlar1 kesfedilmistir. BCH kod-
lar1 Hamming kodlarinin genellestirilmesidir. Daha sonralar1 ¢oklu kanallar ve ¢coklu

alicilar i¢in Space-Time kodlar1 gelistirilmistir [7].

Irving Reed ve Gus Solomon, hata diizeltme kodlarinda yeni bir smif olan ve
giinlimiizde kompakt disk calarlardan uzun mesafeli iletisim araclarina kadar degisik

alanlarda kullanilan Reed-Solomon kodlarin1 kesfetmislerdir [8].

Nordstrom ve Robinson, Nordstrom-Robinson kodu olarak bilinen nonlineer kodlarin

en iyi temsilcilerinden olan 16 uzunluklu 256 kodsozlii bir kod kesfetmiglerdir [9].

V.D. Goppa, cebirsel geometri kullanarak giiniimiizde kendi adiyla bilinen Goppa kod-

larin1 kesfetmigtir [10].

Kodlama teorisiyle ilgili cisimler ilizerinde yapilan calismalar cogunlukta olsa da
1990’11 yillarda kodlama teorisiyle ilgili caligmalar halkalar iizerine aktarilmaya

baglanmustir.

1994 yilinda Hammons ve arkadaglar1 Z4 halkas1 iizerinde bir calisma yaptilar ve bu
calisma sonlu halkalar iizerindeki kodlarin arastirilmasi i¢in bir baglangi¢ oldu [11].

Daha sonra bazi 6zel halkalar iizerindeki kodlar da ¢alisilmaya baglanmugtir.

2010 yilinda Z; x Z4 toplamsal kodlar tanimlanmig ve bu kodlarin yapisi incelenmistir.



Bu kodlar biinyelerinde hem ikili hem de dortlii kodlar1 barindirdiklarindan kodlama

teorisinin ilging ve arastirmaya agik bir alani haline gelmistir.

Kodlama teorisi i¢inde iletisim icin en yaygin olarak kullanilan kodlar ikili kodlardir.
n uzunlugunda ikili bir s6z Z,’in bir alt kiimesidir. Lineer kodlar, cebirsel yapilar1 ve
lineer olmayan kodlara gore kodlama ve dekodlama isleminin daha kolay yapilabilmesi

acisindan kodlama teorisinde en ¢ok kullanilan kodlardir.

Kodlama teorisi, bilginin bir kaynaktan digerine verimli ve dogru bir sekilde ak-
tarilmasini saglayacak metotlari belirleyen calisma alanidir. Bilgilerin iletildigi fiziksel
ortam kanal olarak adlandirilir. Telefon hatlar1 ve atmosfer birer kanal 6rnekleridir.
Bilgiler iletilirken meydana gelebilecek hatalar kacinilmazdir. Bilgi kanala girdigi
anda farkli nedenlerden dolay1, mesela telefon hatlarindaki kablonun kiigiik bir yerinde
kirik olmasi, bozulmaya ya da kanal kirlilig¢ine maruz kalabilir. Bu yiizden gonderilen
bilginin kanalda maruz kaldig: kirlilikten dolay1 olusan hatay1 belirlemek ve hatta
miimkiinse bu hatay1 diizeltmek icin sistematik bir yontem kullanilmasi akillica ola-
caktir. Kodlama teorisinin asil amaci da budur. Bilgi gonderilmeden once kodlama
denilen ve bilginin sayilara doniistiiriildiigii ve bu doniisiime cebirsel bir yap1 giy-
dirildigi bir yontemle degistirilir ve kanaldan c¢iktiktan sonra da dekodlama denilen bir
yontemle sayilar tekrar bilgi haline doniistiiriiliir. Genel olarak zor olan kodlama degil
dekodlama islemidir. Ciinkii cogu zaman, bilginin iletimi esnasinda arzu edilmeyen
durumlarla kargsilagilabilir. Bu durumlar iletilen bilginin bozulmasina neden olabilir
ve bu bozukluklar giiriiltii olarak adlandirilir. Kodlama teorisi, bilgi iletimi esnasinda
kanaldaki giiriiltii nedeniyle meydana gelen hatalar1 tespit etme ve bu hatalar1 diizeltme

problemi iizerinde ¢aligir. Kodlama teorisinin temel olarak bes amaci vardir. Bunlar,

Bilginin hizli kodlanmasi

Kodlanmis mesajlarin kolay taginmast

Alinan mesajlarin hizli dekodlanmasi

Kanalda olugan hatalarin diizeltilmesi

e Birim zamanda maksimum bilgi transferi.



Bilgi transfer semasi genel olarak asagidaki gibi verilir.

1 1 1
1 ] 1
1 ] ]
1 ! 1
1 ] 1
i | e=e.....¢e 1
1 i 1 n 1
1 ! ]
! y  giiriiltii kaynakh hata |
i ; i
1 ] 1
X=X X C=C,....C y=c+e X
mesaj kodsiz alman vektor tahmini mesaj

Sekil 1.1  Gauss Iletisim Semas1

Iletisimde amag, kaynaktan gonderilen mesaji dogrulugu yiiksek bir olasilikla ilet-
mektir. Mesaji gondermek i¢in alfabe olarak adlandirilan sonlu kiimeler kullanilir.
Bu kiime genellikle sonlu bir halka veya cisim olarak alir. iletilecek mesaj,
olusabilecek hatalardan korunmak {izere sifrelenir. Sifrelenen mesaj, kodun eleman-
lar1 olan kodsozlerdir. Kodsozler kanala gonderilir. Bazi terimleri degismis yani hata
olmus olabilir. Dekoder hata olup olmadigini kontrol eder, hata varsa diizeltir ve oriji-

nal mesaj elde edilip alictya gonderilir.

Kod teorinin en temel problemi, n uznunluklu & tane kodsdzden olusan ve minimum
uzaklig1 d olan bir lineer [n, k,d] kod i¢in n nin en kiigiik degerini veya d nin en biiyiik

degerini bulmaktir.

Verhoeff [12] calismasinda, ikili kodlar i¢in bu parametrelerle ilgili genis bir tablo
vermistir. g ve k verildiginde d nin yeterince biiyiik degerleri i¢cin Griesmer sinir1 [13],

n nin minmum degerinin bulunmasi i¢in bir alt sinir belirler.

1981 yilinda, Tilborg, g =2 ve kK <7 ve d nin tiim degerleri icin n yi hesaplamigtir
[14].

1990 yilinda Ytrehus and Helleseth, k = 8 i¢in baz1 calismalar yapmiglardir [15].

Son yillarda 6nemli sayida optimal kodlar yar1 devirli kodlardan olugmaktadir. Yari de-

virli kodlarin cebirsel yapilari lineer kodlarla kiyaslandiginda ¢ok daha basittir. Ayrica
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yar1 devirli kodlar devirli kodlarin 6nemli bir sinifinin dogal bir genellemesi olduk-
larindan bir ¢ok aragtirmaci yar1 devirli kodlar iizerine arastirmalar yapmaktadir. Yari
burmal1 kodlar, yar1 devirli kodlarin bir genellemesi oldugu i¢in daha fazla iyi ve opti-

mal kodlarin yar1 burmali olmasi siipriz olmayacaktir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Tezin tiglincii boliimiinde, yar1 devirli kodlarin bir genellemesi olan yar1 burmal kod-
larin yapisal 6zellikleri ele alinmig ve F3 ve F5 sonlu cisimleri iizerindeki en iyi bilinen
lineer kodlarin minimum uzakliklarinin daha iyileri olan elde edilmis yeni yar1 burmali
kodlar tasnif edilmigtir. Yar1 burmali kodlar i¢in minimum uzaklik {izerinde bir BCH
tipi sinir verilmistir ve bir yar1 burmali kodun bir yar1 devirli koda denk olabilmesi i¢in

gerek kosul verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde, 2-iiretecli iki agirlikli yar1 burmali kodlarin agik bir ingasi
verilmigtir. Ayrica bu ailede Griesmer sinirina ulagsan kodlar ve dolayisiyla uzunluk
optimal olan kodlar verilmistir. Baz1 yeni uzunluk optimal ikili yar1 devirli ve iyi iiclii

yar1 devirli kodlar bu insa ile elde edilmistir.

Tezin besinci boliimiinde, serbest Z,Z47Zg-toplamsal kod tanim1 yapilmis ve bu kod-

larin sayisini veren bir formiil elde edilmistir.

Tezin son boliimiinde ise, bu alanla ilgili bazi acgik problemler ve sonuclardan

bahsedilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu béliimde kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu konu-

larla ilgili daha fazla bilgiye [27], [17] ve [18] nolu kaynaklardan ulasilabilir.

2.1 Cebirsel Tanimlar

Tamim 2.1 G bos olmayan bir kiime ve - G iizerinde ikili islem (carpma) olsun. Eger
(G,-) ikilisi agagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu ikiliye bir grup denir: Her a, b, ¢ € F

i¢in;

Kapalilik : a-b € G

Birlesme 6zelligi : (a+b)+c=a+ (b+c)vea-(b-c)=(a-b)-cd.

Birim eleman : a.e = e.a = a olacak sekilde bir tek e € G vardir.

Ters eleman :a-a~' =a~!-a = 1 olacak sekilde bir tek a~! € G vardur.

[lave olarak,
e Degisme 0zellidi : a-b = b-a oluyorsa G ye abelyen veya degismeli grup denir.

Tanmm 2.2 Bir R kiimesi, 4+ ve - ile gosterelien, sirasiyla toplama ve carpma ikili

islemleri ile agagidaki kosullar1 sagliyorsa, (R, +,-) e bir halka denir:

(R,+) bir abelyen gruptur.

Hera, b, ce Rigin;a-(b-c) = (a-b)-c dir.

Hera, b, c € Rigin;a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)c = ac+ bc. Ilave olarak,

Her a, b, c € Ricin; a-b = b - a oluyorsa, degismeli halka denir.

Tanmm 2.3 (R, +,-) bir halka ve 0 # I C R olmak iizere eger;



e Hera, belicinja—bel
e HeracIver&Rigin; ra € I ve ar € I oluyorsa, I ya R nin bir ideali denir.

Not 2.4 R/I={a+1I|a € R} olmak iizere (R/I,+,-) bir halkadir. Ayrica, R degigsmeli
ise, R/I degismeli, R birimli ise R/I de birimlidir.

Tanim 2.5 (R, +,-) halkasi i¢in R\ {0} bir abelyen grup oluyorsa buna bir cisim denir

ve F ile gosterilir. a - b yerine kisaca ab ve F \ {0} yerine de kisaca F* yazilir.

2.1.1 Polinom Halkalar:

Tanim 2.6 F bir cisim olsun.

F[x]:{iaixi:aiEF,nZO} 2.1
i=0

kiimesine bilinen toplama ve carpma islemleriyle F iizerindeki polinom halkas: denir.
p(x) = Y* a;x' polinomu i¢in a, = 1 ise 0 zaman p(x) polinomuna bir monik polinom
denir. Pozitif dereceli bir p(x) € F[x] polinomu i¢in p(x) = f(x)g(x) olacak sekilde
dereceleri p(x)’in derecesinden kiiciik sabit olmayan f(x), g(x) € F[x] polinomlart
bulunabiliyor ise p(x) polinomuna F iizerinde indirgenebilir polinom ad1 verilir. (Aksi

halde p(x) polinomuna F iizerinde indirgenemez polinom denir.)

2.1.2 Sonlu Cisimler

Bu boliimde katsayilar1 sonlu bir cisimden alinmig polinomlarin yapilari, sonlu bir
cismin elemaninin minimal polinomunun nasil bulunacagi ve x"” — 1 polinomunun nasil

parcalanacagi incelenecektir.

Tanim 2.7 (V,+) bir abelyen grup, F bir cisim ve F x V — V doniisiimii asagidaki

gibi tanimlansin;

e HeracVigin; la=a



e Hera, B € F veacV igin; o(Ba) = (aff)a
e Hera € Fvea, beV igin; a(a+b) = aa+ ob

e Herat, B e FveacVigin; (¢+f)a= aa+ Pa

Bu durumda, (V,+,-,F) ye F lizerinde bir vektor uzay: denir.

Tanim 2.8 K ve F birer cisim olsun. Eger F C K ise K cismine F cisminin bir
genislemesidir denir ve F < K ile gosterilir. Ayn1 zamanda K, F {izerinde bir vektor
uzayidir. K nin F iizerinde boyutu sonlu ise bu boyut [K : F] ile gosterilir ve K ya F

nin bir sonlu genislemesidir denir.

Teorem 2.9 (Kronecker) F bir cisim ve f(x) sabit olmayan bir polinom olsun
(f(x) € F[x]). Buna gore F nin @ € K ve f(a) = 0 olacak sekilde bir K cisim

genislemesi vardir.

Yukaridaki teorem katsayilart cisimden alinmig bir polinomun kokiinii iceren daha

biiyiik bir cismin varhigin1 géstermektedir.

Teorem 2.10 F sonlu bir cisim ise F' nin karakteristigi bir asal sayidir. Eger F' nin

karakteristigi p ise n pozitif bir tamsayis1 olmak iizere F nin p" tane eleman1 vardir.

Bir sonlu cisme ayn1 zamanda Galois cismi denir ve g = p” elemanli bir Galois cismi

GF (p") veya F ile gosterilir.

2.1.3 Sonlu Cisimlerin Karakterizasyonu
Cisim tammindan, F* ¢arpma iglemine gore bir gruptur. |F| = g ise |F*| = ¢ — 1 dir.
Ayrica F* bir grup oldugundan,

aEcF =al =1

ya da

acF=o0l=aqa.



Diger bir degisle o € F cisminin her elemani f(x) = x? — x polinomunun bir kokiidiir.
Bu polinomun en fazla g tane kokii vardir. Ayni zamanda F cismi f,(x) = x4 —x

polinomunun parcalanis cismidir.

Teorem 2.11 |F| = g ise F cismi f;(x) = x? —x polinomunun koklerinden olusur ve

ayn1 zamanda bu polinomun parc¢alanis cismidir.

2.1.4 Sonlu Cismin Carpimsal Yapisi

Tamim 2.12 F cisminin sifirdan farkli elemanlarinin kiimesi F* devirli grubunu

doguran herhangi bir elemanina F, nun bir ilkel eleman: denir.

Tamim 2.13 Bir o € F i¢in ok = 1 olacak sekildeki en kiiciik k pozitif tamsayisina o

nin mertebesi denir ve m(c) ile gosterilir.

Onerme 2.14 1. F; cisminin sifirdan farkli bir elemaninin ilkel olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul bu elemanin mertebesinin g — 1 olmasidir.

2. Her sonlu cisim en az bir ilkel eleman igerir.

2.1.5 Sonlu Bir Cismin Elemanlarinin Temsili

Sonlu bir cismi temsil etmede iki yol kullanilir. Bunlardan birincisinde p(x) indirgen-
emez polinom olmak iizere F [x]/p(x) bolim halkasi kullanilir. Bu toplama igleminde
kolaylik saglar. Ikincisi ise F; m devirli grup olmasi nedeniyle, F; nun tim eleman-
lari bir ilkel elemanin kuvveti seklinde ifade edilmesidir. Bu yontem ise carpmada

kolaylik saglar. p(x), F,[x] iizerinde bir indirgenemeyen polinom oldugunda

K = Fy[x)/(p(x))

bolim halkasi bir cisimdir. K nin Fy[x| izerindeki derecesi d olup, K = Fpa dir. Fa
cismi carpma ve toplama igsleminin modiilo p(x) e gore yapildig1 polinomlar kiimesi

ile temsil edilebilir.

Fu= ={r(x)+ (p(x)) | der(r(x)) < d}.



o, p(x) polinomunun pargalanis cismindeki bir kokii ise, Fa yi derecesi d den kiigiik

olan ve ¢arpma ile toplama iglemleri modiilo p() ile yapilan o degiskenli polinomlar

olarak aliabilir. Bunun sebebi ise, F (o) cismi ile Fa = % cisminin izomorfik

olmasidir.

2.1.6 Minimal Polinomlar

Tanim 2.15 « € Fyn olsun. P(«) = 0 olacak sekildeki en kiiciik dereceli bir monik

P(x) € F,[x] polinomuna o elemaninin Fy [x] iizerinde bir minimal polinomu denir.

Teorem 2.16 1. o € Fy» elemaninin F iizerinde P(x) gibi bir minimal polinomu

varsa, f(o) = 0 olacak sekildeki her f(x) € F,[x] i¢in P(x)| f(x) dir.

2. Fyn’in her elemaninin Fj; {izerinde bir minimal polinomu vardir ve tektir. Bu

polinom ayrica Fy lizerinde indirgenemezdir.

3. Eger bir M(x) € F,[x] monik indirgenemez polinomunun bir kokii o € Fyn ise

bu durumda M (x) polinomu o’nin F; iizerindeki minimal polinomudur.

Bir o € Fym ilkel elemaninin minimal polinomunu biliniyorsa bu takdirde herhangi bir

i icin o elemaniin da minimal polinomunu bulunabilir.
Tamim 2.17 n ile ¢g aralarinda asal olsun.
cli={(i-¢’ (modn))|j=0,1,2,...}

ile tammmlanan kiimeye ¢ nun n modiiliine gore i yi iceren dairesel koseti (cyclo- tomic

coset) adiverilir. Eger C;,, ..., C;, kiimeleri birbirinden farkl: ve
t
U Cl,’ | = Zn
j=1
ise {i1,...,i} kiimesine ¢ nun n modiiliine gore dairesel kosetlerinin bir tam temsilci

kiimesi denir.
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Teorem 2.18 o € Fy» bir ilkel eleman ve C;, ¢ nun ¢"" — 1 modiiliine gore i yi iceren

dairesel koseti olsun. Buna gére &' elemaninin F, iizerindeki minimal polinomu

Mi(x) = H (x— aj)

Jecl;

polinomudur.

Ornek 2.19 «, x> 4 x+ 2 € F3[x] polinomunun bir kokii olsun. Buna gére o ve o
elemanlarmin minimal polinomlar1 x> 4 x + 2 polinomudur. @? elemaninin minimal
polinomu ise x? + 1 olarak bulunur. 3 iin mod 8 e gore dairesel kosetleri c/; = {1,3} =
cly, cly = {2,6} = clg, cly = {4} ve cls = {5,7} = cl; olarak bulunur. Buna gore a?

elemaninin F3 iizerindeki minimal polinomu
M*(x) = (x—o?)(x—ab) =x* — (> + a®)x+1
olur. Burada

o®+a = QQo+1)+Q2a+1)
= 200+ 1+20°+1
= 2a+2+a’+2a
= a’+a+2
= 0.

olacacaginndan M?(x) = x> + 1 elde edilir. Benzer sekilde o> elemaninin minimal

polinomunun x? 4 2x + 2 oldugunu gériilebilir.

2.2 Lineer Kodlar

Tanmm 2.20 F = {A;,A,,---,A,} ayrik n tane elemandan olusan sonlu bir kiime olsun.
F, yabir alfabe denir. Fq" ise F;; kiimesinden alinan n-lileri temsil etsin, bu durumda Fq"
kiimesinin elemanlarina kisaca sozler denir. Fj' nin herhangi bir C alt kiimesine g-lu
blok kodu denir. C nin sozlerine kodsoz denir. Eger C C Fq” nin M tane elemani varsa,
C ye n uzunlugunda, M kodsozler (vektorler) elemanli bir kod denir ve C ye kisaca bir

[n,M]-kodu denir.
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Genelikle F, = Z, = {0,1,2,--- ,q— 1} olarak almir. Ozel olarak F» = Z, = {0,1}
alimirsa O ve 1 lerin olusturdugu kodsozlerden olusan bir kiimeye de ikili (binary) kod

denir.

Ornek 2.21 C = {00000,11111} kiimesi bir kod, 00000 ve 11111 ifadeleri birer

kodsozdur.
Ornek 2.22 10 haneli cep telefon numaralari 10 uzunluklu 10-1u bir koddur.

Not 2.23 p bir asalsay1 ve 4 da bir pozitif tam say1 olmak iizere, eger ¢ = p” oluyorsa

F, bir sonlu cisim olarak alinir.

Gosterim 2.24 Bir C kodu, n uzunluklu M tane kodsozlerden olusuyorsa bu kod

satirlar1 kodsozler olan M x n seklinde bir matris gibi yazilir.

Ornek 2.25 Uzunlugu 3 olan ikili tekrarlama kodu,

000
111

yani (2 x 3) matris seklinde gosterilir.

Tamm 2.26 x,y € F/ olsun. x ve y vektorlerin Hamming uzakligi, x ve y nin farkh

bilesenlerinin sayisi olarak tanimlanir ve d (x,y) ile gosterilir. Eger x = (x1,x2,...,%y)
vey= (y1,y2,...,%n) ise,

d(x,y) = [ilxi # yi}|
olarak tanimlanir. Bir C kodunun minimum uzaklhigi d(C) ile gosterilir ve ayrik

kodsozlerin arasindaki uzakliklarin en kiiciigii olarak tanimlanir,

d(C) =min{d(x,y)|x,y € C.x # y}.

n uzunlugunda M elemana sahip ve minimum uzaklig1 d olan bir kod kisaca [n, M, d|-

kodu olarak gosterilir.
Ornek 2.27 F25 de d(00111,11001) =4, F34 de d (0122,1220) = 3 tiir.

Tamim 2.28 Hamming uzakhg: F7' de bir uzaklik fonksiyonu olarak tamimlanir ve

asagidaki ozellikleri saglar; her x,y,z € F/' ise,
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1. d(x,y) > 0ved(x,y) =0« x =y (Pozitif taniml),
2. d(x,y) =d(y,x) (Simetri),

3. d(x,y) =d(x,2) + (z,¥) (Uggen esitsizligi).
(Fq”, d) bir metrik uzaydir.

V(n,q) = Fy, uzunluklari n olan vektorlerden olusan n boyutlu bir vektdr uzay: olsun.

Tanim 2.29 V(n,q) vektor uzayinin bir alt uzayina lineer kod denir. Eger C nin boyutu

k ise C ye [n,k]-kod denir ya da C nin minimum uzaklig1 d ise C ye [n,k,d]|-kodu denir.

Not2.30 1. Bir ¢ lu [n,k,d]-kodu aym zamanda g-lu (n,¢*,d)-kodudur ama her
(n,q",d)-kodu bir [n,k,d]-kodu olmayabilir.

2. 0 vektori lineer kodun elemanidir.

Teorem 2.31 C bir [n,k,d]-kodu olsun. d = 2t + 1 ya da d = 2t + 2 olacak sekilde bir
t € Z7T vardir. C koduna ¢ hata diizelten bir kod denir. Ayrica, d > s+ 1 ise C koduna

s € 7" hatay1 tespit eden bir kod denir.

Tanim 2.32 x € V(n,q) olsun x vektorunun (Hamming) agirligi w(x) ile gosterilir ve
x in sifirdan farkli bilesenlerinin sayisi olarak tanimlanir. Bir C kodunun minimum

agirhigi w(C), o kodun sifirdan farkli vektorlerin agirliklarinin en kiigiigiidiir.

Lineer kodlarin 6nemli bir 6zelligi ise d(C) = w(C) olmasidir. Yani lineer bir kodun
minimum uzakligr minimum agirliga esittir. Genel olarak, M tane kodsdzden olusan

bir genel kod i¢in minimum uzaklig1 bulmak i¢in

(”;) - %M(M— 1) 2.2)

tane Hamming uzakliginin hesap edilmesi gerekmektedir. Ancak kod bir lineer kod ise

sadece M — 1 tane sifirdan farkli kodsozun agirliginin bulunmasi gereklidir.

n uzunlugundaki bir kodun biitiin 6nemli bilgileri (parametrelerini) tasityan kodun
agirlik sayaci olarak tamimlanan n. dereceden homojen polinom asagidaki gibi

tanimlanir.
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Tamim 2.33 C, n uzunlugunda bir kod olsun. C kodunda agirlig1 i olan kodsozlerin
sayist A; olsun. A; = |{c|w(c) =i, c € C}|.
n
Wen,y) = Yy = § a1y 23)
ceC i=1

polinomuna C kodun Hamming agirlik sayact denir.

Agirlik sayacinda y nin en kiigiik pozitif kuvveti kodun minimum uzakligini, homojen-
lik derecesi kodun uzunlugunu ve katsayilarinin toplami kodso6zlerin sayisinit vermek-

tedir.

2.2.1 Lineer Kodun Uretec Matrisi

Lineer kodlar bir alt vektor uzayr olduklarindan bazlar (tabanlar) vasitasiyla temsil
edilebilir. Baz vektorlerini, bir matrisin satirlar1 olarak gostermekle bir vektor uzayi

temsil edilmis olur.

Tamim 2.34 C bir [n,k]-kod olsun. k tane satir1 bu lineer kodun bir bazi olan k x n
seklindeki G matrisine lineer kodun iirete¢ matrisi denir. Eger G matrisi C nin lireteg

matrisi ise C nin kodsozleri, G nin satirlarinin lineer kombinasyonundan olusur. Yani,
C={xG|xeV(k,q)}.
Ornek 2.35 C, = {000,011,101, 110}, [3,2,2] kodun iirete¢ matrisi

011
101

G =

dir.

Teorem 2.36 C, bir [n,k]-kod, G de [n, k] kodunun bir iirete¢ matrisi olsun. I, k X k
birim matris, A da k X (n — k) tipinde bir matris olmak iizere baz1 elemanter satir ve
siitlin islemeleri ile G matrisi

Gs = [Ik|A]
seklinde standart forma doniistiirtilebilir.
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Ornek 2.37 F; iizerinde [6,3] kodunun iirete¢ matrisi,

000111
G= 011112
102211

olup, standart formu

100 | 011
Gs=1 010|112
001 | 211

dir.

Tamim 2.38 p bir asal say1 ve m bir pozitif tamsay1 olmak iizere, F,, g = p™ tane
elemana sahip sonlu bir cisim ve C, F, lizerinde n uzunluklu bir lineer kod olsun.
A € F;\ {0} ve [ bir tamsay1 olmak iizere, eger her (co,c1,...,cs—1) € C kodsozii i¢in
(Acp—isAcpgs1 -y Acu—1,¢€0,C1,-..,cn_i—1) € Coluyorsa, C ye bir (A,1) yart burmali
(quasi twisted) kod denir. Eger, A =1 = 1 ise, C ye bir devirli (cyclic) kod, | = 1 ise,
C ye bir A sabit devirli (consta cyclic) kod ve A =1 ise, C ye bir [ yart devirli (quasi
cyclic) kod denir.

2.2.2 Lineer Kodlar icin Bazi Smirlar

Bu boliimde uzunlugu ve mininmum uzakli81 verilen kodlar i¢in miimkiin olan maksi-

mum sayidaki kodsozlerin sayisi i¢in bazi sinirlardan bahsedilecektir.

Tanim 2.39 (n,M,d) o uzunluklu, M tane kodsdzden olusan ve minimum uzakligi

d olan F iizerinde bir kod olmak iizere,
Ay(n,d) = mak{M |(n,M,d), bir kod }

olsun. Eger |C| = A,(n,d) oluyorsa, C koduna bir optimal kod denir.
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2.2.3 Kiire Paket (Hamming) Sinir1

Herhangi bir u € Fj vektorii ve herhangi bir r > 0 tam sayisi igin,

merkezli yaricap1 r olan bir kiire
S(u,r)={ve F/ld(u,v) < r}
seklinde gosterilir.
Lemma 2.40 F de yaricapi r olan bir kiire (0 <7 <n)
(g) + ('f) (a=1+ (Z) (a=27+-+ (Z) (4—1)
tane vektor verir.
Teorem 2.41 Bir (n,M,2¢+ 1), kodu

) (s () r)se

esitligini saglar.

u

Tamm 2.42 Eger bir kod, kiire-paket sinirina ulasiyorsa bu koda miikemmel (perfect)

kod denir.

Ornek 2.43 1. Uzunlugu n olan tekrarlama kodu, n tek olmak iizere;

000---0
111---1

(n,2,n) —kodu bir miikemmel koddur.

2. Fj tiim kodsozlerinden olusan kod bir miikemmel koddur.

2.2.4 Griesmer Siniri

J.H. Griesmer [13] deki ¢alismasinda k boyutlu minimum uzaklig1 d olan bir [k,d],-

lineer kod i¢in kods6z uzunlugu » nin minimum uzunlugu i¢in bir alt sinir belirlemistir.
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Tamim 2.44 N(k,d), bir [k,d]-lineer kod i¢in minimum kodsoz uzunlugu olsun. Bu

durumda

N(k,d) >ZV+ZZ_1J (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada, V+§’ J degert, <d+§, > degerine esit ya da daha

kii¢iik olan en biiyiik tamsayis1 gostermektedir ve ayrica N(1,d) = d dir.

Ornek 2.45
74201 7+21 -1 7+22 -1 7+23 -1 T+24—1
v = | Pt | [ | [ [ [
> 744424141
> 15.

2.2.5 BCH Smin

Lineer kodlarda kodun minimum uzakhiginin hesaplanmasinda tek tek hesap
yapilmadig1 siirece herhangi bir bilgiye ulasmak cok zor ya da imkansizdir. Ancak
asagidaki teorem, devirli bir kodun iirete¢ polinomunun sifirlarimi inceleyerek mini-

mum uzakligin biiytikliigii hakinda bir alt sinir elde etmeye olanak tanimaktadir.

Teorem 2.46 w, F, iizerinde birimin n. bir kokii olsun. C bir devirli kod olmak iizere,
bu kodun iirete¢ polinomu g(x), F; tizerinde en kiiciik dereceli monik polinom olsun.

b > 0 olmak tizere, ardisik 6 — 1 sayidaki

elemanlar1 g(x) polinomunun sifirlar arasinda ise C devirli kodun minimum uzaklig

en az 6 kadardir.

Ispat: ispat icin [18] e bakiniz.
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3. 1-URETECLI YARI BURMALI KODLARIN YAPISI
3.1 Sabit Devirli Kodlar

Bu boliimde [19] daki makaleden yararlanilmistir.

Sabit devirli kodlar, devirli kodlarinkine benzer cebirsel 6zeliklere sahiptir [20, 21, 22].
Ornegin; sabit devirli kodlar, iirete¢ polinomlarmin kokleri araciligiyla belirlenebilir-
ler. Devirli kodlar i¢in x” — 1’in ¢arpanlara ayrilmasi ¢cok onemlidir. Benzer sekilde
x" —a’nin Fy lizerinde ¢arpanlarina ayrilmasi da sabit devirli kodlar i¢in ¢ok 6nemlidir.

Bu kisimda 6ncelikle sabit devirli kodlarin devirli kodlara denk oldugu gosterilmistir.

Tanmm 3.1 [17] C; ve C;, F lizerinde n uzunluklu kodlar olsunlar. Eger F; nun

Ty, Ty, . .., y—1 seklinde n tane permiitasyonu varsa ve

(co,C1y---scn—1) €Cy iken o (7 (co) .-, M1 (cn—1)) € C2

olacak sekilde n kordinat pozisyonlarinin bir ¢ permiitasyonu bulunuyorsa C; ve C; ye
denk kodlar denir. E8er tiim 7; ler birim permiitasyonlarsa C; ve C> ye permiitasyon
denk, eger her bir 7; sifirdan farkl bir skalerin ¢carpimi ise C; ve C, ye monomial denk

denir.

Teorem 3.2 C, F, iizerinde n uzunluklu ve g(x) | x" — a polinomu tarafindan iiretilen
bir sabit devirli kod olsun. d, a € F, nun n. kokii olmak iizere, K = F,[8] (F, ve 6 y1
iceren en kii¢iik cisim) ilizerinde ayni polinom tarafindan iiretilen sabit devirli kod Cg,

K iizerinde ayn1 uzunluktaki bir devirli koda denktir.

Ispat: i : F; — K igerme doniistimii ile F;;, cismi F, nun bir cisim geniglemesi olan K =

F,[8] nin igine gomiilebilir. C nin goriintiisi i (C), <K[x]

a) da bir ideal olmak zorunda

degildir, fakat g (x) € <x1,f[i> tarafindan tretilen Cg ideali tarafindan icerilir. Herhangi
bir p (x) € K [x] polinomu i¢in, p (x), p (x) in <xl,f[f]a>

de mod(x" — 1) e gore kalan sinifi

olmak tizere

y:K[x] —
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doniigimi, y (p(x )) = (x6) olarak tanimlanirsa, Y bir halka homomorfizmi olup,

herhangi bir p (x) €

7 icin p (x6~1) € K [x] oldugundan y értendir. Bu yiizden

Kx
Kery

_ Km'
1)

dir. ¥ (x"—a) = (6x)"—a=a(x*—1) =0 oldugundan, x" — a bu homomorfizmin

cekirdegi (Ker (y)) nin i¢indedir. Ama Ker (y) bir idealidir, dolaysiyla
(x" —a) C Ker (y)

dir. Bu yiiziinden

K [x] K [x]
Kery| — | (x" —a)
dir. Ayrica
K [x] ‘ K [x]
=1 [&"—a)
dir. Bunun i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir
Kix] | _|K[x K [x] K [x]
(xt—1)|  |Kery |~ |(x"—a)| |(x*—1)
Bu da
Kix] | _| K[x
Kery| | —1)|

olmasimi gerektirir. (x" —a) C Kery olmast ile birlikte Kery = (x* —a) sonucu elde
K[x] K[x]

edilir. Sonug olarak —a) ile 1) halkalar1 izomorfiktir. Dolaysiyla, verilen y ile bu
halkalarin idealleri bire bir karsilik gelir. Bu ise Tanim 3.1 de K nin 7; (&) = 8'cx, & €
K permiitasyonlarin ve 6 birim permiitasyonu ile verilen denklik ile verilir ve bu bir

monomial denkliktir (ayn1 agirlik sayacina ve minmum uzakliga sahiptirler).

Not 3.3 Sonug olarak boliim halkalar arasinda asagidaki gibi bir bagint1 vardir,

B KW L KN
(x" —a) (x"—a)y (x*—1)
Not 3.4 Teorem 3.2 deki C kodu gergekte Cs nin F, ya kisitlanis1 olan alt cismi-alt
kodudur.

19



Sonug 3.5 F,, a nin bir n. kokii 8 y1 igerdiginde, F;, lizerindeki n uzunluklu bir sabit

devirli kod, Fj iizerinde n uzunluklu bir devirli koda denktir.

Asgagidaki lemma bir a € F; nin F; da ne zaman bir n. koke sahip olabilecegini

sOylemektedir.

Lemma 3.6 «, F, cisminin bir ilkel eleman: olmak iizere a = o/ olsun. Bu durumda
x" = a denkleminin F; da bir ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul n ile

g — 1 in en biiyiik ortak boleni (n,q — 1) olmak iizere (n,q — 1) |i olmasidir [23].

3.2 x" —amnmn Carpanlar1 ve Bir BCH Simir1

Bu boliimle ilgili daha detayl bilgiye [20] den ulasilabilir.

a € F; eleman, n. kokii F; da olmayan bir eleman olsun. x" —a nin Katli koke sahip
olmamast i¢in (n,q) = 1 oldugu kabul edilir. 6" = a ve { birimin n. ilkel olmak iizere
x" —a min kokleri §,8¢,8¢2,...,8(" 2 ve §{"! dir. Bu durumda m = ord, (q) (g
nun mod n ye gore ¢arpimsal mertebesi) olmak iizere {, Fyn dedir. 6" = a oldugunda
r= (i’qq—__ll), a nin F; carpimsal gurubundaki derecesi, a = Cive F, nun bir ilkel
eleman1 olmak iizere 6" = a" = 1 elde edilir. Dolaysiyla &, birimin nr. kokiidiir. Bu
yiizden, s = ordy,(q) olmak iizere 6 € Fys dir. Buradan ¢° — 1 = 0(mod nr) olup
q* —1 = 0(mod n) elde edilir. Bu ise % olmasin1 gerektirir. Sonug olarak Fym C Fys
olur. Dolaysiyla Fys cismi hem ¢ hem de 0 y1 iceren ve w, Fys nin bir ilkel elemani
(bu yiizden birimin bir (¢° — ¢) kokiidiir ) ve en az bir 7 tamsayisi i¢in ¢* — g = ntr
olmak iizere 6 = w' ve { = w'" aliabilir. Dolaysiyla o = 8" ve x" — a asagidaki gibi
carpanlara sahiptir;
n—1 n—1 n—1
X'—a= H (x— 5?) = H <x—wt(1+ir)> = H (x— 51+ir) 3.1
i=0 i=0 i=0
X" —a nin her indirgenemez carpani nr (n modiilo olmak zorunda degil) modiiliine gore
bir devresel kosetine karsilik gelir. Her indirgenemez carpanin derecesi, modulo nr ye

gore devresel kosetin eleman sayisina esittir. x" — a nin tiim kokleri, birimin n. kokleri

oldugundan,
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(" —a) [ (" = 1)

(1)) (x"@*l) - 1) | <qul - 1) .

Ornek 3.7 g = 5, n = 6 ve x® — 3 polinomu ele alinsin. (Fs iizerinde a = 3 olan, 6
uzunluklu sabit devirli kodlar) F5s in bir ilkel eleman1 2 olup, 3, F5 de 3 = 23 dir. 3 iin
Fs deki derecesi 4 ve (n,q— 1) = (6,4) =213 oldugundan Fs de 3 iin 6. kokii yoktur.
Yukaridakilere gore
5

H xX— 54l+1 = (x 2+3x—|—3) (x2—|—3x+3) (x2—|—3)

i=0
dir. 0 birimin 6.4 = 24. ilkel kokiidiir. 6 nin kuvvetleri (F5 tizerindeki indirgenemez

carpanlarin sayis1 kadar) bunlar modiilo 24 e gore ii¢ tane devresel kosetin birlesimi

olup, bu devresel kosetler,
cly = {1,5}, clo={9,21}, clj3 = {13,17}

dir. Diger taraftan x>* — 1 ve x® — 1 F; iizerinde asagidaki gibi carpanlara ayrilir:

o1 = (P43x43) (P20 +3) (P +3) (P Hdx+ 1) (P x+2)

(P +2x+4) (P +x+1) (2 +4x+2) (P +3x+4) (¥ +2)

(x+3)(x+4) (x+2)(x+1),

veE

N—1= (x2—|-4x—|— 1) (x2+x+1) (x+1)(x+4).

x% — 1 modiilo 24 e gore x® — 3 kosetlerinin 1 otelemesi ile elde edilen asagidaki

devresel kosetlere karsilik gelir
clp={0}, cly ={4,20}, clg = {8,16} ve clj; = {12}.

Teorem 3.8 [21](Sabit Devirli Kodlar Igin BCH Sinin) C, F; lizerinde n uzunluklu
bir sabit devirli kod, { birimin nz. ilkel kokii ve & a nin nt. kokii olmak tizere g(x)
irete¢ polinomu kokleri arasindaki {5C N<i<d- 1} elemanlarina sahip olsun. Bu

durumda C nin minimum uzakhig1 > d dir.
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Ispat: Teorem 3.2 deki gosterimler ve tanimlamalar kabul edilsin. Bu durumda

{55’5C27._"5cd—1} _ {6r+1,62r+17.”75(d_1)r+1}

dir. Bu kiimenin elemanlart g(x)|x" — a polinomunun kokleri arasinda olmak iizere,
tirete¢ polinomu g(x) olan n uzunluklu K iizerindeki Cgs sabit devirli kod dikkate
alinsin. K iizerinde g(&x)|x" — 1 ile iiretilen y(Cs) devirli kodu, {,&?,..., {91 el-
emanlarina sahip olup, bu elemanlar g(0x) in kokleri arasinda yer almaktadir. Bilinen
BCH sinirindan dolay1 y(Cg) nin minimum uzaklhigir > d dir. Cs ve y(Cg) denk kod-
lar oldugu i¢in d(Cg) > d dir. Son olarak, C, Cg nin alt-cisim alt-kodu oldugundan

minimum uzaklig1 > d dir.

Ornek 3.9 Teorem 3.2 deki gosterimler kabul edilsin. ¢ = 3 ve n = 28 olsun ve a = 2
olan ve n = 28 uzunluklu F3 iizerindeki sabit devirli kodlar dikkate alinsin. (n,qg—1)1{i
kosulu, F3 iizerinde sadece ¢ift uzunluklarin dikkate alinmasinin yeterli olabilmesini

gerektirir (devirli kodlara denk olmayan sabit devirli kodlar elde etmek i¢in).
r = 2 oldugu bulunur ve bunun i¢in
(x* =2)|(x — 1)

dir. x*® — 2 nin F; iizerindeki carpanlari;

27 ) 27 )
x28 —2 = H(x_ 6(:’) — H(x_ 521+l)
i=0 i=0

= <x6+2x4—|—x3—l—x2+2) <x6+2x5+x3+2x+2> (x2+x—|—2)

<x6+x5+x+2> <x6+2x4+2x3+x2+2> (x2+2x—|—2)

seklindedir. 8, F3 iizerinde birimin 56. ilkel kokii ve { = 82 F; iizerinde birimin 28.
ilkel kokiidiir. 8 nin bu ¢arpimlardaki iistleri modiilo 56 ya gore tam olarak tek olan

sayilardir ve bunlar agsagidaki devresel kosetlere ayrilir;
{1,3,9,19,25,27} ,{5,13,15,23,37,45} ,{7,21},

{11,17,33,41,43,51},{35,49} ve {29,31,37,47,53,55}

dir.
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g(x) polinomu, kokleri arasindan &%, i = 5,11,29 ve 35 i igeren en kiigiik dereceli bir

polinom olsun. Bu durumda;

g(x) — X20+2X19 +x17+2x16+2x13+2x12+2x11+x10

x9+2x8+x7+2x4+2x3+x+1

dir ve §¢', 14 < i < 27 elemanlar1 g(x) in arasindadir. Bu yiizden sabit devirli kodlar
icin BCH sinir1, 28 uzunluklu g(x) ile iiretilen sabit devirli kodun minimum uzakligi
en az 15 (ve boyutu 8) dir. Bu { boyutlu 28 uzunluklu F3 iizerinde bir optimal lineer

koddur [24].

3.3 1-Uretecli Yar1 Burmah Kodlarin Yapisi

Bu boliimde 1-iiretecli yart burmali kodlar ele alinmigtir. 1-iiretecli yart devirli kodlar
ve onlarin yapisal ozelikleri [25] ve [26] de ele alinmistir. Son yillarda ise, Grobner

bazi kullanilarak r-iiretecli yar1 devirli kodlarin yapisi ¢alisilmistir [27].

80 81 82 - 8m-—1
agm—1 80 81 o 8m-2
GO = agm-2 agm—1 Lo - 8m-3
agi ago agy - ago
L dmxm

matrisi m mertebeli burmali (twistulant) matris olsun. [28] de yar1 devirli kodlarin
siitlinlarinin uygun permiitasyonlarin aracilifiyla devresel bloklara doniistiiriildigii
gosterildi (a = 1 olan burmali matris). Benzer bir ispat yar1 burmali kodlar icin

yapilabilir.

C, F, lizerinde bir yar1 burmali kod olsun. cy,c2,...,c,, C nin lirete¢ matrisinin satirlar
olsun. Uygun tiim | yar1 burmal1 kaydirmalar alinarak C i¢in yeni bir iirete¢ matrisi
yazilsin. Boylece C nin bir rm X n tipinde bir iirete¢ matrisi olusturulur. Daha sonra

iirete¢ matrisinin C1,Cs, ..., C, siitiinlarinin siralanmasiyla agsagdaki forma doniistir;
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Ci,Cri15- 5 Clom—1)1+1):C2, Cots - -, Clm—1)(142) Cats - - -, Gt

Bu durumda elde edilen matris burmali matrislerin bloklaridir. Dolaysiyla bir r-iiretecli

tirete¢ matrisleri ve 1-iiretecli yart burmali kodlarin iirete¢ matrisleri asagidaki gibi

kabul edilebilir:
Gn G -+ Gy
Gy G - Gy 32)
_Grl Gr2 Grl-rmxn
ve
[Gl Gy, ... Gl]mxn

Burada, her G;; (ya da Gy) Gy daki formda olan bir yar1 devirli kodlardaki duruma ben-
zer olarak n = ml uzunluklu F iizerindeki bir /—yar1 burmali kod, (F, [x] / (x™ — a))l

nin bir F;, [x] / (x" — a) alt modiilii olarak goriiliir.

Bu durumda, r-iiretecli bir yar1 burmali kod, (Fj[x]/(x" —a>)l nin r tane elemani

tarafindan gerilir.

1 <i <[ olsun. Sabit bir i i¢in n = ml uzunluklu bir /—yar1 burmali kod iizerine i

izdiislim doniisiimii asagidaki gibi olsun.
I : Fqn — qu
(cosC1s- s Cmi—1) = (Cli—1ym> CO+(1—1ym)> - -+ Cm—1+(i—1)m)

her i i¢in IT;(C) bir sabit devirli koddur.

Teorem 3.10 C, F, iizerinde n = ml uzunluklu 1-iiretegli bir yar1 burmali kod olsun.

(x”f_a)) = 1 olmak iizere C
8i(x)

nin bir g(x) € (F [x] / (x" —a))' iiretegi asagidaki formdadr:

Bu durumda; her 1 <i </ igin g; (x)| (x" —a) ve (fi (x),

g(x) = (f1 (x) g1 (%), /2(x) g2(x),---, fi (x) g1 (x)).-
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Ispat: Her i icin IT; (C) bir sabit devirli kod oldugundan istenilen elde edilir.

Teorem 3.11 C, n = ml uzunluklu I-iiretecli bir yar1 burmali kod olsun. Her 1 <i </

m

icin g (x)| (¥ —a), g(x), fi(x) € Fx]/ (" —a) ve (fi(x),h(x) = L, hix) = 5

olmak iizere C nin lireteci

gx) = (fi(x)g(x), f2(x) g (x),..., fi (x) g (x))

formunda olsun. Bu durumda, baz1 s, d (d>0) tamsayilart icin
{6¢|s<i<s+(d—1)} kiimesinin elemanlart g(x) in kokleri arasinda ve C

nin boyutu n — deg (g (x)) olmak iizere
I(d+1)<d(C)

dir.

Ispat: Her 1 <i </ icin IT;(C) nin f;(x)g(x) tarafindan iiretilen bir sabit devirli
kod oldugu dikkate alinsin. p(x) f; (x) g (x) = O olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
(p(x) #0 ise) h(x)|(p(x)fi(x)) olmast gerektidinden, bilesenlerden birinin sifir ola-
bilmesi igin gerek ve yeter kosul digerlerinin de sifir olmasidir. Buda (f; (x),A(x)) =1
oldugundan # (x) |p (x) olmasi gerektirir. Dolaysiyla her j i¢in p(x) fj(x)g(x) =0
dir. Bu yiizden , ¢ € C de sifirdan farkli bir kodsoz ise her i i¢in IT;(¢) # O dir.
(fi(x)g(x)) = (g(x)) oldugundan IT; (C) iirete¢ polinomu g (x) olan bir sabit devirli
koddur ve sifirdan farkli her kodsoziiniin agirlign > d (BCH sinir1) dir. Dolaysiyla C
de sifirdan farkli bir kodsoziin agirligt > [ (d + 1) dir. Dahasi, devirli kodlardaki du-
ruma benzer olarak g(x),xg(x),... ,x”_(deg (x)_l)g(x) elemanlarinin C kod i¢in bir baz
olusturdugu gosterilebilir. Eger
deg(g(r)=1)
aix'g (x) =0,
i=0
, a; € F; bagintis1 varsa (m-boyutlu vektorler); ayn baginti;

deg(g(x)—1)

Y ax'sx) =0,
i=0
F7' da sa8lanir. Ayrica ,e8er
Zbixig (.X) 7£ 07
i
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ise
Y bix'g(x)=0
i

dir.

Teorem 3.12 «, F, nun bir ilkel eleman1 olmak iizere @ = &' olsun. Eger (m,q—1)|i
ise, F lizerindeki n = ml uzunluklu bir yar1 burmali kod, F; lizerindeki n uzunluklu bir

sabit devirli koda denktir.

Ispat: C, (3.1) deki gibi verilen G iirete¢ matrisine sahip olan bir yar1 burmali kod
olsun. G nin m siitiinlarinin 1 < j </ i¢in her bir diisey j bloklarina Teorem 3.2 nin
ispatindaki 7;, 1 <i < m permiitasyonlar1 uygulansin. Bu durumda elde edilen kod bir

sabit devirli koda denk olur.

3.4 Yeni Kodlar ve Uretec Matrisleri

Bu boliimde Teorem 3.2 iizerine dayali olan bir metod ile baz1 yeni optimal 1-iiretecli

yar1 burmali kodlar elde edilmistir.Bu kodlarin iiretecleri asagidaki formdadir.

(8(x),/2(x)g(x),---, fi(x) & (x))

Metodun iyi uygulanabilmesi i¢in uygun kodlarin devresel kosetleri dikate alind1 ve
tirete¢ polinomlarinin kokleri arasindaki { larin ardigik kosetlerinin en uzun dizi-
sine sahip olacak sekilde olusturuldu. g(x) belirlendikten sonra (blok uzunlugu m
olacak sekilde kodun boyutu belirlenmis olur) f;(x) iizerinde arastirilmig (bilgisayar
yardimiyla). En cok kullanilan durumlar / =2 ya da / = 3 dir. [ = 2 iken, sadece
deg(f (x)) < m—deg(g(x)) arastirilmig. Bu durumda arastirma m uzunluklu blok-
lara sahip yar1 burmali kodlar1 iizerinde etraflica yapilmis. Metodu gostermek icin

asagidaki detayli 6rnek ¢alisilmugtir.

Ornek 3.13 g =3,m =40 ve g = 2 olmak iizere F3 iizerinde 40 uzunluklu sabit devirli

kod ele alinsin. mod 3 e gore 2’nin derecesi 2 dir ve X0 _2, F3 iizerinde;
39 ‘
X40—2 — H (x_52l+1)
i=0
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olarak carpanlarina ayrilir.

0 kuvvetleri ( I’in 80. ilkel kokii) asagidaki gibi mod 80 e gore
kosetleri bir pargalanist olan mod 80 e gore tek tamsayilandir.
{1,3,9,27}, {5,15,45,5}, {7,21,29,63}, {11,19,33,57},{13,31,37,39}
{17,51,59,73}, {23,47,61,69}, {25,35,65,75}, {41,43,49,69} ve
{53,71,77,79} .

h(x) = 1,7 ve 25 kosetlerinin i¢eren polinom ve
-2
h(x)
+2x T 2xd a3 ot 8 o 20 P P42

g(x) — :x28+2x27+2x25+x24+2x23+x21+2x20+x19+x18

olsun. Bu durumda deg (g (x)) = 28 dir ve kokler arasinda 18 < i < 30, 8¢ leri igerir.

Bu yiizden g (x) tarafindan iiretilen 40 uzunluklu sabit devirli kodun boyutu 12 dir ve

minimum uzakh@: > 14 tiir ve (g,gf1,gf>) formundaki (ﬁ, x40g_2) =1,i=1,2,3,...

olan bir yar1 burmali kod 120 uzunluklu ve boyutu 12 olup minimum uzaklig1 en az 42

dir.

fi=2x"04 0+ X0+ 20 + 3+ 262 +x+ 1 ve fo =x! 4+ x7 +x0 4 x>+ 2x olsun. Bu
ireteclere sahip olan yar1 burmali kodun minimum uzaklig1 66 ve bunun F3 iizerinde
parametreleri [120,12,63] olarak bilinen lineer kodun minimum uzakligindan 3 daha

biiyiik oldugu elde edilmistir. Bu kodun agirlik sayaci

01 66448069 140007236080757500878 1 161608 1 11040 84498409019552934480965609980

dir.

3.5 Uretecler ve Agirhk Sayaclari

Bu béliimde yeni kodlarin iirete¢ matrisleri ve agirlik sayaclart verilmistir. 1-liretegli
yar1 burmal1 kodlarin bir iirete¢ matrisi yalnizca ilk satir1 ile belirlendiginden (ve sabit
a), sadece bloklar1 bir virgiil ile ayrilmig ilk satir verilmistir. Asagida verilen ilk 15
kod iiclii yart burmali kod olup sadece 14. kod icin @ = 1 olup bir yar1 devirli kod ve

digerleri i¢in a = 2 dir. Son li¢ kod ise F5 iizerinde a = 4 olan yar1 burmali kodlardir.
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1. [120, 12, 66]3 kodu;

(2011022210020112021121021202100000000000
222112010212020201011201120011220200220

0122010011220100122002101122022001121211).
2. [160,12,90]3 kodu;

(2011022210020112021121021202100000000000
0020110211122211021101120010101002010010
0201121012012222202012020222001121010120
1212221011020012120001122220021122122022).

Bu kodun agirlik sayacr;
0 1 90347293 80809622 1 609946400 10273440 105 102320 108 107280

11 184080 1 1449040 1 1724720 1207408 1232160 126800 12980'

3. [164,8,102]3 kodu;

(100112121211002110220122101222111122202122121121101122012,
0122002111111120010000000,00001110210121200010102011121102

22021201222120102020001111011021200001122220212112.)
Bu kodun agirlik sayaci;

4. [164,10,96]3, 5. [56,12,27]3, 6. [56,16,21]3, 7. [68,16,30]3, 8. [182,12,105]3
9. [182,14,99]3, 10. [82,17,36]3, 11. [70,17,29]3, 12. [148,18,71]3, 13. [52,13,23]3

14. [52,10,26]3, 15. [84,9,54]s, 16. [78,10,48]s, 17. [42,12,21]s.
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4. 2- URETECLI YARI BURMALI KODLARIN BIR ACIK INSASI

Bu boliimde, Chen’in [29] deki ¢alismadan yaralanilarak, 2-iiretecli 1iki agirlikli yar
burmali kodlarin bir ailesinin acik bir ingaas1 sunulmus ve bu aileye ait bir cok kod

parametrelerinin iyi ve optimal olduklar1 gosterilmistir.

Tamim 4.1 Bir lineer kodun dual kodunun minimum uzaklig1 en az ii¢ ise bu koda
projektif denir ve eger bir kod sifirdan farkl iki agirliga sahip ise bu koda iki agirlikl
kod denir. wy ve wy, wy # wy olacak sekilde iki agirlikli kodun sifirdan farkli agirliklar

olsun. Bir projektif g—1lu lineer iki agirlikli kod [n,k; wy, w] 4 le gosterilir.

Herhangi bir ¢+ > 1 tamsayis1 ve asalin kuvveti olan ¢ i¢in bir A —sabit devirli sim-
pleks [(¢'—1)/(g—1),t,¢' — 1], kodu insa edilebilir. g(x), A—sabit devirli sim-
pleks kodun bir lirete¢ polinomu olsun. ay,az,...,a;,—1 F; nun g — 1 adet sifirdan
farkli elemanlar1 olsun ve m = (¢' —1) /(¢ — 1) olsun. A—sabit devirli sabit sim-
pleks [(¢' —1)/(¢—1),t,¢' — 1], kodunun herhangi bir kodsozi, i = 1,2,...,q — 1
ve j=1,2,...,m—1 olmak iizere modiilo x” — A hesaplamasina gore g; ;(x) =
a;x/g (x) polinomu ile ifade edilebilir. G;, g(x) polinomu tarafindan tanimlanan bur-
mali matris ve G;j, g ;(x) tarafindan tanimlanan burmali matrisi olsun. Bu du-
rumda ¢’ — 1 tane burmali matrisi elde edilmis olur. By,Bs,...,By—1 ler, ¢’ — 1 tane
{G,-J-\i =1,2,....qg—1ve j=0,1,2,... . m— 1} seklinde yukaridaki tanimlanan bur-
mal1 matrislerinden elde edilen p — 1 adet farkli burmali matrisi olmak iizere 2-iirete¢li

yar1 burmali kod i¢in bir iirete¢ matrisi;

Gl Gt Gt G]
G = = 4.1)
0 By ... By G

seklinde olup, G| ve G, , G burmali matrisinin birinci ve ikinci satirlaridir.

Teorem 4.2 Herhangi bir # > 1 tamsayis1 ve asalin kuvveti olan ¢ i¢in m = ‘Jql:]l ve
p=2,3,...,q" olmak iizere (4.1) de verilen iirete¢ matrisi 2-iiretecli yar1 burmali iki

agurlikli bir [pm,2t, (p—1)¢'~", pg'~'] kodunu tanimlar.
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Ispat: Bir A—sabit devirli simpleks [(¢' —1)/(¢—1),2,¢' _l]q kodu esit uzunluklu
bir koddur. Bu kodun ¢’ — 1 tane sifirdan farkli kodsozii ¢ — 1 tane kodsozii grubuna
parcalanabilir ve her grup m = (qqt%f) tane kodsoziine sahiptir ve bu kodsozleri A —sabit
devirlidir. m (x), g;j = ax/g (x) tammlayict polinomu tarafindan kodlanmig bir mesaj
polinomu, b (x) ve by (x), By ve By ayrik burmali matrisilere karsilik gelen iki polinom
olsun. Bu durumda b; (x) ve b, (x) tarafindan m (x) by (x) ve m(x) by (x) olarak x" —
A modiil ¢carpmasina gore hesaplanarak kodlanan kodsozleri farkli olacaktir. Ci, Gy
tarafindan tanimlanan kodun bir alt kodu, C; de G, tarafindan tanimlanan kodun bir
alt kodu olsun. Dolaysiyla Cy, [m,t,q' —1}(] sabit devirli simpleks kodun kods6zlerin
p kez tekrarlar1 olan kodsozlerinden olusur. Bu yiizden Cj, uzakligi pg'~! olan bir
esit uzaklikli koddur. Benzer sekilde C; nin sozleri m tane sifir1 takip eden (p — 1)
tane [m,t,qt *1} g sabit devirli simpleks kodun farkli kodsozlerinden olustugu i¢in C;
de (p —1)¢'~! esit uzunluklu bir koddur. Simpleks kodun esit uzunluklu olma 6zeligi
ve (4.1) deki iiretec matrisine dayanarak C; ve C; deki sifirdan farkli kodsozlerinin

toplami, C; ve C; deki kodsozlerinin [m,mqt —1}(1 sabit devirli simpleks koddan ayni

r—1 1

ya da pg'~" agirliklarina

kodsoziine sahip olup olmadigina bagh olarak (p —1)g
sahiptir. Bunun i¢in (4.1) tarafindan tamimlanan herhangi bir 2-iiretecli yar1 burmali

kod w; = (p—1)¢'~! yadaw, = pg'~! agirliga sahiptir.

Sonu¢ 4.3 ¢ = 2 olsun.  Herhangi bir ¢+ > 1 tamsayisi i¢in p = 2,3,...,2f
olmak {lizere (4.1) deki liretec matrisi 2-iiretecli yar1 devirli iki agirlikh

[p(2'—1),2t;(p—1)2""", p2'~'] kodu tammlar.

Eger t ve g — | aralarinda asal ise [(¢' —1)/(¢—1),t,4''] , kodu devirli bir koddur

ve dolaysiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.4 ¢ > 1 herhangi bir pozitif tam say1 ve g asalin bir kuvveti olsun. Eger ¢ ve
g — 1 aralarinda asal ise m = (¢’ — 1) /(¢— 1) ve ¢ =2,3,4,...,4" olmak iizere (4.1)

deki iiretec matrisi 2-iiretegli yar1 devirli iki agirlikli

[pm.26:(p—1)¢'"'],

kodunu tanimlar.

30



Ornek 4.5 ¢ =2 ve t = 3 olsun. Bu durumda
x'—1=(x+1) (x3+x—|— 1) (x3+x2+ 1)

dir. Dolaystyla ikili [7,3,4] devirli simpleks kodu g (x) = x* +x? +x + 1 ile tamimlanur.
G3, g(x) tarafindan tamimlanan bir devresel matris ve Gy j, j = 0,1,2,...,6 olmak
lizere Gy j = x/g (x) polinomlar: tarafindan tanimlanan devresel matrisler olsun. Bu
durumda asagida verilen iirete¢ matrisi bir ikili 2-iiretecli yar1 devirli iki agirlikli

[56,6;28,32] kodu tanimlanr.

Gs G3 G3 G3 Gz Gz Gz Gs
0 Gio G G2 Gi3 Gis Gi5 Gye

G=

Eger yukaridaki iirete¢ matrisinin i¢indeki matrislerin p siitunlari alinirsa 1 < p <
8 icin diger [14,6;4,8], [21,6;8,12], [28,6;12,16], [35,6;16,20], [42,6;20,24],
[49,6;24,28| 2-iiretegli yar1 devirli iki agirlikli kodlar elde edilir.

Ornek 4.6 ¢ =3 vet =3 olsun. Budurumda m = 13 ve g— 1 = 2 dir. 3 ve 2 aralarinda
asal oldugundan bir devirli simpleks [13,3,9]; kodu elde edilir. g(x) = x10 —x% +
x® —x® —x° 4+ x* + ¥ + x> + 1 polinomunu [13,3,9]; kodunu tamimlar. Dolaysiyla
p=2,3,...,27 olmak iizere 2-iiretecli yart devirli iki agirhikli [13p,6;9 (p—1),9p],

kod serisi elde edilir.

Ornek 4.7 g=3vet=2olsun. Budurumdam=4,g—1=2ve A =2dir. t ve g — |
aralarinda asal olmadigindan 2-sabit devirli [4,2,3]; kodu elde edilir. F3 iizerinde 2.

2

dereceden bir ilkel polinom % (x) = x* —x — 1 dir. Dolaysiyla 2-sabit devirli koduna

kargsilik gelen iirete¢ polinomu
gx) = (x4—2) Jh(x) =x*+x—1

dir. a; = 1, ap =2 olsun. G, g (x) tarafindan tanimlanan burmali matris ve G;;, i = 1,2
ve j = 1,2,3 igin a;x/g (x) tarafindan tanimlanmis burmali matrisi olsun. Teorem 4.2
den p=2,3,...,9 i¢in 2-iiretecli yar1 burmali iki agirlikli [4p,4;3,3p|; kod serisi inga

edilir.
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4.1 1yi ve Optimal Kodlar

[n,k,d] 4 bir dogrusal kod olmak iizere eger bu kodun minimum uzaklig1 daha fazla
iyilestirilemiyorsa, yani [n,k,d + 1], seklinde bagka bir kod bulunmuyorsa bu koda
uzaklik-optimal ya da d-optimal kod denir. [30] da verilen n, k ve g icin bilinen en
1yl kodlarin online tablosu bulunmaktadir. Bu tabloda bir kodun minimum uzakligi
tizerine sinirlar verilmistir. Bazi parametereler icin sinirlar tam de8er iken digerleri
icin alt ve iist sinirlar verilmigstir. Sinira ulagan bir koda d-optimal kod denir. Min-
imum uzaklik icin verilen sinirlar i¢in alt sinira ulasan bir koda iyi kod denir, yani
bu durumda daha biiyiik uzunlukta bagka kod bulunmamaktadir. Yukaridaki gibi inga
edilen 2-iiretecli yar1 devirli ve yar1 burmali iki agirlikli kodlarin ¢ogu iyi kodlardir ve

d-optimaldir.

Ornek 4.8 2-iiretecli yari devirli iki agirlikli [7p,6;4(p—1),4p] 2 < p < 8 ve
[15p,8;8(p—1),8p] 9 < p < 16 kodlar1 d-optimaldir. ~ 2-iiretegli yar1 bur-
mali iki agirlikli [4p,4;3(p—1),3p]; 2 < p < 9 kodu, 2-iiretecli yar1 devirli
[5p,4:4(p—1),4p], 6 < p < 25 kodlar1 d-optimaldir.  Bu kodlar arasindaki
[195,8,96],]210,8,104] ve [240,8,120] kodlar yar1 devirli olarak daha 6nce bilinmiy-
ordu [31]. lyi kodlar igin bilgisayar yardimiyla, Gulliver ve Bhargava 1-iiretecli yari
devirli [36,4,23]; kodu insa ettiler [32].

Ama yukarida tamimlanan metod ile ¢ = 3, = 2 ve p =9 i¢in d —optimal 2-iiretecli yar1
burmali [36,4,24]; kodu elde edilir. ¢ =3, =3 ve p = 16 ve p = 17 ile 2-iiretegli yar1
devirli iki agirlikli [208,6,135;144], ve [221,6,135;153]; kodu elde edilir ve bunlar

[30] daki uzunluklar iizerindeki alt sinira ulasirlar.

4.2 Uzunluk-Optimal Kodlar

[n,k,d] q bir lineer kod olsun. Eger bir kodun uzunlugu azaltilamiyorsa yani
[n—1,k,d] 4 seklinde bir kod bulunmuyorsa bu koda uzunluk-optimal ya da n-optimal

kod denir. [22] de bir [n,k,d],, kodu i¢in blok uzunlugu kurali, [x], x’e esit veya biiyiik
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en kiiciik tamsay1y1 gostermek iizere Griesmer sinir1 olarak verildi,
k—1
d
j=o !4’
p = ¢ olsun. Bu durumda 2¢ boyutlu simpleks kod 2-iiretegli yar1 burmali bir kod

seklinde inga edilebilir.

Teorem 4.9 ¢ bir asal sayinin herhangi bir kuvveti ve ¢t > 1 i¢in p = ¢’ ve m =
(¢ —1)/(g—1) olsun. Asagidaki iirete¢ matrisi 2-iiretecli yari burmali simpleks
(¢ -1)/(p—1)=(p+ 1)m,2t,q2’_1]q kodunu tanimlar.

G G G ... G 0
G- 42)
0O Bl By ... Byi G

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 4.2 dekine benzer bir yontem ile yapilabilir.
Asagidaki teorem genel olarak kodlarin nasil iyi kod olduklarini soyler.

t>1,j=12,....tvei=12,...,¢"! tamsayilart icin gap adinda bir fonksiyon

asagidaki gibi tamimlanir;

t .
gap (i,t,q) = Z LJ J

Teorem 4.10 g bir asalin kuvveti ve ¢ > 1 tamsayisi icin i, r ve ¢q, i =
1,2,....¢ =1, r=1,2,....,q ve p=¢" —ig+r+1 olacak sekilde tamsayilar ol-
sun. (4.1) ve (4.2) de verilen iirete¢ matrisleri ile iiretilen 2-iiretecli yar1 burmali
p(d—1)/(g—1),2t,(p—1) qt_l]q kodu gap (i,t,q) ile verilen bir gap ile Griesmer

sinirina ula§1r.

Ispat: Griesmer smuri ile, boyutu k = 2¢ olan n uzunluklu ve minimum uzaklig1 d =

(p—1)¢'~" olan bir kod asagidaki esitsizlikleri saglar;

s ] e

e A 9’
.y [(p—l)q"'wfil[(p—l)qt‘]w
n el _— B ——
= = 9’
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p(d —1)/(g—1)—gap(it,q).

Dolaysiyla kod tanimlanan fonksiyon ile Griesmer sinirina ulagir. E8er i = 1 ise

gap (1,t,q) = 0 dir. Dolaysiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.11 ¢ bir asalinkuvvetivet > licinrve p,r=1,2,....qvep=q' —q+r+1
olacak sekilde tamsayilar olsun. [p(q'—1)/(q—1),2t,(p— l)qtfl]q seklinde insa

edilen kod Griesmer sinirina ulasilir ve uzunluk optimaldir.

t = g = 3 i¢in bir ornek olarak Cizelge 4.1, p = 17,18, ...,28 icin elde edilen kodlar
icin hesaplanmustir. Cizelge 4.1 den, p artikca kodun daha iyi oldugu anlagimaktadir.
Cizelge 4.1 deki gb uzunluk iizerindeki Griesmer smirini gostermektedir. Ama 2-
tiretegli yar1 burmali iki agirlikli bir kod ailesinde p nin maksimum degeri ¢’ dir ve

p = ¢' + 1 oldugundan bir 2-iiretecli yar1 burmali simpleks kodu elde edilir.

Cizelge 4.1 Ornek Kodlar Cizelgesi

p | d | n | gb|egap
17 | 144 [ 221 ] 217
18 | 153 [ 234 | 230
19 | 162|247 ] 243
20 | 171 | 260 | 258
21 | 180 | 273 | 271
22 | 189 | 286 | 284
23 | 198 | 299 | 298
24 | 207 [ 312 ] 311
25 | 216 | 325 | 324
26 | 225 | 338 | 338
27 | 234 | 351 | 351
28 | 243 | 364 | 364

OO || =R |

— = = B B B d | | | o | e | o | e
| = [ [ b = W= W ra | = Y
| [ | [ L] | | LD [ L | L) | ] L D
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5. SERBEST 7,7.47Z3-TOPLAMSAL KODLARI SAYMA

Lineer kodlar1 kombinatorik agidan incelemek, yani lineer kodlarin alt lineer kod-
larinin sayilarin1 bulmak oldukc¢a 6nemli bir problemdir. Bu problem, cisimler
tizerinde lineer kodlar icin tamamiyla ¢oziilmiistiir ve kodlarin sayis1 Gauss binom
katsayilari ile gosterilmektedir. Ote yandan, halkalar iizerinde kodlarin sayilar ile il-
gili de cok cesitli caligmalar ([33], [34], [35], [36]) yapilmistir. Bu bdliimde, serbest
ZnZ.47.g-toplamsal kod tanimi yapilmis ve bu kodlarin sayisini veren bir formiil elde

edilmistir.

1973 yilinda [37] de Delsarte toplamsal kodlari ilk defa birlesim semalarini esas alarak
tammmlamistir. Genel olarak toplamsal kod, 6telenmis birlesim semasindaki degismeli
grubun bir alt grubu olarak tanimlanir. Daha sonra ise 1997 yilinda o6telenme ile
degismeyen propelineer kodlar tanimlanmis ve bu ikili kodlarin Qg sekiz elemanli
degismeli olmayan quaterniyon grubu gostermek iizere, ZS‘ZE Qg in alt gruplarina

izomorf olduklart ispatlanmistir [38].

Birlesim semasinin Hamming semast oldugu durumda, yani degismeli grubun mer-
tebesinin 2" oldugu durumda, toplamsal kodlar degismeli 6telenme ile degismeyen
propelineer kodlarla cakigirlar. Boylece, bu tip degismeli gruplar, @ + 28 = n olmak
lizere, sadece Zg x ZE formunda olacaktir [38]. Buradan, ikili Hamming semasindaki

toplamsal kodlar yalmzca Z§ x Zf nin C alt gruplar olarak incelenir.

o ve fB birer pozitif tamsayr olmak iizere Z§ x ZE nin bir C alt grubuna Z,7Z4-
toplamsal kod denir. Z,Z4-toplamsal kodlarin cebirsel yapis1t 2010 yilinda Borges
ve arkadaslar tarafindan [39] de incelenmis ve bu makalede Z;Z4-toplamsal kod-
larin standart haldeki iirete¢c ve kontrol matrisleri belirlenmistir. Bu calismayla be-
raber Z,Z4-toplamsal kodlar bircok matematik¢inin ilgisini ¢ekmis ve bugiine kadar
bu konuyla ilgili olarak c¢esitli calismalar yapilmistir ([40], [41], [42]). 2017 yilinda,
Aydogdu ve Giirsoy [43] de, Z,Z4Zg-toplamsal devirli kodlar litaratiire kazandirdilar.
Bu kodlar Z;,Z4-toplamsal kodlarin bir genellemesi olarak goriilebilir. 2019 da [44]
de Caliskan ve Balik¢1 herhangi bir tipteki Z,7Z47Z3-toplamsal kodlarin sayis1 i¢in bir
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formiil verdiler.

Tamm 5.1 [17] g # 1, k ve n pozitif tamsayilar olsun. g¢-lu Gauss katsayilar [lq

0] =1

e (@' =D(g" ' =1 (g" ' - 1)
g (¢ =1D(¢'=1)-(g-1)

q
olarak gosterilir ve

L k=1,2,...
olarak tanimlanir.

Teorem 5.2 [17] F, cismi iizerinde [n,k]-lineer kodlarin sayisi [lq Gauss katsayist
q

ile verilir.

Ornek 5.3 Uzunlugu 3, boyutu 1 olan iiclii lineer kodlarin sayist 13 diir. Yani parame-

treleri [3, 1] olan Z3 cismi iizerindeki lineer kodlarin sayzist,

3 3.1
-
3

3—-1

Bu lineer kodlarin iirete¢ matrisleri x,y € Z3 olmak lizere asagidaki gibidir,

[Txy], [01x],[001].

Dougherty ve Saltiirk [45] de sonlu zincir halkalari iizerindeki kodlarin sayisini veren

formiili elde ettiler.

Teorem 5.4 [46] Z4 bir sonlu zincir halkasi olarak alinsin. A ve C, Z, lizerinde ma-
trisler, B, Z; lizerinde matris olmak {izere Z4 iizerindeki bir lineer kod asagidaki iireteg

matrisi ile verilen bir lineer koda permiitasyon denktir,

L, A B

0 2, 2C
Sonug 5.5 [45] Z4 tizerinde (ko, k) tipindeki ayrik lineer kodlarin sayisi

2L (21— 20Ty (2" —2%)

J
ko—1 k1—1
kg +2koki 1,2, (20 -29)TT,L, (250 -2))

dir.
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Ornek 5.6 Z, iizerinde 4 uzunluklu (1,3) tipindeki ayrik lineer kodlarin sayist,

24(2% —1)(24 —2)(2* - 22)(2* - 23)

TR )PP -2

dir. Bu lineer kodlarin iirete¢ matrisleri x,y,z € Z, olmak iizere asagidaki gibidir,

1 x y z 200 0 200 0 200 0
0200 01 x 0200 020 0
00201 ]o0o02 "loo1 x| [oo2o0
0002 0002 0002 000 1

Yine Dougherty ve Saltiirk [47] de hem (o, ;7, 9, k) tipindeki ayrik Z,Z4-toplamsal

kodlarin hemde serbest Z,7Z4-toplamsal kodlarin sayisin1 veren formiilleri elde ettiler.
Teorem 5.7 [47] («,B;7,0, k) tipindeki ayrik Z,Z4-toplamsal kodlarin sayisi,

y(a+B—y=8)6+(B—6—r+K)K B o p-o

0 K|, V=K

2 2

dir.

Ornek 5.8 (2,2;2,0,1) tipindeki ayrik Z,Z4-toplamsal kodlarin sayisi,
22(22—-1)(22-1)

=18
(22-2)(2—-1)
olup, bu kodlarin iirete¢ matrisleri asagidaki gibidir,
I x|y O 0O 1|y O I x|0 O
ooly2/) \ooly2) \ool2o0]
x 110 2 0 1(0 0 1 0/0 2
oof20) \ooj20/ \ool2o0

s tane vektor tarafindan iiretilen bir Z;Z4-toplamsal kodun tipi (¢, 3;0, s, k) dir.

Teorem 5.9 [47] Z§ x ZE da, s tane vektor tarafindan iiretilen serbest Z,Z4-toplamsal

kodlarin sayist,

H5(B+a—s) W
2
dir.
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Ornek 5.10 o =1 ve B =2 olmak iizere s = 1 vektor tarafindan iiretilen serbest Z,Z4-
toplamsal kodlarin sayisi,

21(2+1—1) |:%:| — 12
2

olup, bu kodlarin iirete¢ matrisleri asagidaki gibidir,
o). (o) (2 1) (15 1),
(o). (T 2)s (oo 1) (o1 1),
(o2 1) (of3 1) (o1 0). (a1 2).

[48] de Aydogdu ve Siap ayrik Z,Zg-toplamsal kodlarin sayisi icin bir formiil elde et-

tiler. S| ve Sy, Z lizerinde matrisler, Ao, Ag2, Aoz, A12 ve A3, Zg4 lizerinde matrisler,
A3, Zg lizerinde matris, To3, Zp lizerinde matris, Iy, Iy, , Ir, ve Iy, birim matrisler
olmak lizere Z§ x Zg da (o, B;ko,k1,kz,k3) tipindeki bir toplamsal kodun standart

irete¢ matrisi asagidaki gibidir,

Ly Aot |0 0 | 0 4Ty
0 S |y Ao | Az Aos
0 S| 0 25, |241p 243

0 0 0 0 |4, Ay

Teorem 5.11 [48] («,B;ko,ki1,ko,k3) tipinde ayrik Z,Zg-toplamsal kodlarin sayisi,
1) :k()(ﬁ —l)+k1 (Oﬂ—ko—f—Z(ﬁ —l)+k3)—|—k2((ﬁ —l)+((x—k0)) vel=ky+k+
k3 olmak tizere

o B

ko ) ki,ka, k3 5

N2><8 = 26

dir.

Ornek 5.12 C, (2,2;1,1,1,0) tipinde bir Z,Zg-toplamsal kod olmak iizere, bu tipteki
ayrik kodlarin sayis;, 6 =1(2—-2)+12—-14+2(2-2)+0)+1((2-2)+(2—1)) =
2 olmak iizere,

2
Noyg(2,2;1,1,1,0) =22 =36

1 1,1,0
2 2
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dir. Bu kodlarn iirete¢ matrisleri x,y, z,t € Z, olmak lizere asagidaki gibidir,

1 x 00 I x 00 0100 0100
Oy 1 ¢t |10y OT1T],]xO01vy|],] x 0O01
0 z 02 0z 20 z 00 2 y 020

Tamm 5.13 Z;, Z4 ve Zg sirastyla modiilo 2, 4 ve 8 e gore tamsay1 halkalar1 olsunlar.
Bu durumda, Z‘z)C X Zf X Zg nin bir alt grubu C ye bir Z,7Z47Zg-toplamsal kod denir. C,
7% x 7P x 7.8 nin

ko 2k ks 3k3 2ky ks
Ly X Lin ' X Lin® X Lin > X L X Ly

seklindeki bir alt grubuna izomorfik olup, C ye (ko,ki,kz,k3,ks,ks) tipinde bir
Zn 74 Zg-toplamsal kod denir [43].

[44] de Caliskan ve Balik¢1 Z,7Z4 ve ZoZg-toplamsal kodlar i¢in elde edilmis olan bu
formiillerin bir genellemesini yaparak ZS‘ZE Zg da (a,B,0;ko,k1,ko, k3, ka,ks) tipin-

deki ayrik Z,Z47Zg-toplamsal kodlarin sayis1 i¢in bir formiil elde ettiler.

C, (a,B,0;ko,ki1,ka, k3, ka,ks) tipinde bir Z,7Z473-toplamsal kodunun standart iireteg
matrisi, Ag1, S1, S», S3, Z, iizerinde matrisler, By, Bi2, So» ve Si2, Z4 iizerinde
matrisler, 7y, T5 ve A3 0 <i < 2 i¢in Zg lizerinde matrisler, By, So; ve 71 matris-
lerinin tiim bilegenleri {0,1} C Z4 den, benzer sekilde Ag; ve T», Z4 lizerinde ma-
trisler olup tiim bilesenleri {0, 1} den, T3, A1, ve Ao, Zg lizerinde matrisler ama tiim
bilesenleri {0, 1,2,3} kiimesinin elemanlarindan olmak iizere C, 2k0p2kipkap3k3 p2ka ks
tane kodsoze sahiptir ve asagidaki gibi bir standart iirete¢ matrise permiitasyon denktir

[43],

Ly An |0 0 273 |0 O 0 4D
0 S|k Bun B |0 0 253 2T4
0 0[O0 2, 2B/ 0 0O 0 475
0 S [0 Soi So2 |Liy Aoi Ajx  Ags
0 S3|[0 0 2850 2f, 241 243
0 0[O0 0 0 |0 0 4 443
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Teorem 5.14 [44] C, (a, B, 0;ko,k1,k2,k3,ka,ks) tipinde Z,7Z47s-toplamsal kod ol-
sun. s = k; +ky vet = ks + kg +ks ve

§ = ko[(B—s)+(6—1)]
+ki [(a—ko)+ (B —5)+2(0 —1)+ks]
+ko [(0 —1) — 2k3 — k4]
+h3[(0t—ko) +2(B —5)+2(0 —1) + k2 +ks]
(

+ka[(0—ko) +2(B —5)+ (0 —1) + k2]

olmak tizere bu kodlarin sayisi,
Nowaxg = 28
ko kikay |, | K3skaks

dir.

Ornek 5.15 C, (2,1,1,1,1,0,1,0,0) tipinde bir Z,Z4Zg-toplamsal kod olsun. Bu
ayrik kodlarin sayis;, &« =2, B =60 =1, ko =k =k3 =1 and kp = kg = ks =0,

0 = 2 olmak iizere,

]2 1 1
Nyswaxg =2 =12

1 1,0 1,0,0
2 2

olup, bu kodlarin iirete¢ matrisleri x, y ve z 0 ya da 1 olmak lizere asagidaki gibidir,

1 x 00 0100
0y10/|[.]yo10
0z 01 2001

Tamm 5.16 [49] vi,vy,..., v, € Zg olmak lizere, eger Z;‘Zl a;v; = 0 iken her i icin
a; = 0 oluyorsa vektor kiimesine lineer bagimsiz denir. Eger Zile o;v; = 0 iken her i

icin o; = {0,2,4} oluyorsa vektor kiimesine modiiler bagimsiz denir.

Zg tizerindeki kodlar icin modiiler bagimsiz iirete¢ kiimesi en kiiciik iiretec kiimesidir.
Boylece standart formda verilen tirete¢ matrisindeki satirlar modiiler bagimsizdirlar

[50].
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Tamm 5.17 [51] Bir R halkasi iizerinde herhangi bir kod, s adet lineer bagimsiz vektor

ile iiretiliyorsa bu koda serbest (free) kod denir.

Tanim 5.18 Herhangi bir Z,Z47Zg-toplamsal C kodu i¢in, eger her 2 mertebeli u € C
ve 4 mertebeli v € C vektorleri icin u = wy +wy +wy +w; and v = wy 4+ wy olacak

sekilde wy, wy € C vektorleri bulunabiliyorsa C koduna bir serbest kod denir.

(a,B,0;ko,ki,ko,k3,ka,ks) tipinde bir Z,7Z47s-toplamsal kodunun standart matrisi,
S», Z, iizerinde bir matris, Sop, Z4 tizerinde bir matris, A3, Zg lizerinde matrisler, Ag;,
Z4 tizerinde bir matris olup tiim bilegenleri {0, 1} den, Ay, Zg lizerinde matrisler ama
tiim bilesenleri {0, 1,2,3} kiimesinin elemanlarindan olmak iizere Z,Z47Zg-toplamsal
kodun standart iiretec matrisinden herhangi bir serbest Z,Z47g-toplamsal kod i¢in

lirete¢ matrisi asagidaki gibi elde edilir

<§2‘SOZ‘Ik3 A03>~

Lemma 5.19 C herhangi bir Z,Z4Zg-toplamsal kod ve i = 1,2,...,k icin v; =

(VigsViy, Vi) € 2§ X ZE X Zg olsun. vi,vy,...,v € C vektorlerinin bir serbest kod
tiretebilmesi igin gerek yeter kosul vy,,vo,, ..., Vi, vektorlerinin bir serbest Zg kodunu
tiretmesidir.

ispat: Kabul edelim ki ¢, 8 mertebeli bir Z,7Z.47.g vektor olsun. Bu durumda c+c+c+
¢ # 0 dir ve cy bir ikili kod oldugundan cx +cx +cx +cx =0ve cy +cy +cy +cy =0
dir. Dolayisiyla 4cz # 0 ve Zg kismi 8 mertebelidir. Buradan, bir Z,Z47Zg vektoriin
8 mertebeli olabilmesi i¢in gerek yeter kosulun onun Zg kisminin 8 mertebeli olmasi

gerektigi elde edilir.

Simdi sirastyla Z,7Z.47.g-toplamsal kodun 8 mertebeli bir vektoriin kat1 olmayan 2 mer-
tebeli ve 4 mertebeli vektorler icermedigini yani Zj,Z47Z.g-toplamsal kodun bir serbest

kod oldugunu gosterelim.

wi,wa, ..., wi vektorleri bir serbest Zg kodunu iireten sekizli lineer bagimsiz vektorler
olsun. Eger bir w vektorii bu kodda 2 mertebeli vektor ise, o; € Zg icin w = qyw; +

Oowr + -+ - + ogwy oldugu elde edilir. w, 2 mertebeli bir vektor oldugundan, 2w =
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2(aqwi + apwy + -+ - + ogwy ) = 0 dir. Bu ise vektorlerin lineer bagimsiz olmalarindan
dolay1 her bir ; nin ya 0 ya da 4 olmasini gerektirir. o = % olsun. Bu durumda
w1 + 0wy + - -+ + oy wy vektorii 8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer bagimsiz
vektorler tarafindan tiretilen bir serbest Zg kodda 2 mertebeli her vektoriin 8 mertebeli

bir vektoriin herhangi kat1 olmasi gerektigni ispatlar.

Benzer sekilde, eger bir w' vektorii bu kodda 4 mertebeli vektor ise, f; € Zg icin w' =
Biwi + Bows + - - - + Brwy oldugu elde edilir. w/, 4 mertebeli bir vektor oldugundan,
aw' = 4(Biwi + Bown, -+ Prwy) = 0 dir. Bu ise vektorlerin lineer bagimsiz ol-
malarindan dolay1 her bir ; nin ya 0 ya da 2 olmasim gerektirir. 8/ = % olsun. Bu du-
rumda B{w; + Bywo +- - -+ Bwy vektorii 8 mertebeli bir koddur. Bu da, lineer bagimsiz
vektorler tarafindan iiretilen bir serbest Zg kodda 4 mertebeli her vektoriin 8 mertebeli

bir vektoriin herhangi bir kati1 olmasi1 gerektigini ispatlar.

s vektor tarafindan iiretilen bir serbest Z,Z47Zg-toplamsal kod (e, 3, 6;0,0,0,s,0,0)

tipindedir.

Lemma 5.20 Zg‘ X fo X Zg de serbest bir Z,7Z47Z3-toplamsal kodu iireten s vektoriinii

secmenin yollarinin sayisi

—1
N; = H (89 - 492”> 20+2P
=0

~

dir.

Ispat: [51] deki Lemma 2.3 ii Zg e uygulandiginda s tane lineer bagimsiz vektdrlerini

secmenin yollarinin sayist

(89 —49> (89 ) (49>> (89 22 (49>) <89 — (2 49> .

dir.

Diger taraftan, bu durumda bir vektoriin her bir se¢cimi eslik eden ikili ve dortlii
vektorlerin se¢imini verir. Yani Lemma 5.19 dan dolay1, v, ve v, lerin ne olduk-
lar1 6nemsizdir. Dolaysiyla, bir serbest kodu iireten s vektorlerinin secim yollarinin

sayist
(89 - 49> 204P (89 2 (49> 2“4/3) (89 22 (49)) 294B ... (89 — (27 49) 204P
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dir.

Lemma 5.21 Zg‘ X ZE X Zg de s vektor tarafindan {iretilen bir serbest Z,7Z.47.g-

toplamsal kodun bir en kiiciik lirete¢ kiimesini bulmanin yollarinin sayisi

dir.

Ispat: Buradaki sayma islemi Lemma 5.20 dekine benzer olup, ikili ve dortlii kisimlar
icin serbest secimler dikkate alinmayacagindan, s vektor tarafindan iiretilen bir serbest

Zn 7.4 78-toplamsal kodun bir en kiiciik iirete¢ kiimesini bulmanin yollarinin sayisi
(85 - 45) (85 ) (45)) (89 . 22 (45)) . (85 r (Zs_l) 49)
olarak elde edilir.

Teorem 5.22 Z‘zx X ZE X Zg de s vektor tarafindan iiretilen serbest Z,Z47Zg-toplamsal

kodlarin sayis1

2s[a+2ﬁ +2(6—s)] 6

s
2

dir.

Ispat: Pay kism: Lemma 5.20 den ve payda kismi Lemma 5.21 den gelmek iizere,
(89 —4%) (9 ~2.(40)) (89— 22 (4%)) . (8 - (2 1) 4%) 24
(gs — 45) (85 -2 (4s>) (8s —02 (45)) .. (85 — (zs—1)4s)
(46)3230543[3 (26_1) (29_2) (29_22)_”(29_2st)
@ | e-ne-)@-2) -2

2s[a+2ﬁ+2(97s)] 6

S
2

bulunur.

Ornek 5.23 C, (2,1,1,0,0,0,1,0,0) tipinde bir serbest Z,Z4Zg-toplamsal kod olsun.

Bu kodlarin sayisi,
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1242 142(1-1)] 1 — 16

1
2

dir. Bu kodlarn iirete¢ matrisleri x, y € Z; ve z € Z4 olmak lizere asagidaki gibidir,

([T
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, [19] deki makalede sunulmusg olan 1-iiretecli yar1 burmali kodlarin ce-
birsel yapilar arastirilarak, F3 ve Fs cisimleri iizerinde tanimli baz1 yeni elde edilmis

optimal kodlar tasnif edilmistir.

Ayrica [29] deki makalede verilmis olan 2-iiretecli yar1 burmali kodlarin agik bir

ingaas1 metodu ile edilmis olan yeni optimal kodlarin bir sinif1 calisilmisgtir.

Son kisimda ise serbest Z,Z4Zg-toplamsal kod tanimi1 yapilmis ve bu kodlarin sayisini

veren bir formiil elde edilmistir.

llerleyen arastirmalar icin, bir Z(ZXZE Zg uzaymnda kendine dual kodlar ile ilgili
calismalar yapilabilir [43]. Ayrilamayan Z;7Z,7Z4 devirli kodlarin duallerinin yapilari
ile ilgili arastirmalar yapilabilir ve bu iki kod grubu i¢in tek agirlikli olabilmeleri icin

gerek ve yeter kosullar incelenebilir [52].
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