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OZET

Bu calisma dort boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin
amaci ve konunun ele alinma nedeni tartigildi. Genel bilgiler béliimiinde diferensiyel
geometriden temel kavramlara yer verildi. Materyal ve metot boliimiinde ii¢ boyutlu
Oklid uzayinda paralel p-equidistant regle yiizeyler ve Mannheim egriler tanimland1 ve

bu ylizeylerle ilgili baz1 karakteristik 6zellikler verildi.

Bulgular boliimii ¢galismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde tig
boyutlu Oklid uzayinda iki regle yiizeyin striksiyon egrileri boyunca asli normal
vektorleri paralel ve uygun noktalardaki merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit
kabul edilerek elde edilen regle yiizeylerin bazi karakteristik ozellikleri incelenmistir.
Iki regle yiizeyin kapali olmasi halinde ise bu yiizeylere ait integral invaryantlari

arasindaki bagintilar hesaplanmustir.

Anahtar Soézciikler: Striksiyon egrisi, Mannheim egrisi, regle yiizey ve integral

invaryantlari.



ABSTRACT

This study consists of four fundamental chapters. In introduction, it is discussed
aim of and why this study is taken into consideration. In general in formation part, the
basic concepts of differantial geometry have been pointed out. In material and method
part, the parallel p-equidistant ruled surfaces and mannheim curves are defined in the 3-
dimensional Euclidean space E*® and some characteristics properties of these surfaces

have been given.

In the last chapter is the orijinal part of the study. In this chapter, the some
characteristic properties are examined of two ruled surfaces that along striction curves
of this ruled surfaces whose principal normal are paralel and the distances between of
central plane in suitable points are constant in E®. On the way the two ruled surfaces is
close, the relationships between the integral invariants of this ruled surfaces are

computed.

Key Words: Striction curve, Mannheim curve, ruled surface and integral invariants.
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1.GIRIS

E® de Regle yiizeyler ile ilgili temel kavramlar Hacisalihoglu’nun “Diferensiyel
Geometri Dersleri” ve “Yiiksek Boyutlu Uzaylarda Doniisiimler ve Geometriler” isimli
kitaplarinda verilmistir. Valeontis’in  “Parallel P-Aquidistante Regelflachen” adli
makalesinde Paralel P-Equidistant Regle Yiizeyler tanimlanarak bazi karakteristik
ozellikleri verilmistir. Masal ve Kuruoglu’un “Some Characteristic Properties of The
Parallel P-Equidistant Ruled Surfaces In The Euclidean Space”, “Some Characteristic
Properties of the Shape Operators of Parallel P-Equidistant Ruled Surfaces” ve “Some
Characteristic Properties of the Spherical Indicatrices Leading Curves of Parallel P-
Equidistant Ruled Surfaces” adli makalelerinde Paralel P-Equidistant Regle Yiizeylerin
integral invaryantlari, sekil operatorleri ve bu yiizeylerin dayanak egrilerinin kiiresel
gostergeleri hesaplanmistir. Liu ve Wang’in “Mannheim Partner Curve in 3-Space” adli

makalesinde Mannheim egriler tanimlanmigtir. Orbay ve Kasap’in “Mannheim Partner

Curves in E*” adli makalesinde Mannheim egrilerin bazi karakteristik dzellikleri

verilmigtir.

Bu calismada ise ii¢ boyutlu Oklid uzayinda iki regle yiizeyin striksiyon egrileri
boyunca asli normal vektorleri paralel ve uygun noktalardaki merkezi diizlemler
arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek elde edilen regle ylizeylerin baz1 karakteristik
ozellikleri incelenmistir. Iki regle yiizeyin kapali olmasi halinde ise bu yiizeylere ait

integral invaryantlari arasindaki bagintilar bulunmustur.



2.GENEL BILGILER
2.1 Temel Kavramalar ve U¢ Boyutlu Oklid Uzay1 E* de Regle Yiizeyler

Tamm 2.1: A(# Q) bir cimle ve V de J cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun.
Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f : Ax A — V fonksiyonu varsa A ya V ile
birlestirilmis bir afin uzay denir:

A:VvP,QReA icin f(P,Q) + f(QR) =f(P,R),

A :VPeA ve VaeV igin f(P,Q) =a olacak bigimde bir teck QeA
noktasi vardir (P,Q eAicinf (P,Q) = @) bigiminde gdsterilir.
Tammm 2.2: V bir vektér uzayr ve A da V ile birlesen bir afin uzay olsun.
P, P.P,,...,P, e A noktalart icin {R,P,RP,,...,RP} ciimlesi V nin bir bazi ise
{PO,Pl,PZ,...,Pn} nokta (n+1)-lisine, A afin uzaymnin bir afin c¢atis1 denir. Burada P,
noktasma gatinin baslangic noktas1 ve P, 1< i< n, noktalarina da catmmn birim

noktalar1 denir. Eger boyV = n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir.
Tammm 2.3: A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektér uzayr da V olsun. V
lizerinde tanimlanan

<) 'V xV —> IR

X y) > (xy)

reel degerli fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglarsa bu fonksiyona i¢ carpim
fonksiyonu denir: Vx,y,zeV igin

i) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),

(x,ay+bz) =a(x,y)+b(x,z),

ii) Simetri Aksiyomu;

(% y)=(y.x),

iii) Pozitif Tamimlilik (kararlilik) Aksiyomu;

(x,Xx) =0, <x,x>:0<:>x=6.



Ornek 2.1: X,Y €IR? olmak iizere
():IRXIRE 5 IR, (X,Y)=[X|[¥]cos, 0<O<x
seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tanim 2.4: IR" standart reel afin uzay olsun. VX,Y € IR", X=(x,X,,...,X,),

Y =(Y, Y, Y,) icin
(JIR'XIRT 5 IR (X.Y)=Dxy,
i=1

fonksiyonu bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima IR" de standart i¢ carpim veya
Oklid i¢ carpmm denir. Standart i¢ ¢arpimim tamimli oldugu IR" vektor uzayi ile
birlesen IR" afin uzayina n-boyutlu standart Oklid uzayi denir. E" ile gosterilir.

Tamim 2.5: E" n-boyutlu Oklid uzaymnda bir X noktasmin afin koordinat sistemine
gore koordinatlart (X, X,,...,X,)olsun. x :E" — IR bilesenlerine E" nin i-yinci egrilik

fonksiyonu denir.

Tanmm 2.6: d:E"xE" —> IR, d(X,Y)= /Z(yi —X)?
i1

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymnda uzaklhk fonksiyonu ve
d(X,Y) reel sayismma da X,Y e E" noktalar1 arasindaki uzakhk denir.

Tamm 2.7: n-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 V ve V ile birlesen Oklid uzay: da E"
olsun. R,R,PR,,..,P,€E" olmak iizere, {F{),PI,PZ,...,PH} nokta (n+1)-lisi igin,
{RR.RP,.....RP} ciimlesi V nin bir ortonormal bazi ise {F,,P,P,,...,P,} nokta
(n+1)-lisine E"de bir Oklid catis1 veya dik ¢at1 denir.

Tamm 2.8: a:lcIR>E" |, a(t)=(a) a(t),..a,(t)) diferensiyellenebilen
fonksiyona E" de bir egri denir. Burada | araligina o egrisinin parametre arahig ve

te | degiskenine de « egrisinin parametresi denir.

a:1>IR

Tanmm 2.9: «:1 < IR— E" diferensiyellenebilir bir egri olsun. |
||a’|| = ||a’(t)|| seklinde tanimli ||a'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, ||a'(t)||

reel sayisina « egrisinin a(t) noktasindaki skaler hizi denir. a(t) € E" i¢in

da [dal(t) day, (t) .’dan(t)

a'(t) =—1/|= , e vektoriine de egrinin hiz vektorii denir.
dt dt dt dt



Tanim 2.10: «: 1 < IR—E" bir egri ve VSel igin,

|a'(s)||=1 ise a egrisine birim
hizh egri denir. Bu durumda s € | parametresine egrinin yay parametresi denir.

Tamim 2.11: Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.
Tanmm 2.12: a:l cIR—E" bir egri, wz{a',a",...,a(r)} , r<n , sistemi lineer
bagmmsiz ve Vo, k>r icin o' eSp{y} olmak iizere, y den elde edilen
{V,,V,,...,V,} ortonormal sistemine, a egrisinin Serret-Frenet r-ayakh alam ve
mea igin {Vl(m),Vz(m),...,Vr(m)} ye mea noktasindaki Serret-Frenet r-ayakhsi
denir. Her bir, V;, 1<i<r, ye Serret-Frenet vektorii adi verilir.
Tanmm 2.13: o:1 < IR — E" egrisinin a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{Vl(s),V2 (9),....V. (S)} olmak {izere
k:l—>IR , 1<i<r
sk (5)=(V/ 5DV, 9)) 1)

seklinde tanimli, k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, k;(s) € IR
sayisina da o egrisinin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Teorem 21: «a:lcIR—E" egrisinin a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
V,(5),V,(5),...,V,(s)} Ve i-yinci egriligi k;(s) ise

V,'(s) =k (S)V, (5)

V' (8) = —k_, (S)V.,(S) + k. (S)V,.,(5), 1<i<r (2.2)

V/'(8) = k.5 (V4 (5)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.14: «:1 —E" egrisinin «(S) € E" noktasinda 1. ve 2. egrilikleri, sirasiyla,

k,(s) ve k,(s) olsun.

Hyil > IR H,(s) = Eli))

seklinde tanimli H, fonksiyonuna, o egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tamm 2.15: a:1 cIR—E", a(s) € E" i¢in «'(s) hiz vektori, sabit bir U vektorii ile

sabit a¢1 yapiyorsa, a egrisine bir egilim cizgisi ve Sp {U}ya da o egilim ¢izgisinin



egilim ekseni adi verilir.

Teorem 2.2: a:l cIR—E" egrisi bir egilim ¢izgisidir <> Vsel igin H,(s)=sbt.
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.16: E® de bir o egrisi yay parametresi ile verilsin. « egrisinin birim teget
vektorii U, olmak ilizere, PQ =u, alindiginda, P noktasit o egrisini ¢izerken, Q noktasi
da birim kiire yiizeyi lizerinde bir egri ¢izer. Bu egriye tegetler gostergesi denir

(Sekil 2.1.).

PP = AD

a=0.(S)

Sekil 2.1. Tegetler gostergesi

a egrisinin tegetler gdstergesini (U,) ile gdsterirsek (u;) in denklemi «, =u, .

(u,) egrisinin yay parametresine s, dersek, s, #s olup yay elementi ds, =|u; ds.

. A .
Sekil 2.1. de goriilen A@ acisina kotangenz agisi, A_& oranina ¢ egrisinin P
S

: o tene : o . . . L
noktasindaki ortalama egriligi ve |lim—=— degerine de « egrisinin P
As—0 AS ds

noktasindaki egriligi denir.
Teorem 2.3: Bir a egrisinin egriligi, tegetler gostergesinin yay elementinin, esas
egrinin yay elementine oranidir.

Ispat: (u,) tegetler gostergesinin yay elementi
ds, =|lu|ds

idi. Buradan



ds

Uy ’

=ull= a/! 1
ds " |
ds,
=K .
ds
Ote yandan,
80_ 80 5,
As As, As
yazilabilir.

Asy, —0 Asu
1

olacagindan,

. AG . AS
lim — = lim —*.
As—>0 AS  As—0 AS

Buradan da

do ds,
ds ds

Uy

bulunur. =k oldugundan
S

do _
ds

elde edilir.

K

Tamm 2.17: E® de bir « egrisinin birim asli normal vektdrii U, olsun. « egrisi
cizilirken u, vektoriiniin u¢ noktalarinin birim kiire yiizeyi lizerinde meydana getirdigi
egriye « egrisinin asli normaller gostergesi denir. « egrisinin asli normaller
gostergesini (U, ) ile gosterirsek (u,) nin denklemi, a, =u,.

Tamm 2.18: E® Oklid uzayinda, o egrisinin bir P noktasindaki binormal vektdrii
U, = PR ve komsu iki binormal vektorii arasindaki aci A¢ olmak iizere P noktasi o

egrisini ¢izerken R noktasi da birim kiire ylizeyi iizerinde bir egri cizer. Bu egriye o

egrisinin binormaller gostergesi denir (Sekil 2.2.).



a =a(s)

Sekil 2.2. Binormaller gdstergesi

o egrisinin binormaller gostergesini (u3) ile gosterirsek (u3) in denklemi,

@, =U;. (Uy) egrisinin yay parametresini s, ile gosterilirse s, #s olup yay-

Us

elementi ds, =|u;|ds.
A . . . A¢p d
A9 oranina ¢ egrisinin P noktasindaki ortalama burulmasi ve lim —¢:—¢
As 40 As  ds

degerine de « egrisinin P noktasindaki burulmasi denir.
Teorem 2.4: Bir o egrisinin burulmasi, binormaller gostergesinin yay elementinin, esas
egrinin yay elementine oranidir.

Ispat: (u,) binormaller gostergesinin yay elementi
ds,, =|u;||ds

idi. Buradan
ds,,

ds
Ote yandan,

!

U,

=7 .

Ap_Ap A5,
As As, As

yazilabilir.

lim —= —
As—0 AS Asy;—0 ASU As—0  AS
3




olacagindan,

. Ag . AS
lim 22 — jim 2t
As—>0 AS  As—0 AS

Buradan da

dg dsu3
ds ds

Us

bulunur. =7 oldugundan
S

dg _
ds

elde edilir.

T

Tamm 2.19: o:1 —E® egrisinin a(s) € E° noktasinda {u,,u,,u,} Frenet 3-ayaklisi

Vsel aninda bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yapar. Bu eksene egrinin «a/(s)
noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir.

Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor

W=U, AU, =K,u, +Ku, (2.3)
seklindedir ve bu vektére Darboux vektorii denir.

Tamim 2.20: n-boyutlu Oklid uzay1 E" de VPeM igin Vf|,#0 olmak iizere
M Z{XEU cE"|f:U—>IR, x— f(x)=c, f diferensiyellenebilir bir fonksiyon, U acik

alt cimle} ile tanimlanan bos olmayan bir M ciimlesine, E" de (n-1)-boyutlu bir yiizey
veya (n-1)-yiizey denir. Bu ylizey n>3 i¢in hiperyiizey olarak adlandirilir.

Ornek2.2: f:E*>IR, f (X, Y, Z) =x*+y*+2°-1=0 Kkiiresi bir yiizeydir.

Tamm 2.21: Bir M c E?® yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda E® iin M de kalan bir
dogrusu varsa M ye bir regle yiizey denir. VP € M noktasindan gegen ve M de kalan bu

dogruya regle yiizeyin dogrultmani denir.

Bir regle ylizeyin parametrik denklemini elde etmek icin, dogrultmanlar1 kesen
ve yiizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir a:1 — E® egrisi secilir ve bu
egriye ylizeyin dayanak egrisi adi1 verilir. (s) noktasindan gecen, dogrultman iizerinde

degisken bir nokta



LIR>M; B(V)=a(s)+VvX(s)
seklindedir. Burada X(S)= (Xl(s), X, (S), X3(S)) birim  dogrultman  vektoriinii

gostermektedir.

X(s)

<y
ot

O

Sekil 2.3. Regle Yiizey

Boylece ¢ regle yiizeyi,

p:1xIR—>E°

(2.4)
(s, V) > (s, V) = a(s)+VX(s)

dontigiimil ile belirtilmis olur (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 2.3: f:E’> IR, f(xy,2) =(2x—32)2 +(2y+z)2 —4 =0 silindiri bir regle

yiizeydir.

Ornek 24: f:E°>IR, f(xy,2)=(z —x)2 +2(2z- y)2 -2(z —1)2 =0 konisi bir

regle ylizeydir.

Tamm 2.22: ¢:IxIR—>E®  ¢(s, v) = a(s) +VX(s)regle yiizeyi, Vs e | igin
p(s+2z,v) = ¢(s, V)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapal regle yiizey denir.

Tanimm 2.23: Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki

komsu ana dogru arasindaki agiya oranina, regle ylizeyin dagilma parametresi (dral)

denir . Birim dogrultman vektorii X olan bir regle ylizeyin dral1 P, ile gosterilirse



_det(a, X, X)

> (2.5)
X'

X

seklinde bulunur.

Tamm 2.24: Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye acilabilir regle yiizey denir.

Teorem 2.5: Bir (p(s,v) regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.25: Bir (p(s,v) regle yilizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye, regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir.

Tamm 2.26: Bir ¢(s,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

dogrultmanlar tizerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir.
Regle yiizeyinin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz

noktalarinin geometrik yerine, regle yiizeyin bogaz (striksiyon) cizgisi (egrisi) denir.
Bir go(s,v) regle ylizeyinin bogaz noktasinin yer vektorii y(s) ile gosterilirse,

striksiyon egrisinin yer vektorii i¢in

{'(s), X'(s))

L X (s) (2.6)
[X)

7(s) = a(s) -

elde edilir.
Eger |[X'(s)| =0 ise, regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal, regle

yiizeyin silindir olmasin1 karakterize eder. Regle yiizeyler icin striksiyon egrisi dayanak

egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in;

(a'(s),X'(s)) =0 (2.7)
alinmasi yeterlidir.
Tamm 2.27: «, E® de kapali bir egri olsun. Vsel igin «(s) noktasindaki hareketli
uzay H =Sp{E,, E,, E,} ve sabit bir uzay da H'=Sp{e ,e,,e,} ile gosterilsin. Hareketli
uzayda bir birim dogrultman vektor a olmak tlizere da=wAaa ile ifade edilebilen,
diferensiyel geometride Darboux donme vektdriiniin roliinii oynayan w vektoriine
H/H’ hareketinin ani Pfaff vektorii denir. Bu vektoriin o egrisi boyunca egrisel

integraliyle belirtilen

D=¢w (2.8)
(@)



vektoriine H /H' hareketinin Steiner donme vektorii denir.
Tamm 2.28: o, E® de diferensiyellenebilir kapali bir egri ve bu egriye bagh olarak

hareket eden bir ortonormal {E ,E,,E,} sistemi, H hareketli uzayi olarak segilsin.

dX €T, (a(s)) oldugundan

dX =xE +X,E, + X,E; (2.9)
seklinde tek tiirlii olarak ifade edilebilir. o egrisi boyunca egrisel integral ile belirtilen

V= d} dx (2.10)
(a)

vektoriine, H / H' hareketinin Steiner oteleme vektorii denir.

(0(8, V) = a(s) + Vv. X (S) regle yiizeyinin ana dogrularinin dik yoriingeleri i¢in
(X,dX)=0

(X, da +v.dX +de> 0,

(X, da)+dv|X[" =0, |x]=1

(X,da)=—dv (2.11)

bulunur. (2.11) ifadesinin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa,

(]S daX ggdv

(@) (@)
elde edilir.
Tanim 2.29:

L 1> IR Lx(v)z—ngv (2.12)
()

seklinde tanimlanmis olan L, fonksiyonuna, regle ylizeyin acilim uzunlugu (adimi)

denir.



/ ortogonal yoriinge

Sekil 2.4. Ortogonal yoriinge egrisi

X dogrusunun « =a(s) kapali egrisine dayanarak kapali regle yiizeyi

cizdiginde, kendi dogrultusunda —(j) dv kadar ilerleyerek ilk konumu ile ¢akistigini
(@)

gosterir. Bu nedenle, X ana dogrusunun bir P, noktasindan baglayan ortogonal
yoriinge, bir peryod sonra ayni X ana dogrusunu P, den farkli bir P, noktasinda
keser.
Tanmm 2.30: Ana dogrusunun birim dogrultman vektéri X olan bir kapali regle
yiizeyin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir peryod sonra ilk konumu ile yaptig
aglya, regle yiizeyin acilim agis1 denir ve A, ile gosterilir.
Teorem 2.6: Ana dogrusunun birim dogrultman vektorii X olan bir kapali regle
ylzeyin L, acilim uzunlugu ve A, agilim agisi, sirasiyla, X in Steiner 6teleme vektorii
ve Steiner donme vektorii tizerindeki dik izdiisiimlerine esittir, yani

o @
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Sonu¢ 2.1: H=Sp{E E, E} olmak iizere, H/H' hareketinde ¢(s,v) regle
yilizeyinin dayanak egrisi boyunca hareketin Steiner donme vektorii icin (2.3) ve (2.8)

bagintilarindan



D = (k,E, +KE,)ds (2.14)
(@)

bulunur. Burada k, ve k, dayanak egrisinin egrilik fonksiyonlaridir. Benzer sekilde bir
X =(X,%,,%) € H dogrultusu i¢in,

V= @ dx
(a)

Steiner 6teleme vektori icin de

V= ElCJS ds (2.15)
(a)

elde edilir.

Teorem 2.7: qo(s, V) = a(s) + V.U, (S) kapali regle yiizeyinin ac¢ilim agisi, agilim

uzunlugu ve dral

A, = <j> k,ds
ngs (2.16)
P, :o

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.8: qo(s,v) = a(s) +V.U, (S) kapali regle yiizeyinin agilim ag1s1, agilim

uzunlugu ve drali

A, =0

|_Uz 0 (2.17)
p, =2

%Kk

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.9: (p(s,v):a(s)+v.u3(s) kapali regle yilizeyinin ac¢ilim agisi, acilim

uzunlugu ve drali



seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

(2.18)



3.MATERYAL VE METOT

3.1. Paralel p-Equidistant Regle Yiizeyler

E® de yay parametresi ile verilen bir « egrisi diferensiyellenebilir bir egri ve

egrinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayakhist {u;,u,,u,} olsun. Bu durumda

Ul(S)za'(S) ,
_a’(s)
RO

Us(S)=Uu,(s) A U,(s)

yazilabilir. Burada u, vektoriine teget vektor, u, vektoriine asli normal vektor ve u,

vektorune de binormal vektor adi verilir.

o egrisinin a(s) noktasindaki egriligi k; ve burulmast k, olmak iizere, bu

noktada Frenet vektorleri ile tiirev vektorleri arasinda

u, =k,
UZ' = —klUl + k2U3 (3.1)
u, =-k,u,

bagintis1 vardir. E® 3-boyutlu Oklid uzayinda dayanak egrisi yukaridaki gibi

tanimlanan « = «(s) egrisi ve dogrultmani u, =Uu,(S) Frenet vektorii olan bir ¢ regle

yiizeyinin parametrik denklemi
o(s,v)=a(s)+vu,(s), (s,v)elxIR (3.2

seklindedir. Bu regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi y ile gosterilirse (2.6) dan

_<u/(s),a'(s)>

el

u(s) . u'(s)=0 . (3.3)

r(s)=a(s)




Tanim 3.1: Bir ¢ regle yiizeyi i¢in P, =0 ise ¢ ye agilabilir regle yiizey , P, #0

ise @ ye aykiri regle yiizey adi verilir.

Bir ¢ regle ylizeyinin y striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi ve parametresi de yay

parametresi olarak alinirsa, ¢ regle yiizeyinin parametrik ifadesi

@(s, V) =7 (s) +vu,(s) (3.4)

seklinde yazilabilir.
Tamim 3.2: ¢ regle yiizeyinin dayanak egrisinin birinci egriligine ¢ nin tabii egriligi,
ikinci egriligine ise ¢ nin tabii torsiyonu denir.

Eger bir ¢ regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisinin t birim teget vektoriiniin u, ile
yaptigi ag1 o olarak aliirsa, t vektdrii {u,,u,,u,} Frenet 3-ayaklisi cinsinden

t=(coso)u, +(sino)u, , —%<a£% (3.5)

seklinde yazilabilir (Valeontis, 1986). Buradaki o agisina ¢ nin striksiyonu k;, k,, o
invaryantlarinin meydana getirdigi {kl, K,, a} sistemine de @ nin tamamlanmis

invaryant sistemi (kruppa invaryantlari) denir.

Teorem 3.1: ¢, y striksiyon ¢izgisini dayanak egrisi kabul eden bir regle yiizey olsun.

o striksiyon, k; tabii egrilik olmak {izere ¢ nin P drali

_sino
kl

p (3.6)

ile verilebilir (\VValeontis, 1986).

Tamim 3.3: Bir ¢ regle yiizeyinin dayanak egrisi boyunca Sp{ul,uz}, Sp{uz,u3} ve
Sp{ul,us} uzaylarma karsilik gelen diizlemlere, sirasiyla, oskiilator diizlem, normal

diizlem ve rektifian diizlem adi verilir.



Tamm 3.4: Bir ¢ regle yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca, Sp{u,,u,}, Sp{u,,u,} ve
Sp{ul,us} uzaylarina karsilik gelen diizlemlere, sirasiyla, asimptotik diizlem, polar

diizlem ve merkezi diizlem adi verilir.

Tamm 3.5. a:1—>E°ve «:l—>E® egrilerinin a(s) ve E(S) noktasindaki
Frenet 3-ayaklilar sirasiyla {u;,u,,u,} ve {v,,V,,v;} olsun. Dogrultmanlari u,(s) ve
V,(s) olan iki regle yiizeyin parametrik denklemleri ¢(s,v)=a(s)+vu,(s) ve
g_o(s,v)zgc(s)+vv1(s) seklinde verilsin. Bu yiizeyler i¢in

i) Dogrultman vektorler paralel (teget vektorler),

ii ) Uygun noktalardaki polar diizlemler arasindaki uzaklik sabit ve bu uzaklik p

ise @ Ve ¢ regle yiizey ciftine paralel p-equidistant regle yiizeyler adi verilir.

Eger 6zel olarak uygun noktalardaki polar diizlemler ¢akisirsa ¢ ve (7) regle

ylizey ¢iftine paralel p-equivalent regle yiizeyler ad1 verilir.

O halde bu tamima gdre ¢ ve ¢ paralel p-equidistant regle yiizeylerinin

parametrik ifadeleri

{cﬂ(s, V) = a(s) +v.uy(8) 3.7)

o(s,V) = a(s) + V., (s)
seklinde verilebilir.

Teorem 3.2: ¢ ve (; paralel p-equidistant regle yiizeylerinin dayanak egrileri, sirasiyla,

a Ve a, striksiyonlart y ve ;_/ olsun. Bu regle ylizeylerin striksiyon egrileri dayanak

egrileri olarak secilsin ve bu ylizeylerin uygun noktalarindaki merkezi diizlemler,

asimptotik diizlemler ve polar diizlemler arasindaki wuzakliklar da, sirasiyla,

|z|, |a| ve |p| olsun.
a=y+ pu, +2u, +qu, (3.8)

olmak iizere, ; regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,



;_/:7/+zu2+qu3—[z _quzjul (3.9)

1

seklinde ifade edilebilir (VValeontis, 1986).

Bu teoremin bir neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1: ¢ Ve ¢ paralel p-equidistant regle yiizeylerinin polar diizlemleri arasindaki

uzaklik

D= _(Z‘k_lqkzj (3.10)

dir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.3: ¢ ve g; paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. (7) regle yiizeyine ait
{V,,V,,v5} Frenet 3-ayaklisi ile ¢ regle yiizeyine ait {u,,u,,u,} Frenet 3-ayaklisi

denktir (\Valeontis, 1986).

Teorem 3.4: ¢ ve ¢ paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. ¢ nin dayanak
egrisinin yay parametresi S, (; nin dayanak egrisinin yay parametresi s olsun. @ nin
k, tabii egriligi ve Kk, tabii torsiyonu ile @ nin ki tabii egriligi ve K. tabii torsiyonu
arasinda

E1=k1d—§ ve ko =k2d—§ (3.11)
ds ds

bagintilar1 vardir (Valeontis, 1986).
Tamm 3.6: ¢ regle yiizeyinin tabii egriligi K, tabi torsiyonu k, olmak iizere,

k2

k=-2
kl

(3.12)

ifadesine ¢ nin konik egriligi ad1 verilir.



Teorem 3.5: ¢ ve (; paralel p-equidistant regle yiizeyleri aymi konik egrilige sahiptir

(Valeontis, 1986).

Teorem 3.6: ¢ ve (; paralel p-equidistant regle yiizeyler, & nin drali P ve @ nin dral

da P olsun. Bu takdirde draller arasinda

Ezsina+q’+zk2 _ F)Jrq'+zk2

3.13
K " (3.13)

bagintisi vardir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.7: ¢ Ve ¢ paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. ¢ regle yiizeyinin

striksiyonu o , ¢ regle yiizeyinin striksiyonu o olsun. Bunlar arasinda

2—gk, | |ds
K, ds

coso =| coso — zkl—[
(3.14)

N ds

sine=(sinc+q'+zk,)—
( | 2) ds
bagntilar1 vardir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.8: ¢ ve (; kapal1 paralel p-equidistant regle yiizey ¢iftlerinin ac¢ilim agilari

arasinda

A, =4, +ta, &= cﬁ k,ds

((puy+2u,+qug)

A, =4, =0 (3.15)
A, =4, +ta,, 8= 95 k,ds

(puy+2u,+qus)

bagmtilar1 vardir (Baykut, 1994).

Teorem 3.9: ¢ ve g_o kapali paralel p-equidistant regle ylizeyler olsun. Bu regle

yiizeylerin dayanak egrileri olarak egilim ¢izgileri alinirsa agilim uzunluklar1 arasinda

ki, =k (L, +a), &= ¢ ds (3.16)

(puy+2u,+qug)

bagintis1 vardir (Baykut, 1994).



Teorem 3.10: ¢ ve g; kapali paralel p-equidistant regle yiizeylerine ait Frenet 3-
ayaklilan, sirasiyla, {u;,u,,u,} ve {v;,v,,v;} olsun. Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle

yiizeylerinin dralleri arasinda

P, =P, =0

p _pds (3.17)
2 * ds

P, =R,
3 3 dS

bagintilar1 vardir (Baykut, 1994).

Teorem 3.11: ¢ ve ¢ paralel p-equidistant regle yiizeyler olsun. @ Ve ¢ regle

yiizeyleri i¢in asagidaki ozelliklerden iki tanesi saglanirsa ii¢iincii 6zellik de saglanir

(Baykut, 1994) :

1- ¢ nin y striksiyon ¢izgisi ¢ nin bir egilim ¢izgisidir

2- ¢ nin y striksiyon ¢izgisi ¢ nin bir egilim ¢izgidir

3- @ ve q_o nin uygun noktalarindaki asimptotik diizlemleri arasindaki q uzakligi
sabittir.

Teorem 3.12: ¢ ve gZ paralel p-equivalent regle yiizeyler olsun. ¢ ve g_o regle

yiizeyleri ayni drale sahipse, uygun striksiyon noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir

(Baykut, 1994).

Tammm 3.7: o :1 >E° ve B :1 >E? egrilerinin a(s) ve ,8(5) noktasindaki Frenet 3-

ayaklilari, sirasiyla, {ul,uz,us} ve {vl,vz,v3} olsun. « egrisinin asli normal vektorii ile
S egrisinin binormal vektorii lineer bagimli ise « egrisine Mannheim egrisi, S

egrisine @ min Mannheim egri partneri ve {«, 5} ¢iftine de Mannheim ¢ifti denir

(Liu ve Wang, 2008).



Teorem 3.13: E® de Mannheim egri ¢iftlerine karsilik gelen noktalar arasindaki uzaklik
sabittir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 3.14: E® de bir « egrisinin {a, f} Mannheim giftine dahil bir 4 Mannheim
egri partneri vardir (Orbay ve Kasap, 2009).

Teorem 3.15: E® de egriligi k, ve torsiyonu k, olan bir o egrisi Mannheim egrisidir

S A= 2k1 >+ (A= 0=sht).
kS +k,

Ispat: E® de s yay parametresi ile verilen bir Mannheim egrisi o ve s yay

parametresi ile verilen « nin Mannheim egri ¢ifti de S olsun. Tanim 3.7 den,

B(8) = a(s) + A(s)u,(s) (3.18)

yazilabilir (1 =0=sbt). (3.18) ifadesinin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri

yerine yazilirsa

A g =(1-k)u, + ?j—juz + Ak,u, (3.19)

bulunur ve esitlik U, ile i¢ carpilirsa

di

—=0
ds

olur. Burada A sifirdan farkli sabittir. Buna gore (3.19) ifadesi yeniden diizenlenirse

A % = (1- Ak )u, + AK,u, (3.20)

bulunur. s ye gore tiirev alinir ve gerekli islemler yapilirsa

—\2
%(gj =-2k/u, +[k1 —/I(kf +k? )J u, + Ak, U,

bulunur. u, ile v, lineer bagimli oldugundan



k

A=—
k2 +k2

(1 #0=sht.). (3.21)

elde edilir.

Tamm 3.8: Tegetleri sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapan egrilere helis (sabit

egilimli egriler) denir.

Tanmm 3.9: Sabit egilimli « egrisinin, lizerine ¢izilmis bulundugu silindirin, bir dénel

silindir olmasi halinde, o egrisine dairesel helis denir.

Teorem 3.16: Bir dairesel heliste egrilik ve burulma sabittir (Senatalar, 1978).



4. BULGULAR

4.1. Paralel z-Equidistant Regle Yiizeyler ve Bazi Karakteristik Ozellikleri

Tamm 4.1: E* de a1 >E%ve «:1—>E® egrilerinin a(s) ve a(s) noktasindaki

Frenet 3-ayaklilar, sirasiyla, {u,u,u } ve {v,v,,v;} olsun. Dogrultmanlar u,(s)

Ve v, (S) olan iki regle ylizeyin parametrik denklemleri, S:¢(s,V)=a(S)+Vvu,(s)

S:o(s,v)=a(s) +VV,(s) seklinde verilsin. Bu yiizeyler i¢in

i ) Dogrultman vektorler paralel ( asli normal vektorler ),

ve

i1 ) Uygun noktalardaki merkezi diizlemler arasindaki uzaklik sabit ve bu uzaklik

z ise bu iki regle yiizey ¢iftine paralel z-equidistant regle yiizeyler adi verilir.

S regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi y(s), egrilikleri k (s) ve k,(s), S regle

ylizeyinin striksiyon ¢izgisi 7_/(8) , egrilikleri ki(s) ve Kkz(s) olsun. Bu durumda

striksiyon ¢izgilerinin parametrik denklemleri

_<u2'(s),a'(s)>

oo

u,(s) , u)(s)=0

y(s)=a(s)

o) —am -2 a &> g g0
v, (s)

dir. Frenet formiilleri burada yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)



bulunur.

Sekil 4.1. Striksiyon egrisi

7/7_/ vektoriiniin - U, U,,uU, vektorleri lizerine dik izdiistimleri, sirasiyla, p, Z ve

q olsun. Bu durumda

7= Ppu,+2U, +qu,

y=y+pu, +2zu,+qu, . (4.5)

Teorem 4.1: Sve S paralel z-equidistant regle yiizeylerin striksiyon ¢izgileri, sirasiyla,

y Ve )_/ olsun. Bunlar arasinda

' k12 ' k1k2
T4p— |-k
k1(+p i) T e |

2 2 2
k°+k,

7= +pu, +qu, +



bagmtis1 vardir.

Ispat: ;_/= y+pu, +zu, +qu, esitliginde 7_/ yerine (4.4) bagintisindaki degeri yazilirsa

5+%
ki +k2

V, =y +pu, + ZU, + qu,

olur. v,(s)=u,(s) oldugundan

E=y+pul+(z—%ju2+qu3 (4.6)
k1 +k2

yazilabilir. Bu son esitligin tiirevi alinirsa

5, =7'+p'u, + pu{+[z—%) u, +[z—%}u; +0'u,+quy 4.7)
ki +k» ki +Kk»

olur. Bu denklemde Frenet formiilleri yerine yazilirsa

=S k) ‘
a =y'+pu + p(k1u2)+(z—_2—l_2] u, +(z—_2—1_2J(—klu1+k2u3)
k1 +k2 kl +k2
+0'uy +q(=k,u,)

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

o =y+ p’—k{z—%) u + pkl—qk2+£z—_2k—1_2j u
ki +k> ki +k2
, ks
H QK| 2= | |U (4.8)
k1 +k2

kl
kZ+k?

bulunur. Diger taraftan (4.3) ifadesindeki y =a + u, vektoriin tiirevi alinir ve

Frenet formiilleri yerine yazilirsa

!_ar+ kl ’U + kl
7 KZ1k?2) 2 kZtk)

!

u,



, k) K
y :Uﬁ[Wj .u2+[kllekzzj(—klul+k2u3)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

% ) kK
—1-— 1 u. + 1 u, + 12 u 4.9
4 [ k12+k22J1 (k12+k22] ? [k12+k22J . (49)
bulunur. (4.9) ifadesi (4.8) de yerine yazilirsa
— K2 k) kk ks
=|1-—— |u + ! U+ 2= lu+| p'-k | z-=5——= [ |u
¢ [ k12+k22]1 [kf+k22] ; [k12+k22j : [p 1[ Ef+E§H1
+ pk1_qk2+[z_%J U, + q,+k2[z_%j U
ki +k> ki +k2
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
— k2 ] ( ki J
a=||l-=2= |+ p' —| - |k |u
K K+ Ki+ks) |
k) ko) kk ki
+ L | + pk, —qk +(z—fj u, + (Lj+q'+[z—f]k u
(kf+kzzj R O T N R Ki+kz) |

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi u, ile i garpilirsa

— k2 ki
au)=|1-—2— 'lz——— |k ul
< u2> [[ k12+k22J+ P (Z R12+R§J 1]<Ul u2>

K ) ke
_ M 4 pk —gk _ /
* {klz‘i'kzzj TPA 2+(Z R12-|-R§J <u2’”2>

olur. Burada Frenet formiilleri yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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elde edilir. y=a - ——- v, denkleminde v, =u, alinabileceginden

!

Va

—

y=a- M -u, olur. Burada (4.6), (4.10) ve Frenet formiilleri yerlerine

!

U,

yazilirsa

——juz +qu,

k12+k§

k? , kK, ki _r
_k1|:(1_k12-|l-k22j+p:|+k {k2+k2+q} [ RlerR§j(k1 +Kk, )

- u
k2 +k? 2

;_/=7+pul+(z—

bulunur. Burada gerekli kisaltmalar yapilirsa

— k
7/=}/+pul+[z—_2—1_2ju2 +qu3
ki +ko>

k? k k k1
—k 1- +p' [+k 172 +0 ™M k2 k2
) H i+ k] p} [kz 5 q}u_[z Ef+E§J(1+2)

k? +kZ 2 kZ +k?

U,



K2 Kk
k|1+p' ——2— |-k, | g+ 522
1[ P kf+k22J {q (kf+k§n

k.’ +k,?

7= +pu, +qu, +

elde edilir.

Bu teoremin bir neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc4.1: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeylerinin merkezi diizlemleri
arasindaki uzaklik (4.5) den

k, (1+ p' -

k; -k,| '+
kZ+kZ) °

klk2
k7 +k?

)

(4.11)

k?+k,’?

dir. Ozel olarak {a,y} ve{gz,ﬁ} ciftleri Mannheim egri ¢ifti olmasi halinde bu

sonucun bir neticesi olarak agagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.2: {o,7} ve {a,7} ciftleri Mannheim egri cifti ise S ve S paralel z-

equidistant regle yiizeylerinin merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik

z:z[p'—q'i—i—j , ﬂ:ﬁ- (4.12)
Sonug¢ 4.3: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeylerinin striksiyon egrilerinin yay
parametreleri sirasiyla s, ve s tegetleri de T ve T olsun. T vektorii ile bu vektoriin
merkezi diizleme dik izdiisim vektorii arasindaki ag1 0 ve bu izdisiim vektori ile u,
vektorii arasindaki ag1 S olsun. T vektorii ile bu vektdriin merkezi diizleme dik

izdiisiim vektorii arasindaki agi 5 ve bu 1zdiistim vektori ile v, vektori arasindaki ag1

E olsun. Bu durumda bu yiizeylerin merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik



. ds ds
k | cosdsin f—=+p' |-k, | cosdcos f—"+0
L ds ds

k? +k,?

Ispat:

()
Sekil 4.2. Striksiyon egrisinin tegeti
Sekil 4.2 den T ve T birim teget vektorleri igin
T =cosdsin S u, +sind u, +CcosScos S u, (4.13)
T =cos5sin B v, +5iNS v, +C0sScos B v, (4.14)

— k
yazilabilir. (4.6) ifadesindeki o =y+pu, + [Z - _2—1_2] U, +qu, vektoriiniin tiirevi
1t K2

alinirsa

_ ko) k
a =y +pu + pul'+(z—_2—1_2j u2+[z—_2—1_2Ju;_+q'u3+qu§
kl +k2 k1 +k2

olur. Burada Frenet formiilleri yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa



~ T K PR
a=y'+ p—kl{Z—ﬁj u, + pkl_qk2+(z_—2—l—2j U,
ki +k> ki +Kk>

+ q'+k2(z——_2kl_2j u, (4.15)
Ki +k2

bulunur. Diger taraftan y vektoriiniin S ye gore tiirevi

yodr 8 o 0
dsy ds ds

seklindedir. Bu son esitlikte T nin yerine (4.13) bagintisindaki esiti yazilirsa
, . . ds
7' =(cosé&sin B u,+sin S u, +cosécos B u3)-d—7
S

olur. (4.15) denkleminde bu son esitlik yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

— } ds El
a = cos&slnﬂd—y+ -l 1—=——= [k Y
s

ki +ko

. dsy El ,
+ SIH7E+ pkl—qk2+ Z—_Z—Ez u
1 +K2

ds El
+|C0s0C0s f—L+0q' +| z—=——= |k, |,
ds ki +k2
bulunur. Bu esitligin her iki tarafi uz' ile i¢ carpilirsa

— . ds ds
<a,u, >:—klcosds|n[;’d—sy—klp’+k2 cos5cosﬁ’d—37

kg’ +(z —%J(kf +k,?) (4.16)
ki + k2
- — <ua> . ) . )
elde edilir. y=a—-—2"——-u, denkleminde (4.6) ve (4.16) ifadeleri yerlerine
u,

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa



o ds, ds,
k | cosdsin f—=+p' |-k, | cosdcos f—-+q
ds ds

k?+k,?

7_/:7’+pul+qus+ u,

olur ve (4.5) den

k [cosﬁsinﬁdsy +p' |-k, | cosdcos g s, +q
' ds ) ds

i (4.17)

=

bulunur.

Ozel olarak {a,y} ve {5,7_/} ciftleri Mannheim egri cifti olmas1 halinde bu
sonucun bir neticesi olarak agagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.4: {c, 7} Ve {a,7} ciftleri Mannheim egri ¢ifti ise S ve S paralel z-

equidistant regle ylizeylerinin merkezi diizlemleri arasindaki uzaklik sonug 4.3 ten

i k2 ds7 4 k2 '
z=A||cososin f——=cosocospf |—+p'——=q'|. (4.18)
k, ds k,

Teorem4.2: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeyler olsun. {u,,u,,us} ve

{V;,V,,V;} Frenet 3-ayaklilari arasinda asagidaki bagint1 vardir:

A cosep 0 sing ||y,
v, |=| 0 1 0 |y,
v, —sing 0 cose || u,

veya
U, cosp 0 —sing ||V
u, |= 0 1 0 v, (4.19)

U, sinp 0 cose ||V,

Ispat: v, vektoriiniin u, vektorii ile yaptigi ag1 ¢ olsun. Bu durumda



V, = COS U, +Sin ¢u,
olur. v, vektorii u, vektoriine paralel oldugundan v, =u, dur.
Vo=V, AV,
esitliginde v, ve v, yerine yazilirsa
V, =COS U, +Singu, AU,
olur. Burada gerekli islemler yapilirsa
V, =—Sin¢u, +CoS pu,
bulunur.

Teorem 4.3: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeyler olsun. S nin dayanak
egrisinin yay parametresi S, S m dayanak egrisinin yay parametresi s olsun. S nin

egrilikleri k, ve k, , S nin egrilikleri ki ve k. ise bu egrilikler arasinda

ki = (cos gk, —sin gokz)?
s

k2 = (sin gk, +cos (pk2)$
s

bagintilar1 vardir.

ispat: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeyler oldugundan u,(s) =V, (s) almabilir.

s ye gore tiirevi alinirsa

du, _dv, ds
ds ds ds
olur ve Frenet formiilleri yerlerine yazilirsa

-k, +K,u, = (—Elvl + Ezv3) ?
S



bulunur. Esitligin her iki tarafi v, ve v, ile i¢ carpilirsa

— ds

) ) = () s )

(U)K (U, Vi) = (Ka (v ) ko (v, v,) ds

olur ve burada gerekli islemler yapilirsa

ki = (cos gk, —sin gokz)? ,
s

k2 = (sin gk, +003¢>k2)$
S

elde edilir.

(4.20)

(4.21)

Teorem4.4: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeylerinin striksiyon egrilerinin

tegetlerinin bilesenleri arasinda asagidaki bagintilar vardir

0SS sin B =14cosp cosésinﬂd—
s

siné =

ds
sino —~
ds

ds
+sing cosécosﬂd—g+q+ K
1 2

~ + pk, —ak, +
P4~ kZ+k2

d
k,’ ( pj klkz[cos6cos,8:g+q’]

)4
+ —
P Kk,

kk[cos&smﬁ ’+pj K, [cosdcosﬂ /+q]
, ds ds ds

!

ds d
k [coséslnﬂ 7+pj k LCOS5COSﬂ S”Qj
ds ds ds
ds-
/4




ds ds
2l cosdsin f—L+p' |-kk, | cosScos f—L+q'
k1[ 'Bds+p] 12[ ﬂd8+qj
K’ +k,’

!

- = ds
C0sSoCosff=<—sing cos5sinﬂd—’+
S

ds ds
kk[cos&sln,b’ g+pj K, [cos5cosﬂ Sf+q]

+C0S | C0SHCoS as, +q'+ s
¢ ds 2k ds.
ds ds
k,| cosdsin g—= > +p' |-k,| cosocos f—" > +q'
. - ds ds
Ispat: y=y+pu, +qu,+ k12 N k22 )
- e dy = dy _
denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve d_ =T ve d_ =T oldugu dikkate alinirsa
S S
V4 Ve
- ds; dS;f ’ ! ! ’
T -E:T -E+pul+ pu; +q'u, +quy

k (coséslnﬂ SULpJ k [COSéCOSﬁ S“er
k?+k,?

ds ds
k(cosésmﬁ s“rpj k [cos5cosﬁ S7+QJ

k. +k,?

olur. Bu son esitlikte Frenet formiilleri yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa



d
d k, [cos&slnﬂ 7+pj kK, (cosécosﬂ S7+th
_ ds- ds ds

+| pk, —ak, +

k(cosﬁsmﬂ s“er (COS5COSﬂ S“fQj

k12 + k22

U,

!

kZ+k?

ds ds
k.k (cos5smﬂ ST+p] [cos(SCOSﬂ g+QJ

+ Q'+

k?+k,’

bulunur. Burada T ve T yerine, sirasiyla, (4.13) ve (4.14) deki ifadeleri yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa

dsf

[cos&smﬁv +sm§v +cos§cosﬁv J r
S

+

k.2 cosdsinﬁdsu "1-kk cosécos,b’dsu '
K P L g 9

. ds
cosdsin f——+p
ds

+

ds,
S|n5d + pk, — gk, +

!

ds
+|cosdcos f—L +q'+
ds

s
k, cos5sm/;’d—g+

k’ +k,’

ds
p’j— K, [cos&cosﬁu
ds

J

o ds, ), ds
k., cos5sm/3d—s’+p -k, cos§cosﬂd—g+q

k2 +k

k? +k,’

bulunur. Esitligin her iki tarafi v, v, ve v, ile i¢ ¢arpilirsa




- . = - - = ds-
{cos&sin/} (Vv ) +5in S (v,,v, ) +cos&cos B <v3,vl>]d_y=
S

2 s , ds , |
ds k, cos5smﬁd—s’+p -kk, cos&cosﬂd—gm
cosésin/}d—’+p’—

s

+

Ik (%)

k,| cosdsin B Sy k,| cosdcos S g
—L4p' |- —t
1 dS p 2 dS q

4k ()

+

s,
S|n5g+ pk, —ak, +

k k cos5sinﬂdsy+ -k, COS5COSﬂdsy+ '
172 ds p 2 ds q

ds‘/ '
+ cosécosﬁg +q'+ 0 (U,.%,)
1 2
T s - = ds
[cos5sm,b’ (V;,V, ) +sin& (v,,V,)+cosscos B <v3,v2>Jd_SV=
2 : dsy / dsy , ]
ds k; cosasmﬁg+p -kk, cos5cosﬂa+q
+ cosﬁsinﬂd—s’+ p'— T (U,v,)
1 2
s ds '
S K, cos§S|nﬁd—Sy+ p' |-k, cos§cosﬂd—87+q'
+| sind—=+ pk, — gk, + (U, v,)
s K +K? Vs

- ds ) ds, |
kK, cos&smﬂd—g+ p' |-k, cos5cosﬂd—g+q

k?+k,’°

S

ds

+| c0so cos +q'+ (Ug,V, )




- - - N ds-
[cosasinﬁ (v,,V;)+sinS (v,,v,)+coscos B (v3,v3)}d—;:

i 2 0S| ds, )]
ds k, coso"smﬂd—+p -kk, cosécosﬂd—+q
. , S S
+ cos&slnﬂE+ ok (u,v,)
2
_ds ds '
k,| cosdsinf—"+p" |-k, | cosdcos f—"+q'
+ sinadsy + pk; — gk, + s as (U,,V,)
g " K2+ 213

. ds ) ds,
kK, cosﬁslnﬂd—sup’ -k, cosﬁcosﬂd—suq

ds
+ cosdcosﬂd—é +0'+ T (u,v3)

olur ve bu denklemlerde gerekli islemler yapilirsa

ds ds
k[cos&smﬁ Serpj kK, (0085(305,3 57+QJ
k12+k22

- = ds
C0sosin f=4c0S¢ cosésinﬂd—7+
S

ds ds
kk[cos&smﬂ 7+pj k, [cos&cosﬂ 7+qj

ds
+sinp|cosScos f—L+0' + —
v Pt K24k ds,

k(cosdsmﬂ g+pJ k(COS5COSﬁ £+QJ

- ds
sind =| sind —=+ pk, — gk, + — —
ds k”+k, ds,




. ds, ds, |
ds,v+pr kf[cosésmﬂd£+p]—klk2[0055005/3d£+qj

0S5 ¢os B =1 —sinp| cossin
p 4 > kZrk,?

ds ds
kk,| cosdsin B—L+p' |—k.2| cosdcos f—L+0'
e —ren) )

k’+k, ds.

ds, |
+C0S ¢ cosécosﬂd—Hq +
S

elde edilir. Burada sonug 4.3 deki bagint1 dikkate alinirsa bu teoremin bir neticesi olarak

asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.5: S ve S paralel z-equidistant regle yiizeylerinin striksiyon egrilerinin

tegetlerinin bilesenleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

ds

- . = ds ds
cosﬁsinﬂ:{cosgo{cos&inﬂd—u p'—kiz}singo{cos&cosﬂd—ym#kzz}}d ,
S S S
/4

. — | . _ds .| ds
S|n5:{sm5d—sy+pkl—qk2+z}d—,

v

= = : . ds, ds, ds
C0SHCoS S =< —sing| cosdsin f——+ p'—k,z |[+cosep| cosdcos f——+q'+k,z | — -
ds ds d&y

{c,y} ve {5,7_/} ciftleri Mannheim egri ¢ifti olmasi halinde teorem 4.4 in bir
neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 4.6: {a,y} Ve {g{,}_/} ciftleri Mannheim egri ¢ifti ise S ve S paralel z-

equidistant regle ylizeylerinin striksiyon egrilerinin tegetlerinin bilesenleri arasinda

asagidaki bagintilar vardir:
- = . ds . ds ds,
CoSISin ff=4C0S¢ cos5sm,b’d—7+p’—/1 k, coséslnﬂd—7+p' -k, cos§cos,8d—’+q'
S S S

. ds . s k? ds ds
+sing| cosdcos f—L+q'+A| k,| cosdsin f—L+p' |--2| cosdcos f—L+q" | ||t —,
ds ds k ds

. ds,



sing = sin5di+ pk, —gk, + 4 cos5sin,8di+ p'—ﬁcos5cosﬂdi+q’ | g
ds - ds K, ds ds '

- = ) s, . s ds
C0SOCOS ff=4-sing cos(Ssmﬂd—S'er’—/l k, cosﬁsmﬂd—gw’ -k, cosdcosﬁd—7+q’
S
ds s k.’ ds ds
+C0S¢| C0SHCOS f—L+0q'+ 4| k,| cosdsin f—L+p' |--2| cosdcos f——+Q
ds ds k ds

. ds,

Teorem 4.5: S ve S kapal1 paralel z-equidistant regle yiizey ciftlerinin agilim acilari

arasinda asagidaki bagintilar vardir:

1- A, =COS@A, +singd, +b | b = <j> kods + <ﬁ kods |
k1 ky
pu; + 2_712+R§ Uy +Qug k12+k22'u2
2- 2\/2 :ﬂuz =0 !
3- A, =-singl, +cospd, +b,, b, = 35 kids + (jg Kids .
J .
[”u“ q] [kmf ]

Ispat: Anadogrusu Vv, olan kapali regle yiizeyin agilim agisi

A, = §kads

(@)
dir. Bu denklemde a nin yerine (4.6) bagintisindaki esiti yazilirsa

A= ¢ ks

r+ pu1+[z—72k172 ]uz +QU3
ki +k2

ﬂ%:qﬁkzd@ gS kods
() [puﬁ(z_?ki}%]uzmua

1+

bulunur. » yerine (4.3) bagintisindaki esiti yerine yazilirsa

2\/1 = Cﬁ Ezdg + Cﬁ deg ,
. J

a+————.U,
k2 +k,2

k1
Py H 2-———
k1 +k2

U +qug



o
I
Z\_I
o
w |
+
o
Z)TI
o
w |
+
o
=l
o
w |

olur.
b1 = (ﬁ Ezdg + i des
u,+ z— k u,+qu b
P K2 +k> 2Tt k? +ko?
alinirsa

A, = Cj‘)Ezdg-l-bl
(@)

bulunur. k» nin yerine (4.21) bagintisindaki esiti yazilirsa

A, = cﬁ(singalirCOSgokz)dSer1 :
(@)
A, =sin goqi k,ds +COS(095 k,ds+b,
(@) (@)

olur. Burada gS k,ds ve Cf) k,ds yerine (2.16) ve (2.18) deki esitlikleri yerine yazilirsa
() (@)

A, =COS@A, +singA, +b

elde edilir. Anadogrusu v, olan kapali regle yiizeyin agilim agis1 (2.17) den

Anadogrusu V, olan kapali regle yiizeyin a¢ilim agist 4, = (JSRldg dir. Bu denklemde
()

@ nin yerine (4.6) bagintisindaki esiti yazilirsa

2\’3 = 4) Eldg )

7+ pul+[z—7zl(172 Juz +qug
ki +k2




bulunur. » yerine (4.3) bagintisindaki esiti yerine yazilirsa

/1\/3 = q) R1d§+ (ﬁ Rldg s

k
at——t—u, pu1+[z—72k7172]u2+qu3
k1 +k2

A, =fkds+ ¢ lads+ ¢ kids
(@)

k } ki
Uy pu1+[277 — |Uup+quy
(k12+k22 { ke +ks

olur.
b, = ¢ kds + ¢ kds
ke kg
Pt Z_E12+R§ 2t K +ky? e
alinirsa

2\/3 = ¢ R1d§ + b2
()

bulunur. ki nin yerine (4.20) bagitisindaki esiti yazilirsa

A, = gS(COSgokl —singk, )ds+b, ,
(@)

A, = COSgo(JS k,ds —sin gogg k,ds +b,
(@) («)

olur. . Burada gS k,ds ve Cj) k,ds yerine (2.16) ve (2.18) deki esitlikleri yerine yazilirsa
() ()

A, =—sing4, +cospd, +b,
elde edilir.

{a,7} ve {&,7_/} ciftleri Mannheim egri ¢ifti olmast halinde bu teoremin bir

neticesi olarak asagidaki sonug verilebilir:



Sonu¢ 4.7: {a,7} ve {a,7} ciftleri Mannheim egri ¢ifti ise S ve S kapali paralel z-

equidistant regle ylizey ciftlerinin agilim agilar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir:

1- A, =cospl, +singh, +b b= ¢  keds + § kds,
(pu1+(z—1)uz+qu3) (Auy)

2 =4, =0,

3- A, =-sing, +cospl, +b,, b, = 95 kids + 4; kuds .

(pu1+(z—1)u2 +qu3) (2:4;)

Teorem4.6: S ve S kapali paralel z-equidistant regle yiizeylerin dayanak egrileri 6zel

olarak dairesel helis egrisi alinirsa bu regle yiizeylerin L, ve L, agilim uzunluklari

arasinda asagidaki bagint1 vardir:

Lvlz[COSgo%—Sin¢E—zleul+b3 , b, = ¢ ds+ ¢ ds.

Ispat: Anadogrusu Vv, olan kapali regle yiizeyin agilim uzunlugu (2.16) dan
L, =ds.
(«)

Burada « nin yerine (4.6) bagitisindaki esiti yazilirsa

L, = cj) ds ,

¥+ pu1+{2772k172 ]u2+qu3
k1 +k2

L, =¢ds+ ¢ ds
(7)

ki
PUyH Z-—5——5 |Up+0U;
ki +k2

bulunur. y yerine (4.3) bagintisindaki esiti yerine yazilirsa

L= ¢ ds+ ¢ ds




olur.
b, = ¢ ds+ ¢ ds
K k
puy+ Z—,%:Rg u2+qu3] k12+lk22' ]
alinirsa

L, = ds+b,
(@)
bulunur. ds yerine (4.20) bagimtisindaki esiti yerine yazilirsa

k. k
=@®| cosp=—-sinp=% |ds+b
L, 45( v wkj ,

(a) 1 __1

olur. Dayanak egrileri dairesel helis oldugundan

K o kzj
=|cosp=--Sinp==|pds+b
L, ( e o g) ;

1 1

yazilabilir. Bu son esitlikte Cﬁ ds yerine (2.16) bagintisindaki esiti yerine yazilirsa
(a)

L, =L, (cos(pﬁ—singpﬁ}b3
1 1 kl kl

elde edilir.

Teorem 4.7: S ve S kapali paralel z-equidistant regle yiizeylerine ait Frenet 3-
ayaklilari, sirastyla, {ul,uz,ua} ve {vl,vz,v3} olsun. Frenet vektorlerinin ¢izdigi regle

yiizeylerinin drallar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir:

- R=R,=0,



Kk, \ds
2- P =P |cosp+singL |—,
v, uz( o (pkzjds

5 B =R, O
* P (singk +cosgk,) ds

Ispat: Anadogrusu v, olan kapali regle yiizeyin drali (2.16) dan

P =0

dir. Anadogrusu V, olan kapali regle yilizeyin dral1 (2.17) den
ke
P,==7—=2
ki +k2
dir. Bu denklemde (4.20) ve (4.21) bagintilar1 yerine yazilirsa

(sin @k, +cos gk, )j§

i ds T S ds T
[(COS(Pkl—Sin(sz)dJ {(Sin(pkﬁcos(pkz)dg}

(sin gk, +cos ¢k2)((:§
P, = s

A 2
(kf + kg)((‘@

k, k ds

_ 2
e PR P P R

bulunur. (2.17) den
.k, \ds
P =P | cosp+sing—=+ |—-
v, uz( ® ¢k2jds

olur. Anadogrusu v, olan kapali regle yiizeyin drali

1
V3 Ez



dir. Bu denklemin pay ve paydasi K, ile boliiniirse

=~

2

1k
ok, ke
bulunur. Bu son esitlikte (2.18) ve (4.21) bagintis1 yerine yazilirsa

I
% (sin gk, +cos ¢k,) ds

V3

elde edilir.

a egrisinin ani pfaaf vektori w olsun.w ile u, vektdrii arasindaki aci

0=0(s) ise

..,V,\?\-
=l

o

kl U)3J

Sekil 4.3. a egrisinin ($s)noktasindaki Darboux vektorii

Sekil 4.3 den

w= kot +kuy =k +k; >0

olmak tlzere

cosezﬁzL sinH:ﬁz Ky

Wl i+ k2 Wl i+

dir. w vektorii yoniindeki birim vektor ¢ ise

W KU +ku, K, k,

C=— = = u, + U, ,
[N e PN E




c=sind u, +cosé u,
olur. ¢ birim vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin ag¢ilim agis1

A, =<D,c>,

A =< ulqi kzds+u395 kds, sinfu +coséu, >,
(a) (@)

A, =sin Hc.f) k,ds +cos¢9<j> k,ds
(@) (a)

olur. Burada 4) k,ds ve 4) k,ds yerine (2.16) ve (2.18) deki esitlikleri yerine yazilirsa
() ()

A, =sin@ 4, +cosé 4, (4.22)
bulunur. ¢ birim vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin agilim uzunlugu

L. =<V,c>

L. =<u,®ds, sindu,+cosé u, >
(@)

L, =siné ngs
(@)

dir. (2.16) dan
L. =sind L, (4.23)
olur. ¢ birim vektoriiniin olusturdugu regle yiizeyin drali

det(da , C, <3ch
B ds ds

c ﬁz
ds

p_ —cosd(k, sin 8-k, cos 0)

4.24
© 0% +(ksin@—k,cosd)’ 4.24)




bulunur.

a egrisinin ani pfaff vektorii w olsun. w vektort ile v, vektorii arasindaki ag1

0=0(s) ise
K,
Sekil 4.4. a egrisinin a( )noktasmdakl Darboux vektorii
Sekil 4.4 den,
w= Ele +R1V3 : H\TVH = k_12 +k_22 >0

olmak tlzere

cos@ = ke sin@ = _ ke

HWH ’\/kl + kz | HWH ’\/ kl + kz

dir. Bu son esitliklerde ki ve ko yerine (4.20) ve (4.21) ifadelerindeki esitlikleri

yazilirsa

. ds
(cos gk, —sin (pkz)E

cos 6 =

\/[(C08¢k1+sin§0kz) +(—sin gk, +cos ¢k, ) J(gzj

K : . :
= C0S (p ——2=—Sin goL =Ccos¢pcosf—singsing

J@+@ Jk2 +k?



B (sin ¢k1+c03¢k2)d—§
Sind = ds

2
cos gk, +5sin gk, ) +(—sin gk, +cos gk, )’ —d§
1 2 1 2 dS

. K . .
=sin ¢ ——+¢0s L =sin@cosf+cospsing

N e o

c0s 6 = cosdcosp—sindsin
” v v (4.25)
sin @ =sin @ cos ¢ +sin pcosf
cos 6 = cos(6 +
0 =cos(@+¢) (4.26)
sin @ =sin(0 + @)
olur. Buradan
0=0+¢ (4.27)

yazilabilir. W vektorii yoniindeki birim vektor ¢ ise

E _ i _ Rle +R1V3
.
6 _ Rz Rl

A
\/kl +k> \/kl +k>
c=sin@v,+coso v, .

Teorem 4.8: S ve S kapali paralel z-equidistant regle yiizeyler olsun. {ul,uz,us}
sistemine bagli olarak hareket eden bir ¢ birim vektoriiniin olusturdugu kapali regle
yiizey ile {vl,vz,vs} sistemine bagli olarak hareket eden bir C birim vektdriiniin

olusturdugu kapali regle ylizeylerin agilim agilar1 arasinda
A, = A+ (sin@cos g +sin pcos @) +b, (cos & cos ¢ —sin fsin p)
bagintis1 vardir.

Ispat: C birim vektdriiniin cizdigi regle yiizeyin acilim agisi



Ae :<vqu> Ezds+v3<]5E1ds , Sin@ v, +cosf v, >,
(@) (@)

A =sin 585 de§+cos§<f> kids .
(a) (a)

dir. Burada Sﬁkzdé ve gSEldé yerine (2.16) ve (2.18) deki esitlikleri yerine yazilirsa
() ()

4, =sin@ A, +cos6 A,
olur ve (4.25) bagintisindan

A =(sin@cosg+sinpcosd) A, +(cosfcosp—sinbsing) A,
bulunur. Teorem 4.5 den

T

A =(sin@cosg+sin gocosé’)(cos(oﬂul +sinpA, +b1)

+(cos@cos p—sinGsin go)(—sin @A, +Cospd, + bz) :

A =sin 64, +cos64, +b (sinfcosp+singcosd)+b, (cosdcosp—sindsing)  (4.28)

yazilir. Burada

b1 — (f) deg + (ﬁ deg )
b2 — qs Rld 5 + @ Rld 5

ki ki U
Ki+ks juz +qU3] [k12+k22 I ]
seklindedir. (4.28) denkleminde (4.22) ifadesi yerine yazilirsa
A =4, +b,(sin@cosp+sinpcos ) +b, (cosdcosp—sinfsinp)

elde edilir.



Teorem 4.9:S ve S, dayanak egrileri dairesel helis egrisi olan kapali paralel z-

equidistant regle yiizeyler olsun. {U,,U,,U,} sistemine bagli olarak hareket eden bir ¢
birim vektdriiniin olusturdugu kapali regle yiizey ile {V,,Vv,,V,} sistemine bagl olarak

hareket eden bir ¢  birim vektoriiniin olusturduu kapali regle yiizeylerin agilim

uzunluklar: arasinda

L :(c03g0+sin @cot 9)(cos(p%—sin gp%j L, +b33in§

° 1 1
bagintis1 vardir.
Ispat: C birim vektoriiniin cizdigi regle yiizeyin acilim uzunlugu (4.23) den

L. =sin 5(_[) ds
(«)

dir. (4.25) den

L. =(sin@cosg+singpcoso)L,

dir. Teorem 4.6 dan

L. =(sin@cosp+sin quOSQ)HCOS(p%—Sin (p%j L, +b3} (4.29)
1

1

olur. Burada

ki ky
_ u
[pUﬁ[z K +k3 Juzw%] [k12+kz2 ZJ

dir. (4.29) denkleminde (4.23) ifadesi yerine yazilirsa

1 1

L. =(cosgp+sin gocoté?)(cow%—sin @%j L, +b,(sin@cosp+singcosd) ,



L. =(cosg+singcot 9)(005(0%—8“‘1 (p%J L, +b,sing

1 1

elde edilir.

Teorem 4.10: S ve S kapal1 paralel z-equidistant regle ylizeyler olsun. {ul,uz,u3}
sistemine bagli olarak hareket eden bir ¢ birim vektoriiniin olusturdugu kapali regle
yiizey ile {vl,vz,v3} sistemine bagli olarak hareket eden bir ¢ birim vektdriiniin

olusturdugu kapali regle yiizeylerin dralleri arasinda

P= R(COS(/)—SiI’l(pHI’]H)?
S

bagntisi vardir.
Ispat: C birim vektdriiniin cizdigi regle ylizeyin drali (4.24) esitliginden

—cos &(sin Ok, —cos Ok
6" + (sin Ok: —cos Ok.)?

P =

dir. Burada (4.20), (4.21), (4.25) ve (4.27 ) ifadeleri yerine yazilir ve gerekli islemler
yapilirsa

_ (=cospcos 8 +sin psin 9)(k; sin & —k, cos ) d_g
0 + (k, sin @ —k, cos 0)? ds

PE

bulunur. (4.24) ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa

P= I:’C(COng)—Singotané’)?
S

olur.

Teorem 4.11: S ve S kapal1 paralel z-equidistant regle yiizeyler olsun. {ul,uz,us}
sistemine bagl olarak hareket eden bir X birim vektorii ile {Vl,vz,vg} sistemine bagh

olarak hareket eden bir x birim vektériiniin olusturdugu kapali regle yiizeylerin agilim

agilar1 4, ve A olsun. Bunlar arasinda



& = A= PA, =44, +by (cosp(x, — p)+sing(x, —q))+b, (cose(x, —a) —sine(x, — p))
bagintis1 vardir.
Ispat: {u;,u,,u,} sistemine bagh olarak hareket eden bir X vektdrii i¢in

X =XU + XU, + XU, [|x]=1 (4.30)
yazilabilir. X in ¢izdigi regle yiizeyin agilim agis1

A, =(D,x)

A = <u1§> k,ds + u34> k,ds, xu, +X,u, + x3u3> ,
(@) (@)

A = x195 k,ds + x3<_|5 k,ds
(«) (a)

olur. @ k,ds ve @ k,ds yerine (2.16) ve (2.18) deki esitlikleri yerine yazilirsa
(@) ()

A = XA, XA, (4.31)
bulunur. Benzer sekilde {Vl,vz,vs} sistemine gore hareket eden X vektorii igin
X= >_(1v1 + >_(2v2 + >_<3v3 , H)?H =1
yazilabilir. Ayrica
X=X—yy
seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.30) ifadeleri bu son denklemde yerine yazilirsa
X=(% = p)u, +(X —2)u, +(%—q)u,
dir ve Teorem 4.2 den

X =(% — p)(0s 2, —singns )+ (1, ~2)v, + (3~ (s g+ cosas ).



X = (X, COS@+X;Sin@— pcosg—qsin)v, +(X, —2)V,
+( X, COS@— X, Sin@+ psinp—qcosg)v, (4.32)

bulunur. X in cizdigi regle ylizeyin A agilim agis1 i¢in

A, =(X,COS@+X;Singp— pcos(p—qsin(p)cﬁEQdS
()

+(x3005¢—x15in¢+ psingo—qcosqo)(jiﬁds
(«)

olur ve burada (j)des ve CJS kids yerine (2.16) ve (2.18) deki karsiliklar1 yazilirsa
(o) ()

A = (¥ cosp+X;sinp—pcosp—qsing) A,
+(%;Cosp—x sinp+ psinp—qcosp) A,

bulunur. Teorem 4.5 ten

A =(% COsp+x;singp— pcosw—qsinq;)(coswxlul +singd, +b1)

+(%; COsp— X sing+ pSinw—qCOW)(—Si”Wh +COS A, +b2)

ﬂ“} = Xlﬂ‘u1 + )(3ﬂ“u3 - pﬂ'ul - qﬂu3
+b; (Cosp(x, — p) +sin p(x, —0) ) +b, (cos p(x, — ) =sinp(x, - p))

yazilabilir. (4.31) ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa

A = A= PA, A, +by(cosp(x — p) +sinp(x, — 1))
+b, (cos p(x;, — ) —sinp(x, — p))

elde edilir.

Teorem 4.12: S ve S , dayanak egrileri dairesel helis egrisi olan kapali paralel z-

equidistant regle yiizeyler olsun. {ul,uz,ug} sistemine bagli olarak hareket eden bir X



birim vektori ile  {V,,V,,V,} sistemine bagli olarak hareket eden bir x  birim

vektoriintin olusturdugu kapali regle yiizeylerin agilim agilim uzunluklart L, ve L

olsun. Bunlar arasinda
L k, . .
L. =L,| cos (pR——sm ¢COS¢E— +b, cospx, +(x3sm Q- pcow—qsmgp) L,
1 1

bagintis1 vardir.

Ispat: {u,,u,,u,} sistemine bagl olarak hareket eden bir dogrusunun ¢izdigi regle

yiizeyin ag¢ilim uzunlugu
)

L = ><1<JS ds
(@)

dir. (2.16) dan

Lo=xL, (4.33)

olur. {v;,v,,v;} sistemine bagli olarak hareket eden bir X dogrusunun ¢izdigi regle

yiizeyin ag¢ilim uzunlugu
L=(V.x) ,

L, =(X cosp+X,sinp— pcosw—qsingo)@dé
(a)

dir. (2.16) dan
L, =(x,Ccosp+x,sing—pcosp—qgsing)L,

olur. Teorem 4.6 dan

1

L. =(X Cos@+X,sinp— pcosg—qsin gD)((COSgD%—Sin(p EZJL“l +b3j
1



L =xL, (cos2 gpﬁ—sin goCOSgoﬁJers COS X,
g ' K1 K1
. . k .k
+(x,sing— pcosp—qsing) COSgoE——SInq)E— L, +D,
1 1

elde edilir. Teorem 4.6 kullanilirsa

L =xL, (cos2 go%—sin gocosw%jw3 Cos X, +(X;Sing—pcosp—gsing)L,
1 1
bulunur. (4.33) ifadesi bu son esitlikte yerine yazilirsa

L= Lx(cos2 (p%—sin ¢C05(0%j+b3COS(0X1+(X3 sinp—pcosp—gsing)L,
1 1

elde edilir.



5.TARTISMA

Bu tezde Valenontis’in “Parallel P-Aquidistante Regelflachen” ve Masal’in
“Paralel P-Aquidistante Regle Yiizeylerin Baz1 Yeni Karakteristik Ozellikleri” isimli
calismalar1 esas alinarak ii¢ boyutlu Oklid uzayinda iki regle yiizeyin striksiyon egrileri
boyunca asli normal vektorleri paralel ve uygun noktalardaki merkezi diizlemler
arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek elde edilen regle yiizeylerin bazi karakteristik
Ozellikleri incelenmistir. Bu regle ylizeylerin kapali olmasi halinde integral invaryantlari
arasindaki bagmtilar hesaplanmistir. Ayrica, bu yiizeylere ait dayanak egrisi ile

striksiyon egrisinin Mannheim egri ¢ifti olmasi halinde bazi 6zel sonuglar bulunmustur.



6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismadan yola ¢ikarak paralel z-equidistant regle yiizeyler
genellestirilebilir ve bu yilizeylerin sekil operatorleri ve bu yiizeylere ait dayanak
egrilerinin kiiresel gostergeleri hesaplanabilir. Ayrica, Lorentz ve Dual uzayda bu regle

yiizeylerin bazi karakteristik 6zellikleri incelenebilir.
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