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OZET

Bu calisma dort boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde c¢alismanin
amaci ve konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel bilgiler boliimiinde diferensiyel
geometriden temel kavramlara yer verildi. Materyal ve metot boliimiinde birim dual
kiiresel egrilere E*, 3- boyutlu Oklid uzayinda karsilik gelen paralel regle yiizeylerin
integral invaryantlar1 verildi.

Bulgular boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde
Dual Lorentz uzayinda kapali dual timelike bir egriye karsilik gelen paralel regle yiizey
tanimlanarak, elde edilen yiizeyin integral invaryantlari ve bunlar arasindaki bagintilar

hesaplandi.

Anahtar Sozciikler: Paralel Regle Yiizey, Birim Dual Kiire, Dual Lorentz Uzayi,



ABSTRACT

This study consists of four fundamental chapters. In the first chapter, it is
discussed aim of and why this study is taken into consideration. In the second chapter,
the basic concepts of differantial geometry have been pointed out. In the third chapter,

The integral invariants of the parallel ruled surfaces in the 3-dimensional Euclidean
space E° corresponding to the unit dual spherical parallel curves were given.

In the fourth chapter is the orijinal part of the study. In this chapter, firstly, the
parallel ruled surfaces corresponding to closed dual timelike curve was described, the

integral invariants of the parallel ruled surfaces corresponding to closed dual timelike

curve was calculated and the relations between the integral invariants were found.

Key Words: Paralel Ruled Surface, Unit Dual Curve, Dual Lorentzian Space.
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1.GIRiS

E®, 3 — boyutlu Oklid uzay1 ve I’ , 3 — boyutlu Lorentz uzayinda regle yiizey ile
ilgili temel kavramlar bir ¢ok Diferensiyel Geometri kitabinda bulunmaktadir.
Bunlardan bazilar1  Hacisalihoglu “Diferensiyel Geometri”, Erim “Diferensiyel
Geometri Dersleri”, Senatalar “Diferensiyel Geometri (Egriler ve Yiizeyler Teorisi)”,
Birman ve Nomizu “Trigonometry in Lorentzian Geometry” , O’neill “Semi Riemann
Geometry” ve Ratcliffe “Foundations of Hyperbolic Manifolds” dir.

1850’11 yillarda Dual say1 kavrami W.K. Clifford tarafindan tanimlanmistir. Dual
sayilara ait temel kavramlar Hacisalihoglu “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar
Teorisi” ve Miiler “Kinematik Dersleri” kitaplarinda yer almaktadir.

Birim dual kiirenin dual noktalar ile ¢izgiler uzayr arasindaki iligskiyi ortaya
cikaran E. Study sayesinde yeni fikirlerin onii agilmistir. Hacisalihoglu “The Pitch of a
Closed Ruled Surface” isimli ¢calismasinda regle yilizeyin ag¢ilim uzunluklarini, Giirsoy
“The Dual Angle of Pitch of a Closed Ruled Surface” isimli makalesinde regle yiizeyin
dual agilim agilarm, Cahskan ve Giines “Dual Centrode Egrisi Uzerine” isimli
caligmasinda dual centrode egrilerine ¢izgiler uzayinda karsilik gelen regle ylizeyin
integral invaryantlarini, Yapar “On The Curvature Motion” isimli makalesinde dual

kiiresel egrilerin hareketlerini ve Senyurt “Paralel Regle Yiizeyler ve Baz1 Karakteristik

Ozellikleri” isimli doktora tezinde birim dual kiiresel egrilere E°, 3- boyutlu Oklid
uzayinda karsilik gelen paralel regle yiizeylerin bazi1 karakteristik ozelliklerini
hesaplamiglardir.

Ayylldiz, Coken ve Yiicesan “On The Dual Darboux Rotation Axis of The
Spacelike Dual Space Curve” ve “On The Dual Darboux Rotation Axis of The Timelike
Dual Space Curve” isimli makalelerinde dual spacelike ve dual timelike egrilerin
darboux donme eksenlerini, Ugurlu “On The Geometry of Timelike Surfaces” isimli
makalesinde timelike yiizeylerin geometrisini ve Turgut “3-Boyutlu Minkowski
Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle Yiizeyler” isimli ¢alismasinda spacelike ve

timelike regle yiizeyleri ¢alismislardir.
Bu ¢alismada ise Dual Lorentz uzayinda ﬁ(t) birim dual timelike vektoriin birim

dual kiire iizerinde ¢izdigi dual egriye ¢izgiler uzaymda (3 — boyutlu Oklid uzay1)
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karsilik gelen kapali regle yilizeyin integral invaryantlar1 hesaplanmistir. ﬁ(z) dual
timelike vektorii ile sabit ® = @+ ¢ep  dual agis1 yapan
V = cosh @Ul +sinh @@

dual timelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi I7(t) dual kapali timelike

egriye ¢izgiler uzaymnda karsilik gelen paralel regle yiizey tanimlanarak bu ylizeyin
integral invaryantlari hesaplanmistir. Ayrica dual catilar arasindaki gecisten
yararlanarak Darboux vektorii yoniindeki birim vektorlerin dual kiire {izerinde ¢izdigi
kapali egrilere karsilik gelen kapali regle ylizeylerin invaryantlar1 bulunmus ve bunlar

arasindaki iliskiler ifade edilmistir.
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2.GENEL BILGILER
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramalar

Tamm 2.1.1: A= bir ciimle ve ¥ de I cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun.

f :Ax A — V fonksiyonu asagidaki onermeleri saglarsa A ya V ile birlestirilmis

bir afin uzay denir:

A)Y P,0,ReA i¢in f(P,Q) + f(O.R) = f(P,R)

A,)VPe A ve Va eV igin f(P,Q) =qa olacak bicimde bir tek Qe A4 noktasi
vardir. P,Qe€ A igin f (P,Q) = Fé biciminde gosterilir.

Tammm 2.1.2: V' bir vektéor uzayr ve A4 da JV ile birlesen bir afin uzay

olsun. B,B,P,,...,P € A noktalan i¢in {F,B,FP,...,F,P} cliimlesi V' nin bir bazi ise

1> Lo
{R,R.P,....,P} nokta (n+1) -lisine, 4 afin uzaymn bir afin ¢atis1 denir. Burada F,
noktasma catinin baslangic noktas1 ve P, 1< i< n, noktalarina da c¢atinin birim
noktalari (u¢ noktalari) denir. Eger boyV = n ise 4 ya n - boyutlu afin uzay denir.
Tamim 2.1.3: 4 bir afin uzay ve V' de A4 ile birlesen bir vektor uzay1 olsun.

<,>:V><V —> IR (x,) —><x,y>
reel degerli fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglarsa bu fonksiyona i¢ carpim
fonksiyonu denir: Vx,y,zelV igin
i) Bilineerlik Aksiyomu

<ax+by,z> = a<x,z>+b<y,z>,

<x, ay+bz> = a<x,y>+b<x,z>
if) Simetri Aksiyomu

(x.2)=(r.%)
iii) Pozitif Tanimhilik (kararlilik) Aksiyomu

<x,x> >0, (x,x> =0x=0
Ornek 2.1.1: (,):IR*xIR* - IR,

(X, Y) > (X, Y)=|X||Y|cosO,0<0<7

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.
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Tamim 2.1.4: /R" standart reel afin uzay olsun.
(J:IR"XIR" IR (X,Y)=> xy,
i=1

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima /R" de standart
i¢c carpim veya OKlid i¢c carpimu denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu IR" vektor
uzay ile birlesen /R" afin uzayma n - boyutlu standart Oklid uzay denir ve E" ile
gosterilir.

Tamm 2.1.5: E” de bir X noktasimin afin koordinat sistemine gore koordinatlar
X, X,,...,x, olsun. x, : E" — IR bilesenlerine E” nin i - yinci koordinat fonksiyonlari

denir.

Tanmm 2.1.6: d:E"xE" > IR, d(X,Y)= /Z(yl.—xl.)2 seklinde tanimlanan d
i=1

fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y) reel sayisia da

X ile Y noktalar arasindaki uzaklik denir.

Tanmm 2.1.7: F,FB,P,...,P, € E" noktalan i¢in, {FF,RP,...,RP} cimlesi E" nin

0> 115
bir ortonormal bazi ise {PO,PI,PZ,...,PH} nokta (n + 1) - lisine E” de bir OKlid ¢at1 veya
dik c¢at1 denir.

Tanm 2.1.8: a:/cIR—>E" | a(t) = (0{1 ), a,(1),....a, (t)) diferensiyellenebilir
fonksiyona E” de bir egri denir. Burada / araligina « egrisinin parametre arahg ve
te I degiskenine de o egrisinin parametresi denir.

Tammm 2.1.9: «a:/cIR— E" diferensiyellenebilir bir egri olsun. ||a'||:]—>IR,

fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu, ||a'(t)||eIR sayisina o egrisinin  a(t)

noktasindaki skaler hizi , a’(t)—d—a _(do;t(t)’da;t(t)’m’da;t(t)j vektoriine de

==
egrinin hiz vektorii denir.

Tanim 2.1.10: Vse/ igin ||a’(s)|| =1 ise a:I c IR — E" egrisine birim hizh egri ve
s € I parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tanmm 2.1.11: «:/ cIR— E" bir egri, 77={a’,a”,...,a(’)}, r<n , sistemi lineer

(k)

bagimsiz olsun. Vo', k>r i¢cin a“ eSp{n} olmak iizere,  den elde edilen
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{ul(m),u2 (m),...,u, (m)} ortonormal sistemine « egrisinin m € noktasindaki Serret -

Frenet r - ayakhis1 denir. Her bir, L_l; , 1<i<r, vektoriine Serret - Frenet vektorii adi
verilir.

Tamm 2.1.12: a(s) € a noktasindaki Frenet » - ayaklist {JI(S),LZ(S),...,LTV(S)} olsun.
k:I—>IR , 1<i<r,

- — (2.1.1)
s > k(s)= <ui (),u;, (S)>

seklinde tanimli1, &, fonksiyonuna « egrisinin i - yinci egrilik fonksiyonu, % (s) € IR
sayisina da a(s) noktasindaki i - yinci egriligi denir.

Teorem 2.1.1: a:/cIR— E" egrisinin a(s) noktasindaki Frenet r - ayaklisi
{Jl(s),LTz(s),...,Z(s)} ve i - yinci egriligi k,(s), 1<i<r ise

! (s) =k, ()1, (5)

! (5) ==k, ()1, () + ()11, (), (2.1.2)

0, (5) =k, ()10,(s)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.13: o:1 — E" egrisinin a(s) € E” noktasinda birinci ve ikinci egrilikleri

sirastyla, k& (s) ve k,(s) olsun. H :I— IR HI(S):]]?((S)

2

seklinde tamimh H,

fonksiyonuna, « egrisinin 1 - inci harmonik egriligi denir.

Tamim 2.1.14: a: I cIR—> E", a(s)e E" i¢in a'(s) hiz vektorii, sabit bir U vektori
ile sabit ag1 yapiyorsa, « egrisine bir egilim c¢izgisi ve Sp{U } ya da egrinin egilim
ekseni ad1 verilir.

Teorem 2.1.2: o:/ c IR — E" egrisi bir egilim ¢izgisidir < Vs el ic¢in H (s)=sbt
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.15: «:] — E’ egrisinin a(s)e E’ noktasindaki {LZ,Z,LZ} Frenet 3 -

ayaklist Vse/l aninda bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yapar. Bu eksene

egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni , bu eksen yoniindeki birim

vektore de Darboux vektorii denir ve bu vektor
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w = kyu, +k,u; (2.1.3)
bagintisi ile verilir.
Tamim 2.1.16: M = {x eUcCE"|f:U—"" >R f(x)=c, U agikaltciimle} ve
VpeM i¢in Vf|,#0 olmak iizere M ciimlesine, £ de (n—l) - boyutlu bir

yiizey veya hiperyiizey denir.

Ornek 2.1.2: /1 E° > IR, f(x,y,z) =x"+y* +2z" —1=0 kiiresi bir yiizeydir (Sekil 2.1.1).

e

AR

Sekil 2.1.1. Kiire Yiizeyi

Tamm 2.1.17: M c E’ bir yiizey olsun. VP e M noktasinda E’ iin M de kalan bir
dogrusu varsa M ylizeyine bir regle yiizey, VP € M noktasindan gegen ve M de kalan

dogruya da regle yiizeyin dogrultmani adi1 verilir. Bir regle ylizey ¢ ile gosterilirse
parametrik denklemi
@:IxIR— E’
(s, v) > (s, v)=a(s)+vX(s) (2.1.4)
seklinde verilir. Burada « :1 — E’ egrisi dayanak egrisi, X vektorii de regle yiizeyin

dogrultmanidir (Sekil 2.1.2).
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(@)

Sekil 2.1.2. Regle Yiizey

Ornek 2.1.3: [:E° >R, f(x,y,z)= (2x—3z)2 +(2y+ 2)2 —4 =0 silindiri bir regle

ylizeydir (Sekil 2.1.3).

Sekil 2.1.3. Silindir Yiizeyi

Ornek 2.1.4: f:E' IR, f(xy,2)=(z—x) +2(2z-y) ~2(z-1)" =0 konisi bir

regle yiizeydir (Sekil 2.1.4.).
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Sekil 2.1.4. Koni Yiizeyi

Tamm 2.1.18: ¢:IxIR—>E’ ¢(s, v)=a(s)+vX(s) regle yiizeyi, Vsel igin
o(s+2m,v) = go(s, v) olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapah regle yiizey
denir.

Tanmm 2.1.19: Regle yiizeyin komsu 1ki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
komsu ana dogru arasindaki agiya oranina, regle yilizeyin dagilma parametresi (drali)
denir . Birim dogrultman vektorii X olan bir regle ylizeyin dral1 P ile gosterilirse

_det(a’, X, X")

T (2.1.5)

X

seklinde bulunur.

Tamm 2.1.20: Bir regle ylizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle
yiizeye acilabilir regle yiizey denir.

Teorem 2.1.3: Bir go(s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.1.21: Bir go(s,v) regle yiizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak kesen

egriye, regle ylizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir (Sekil 2.1.5).
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/ ortogonal yoriinge

Sekil 2.1.5. Ortogonal yoriinge egrisi

Tanmm 2.1.22: Bir (o(s,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

dogrultmanlar {izerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon) noktasi denir.
Regle yiizeyinin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz
noktalarinin geometrik yeri de bir egri ¢izer. Bu egriye regle yiizeyin bogaz (striksiyon)
cizgisi (egrisi) denir.
Bir go(s,v) regle yiizeyinin striksiyon noktasinin yer vektori y(s) ile

gosterilirse

(/' (5), X'(5))

2 X (s) (2.1.6)
[x'@)

7(s)=as)-

dir. ||X '(s)” =0 ise regle ylizey, striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal, regle yiizeyin

silindir olmasini karakterize eder. Regle yilizeyler icin striksiyon egrisi dayanak egrisi

olarak alinabilir. Bunun igin;
(a'(s),X'(5))=0 (2.1.7)

alinmasi yeterlidir.
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Tamim 2.1.23: U, ve U,, E’ de iki yiizey ve U, in birim normal vektdr alant

3
0
N, = — U,IR
SR, s ()

olsun. Bir r € IR sabit say1 ve VP =(p,, p,, p;) € U, noktasi i¢in,
/U, -»U, f(P) :(p1 +ra,(P), p, +ra,(P), ps+ra, (P))
seklinde tanimli bir f* fonksiyonu varsa, U, ye U, in bir paralel yiizeyi denir

(Sekil 2.1.6).

f(P)=(P+rN(P)) 4

U,

Sekil 2.1.6. Paralel Yiizey

E’, Oklid uzayinin 1 - parametreli hareketlerinde E” iin dogrular regle yiizeyler
teorisi igin énemlidir. Dogrular lineer nokta ciimleleri olduklarindan, E° Oklid uzay:
yalnizca dogrulardan meydana gelmis bir uzay olarak diisiiniilecek ve bunu belirtmek
icin de bu uzaya cizgiler uzay adi verilecektir.

Cizgiler uzayinda sabit uzay H' ve hareketli uzay H ile gosterilsin. H nin H'

ye gére 1-parametreli hareketine kisaca uzay hareketi denir ve H/ H' ile gosterilir.
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Hareketli ve sabit uzayda iki Oklid koordinat sistemi, sirasiyla, {xl,xz,x3} ve

{xl' , x2' , x3'} ise bu koordinat sistemleri arasinda

X |14 CllX

1] o 1]t
bagintis1 vardir. Burada 4 € O(3),C e IR dir. A= A(s) ,C=C (s) diferensiyellenebilir
ve periyodik fonksiyonlar ise H/H' uzay hareketine 1 - parametreli kapalh uzay

hareketi denir.

Tamim 2.1.24: «:] — E’ kapal1 bir egri olsun. Vs e/ igin a(s) noktasindaki hareketli
uzay H :Sp{LT1 ,LZ,IZ} ve sabit bir uzay da H' =Sp{gl,g, g} ile gosterilsin. Hareketli
uzayda bir birim dogrultman vektor a olmak iizere d&z&/\& ile ifade edilen ve

Darboux donme vektorii roliinii oynayan @ vektoriine H /H' hareketinin ani Pfaff

vektorii denir. Bu vektoriin « egrisi boyunca egrisel integraliyle belirtilen

d=§y (2.1.8)
(@)

vektorune de hareketin Steiner donme vektorii denir.

Tamm 2.1.25: o :] —E’ diferensiyellenebilir kapal1 bir egri ve bu egriye bagl olarak

hareket eden bir ortonormal sistem {171 ,LTZ ,LZ } olsun. dX eT, o (a(s)) oldugundan

d}:MZ+%Z+%Z
seklinde tek tiirlii olarak ifade edilebilir. « egrisi boyunca egrisel integral ile belirtilen

V= gﬁ dX (2.1.9)
(@)

vektorine hareketin Steiner oteleme vektorii denir.

(p(s, v) = a(s) + v)?(s) regle yiizeyinin ana dogrulariin dik yoriingeleri i¢in
X,dp) =0,

7(,d5+vd7(+dvf>=0,

o~

X.da)+av| x| =0, [¥]-=1.
(X, da)=-av

olur ve bu ifadenin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa,
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L= §(da,X)=~§ dv

(@) (@)

bulunur.

Tanmm 2.1.26: L,:/—>IR v—>L,(v)= —Cj) dv seklinde tanimlanan L, fonksiyonuna
(@)

regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu (adimi) denir.

Tamm 2.1.27: Ana dogrusunun birim dogrultman vektori X olan bir kapali regle
yilizeyin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir periyot sonra ilk konumu ile yaptigi
aclya, regle yiizeyin acilim agis1 denir ve A, ile gosterilir.
Teorem 2.1.4: Ana dogrusunun birim dogrultman vektérii X olan bir kapali regle
yiizeyin a¢ilim uzunlugu ve agilim agis1
L, = <I7Y>
o (2.1.10)
Ay =(d.X)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Sonug¢ 2.1.1: H = Sp{g;, a, ej} olsun. H/ H' uzay hareketinde go(s,v) regle yiizeyinin

dayanak egrisi boyunca Steiner donme ve Oteleme vektori (2.1.3) ve (2.1.8)

bagintilarindan
d = (ke +keds, (2.1.11)

(@)
§=Zlcj>ds (2.1.12)

(@)

seklinde bulunur. Burada &, ve k, dayanak egrisinin egrilik fonksiyonlaridir.
Teorem 2.1.5: (p(s,v) = a(s)—i—v.u1 (s) kapali regle yiizeyinin acilim acisi, agilim

uzunlugu ve drali

A, = hyds
L, :cjﬁds (2.1.13)
P, =0

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
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Teorem 2.1.6: ¢(s,v)=a(s)+vu,(s) kapal regle yiizeyinin agilm agisi, agilim

uzunlugu ve drali

=0 (2.1.14)

p =t
S

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.1.7: ¢(s,v)=a(s)+vu,(s) kapal regle yiizeyinin agilim agisi, agilim

uzunlugu ve drali

A, = $hids
L, =0 (2.1.15)
P =

3 k2

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
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2.2. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1: V' bir reel vektoér uzay:r olsun. <,>:V><V—>]R fonksiyonu asagidaki

aksiyomlar1 sagliyorsa, <,> fonksiyonuna V' vektor uzayi iizerinde simetrik bilineer
form denir (O’neill, 1983).
i) Bilineerlik Aksiyomu;

Ya,be IR ve Yu,v,wel i¢in

<au +bv, w> = a<u,w>+b<v, w>

<u,av+bw> = a<u,v>+b<u,w>
if) Simetri Aksiyomu;

() = (vt
Tanim 2.2.2: <,> :V'xV — IR fonksiyonu simetrik bilineer form olsun.
i)VvelV ve v#0 igin <v, v> >0 ise simetrik bilineer forma pozitif taniml,
ii)VvelV ve v#0 igin <v, v> <0 ise simetrik bilineer forma negatif tanimli,
iii) VvelV ve v#0 i¢in <v,v> > 0 ise simetrik bilineer forma yar1 - pozitif tanmiml,
iv) VvelV ve v#0 i¢in <v, v> <0 ise simetrik bilineer forma yari - negatif tanimli,
v) Vvel igin <v, w> =0= w=0 ise simetrik bilineer forma non - dejeneredir denir.
Tamm 2.2.3: <,> :VxV — IR doniisimii simetrik, bilineer ve non - dejenere ise bu

dontisiime V' vektor uzayi lizerinde bir skalar ¢carpim, bu durumda V' vektor uzayina

da skalar ¢carpim uzayi denir.
Tamm 2.2.4: <,> :VxV — IR V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.
< >|W W xW — IR negatif tamimh olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W alt uzayinin

boyutuna simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir ve bu indeks

0<v<boyV dir.

Tamm 2.2.5: /R" n - boyutlu, standart reel vektdr uzay1 olsun.

(J:IR"xIR" > IR  (X,Y)>(X.Y)=-xy +ixl.yl.

i=2
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fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona /R" {izerinde Lorentz
metrigi denir.

Tamim 2.2.6: /R" {lizerinde taniml1 Lorentz metrigi ile birlikte (]R",<,>) ikilisine

n - boyutlu Lorentz uzay veya Lorentz uzayi denir ve /" ile gosterilir.

Tanmm 2.2.7: X € IL" vektorii i¢in;
i) <X , X > >0 veya X =0 ise X vektoriine uzaysi (spacelike) vektor,
i) <X , X ) <0 1se X vektoriine zamansi (timelike) vektor,
iii) <X , X > =0 ise X vektoriine 1siksi (lightlike) vektor denir.
Tamm 2.2.8: Lorentz uzayinda X vektoriiniin normu
] =l x)
seklinde tanimlanir.
Tamim 2.2.9: X, Y e IL" igin X #0 ve Y # 0 olmak tlizere <X, Y> =0 ise, bu durumda
X ve Y vektorlerine ortogonal vektorler denir.
Teorem 2.2.1: X,Yell' icin X #0veY#0 olmak {izere <X, Y>:0 olsun. X
timelike vektor ise, bu durumda Y spacelike vektordiir (Ratcliffe, 1994).
Teorem 2.2.2: /L', n- boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X € IL" olsun. Bu durumda,
i) | x]|> o,
ii) ||X || =0 < X bir null vektordiir.
iii) X bir timelike vektdr ise | X|" = (X, X) dir
iv) X bir spacelike vektor ise ||X ||2 = <X , X > dir (O'neill, 1983).
Tamm 2.2.10: /L, 3 - boyutlu Lorentz uzayinda iki vektér X ve Y olsun.
A IP XD — I
- e e
(X,Y) > XAY=|x, x, x =()c3y2 =X, V3, X, V3 — X3 V1,5 ), —xzyl)
YooYy Vs

fonksiyonuna vektorel ¢arpim fonksiyonu, X AY vektorine de X ile Y nin

vektorel carpimu denir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).
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Teorem 2.2.3: I’ , 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektér X ve Y olsun. Bu takdirde

i) X ve Y spacelike vektor ise X AY bir timelike vektordiir.

ii) X ve Y timelike vektor ise X AY bir spacelike vektordiir.

iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise X A Y bir spacelike vektordiir.
iv) X ve Y null vektorise X AY bir spacelike vektordiir.

v) X timelike ve Y null vektor ise X AY bir spacelike vektordiir.

vi) X spacelike ve Y null vektdr olmak iizere (.X,Y)=0 ise X AY bir null vektor,

(X,Y)#0 ise X AY bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).

Teorem 2.2.4: X,Y,Z e IL’ olsun. Bu durumda
i) (X AY,Z)=—det(X,Y,Z),

i) (X AY)AZ=—-(X,Z)Y+(Y,Z) X,

iii) (X AY,X)=0ve (XAY,Y)=0,

i) (X AY, X AY)=—(X,X)(Y,7)+((X. 7)),

dir (Turgut, 1995).
Teorem 2.2.5:

i) X,Y e IL" pozitif (negatif) timelike vektorler olsun. Bu durumda

(x.n)<|x] ]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve Y

vektorlerinin lineer bagimli olmasidir.

(7)< x][¥|eosho,  p=ncr.y)
olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ acisina timelike vektorler
arasindaki Lorentzian timelike ac1 denir.

ii) X,YelIl" spacelike vektorler olsun. X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem

spacelike ise KX, Y>‘ S||X||||Y|| esitsizligi vardir.

()= |xlFleosg.  o=nerp)
olacak sekilde 0<@ <7 reel sayisina spacelike vektorler arasindaki Lorentzian

spacelike a¢1 denir.



25

iii) X,YeIL' spacelike vektorler olsun. X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem timelike

ise KX, Y>‘ >||X||||Y|| esitsizligi vardir .

(X.7)=|x|[V[coshp,  p=n(X.})
olacak sekilde ¢ > 0 reel sayisina spacelike vektorler arasindaki Lorentzian timelike
ac1 denir.

iv) X e IL" spacelike ve Y e IL" timelike vektorler olsun.

(x.r)=1xll¥[sinhe, @ =n(x.7)

olacak sekilde @ >0 reel sayisina spacelike vektor ile timelike vektor arasindaki
Lorentzian timelike ac1 denir (Ratcliffe, 1994).

Tanim 2.2.11: /L', n - boyutlu bir Lorentz uzayinda bir «:/—IR" egrisinin teget
vektorii LTI olsun. Bu durumda,

i) <u1,u1> >0 ise o egrisine uzaysi (spacelike) egri,

ii) <L71 ,u1> <0 ise  egrisine zamansi (timelike) egri,
iii) <L71 ,I/71> =0 ise a egrisineisiksi (lightlike veya null) egri denir.

Tamm 2.2.12::/ < IR— L’ diferensiyellenebilir egrinin a(s) noktasindaki Frenet

_— —

catist {ul,uz,ut} , egrilikleri de k&, ve k, olsun. Bu durumda,

i) a timelike egri ise;

_— — —_— —_ — —

U AUy =—Uy , Uy AU, =U, , U; AU, =—u, olur. Budurumda Frenet formiilleri
- =
U =ru,
pUR
u, =ku, —kyu, (2.2.1)
- -
Uy =K,

(Woestijne, 1990) ve Darboux vektori
v =y, =k (22.2)
seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).
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ii) a spacelike binormalli spacelike egri ise;

_ — —_— _— — —_—

U AUy =—Uy , Uy AUy =—U, , U, AU, =u, olur. Budurumda Frenet formiilleri
o e
U =ru,
O
u, =ku, +kyu, (2.2.3)
- -
Uy =K,

(Woestijne, 1990) ve Darboux vektori
w =—kyu, +ku, (2.2.4)
seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).

iii) «a timelike binormalli spacelike egri ise;

U AUy =Us , U, AUy =—U, , U; AU, =—u, olur. Budurumda Frenet formiilleri
o e
U, =i,
; S
u, =—ku +kyu, (2.2.5)
- L
Uy =Ky

(Woestijne, 1990) ve Darboux vektorii
v =k, —ku, (2.2.6)
seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).

Tamm 2.2.13: «:/ c IR — IL’ egrisinin «(s) noktasindaki Frenet catisi {ul,uz,%} ,

egrilikleri k, ve k, ve Darboux vektorii de 1; olsun. Bu durumda,

i) a egrisi timelike egri ise;
H;T/H =k &7 2.2.7)

a) |k1| >|k2| ise <1/7,1;>> 0 olacagindan J spacelike vektor olur. Bu durumda 173 ile J
arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ¢ olmak iizere egrilikler ve ¢ vektorii

k = QTI coshg _ -

l H N A (22.8)

k, = Hw“ sinhg

Ve
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c= sinh(DLT1 - cosh(mT3 (2.2.9)
seklinde bulunur.

b) |k1|<|k2| ise<17/,17/><0 olacagindan y timelike vektor olur. Bu durumda u; ile y

arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ olmak iizere egrilikler ve ¢ vektoril

bl | =~(vv)=— -k (22.10)
k, = Hl//Hcosh(p
veE
¢ = coshpu, —sinhpu, (2.2.11)

seklinde bulunur.

ii) a egrisi spacelike binormalli spacelike egri ise;

o] = i + 7] 2.2.12)

dir. Burada <17/,17/>> 0 oldugundan ;7/ spacelike olur. Bu durumda uj ile 1; arasindaki

Lorentzian spacelike a¢1 ¢ olmak iizere egrilikler ve ¢ vektori

"lz”'i”“_”, Wl = (v.) = 4k 2213)
b [

Ve
¢ = —SinQu, +cospi, (2.2.14)

seklinde bulunur.

iii) o egrisi timelike binormalli spacelike egri ise;
H JH = ke =2 (2.2.15)

a) |k2|>|kl| ise <17/,1/7>>0 olacagindan ;7/ spacelike olur. Bu durumda uj ile 1/7
arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ¢ olmak iizere egrilikler ve ¢ vektorii

P
ko =[] coshy ol =lw)=t” & (22.16)

Ve
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c= cosh(zn?l —sinh(p@?3 (2.2.17)
seklinde bulunur.
b) |k2|<|kl| ise <17/,17/><0 olacagindan y timelike olur. Bu durumda u, ile

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ¢ olmak {izere

k = HliHCOSh(p ’ HQ;HZ _ _<&,1;>:—(k22 —kP) (2.2.18)
sl
Ve

Ezsinhgouj—coshng3 (2.2.19)
seklindedir.
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2.3. Dual Uzayda Temel Kavramlar

Tamm 2.3.1: ID = {A =(a.a")

* . . . . .
a,a € IR} climlesine dual sayilar ciimlesi denir.

Tamim 2.3.2: [D ciimlesi lizerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri, sirasiyla,
@:IDxID — ID
(4,B) > A® B =(a,a*)€|-)(b,b*) =(a+b,a* +b*),
O:IDxID — ID
(A,B) —>AQOB :(a,a*)Q(b,b*) = (ab,ab* +a*b),
A=B < a=b,a =b
seklinde tanimlanr.

Teorem 2.3.1: (ID,C-B, O) ticliisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Tamm 2.3.3: 0:(0,0) dual sayisina /D nin toplama islemine gore sifir elemani
denir.

Tamim 2.3.4: Bir 4= (a, a*) € ID dual sayisinin reel ve dual kism

*

Re(A)=a , Du(4)=a
seklinde gosterilir.
Tamm 2.3.5: (1,0) =1 dual sayisina ID deki ¢arpma isleminin birim eleman1 veya

reel birimi denir.

Tamm 2.3.6: (0,1) dual sayis1 kisaca ¢ ile gosterilir ve /D deki dual birim olarak

adlandirilir.

Sonug¢ 2.3.1: Tanim 2.3.2 den ¢arpma islemi geregince
e =¢0e=(0,1)0(0,1)=(0,0)=0
oldugu goriiliir.
Teorem 2.3.2: A= (a, a*) € IDsayis1 A=a+e&a seklinde yazilabilir.
Ispat: Tanim 2.3.2 den 4= (a,a*) icin
A4=(a,0)®(0,a")
4=(a,0)®(0,1).(a",0)

A=a+ea’.
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Teorem 2.3.3: A:(a,a*) e ID, A€ IR ise, ﬂ@Azﬂ@(a,a*):(/la,/la*) dir.

Tamm 2.3.7: ID’ ={A=(4,,4,,4,)|4 €ID,1<i<3} ciimlesi iizerinde toplama ve

skalar ile carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir:
+:ID’ xID* — ID’
(4,B)—> A+B=(4)+(B)=(4+B)
- IDxID* — ID’
(A A)—> A-A=(24)

Teorem 2.3.4: (ID3,+, ) ticliisii /D dual sayilar halkasi lizerinde bir modiildiir.

Bu modiil kisaca ID - Modiil seklinde gosterilecektir.

Tanim 2.3.8: /D - Modiiliin elemanlar1 olan sirali dual {i¢liilere dual vektorler denir.

Teorem 2.3.5: Zz, E e IR’ olmak iizere ID - Modiilde her bir 4 dual vektori,

— —_—

A=a+ed’, e=(0,1)e D

seklinde yazilabilir.

Ispat:
A=(4,4,,4,), 4 =a,+ea ,1<i<3,
A :(al +ea),a, +é&a,,a, +5a;),
A=(a +a, +a3)+€(af+a;+a;)

—_—

yazilabilir. a,a €IR oldugundan a=(a,a,,a,),d = (al*,az*,a;) alinabilir ve
dolayisi ile Ad=a+ed olur.
Tanm 2.3.9: A=a+sa , B=bh+eb e ID® olsun.
(,):ID*xID* — ID
(A.B)>(4.B)=(a+ed breb )=(ab)+e((ab’)+(a b))
fonksiyonu agagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona /D —Modiil de bir i¢ ¢arpim

fonksiyonu denir.

VA4, B,C e ID-Modiil, A e ID icin
i) (4.5)=(B,7)

i) </12j§> - <Z, ;Ja'> - ;t<}i, §>
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Tamm 2.3.10: A=a+éed’ , B=b+ gb’ e ID? vektorlerinin vektorel carpimi
A D < ID* — ID’
(Z,E) —> AANB I(a+€;)A(g+8E)=Zl/\B-i—[;‘(Zl/\E-ﬁ-;;/\B)
seklinde tanimlanir.
Tamm 23.11: A=a+ca’ dual vektSriiniin normu HZH =a+¢ga eID seklinde bir
dual sayidir. Burada

)

, A = —
Jo

Tamm 2.3.12: HZH =(1,0) ise A vektdriine birim dual vektor denir.

a=a

aH;tO.

2

Teorem 2.3.6: A=a+ g? birim dual vektor ise

:1,<Zz,?>:o.

Tanim 2.3.13: K = {} —xtex H)?H =(1,0), ;c,? € IR3} ciimlesine birim dual Kiire

a

denir.
Teorem 2.3.7 (E. STUDY): A=a+ea’ ve a#0 olmak iizere ID- Modiil'de
denklemi HZH = (1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalari, IR’de yénlii dogrulara

birebir karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.3.14: ®=¢+¢& ¢  dual sayisina A ile B birim dual vektdrleri arasindaki

dual a¢1 denir (Sekil 2.3.1).
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Sekil 2.3.1 Dual Ag¢1

Teorem 2.3.8: A ile B birim dual vektorleri arasindaki dual act D=@+¢& ¢ olmak

uzere
<2,§> = COS((Z)-l—(;‘(D*) =cosd

dir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.3.15: Elemanlar1 dual sayilar olan bir A matrisine dual matris denir ve bu
matris

*

A=[4, ). 4, =a,+¢a; , 1<i,j<3

[/

seklinde gosterilir.

K hareketli birim dual kiire {Z]—;, f];i]:} birim dual ortonormal catist ile, K’
sabit birim dual kiiresi de {E,E ,E } birim dual ortonormal catisi ile temsil edilsin. Bu

catilar arasinda A=[aij (t)+ea; (t)} ,t € IR , bir has ortogonal matris olmak iizere,

U=AE (2.3.1)
bagintis1 vardir. 4 matrisi ¢ —parametresine gore diferensiyellenebilir ve periyodik ise

bu harekete 1 - parametreli dual kiiresel kapah hareket denir ve K /K’ ile gosterilir.
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(2.3.1) bagmtisinin diferensiyeli alinirsa

av, | [o o |U
du, |=|Q 0 O ||U, |,/ =-Q (2.3.2)
av, | @ & 0 U,
bulunur. Bu denklemlere dual kiiresel hareketin tiirev denklemleri veya E.CARTAN
yapi denklemleri denir. Burada
Q=dAA' (2.3.3)
dir. Q= [Q{ ] matrisinin elemanlarina dual 1 - formlar veya E.CARTAN formlarn
denir.
Tanmm 2.3.16: K/K', 1-parametreli birim dual kiiresel hareketinde
Y=, U +Q U, +Q'U, (2.34)
dual vektoriine hareketin ani dual Pfaff vektorii,

B:Zﬁgfzcjﬁ (2.3.5)

vektoriine de hareketin dual Steiner donme vektorii denir.
K /K' dual kiiresel hareketinde, K da tesbit edilmis bir X dual noktasi, K’

sabit dual kiiresi lizerinde ¢ € IR parametresine bagl olarak bir

¥ =%(0) (=
egrisini ¢izer. Bu egriye ¢izgiler uzayinda 1-parametreli bir dogru ailesi (regle yiizey)

karsilik gelir. Egri kapali ise, karsilik gelen regle yiizey de kapali olur (Sekil 2.3.2).

X() X(t+dy)

Sekil 2.3.2. Dual Kiiresel Egri — Regle ylizey
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X = Y(t) , t € IR dual kiiresel egrisine regle yiizeyin kiiresel resmi denir.
X = Y(t) dual kiiresel egrisinin d® =dp+ed¢p  dual yay elementi icin
dg? :<d§c,d}>,
. I (2.3.6)
dpdy’ = <dx,dx >

yazilir. X (¢) ve X (t+dt) birim dual vektorleri arasindaki d® dual agisi, aym

zamanda bu dual vektorlerin u¢ noktalar1 arasindaki dual kiiresel uzaklik olarak da

alinabilir. Burada dg ve d¢" reel biiyiikliikleri sirasiyla ¢izgiler uzayinda regle yiizeyin

)?(t) Vef(t +dt) komsu anadogrular arasindaki ag1 ve en kisa uzakliktir.
Tamm 2.3.17: X =X (1) (Hf(f)” =1) regle yiizeyinde X () veX (¢+dt) komsu

anadogrulari arasindaki dual ag1 d® =dg+&dg” olmak iizere,

<d},d?>
P, =

c/_de (2.3.7)
<d x,d x> do
bliytikliigline bu regle ylizeyin f(l) anadogrusu boyunca dagilma parametresi (dral)

denir.
Tamm 2.3.18: Komsu anadogrulart kesisen regle yiizeylere torslar veya agilabilir

yiizeyler denir. Torslar i¢in dralin sifir olmasi bir karakteristik 6zelliktir.

P =92 _0=dp =0
dg

olur. Bu ise anadogrularin kesismesi demektir.

Tamm 2.3.19: Y:Y(t) (HY(I)HZI) regle yiizeyinde X () ve X (¢+dt) komsu

anadogrularin orta dikmesinin, Y(t) anadogrusu tiizerindeki ayagina, bogaz noktasi

veya sitriksiyon noktasi denir. Bu noktalarin geometrik yerlerine ise bogaz c¢izgisi

veya sitriksiyon egrisi denir.

Tamm 2.3.20: X = Y(z) (HY(t)H = 1) regle yiizeyinin biitiin anadogrularin1 dik kesen
egriye regle ylizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir.

Tammm 2.3.21: K/K' kapali dual kiiresel hareketinde, hareketli sistemin birinci

eksininin ¢izdigi kapali regle yiizey Z]T:Z]T(t) olsun. Ayrica (Z/;Z]:) dual



35

diizleminde U, ile ®(¢)=g(t)+ep (t) dual agisim yapan N, =cos®U, +sin ®U,
birim dual vektoriinii alalim. K/K' hareketinde hareketli kiirenin Z]—; birim dual
vektori Ddl :D—;(t) kapali regle ylizeyini ¢izerken 7\7.; birim dual vektoriine karsilik

gelen dogru da bu kapali regle yiizeyin ortogonal yoriingesi boyunca bir acilabilir yiizey

¢izsin. Bu taktirde bir periyotluk kapali kiiresel harekette @ (¢)=¢(¢)+ &g (¢) agisinin
toplam degisme miktarina Ddl = Ddl(t) kapali regle yiizeyinin dual acilim acis1 denir ve
Ay = ngcD (2.3.8)

seklinde ifade edilir (Sekil 2.3.3).

53

cl

Sekil 2.3.3 Dual agilim agis1

Teorem 2.3.9: K/K' 1- parametreli birim dual kiiresel hareketinde hareketli,

U
U=|U
U3

—

[SS]

sistemine bagl bir X =x+éex birim dual vektoriinin ¢izdigi kapali regle ylizeyin

dual ag¢ilim agis1
Ay = —<B,)7> (2.3.9)

dir (Giirsoy, 1983).
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K /K' birim dual kiiresel hareketine, ¢izgiler uzayinda karsilik gelen hareket

H/ H' olsun. Hareketli H uzayinda tespit edilmis bir X ana dogrusunun ¢izdigi (X )
kapali regle yiizeyinin agilim uzunlugu

L, =<Ef*, }>+<3,F> (2.3.10)
bagintisi ile verilir (Hacisalihoglu, 1972).
Teorem 2.3.10: /D —Modiil de bir X = f(t) (HY(I)H = 1) kapali regle yiizeyinin dual
acilim acis1 bu yiizeyin reel invaryantlar1 cinsinden

Ay =A —¢L, (2.3.11)
seklinde ifade edilir (Giirsoy, 1983).

_— _

* g e - =
=u,+¢su, ve U,=U AU, =u,+su, olmak

- — _

U =U(t)=u,+eu,, U,=

S

1
lizere {U{,E;U;} dual ortonormal ¢atisin1 alalim. Bu dual ortonormal ¢atmin I/Tl, Z,uj
eksenleri bogaz noktasinda kesisir ve bu nokta 1/71 ekseni lizerindedir. (73 dogrusu ﬁl
dogrularina dik yiizeyin bogaz noktasindaki tegetidir. (72 ise ylizeyin bogaz
noktasindaki normalidir. Z]:,ﬁ;ﬁ: dual ortonormal vektorleri ile bu vektorlerin tiirev

vektorleri arasinda

Ylro 0| U,
Uu'l=|l-x 0 z||U, (2.3.12)
U3' 0 -t U,

bagintis1 vardir. Burada dual egrilikler
k=k +ek = <U1',U1'>

det(ffl, U{,U{'j (2.3.13)

t=k,+ck, = <_ _>

Ul! , Ull

seklindedir. (2.3.12) denklemi reel ve dual bilesenlere ayrilirsa
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; _
u, =ku,

; _ _
u, =—ku, +k,u,

- _
uy =—k,yu,

(2.3.14)

_—

*f * T *
u, =ku,+ku,

—_—

* * T * T % *
u, =—ku +ku,—ku +ku,

®f T e
uy =—kyu, —k,u,

bulunur.

Birim dual kiiresel harekette {ﬁl,llf;ifz} dual ortonormal sistemi ani dual Pfaff

vektorii etrafinda bir dual donme hareketi yapar. Bu vektor

Y =tU,+xU, (2.3.15)
denklemi ile bellidir. Hareketin dual Steiner donme vektorti ise
D=U,rdt+U, et (2.3.16)
seklinde bulunur. (2.3.16) denklemi reel ve dual bilesenlere ayrilirsa
il_: uﬁg kydt + 1§ k,dt B 0317)
d* =u §hydtvu b, de+uy §ldt +u,§ & de
olur.
K /K" 1-parametreli birim dual kiiresel kapal1 hareketinde ﬁl,lz ,(73 birim dual
vektorlerinin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi dual egrilere ¢izgiler uzayinda karsilik

—_—

gelen kapali regle yiizeyler (Ul), (ﬁ;), (D:) olsun. Bu yiizeylerin agilim uzunluklari,

dual agilim acilar1 ve drallari sirasiyla ,

Ly, = kdt
Ay, = —45 k,dt (2.3.18)
k*
P =L
U, kl
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L, =0

Ay, =

PUz = kll]?: :I]zzicz*

1 2

ve

Ly, =l de

Ay, ==kt

p K

3 k2

seklinde verilir.

(2.3.19)

(2.3.20)

¥ ani dual Pfaff vektorii ile U, vektorii arasindaki a1 y(¢)=a/(t)+ea (t)

olsun. Bu durumda,

K= H@H cos 7, T= H@Hsin %

olur. ¥ vektdrii yoniindeki birim vektor C=c+ec ile gosterilirse,
[#] =+ 20
olmak iizere
C= siny(71+cosyi3
seklinde ifade edilir. Bu esitlik reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,
c= Sil’lOH;;+COSO!LZ
¢ = sinauT*nLa* COSO[LZ‘FCOSO!IZ;—O[* sinanT3

olur.

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

C birim dual vektériiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi dual egriye ¢izgiler

uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizey (6) ile gosterilsin.

(Z’) kapali regle yiizeyinin acilim uzunlugu

LC:<3,?>+<;ﬁ,z>
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dir. d,d’,¢vec m yerlerine (2.3.17) ve (2.3.23) deki esitlikleri yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa,

L. =sin a(j} k,dt + cos a(j} kidt+a (cos a(ﬁ k,dt —sin a(ﬁ kldt) (2.3.24)
bulunur. Burada (2.3.18) ve (2.3.20) deki esitlikler dikkate alinirsa,

L. =sinalL, +cosal, - a (cos a, —sina ) (2.3.25)
olur.

(Z’) kapali regle yiizeyinin dual agilim agis1
re=-(B,)

dir. D ve C nin yerine (2.3.16) ve (2.3.22) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa,

Ae :—(sinycﬁrdt+cosy<j>zcdt) (2.3.26)
olur. Burada A, = —SB rdt ve ny = —(ﬁ xdt dikkate almirsa

Ac =SINy Ay +CoSy Ay, (2.3.27)
bulunur.
Tamm 2.3.22: A=a+ g?, B=b+ gl? € ID? olmak iizere

(,):ID*xID* — ID

(4.8) > (4.B)=(ab)+e((ab )+(a5))

seklinde tanimli i¢ ¢carpima Lorentz i¢c ¢carpim denir. Burada

<Zz, I;> =-a,b +a,b, +a,b,
seklindedir.

Tanim 2.3.23: Uzerinde Lorentz i¢ carpimi tammli D’ uzaymna Dual Lorentz uzay:

denir ve bu uzay

lsz{ZzZHg?

Zz,?elRf}

seklinde gosterilir.
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Tanmm 2.3.24: A=a+ed e ID} olmak iizere ;

i) <Z,Z> <0 ise A dual vektdriine timelike (zamansi) ,
i) <2, Z> >0 veya A=0 ise A dual vektdriine spacelike (uzaysi),
iii) <2, 2> =0,4#0ise 4 dual vektdriine lightlike (null) (1s1ks1) vektor denir.

Tamm 2.3.25: A=a+ed e ID; vektdriiniin normu

Lo ey (@)
=2 A) =+

- 2
aH

aH;tO.

Tamm 2.3.26: A=a+ g?, B=b+eb e ID; dual vektdrlerin vektorel carpimi

A ID*x ID* — ID’

(4B) > AnB=anbre(ant +a nb)

seklinde tanimlanir. Burada

anb= (a3b2 —a,b,,a,b, —a.b,ab, —a,b, )
dir.
Lemma 23.1: X,YelID] igin X#0 ve Y #0 olmak iizere; (X,Y)=0 olsun. X
dual timelike vektor ise, bu durumda Y dual spacelike vektordiir (Ratcliffe, 1994).
Lemma 2.3.2: X,Y € ID; pozitif (negatif) dual timelike vektorler olsun. Bu durumda
<X Y > < ||X ||||Y || esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X ve Y dual vektorlerinin lineer bagimli olmasidir (Ratcliffe, 1994).
Lemma 2.3.3:

i) X,Y eID;] pozitif (negatif) dual timelike vektorler olsun. Bu durumda
(x.7) <[ x][[v]

esitsizligi vardir.
(1) =X eoshd(X.Y)  ®=n(x.)

olacak sekilde bir tek ® >0 sayis1 vardir. Bu @ agisina dual timelike vektorler

arasindaki Lorentzian dual timelike ac1 denir.
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ii) X,YeID] dual spacelike vektorler olsun. X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem
spacelike ise KX Y >‘ <| x| esitsizligi vardur.
()= [xfYleoso(x.Y)  @=n(x.)

olacak sekilde 0<® <7 sayisina dual spacelike vektorler arasindaki Lorentzian

dual spacelike a¢1 denir.

iii) X,Y eID] dual spacelike vektorler olsun. X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem
timelike ise KX Y >‘ > ||X ||||Y || esitsizligi vardir.
(3= feoshd(X.r) @ =n(x.y)

olacak sekilde ® >0 sayisina dual spacelike vektorler arasindaki Lorentzian dual

timelike ac1 denir.

iv) X eID] dual spacelike Y € ID] pozitif dual timelike vektorler olsun.
()= elrlsino () ©=g(x.7)

olacak sekilde @® >0 sayisina dual spacelike vektor ve dual timelike vektor

arasindaki Lorentzian dual timelike dual a¢1 denir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.3.27: @:1— D}, a(t)=a(t)+ea’(t) egrisinin teget vektdrii U, = u, + cu
olsun.

i) <UI,UI>> 0 ise & egrisine uzaysi (spacelike) dual egri,

it) <UI,UI>< 0 ise a egrisine zamansi (timelike) dual egri,

iii) <4U—1’,4U—1’> =0 ise ¢ egrisine 1s1ks1 (lightlike veya null) dual egri denir.

Tamm 2.3.28: ¢:/ > D] s—a(s) diferensiyellenebilir egrinin dual ortonormal
tcliisii {U:,E;f]:} , dual egrilikleri x ve 7 olsun.

@ , dual timelike birim hizh egri ise,

U AU, ==U, , U,aU, =U, , U, AU =0, (23.28)

olur. Buna bagli olarak tiirev denklemleri
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U1’ = Kﬁ;
U, =xU, -1U, (2.3.29)
U/ = TZ];

ve Darboux vektori
¥ =7U, —«U, (2.3.30)
seklinde bulunur. ¥ Darboux vektérii ve U, birim dual spacelike vektorii arasindaki

Lorentzian dual timelike ag1 ®=g@+e&p ve ¥ yoniindeki birim dual vektor

—

C=c+e&c olsun.

a) |K‘| > |r| ise ¥ dual spacelike vektordiir. Bu durumda egrilikler ve C vektorii

" H:PHCOSM) , H@Hz =(¥.%)=x*-7* 2.331)
T :H‘I’H sinh @
ve
C =sinh ®U, — cosh ®U, (2.3.32)

seklinde bulunur.

b) |«|<|r| ise ¥ dual timelike vektordiir. Bu durumda egrilikler ve C vektorii

K =H¥Hsinh® - L

e =[Flcoshe [ =—(¥.%)=~(x*-2*) (23.33)
ve
C =cosh @, —sinh U, (23.34)

seklinde bulunur.
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3.MATERYAL VE METOT

3.1. Paralel Regle Yiizeyler ve Baz1 Karakteristik Ozellikleri

K /K" 1-parametreli birim dual kiiresel kapali hareketinde diferensiyellenebilir

dual bir egri
U=u@ ,

g

olsun. Bu dual egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizey ((7 ) ile

gosterilsin. U=U(r) egrisine ait dual ortonormal sistemi
ﬁl Zﬁ(t) R l72 = , ﬁ3 2171 /\ﬁz

seklinde alinsin.

Tanimm 3.1: l7(t) vektorii ile sabit ® =@+ &g acis1 yapan

V =cos (D_UT+sin (Df]:

3.1)

seklinde taniml1 ¥ birim dual vektdriiniin birim dual kiire {izerinde cizdigi dual kapali

egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen (17) ylizeyine (U ) ylizeyinin paralel regle

yiizeyi denir (Erim, 1949).

Vl = 17(t) almsin. Tiirev alnirsa,

E'z(iccosd)—rsind))i2

4 . . . .1
bulunur. ¥, niin normu P ile gosterilirse

P=xcos®—-zsin®d
— ¥ 5
olur. ¥ > oldugundan
2 =Y
ve V, =V, AV, yazilabildiginden

I

_

V, =—=sin®U, +cos CDU:

bulunur. (3.1), (3.4) ve (3.5) ifadeleri birlestirilerek matris formunda yazilirsa,

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Vl cosd 0 sind Ul
V1=l o 1 o ||U, (3.6)
73 —sin® 0 cos® U:
veya
U, cos® 0 —sin®]|V
U/l=| 0 1 0 |7 S
l73 sin® 0 cos® 73
olur. (3.7) ifadesi reel dual bilesenlere ayrilirsa,
LTl:cosgva—sin(ovi
U, = v,
U, = sin v, + cos pv,
(3.9)
1;? = cosh\f—sin¢;;—¢*(5in(ﬂ‘71+COS(p‘Z)
1;—;;:sin(p\jf+COS(p\T;—(p*(—COS(D\Z'f‘Sin(D‘Z)

bulunur.

V(1) egrisinin egrilikleri sirasiyla P=p+¢ep ve Q=qg+¢&q" olsun. (2.3.12)

ifadesine benzer olarak Vl,fz,z dual ortonormal vektorleri ile bu vektorlerin tiirev

vektorleri arasinda

v, =PV, :
v, =-PV,+QV, ,
v, =-ov,

bagintis1 vardir. Bu son ifade

(3.9)

reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,
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Vlr =p»,
V2' =—pvtqv,
V3, =—qv,
(3.10)
v = pv,+p',
v, ==pv =PV +qv+qv,
v =—qv,—q"v,
olur. Vl' nilin t ye gore tiirevi alinirsa
V! = (—x* cos® + k7 sin ®)U, 3.11)
+(kcos® —7sin®)'U, + (krcos ® — 72 sin ®)U,
det(ﬁ,l/l',l/l”j
bulunur. Q= — ifadesinde (3.1) , (3.2) ve (3.11) bagmtilan yerlerine
yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
cos® 0 sin ®
0 Kk cos® —7sin ® 0
0- —x’cos®+xrsin® (kcos® —rsin®)  xrcos® —z’sind
<(kcos® —7sin®)U,,(x cos® — rsin DU, > ’
O=xsin®+7cos® (3.12)

elde edilir. P ve Onun (3.3) ve (3.12) deki esitlikleri reel ve dual bilesenlere ayrilirsa

p=kcosp—k,sing
p =k cosp—k,sinp—¢" (ksinp+k,cosp )

(3.13)
q =k sing+k,cose

q =k sinp+k, cosp—@ (—k cosp+k,sing )
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olur. (2.3.15) bagintisina benzer olarak birim dual kiiresel harekette {VI,Z,Z} dual

ortonormal sistemi ani dual Pfaff vektori etrafinda bir dual donme hareketi

yapacagindan bu vektor
Y =0V + PV, (3.14)
denklemi ile verilir. Buna bagli olarak hareketin dual Steiner donme vektorii

3:95? (3.15)

dir. ? vektoriiniin esiti burada yerine yazilirsa,

D=V, Qdr +V,§ Pdi (3.16)
olur. (2.3.15) bagintisinda (71 ve 73 iin yerine (3.7) deki karsiliklar1 yazilir ve gerekli
islemler yapilirsa,

¥ =QV, + PV,
bulunur ve buradan da D = E olur. Dolayisiyla hareketin dual Steiner donme vektorii

B:VlgﬁgdeSsz (3.17)
seklinde ifade edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa

d= \714) th+€<j>pdt
(3.18)
d = \Tlcﬁ q'dt+ VT@ qdt + \ZCﬁ prdt+ v?(ﬁ pdt
olur.

Simdi (Vl),(Z) ve (73) kapali regle yiizeylerinin integral invaryantlari ile
(Uj),(ﬁ;) ve (U;) kapali regle ylizeylerinin integral invaryantlari arasindaki

bagintilar1 aragtiralim.

(71) kapali regle yiizeyinin ac¢ilim uzunlugu
by =@+ (05),
L =g5q*dt (3.19)

dir. Burada ¢"m yerine (3.13) deki karsilig1 yazilirsa

L, =sin (DCJS k/dt +cos (DCJS k,dt — " (—cos (DCJS k,dt +sin (p(JS k,dt) (3.20)
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olur. Burada (2.1.13) , (2.1.15), (2.3.18) ve (2.3.20) dikkate alinirsa,

L, =cos goLU1 +sinpl, +¢ (sin @A, —cos@l, ) .
elde edilir.

(171) kapali regle yiizeyin dual acilim acis1

n = (B7)

dir. D nin yerine (3.17) deki karsiligi yazilirsa
Ay = —qS Odt .
olur. Q nun yerine (3.12) deki karsilig1 yazilirsa

Ay = —sin CD(ﬁ Kxdt —cos CDqS rdt

bulunur. (2.3.18) ve (2.3.20) esitlikleri bu son ifadede dikkate alinirsa

Ay =C0sD A, +sinD Ay,
elde edilir.
(Vl) kapali regle yiizeyinin drali
(av.av])
P =F——
" <d v,,d v1>

dir. Burada d\jl ve dvT* yerlerine (3.10) daki esitlikleri yazilirsa,

olur. pvep yerine (3.13) deki esitlikleri yazilirsa

P - k cosp—k,sing .k sinp+k,cosp
3 _

~ k cosp—k,sing k,cosp—k,sing

bulunur. Béylece su teorem verilebilir :

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Teorem 3.1: V| = 17(1‘) vektoriiniin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi kapali dual egriye

cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi olsun. Bu

durumda (Vl) yiizeyinin a¢ilim uzunlugu, dual acgilim agis1 ve drali arasinda asagidaki

bagintilar vardir:
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*

1) L =§g'dt 2 A, =—f0dt 3B, =%
(Senyurt, 1999).
Sonug 3.1: ¥, =V (t) vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali dual egriye
cizgiler uzayinda karsilik gelen ylizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi olsun. (17;)
ylizeyinin acilim uzunlugu ve dual agilim agisi, (ﬁl) ile ((73 ) ylizeylerinin
invaryantlari cinsinden

1-) L, =cospL, +singL, +¢ (sin o1, —cospl, ),

2-) Ay =cosOA, +sinD A,

dir, (Senyurt, 1999).

Teorem 3.2: ¥, =V (¢) vektSriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi kapali dual egriye
cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, ((7 ) ylizeyinin paralel regle ylizeyi olsun. Bu
durumda (72) yiizeyinin agilim uzunlugu, dual a¢ilim agist ve drali arasinda asagidaki

bagintilar vardir:

1) L, =0 2-) A, =0 3 p, =1L P2
qg +p
(Senyurt, 1999).
Teorem 3.3: V, = 17(1‘) vektoriiniin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi kapali dual egriye

cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi olsun. Bu

durumda (73) yiizeyinin agilim uzunlugu, dual a¢ilim agis1 ve drali arasinda asagidaki

bagintilar vardir:

*

1) L, = pdr 2-) Ay, =~ Pt 3) B, =%

(Senyurt, 1999).

Sonug 3.2: ¥, =V (t) vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali dual egriye

cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi olsun.
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(73) yiizeyinin acilim uzunlugu ve dual agilim agisi, (DT) ile (D:) yiizeylerinin
invaryantlari cinsinden

1-) LV3 =—sin (pLU1 +cos goLU3 +o (cos (Mul +sin (Mu3 ) ,

2-) Ay, ==sin@n, +cos@ A,
dir, Senyurt 1999).

¥ ani dual Pfaff vektori yoniindeki birim vektor C ile gosterilsin. Bu durumda

P- H? cosfp, O :H? sin (3.26)
olmak iizere
C =sin BV +cos v, (3.27)

dir. Burada f(t)= u(t)+eu (¢)seklinde olup, ¥ ani dual Pfaff vektorii ile V, vektorii

arasindaki dual acidir. f’ ifadesinde 17; ile 73 vektorlerinin yerlerine (3.1) ve (3.5) deki

esitlikleri yazilirsa,

(zf:(sinﬂcosd)—cosﬁsincb)ﬁl +(sin #sin® + cos fcos @)U, ,

—

C=sin(B-®)U +cos(f-D)U, (3.28)

bulunur. ?? vektoriiniin (3.27) deki ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

=

c=sin ,u171 +cos ,uv:
— (3.29)

—k —_— —_—

.= = . ..
¢ =sin yv, +cos uv, +¢@ cos uv, —¢ sin uv,
olur.

K /K' l-parametreli birim dual kiiresel kapali hareketinde ?? birim dual

vektoriiniin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi dual egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen

=

kapali regle yiizey (C ) ile gosterilirse, bu yiizeyin integral invaryantlar1 hesaplanabilir.

(E) kapali regle yiizeyinin ac¢ilim uzunlugu

L; :<d,c >+<d*,c>

dir. d ved" yerine (3.18) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
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L. =sin uL, +cos uL, —u*(cos,u}»[,l —sin pA, ),

L =cos(u—@)L, +sin(u—9)L,

(3.30)
+(4" =" )(sin(u—p) &y, —cos(u-0p) 4, )
bulunur.
(?) kapali regle yiizeyinin dual agilim agis1
re=-(D.C)
dir. Burada D ve ? vektorlerinin yerine (3.17) ve (3.27) esitlikleri yazilirsa
Ag ==sin  Qdt —cos B Pdt
veya
Ag =sinfn, +cos fn, (3.31)
bulunur. Yukarida A, ve A, yerlerine esitleri yazilirsa
e :sin(ﬂ—CI))/\Ul+cos(,B—CI))/\U3 (3.32)

elde edilir. Boylece su teorem verilebilir :

Teorem 3.4: V, = I7(t) vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali dual egriye

cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (U ) yilizeyinin paralel regle yiizeyi olsun.

{2,72,73} dual ortanormal sistemine bagli olarak olusan C birim dual vektoriiniin
olusturdugu kapali regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu ve dual agilim agis1

1) L. =sin uL, +cos uL, —,u*(cos,uﬁ,,,l —sin,u/l,,s)

2)ng=sin A, +cos A,
ifadeleri ile verilir (Senyurt 1999).
Sonug 3.3 ¥, =V (¢) vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapal dual egriye
cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi olsun.
{2,72,73} dual ortonormal sistemine bagli olarak olusan C birim dual vektoriiniin

olusturdugu kapali regle yiizeyin acilim uzunlugu ve dual agilim agisinin (ﬁl) ile (a)

yiizeylerinin invaryantlari cinsinden
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DL :cos(y—(o)LU3 anin(,Ll—(D)LUl
+(,U* —(p*)(sin(/l_(”)/qv} —COS(/J—(DVIUI)
2) nc=sin(B-0), reos( ),

dir, (Senyurt 1999).
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4.BULGULAR

4.1. Dual Lorentz Uzayinda Kapah Timelike Bir Egrinin Olusturdugu
Paralel Regle Yiizeyin Bazi Karakteristik Ozellikleri

K /K" 1-parametreli birim dual kiiresel kapali hareketinde diferensiyellenebilir

dual timelike bir egri

U=U, ,

T ()] =1
olsun. Bu egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle ylizey (f]) ile gosterilsin.

U= Z]T(t) egrisine ait dual ortonormal sistemi
ﬁ1 Zﬁ(t) R ij =17 > ﬁ} 2171 /\ﬁz

seklinde alalim. ﬁ(t) timelike bir egri oldugundan ﬁl timelike vektor , (72 ve (73
spacelike vektorlerdir. Burada

UAU,=-U, , U,aU,=U, , U,nrU=-U,. (4.1)

ﬁ(z) dual timelike egrisinin egrilik ve burulmasi sirasiyla k¥ ve 7 ile gosterilirse,

dual Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda (2.3.29) dan

U, =«U,
U, =«U, —1U, , 4.2)
U/ = Tl‘];

bagintis1 vardir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa
ulr = klz
u2' =k I’Tl —k, LT3

- _
uy =kyu,

(4.3)

*f x s
u, =ku,+ku,

*! P x i s
u, =ku —kyu,+ku —ku,

*! P s
u, =kyu,tk,u,
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olur. Dual kiiresel hareketin ani dual Pfaff vektorii (2.2.2) bagintisindan hareketle

E—

¥ =U, -«U, (4.4)
seklinde bulunur. Buna bagli olarak hareketin dual Steiner donme vektorii

5-§%,

D =U,§rdt U, rdt (4.5)

olur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
d = u,§ kydt =1, ke dt ws)
" =’ §hodtu§kdt—u, G kdt—u, kde '
bulunur.

U, U, ve U, birim dual vektrlerinin birim dual kiire iizerinde ¢izdikleri

kapali dual egrilere ¢izgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeylerin

invaryantlarini arastiralim.

DT birim dual timelike vektdriiniin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi kapali dual
timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle ylizey (ﬁl) olsun. Bu
yiizeyin a¢ilim uzunlugu

1, (@) (@),

L, =-phdt. (4.7)
olur. Dual ac¢ilim agisi1 i¢in

ni =(B.T)

yazilabilir. D nin yerine (4.5 ) deki esiti yazilirsa

Ay = —<D"1cj> rdt~U, cdt, i> :

Ay = gSrdt . (4.8)
bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
Ay, = hydt
R (4.9)
L, =—phyd

olur. Dral i¢in
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(dudu
P =T = =\
. <du1,du1>
yazilir . dLT1 ve duT* i yerine (4.3) deki karsilig1 yazilirsa
(ks e+ )

(hi )

U

b

F, = k—ll (4.10)
bulunur.

ﬁ; birim dual spacelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi kapali dual
spacelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizey (l‘];) olsun. Bu
yiizeyin ag¢ilim uzunlugu

b, (2) (7).

L, = 0 (4.11)

olur. Dual agilim agis1 i¢in

~, ==(D.Us),
yazﬂabilir.ﬁ nin yerine (4.5 ) deki esiti yazilirsa

Ay, = —<(71<j> Tdt —(ZCﬁ Kdt,(72> ,
v, =0 (4.12)
olur. Dral i¢in

i)

yazilir. d 1,72 ve d 1,7; nin yerine (4.3) daki karsiliklar1 yazilirsa

s~ )
v <k11/71—k2173,k1171—k2173>

b

k,k, — kk,
P, =22 11 (4.13)
. kzz_klz
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bulunur.

U: birim dual spacelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi kapali dual

spacelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizey (Z];) olsun. Bu

yiizeyin ag¢ilim uzunlugu
by ~(2.) (T ).
L, =—phkde

olur. Dual ag¢ilim agis1 igin
n, =~(B.T)

yazilabilir. D nin yerine (4.5) dan karsihigi yazilirsa

Ay, = —<Zfl<ﬁ cdt~U, § xcdt, U:> :

Ay, = Sf)lcdt
bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
Ay =Pldt
L, =—pldt
olur. Dral i¢in

o i)

yazilir. a’LT3 ve du? i yerine (4.3) daki karsilig1 yazilirsa

L (ki ki)
U, = —  —
<k2u2, k2”2>
p -k
k,

bulunur.

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)
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¥ ani dual Pfaff vektorii ile U: dual spacelike vektorii arasindaki Lorentzian ag1
Q(t)=w(t)+ew () olsun.
i) ¥ spacelike iSC|K| > |r| dir. Bu durumda

k=[¥[coshQ , 7=|¥|sinhQ (4.18)
¥ ¥

dir. ¥ yoniindeki birim vektér C = ¢+ ec ile gosterilirse,
C =sinh QU, —coshQU, (4.19)
spacelike bir vektor olur. Bu vektor reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
¢ =sinh a)LTI —cosh a)LT3
3 s s * - * nd (4'20)
¢ =sinhwu, —cosh wu, + @ cosh wu, — @ sinh wu,

bulunur. (4.19) ifadesinin tiirevi alinir , U 1' ve U 2' yerine (4.2) deki esitlikleri yazilirsa
dC = coshQU, +(xsinh Q-7 cosh Q )U, —Q'sinh QU,
olur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

dc =o' cosh wu, + k, sinh wu, — k, cosh wu, — @' sinh wu,,
1 1 2 2 2 3

dc = (@ cosh+ o @ sinh o)u, +(k sinh @ —k;, cosh @ 4.21)

* k. - * . * -
+ ko coshw—k,0 sinh®)u, — (o sinhw+o @ cosh w)u,

+ @' cosh wu, + (k, sinh @ — k, cosh w)u, — @' sinh wu,
elde edilir.

{Ul,ﬁz,a} dual ortonormal sistemine bagli olarak olusan C birim dual

spacelike vektorliniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali spacelike egriye cizgiler

uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeyin invaryantlarini arastiralim.

(6) kapali regle yiizeyinin ac¢ilim uzunlugu
L =<3,E>+<E,z>,
L. =cosh a@ k, dt —sinh a)¢ kydt— o (cosh a)cﬁ k,dt —sinh a)cﬁ kldt) (4.22)

olur. Burada qakl*dt, qak;dt, @kzdt ve qakldt yerlerine (4.9) ve (4.16) daki esitlikleri

yazilirsa
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L. =sinhwL, —coshwL, - o (cosh oA, —sinhwl,, ) (4.23)
bulunur.
Dual agilim agis1 igin

re=—(B.E)
yazilir. Burada D ve C yerine (4.5) ve (4.19) esitlikleri yazilir ve gerekli iglemler

yapilirsa,

Ao = sinhQ(ﬁrdt—coshQ(ﬁKdt (4.24)

bulunur. gSrdz ve gSzcdz yerine (4.8) ve (4.15) deki esitlikleri yazilirsa

A =sinthQna;, —coshQn;, (4.25)
elde edilir.
Dral i¢in
(dc.ac’)

yazilir. d cvedc yerlerine (4.21) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

—&'®" +(k sinhw—k, coshw)| (k —k,»" )sinh o+ (ko -k, )cosh @
P = ( : (- )2 (ko -k) ] (4.26)
(k sinhw—k, coshw) — "

bulunur.
i) ¥ timelike ise |1<| <|r| dir. Bu durumda

K=H§HSil’th , z‘z”@”coshQ

dir. ¥ yoniindeki birim vektér C = ¢+ ec ile gosterilirse,
C = coshQU, —sinh QU (4.27)

timelike vektdr olur. Bu vektor reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

{E = cosh a)LT1 —sinh a)LT3 (4.28)

s Y . Y * . i * e
¢ =coshwu, —sinh ou, + @ sinh wu, —w cosh wu,

bulunur. (4.27) ifadesinin tiirevi alinir , Ul' ve U 2' yerine (4.2) deki esitlikleri yazilirsa

dZ’:Q'sinhQUl+(KcoshQ—rsinhQ )(72—Q’cosh§2(73
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olur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

dc = w'sinh wu, +k, cosh wu,, — k, sinh wu, — »' cosh wu
1 1 2 2 2 3

dc' = (0" sinh @+ ® @ cosh o)u, + (k coshw—k, sinh (4.29)

E * - *f * . -
+ ko sinho—k,0 cosho)u, — (o coshw+ o @'sinh )u,

+ @'sinh ou, + (k, cosh @ — k, sinh w)u, — @' cosh wu,
elde edilir.

{z/:,l‘];&:} dual ortonormal sistemine bagli olarak olusan C birim dual

timelike vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali dual timelike egriye ¢izgiler

uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeyin invaryantlarini aragtiralim.

(Z’) kapali regle yiizeyinin a¢ilim uzunlugu

LC:<3,E>+<;E,2> ,

L =sinh ok dt — cosh o kydt - (sinh o kydt —cosh o kldt) (4.30)
olur. Burada gﬁ k. dt, gﬁ kadt, 36 kydt ve gﬁ kdt yerlerine (4.9) ve (4.16) daki esitlikleri
yazilirsa

L. =coshoL, —sinhwL, — o’ (sinh A, —coshwi, ) (4.31)

bulunur.

Dual ag¢ilim agis1 i¢in
re =-(B.C)

yazilir. Burada D ve C yerine (4.5) ve (4.27) esitlikleri yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa,

Ao =coshQ<ﬁrdt—sinhQ<ﬁKdt (4.32)
bulunur. (JSrdt ve (j}zcdt yerine (4.8) ve (4.15) deki esitlikleri yazilirsa

A =coshQn,; —sinh QA (4.33)
elde edilir. Dral i¢in,

<dé,d?>

<d2, dé}

c=
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yazilir. devedc yerlerine (4.29) deki esitlikleri yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

@' @ +(k coshw—k, sinhw)| (k =k, )coshw+(kw -k, )sinh @
P = ( 1 2 )[( 1 2 )2 ( 1 2) } (4.34)
(k, sinh w—k, coshw) — "

bulunur.

Tamm 4.1: D] Dual Lorentz uzayda ﬁ(t) dual timelike egrisine karsilik gelen
kapali regle yiizey (ﬁ) olsun. ﬁ(z) ile sabit ® =@ +&¢" dual acis1 yapan

V (t)=cosh®U, +sinh ®U, (4.35)
dual timelike vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali dual timelike egriye
cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizeye (ﬁ) yiizeyinin paralel regle yiizeyi denir. Bu
ylizey (17) seklinde gosterilecektir.
V, =V (t)olsun. ¥, intye gore tiirevi alinirsa

V, =(kcosh® +7sinh @)U, (4.36)

4 . . . g
olur. ¥/ niin normu P ile gosterilirse

P=xcosh® +7sinh @ (4.37)
— 5
bulunur. V] > oldugundan
v,=U, (4.38)

ve 73 = Vl /\72 yazilabildiginden

73 = —sinh @ﬁl—cosh @(73 (4.39)
olur. Burada Vl timelike, 72 ve 73 spacelike vektorlerdir.
(4.35),(4.38) ve (4.39) ifadeleri birlestirilerek matris formunda yazilirsa,

cosh® 0 sinh® U,

0 1 0 ||U, (4.40)
—sinh® 0 —cosh® ||/,

NS
I

veya
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cosh® 0 sinh® 14
= 0 1 0 1V, (4.41)
—sinh® 0 —cosh® Z

olur. Bu ifade reel dual bilesenlere ayrilirsa,

bulunur. Vl

= cosh ¢v, +sinh v,
= —sinh ¢v, — cosh ¢v,

(4.42)

cosh govT* + sinh gov? + @"(sinh go\T1 + cosh (pvj)

:\}2

" = _sinhgv, —coshpv, — ¢ (cosh v, +sinh pv,)

timelike, 72 ve 73 spacelike vektor olduklarindan (2.2.1) dikkate alinirsa

(3.9) bagintis

=PV,-QV, , QO=-——— : (4.43)

sekline doniigiir. Bu son ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

) _
Vi =PV,
-
V, =pVi—qv;
-
Vs =4V,

(4.44)

I T
Vi =pv,tpv,
R e T
V, =Epvtpvi—qv,—q v,
v TE
V; =qv, g v,
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_ _

bulunur. Vl' niin t ye gore tiirevi alinir, Uz' yerine (4.2) deki esiti yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa,

V" = (k* cosh ® + k7 sinh @)U, (4.45)
+ (kcosh ®@ + 7 sinh @ )'IT2 + (—xrcosh ® — 77 sinh (ID)IT3

det (171', Vll , Vln)
bulunur. Q= ——
o

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

ifadesinde (4.35) , (4.36) ve (4.45) bagintilar1 yerlerine

cosh ® 0 sinh @
0 x cosh ® + 7sinh @ 0
k> cosh® + krsinh®  (xcosh® +rsinh®) —xrcosh® —7°sinh ®

= 5

< (x cosh @ + 7 sinh @)Uz,(Kcosh(D + 7 sinh (I))(72 >

QO =-ksinh® —7cosh® (4.46)

elde edilir. P ve Q nun (4.37) ve (4.46) daki ifadeleri reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

p =k coshg+k,sinhg
p =k coshp+k,sinhp+@*(k sinhp+k, coshg )

(4.47)
q =—k, sinhp—k, cosh ¢

g =—k, sinh@p—k, coshp—¢"(k, coshgp+k,sinhg )
bulunur. Dual kiiresel hareketin {VI,Z,Z} catisina gore ani dual Pfaff vektori (2.3.30)
bagintisindan

W =QV - PV, (4.48)
olur. Buna bagli olarak hareketin dual Steiner donme vektori

D=¢¥ (4.49)
veya burada ? ifadesi yerine yazilirsa

D=7, Qdr -V, Pdr (4.50)
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bulunur. @zTU:—KUZ bagintisinda DT ve Z]:iin yerine (4.41) deki karsiliklar
yazilirsa

¥ = T(cosh® Vl+sinhCI)V3) -~ K(-sinh® 171 —cosh® 173),

¥ = —(—Ksinh® — T cosh® )V, +(Kcosh® + Tsinh® )V, ,
¥ =-QV, + PV,
elde edilir. Buna gore (4.48) ifadesinden
¥-_y (4.51)
olur. Buradan D =—D bulunur ve buna bagli olarak
D= —quS Odt + ZqSPdt (4.52)
yazilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa
d= —\71¢th+\7395de
(4.53)
d = —\714) g dt —v?(f)th +1Zqu*dt+quSpdt
olur.

Simdi (Vl) ,(72) ve (Z) kapali regle yiizeylerinin integral invaryantlari ile (U . ) ,(U 2)

ve (a) kapali regle yiizeylerinin integral invaryantlar1 arasindaki bagintilari

arastiralim.

V, birim dual timelike vektoriiniin birim dual kiire tizerinde ¢izdigi kapali dual
timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizey (Vl) olsun. Bu
yiizeyin ag¢ilim uzunlugu

b =(@) (7).

L, =fqde. (4.54)
olur. ¢'1n yerine (4.47) daki degeri yazilirsa,

L, =-sinh (pgS k:dt —cosh (DCJS k;dt— ' (cosh (pgS kldt+sinh<p95k2dz) (4.55)

bulunur. Burada (4.7) , (4.9) , (4.14) , (4.16) esitlikleri dikkate alinir ve gerekli

islemler yapilirsa,
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L, =cosh (pLU1 +sinh goLU3 —0 (sinh (p/1ul +cosh (p/1U3 ) . (4.56)
elde edilir.
(Vl) kapali regle yiizeyin dual a¢ilim agisi igin

M= _<B’Vl>
yazilir. D nin yerine (4.52) deki esiti yazilirsa

Ay = —<—V13[> Qdt +733[> Pdt, Vl> ,

Ay == 0dt. (4.57)
olur. 0 nun yerine (4.46) daki ifadesi yazilirsa,

Ay, =sinh <I>SB kdt + cosh <I>S[> rdt

bulunur. (4.8) ve (4.15) esitliklerinden
Ay =cosh® Ay, +sinh @ A, (4.58)
elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
A, =cosh i, +sinhgl,

. (4.59)
L, =coshoL, +sinhpL, —¢ (sinh @A, +coshoAd, )

olur.

(Vl) kapali regle yiizeyin drali

)

dir. d 171 ve d \Tl* yerlerine (4.44) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

"

()
F, = ,

(pvs ;)
p-r (4.60)

bulunur. pvep” yerlerine de (4.47) deki ifadeleri yazilirsa
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P _kl*cosh(o+k;sinhgo+ . k sinh @ + k, cosh ¢

"

= . . (4.61)
k, cosh ¢ + k, sinh ¢ k, cosh ¢ + k, sinh ¢

olur. Boylece su teorem verilebilir:
Teorem 4.1: V, =V(t) dual timelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi

kapali dual timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen yliizey, (f]) yiizeyinin

paralel regle ylizeyi olsun. Bu durumda v yiizeyinin agilim uzunlugu, dual acgilim
1 y g

acis1 ve dral arasinda asagidaki bagintilar vardir:

*

B} b . - } _P
1) L, =g'de 2-) Ay, == Qdt 3) B, ;

Sonug 4.1: ¥, =V (¢) dual timelike vektSriiniin birim dual kiire tizerinde ¢izdigi kapali

dual timelike egriye ¢izgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle

ylizeyi olsun. (Vl) ylizeyinin agilim uzunlugu ve dual agilim acisi, (Ul) ile (U3)
ylizeylerinin invaryantlar1 cinsinden

1-) L, =cosh goLUl +sinh ¢LU3 - (sinh goﬂvl +cosh goﬂUS ) ,

2-) Ay, =cosh®@ A, +sinh® A,
dir.

72 birim dual spacelike vektoriiniin birim dual kiire tizerinde ¢izdigi kapali dual
spacelike egriye cizgiler uzaymda karsilik gelen kapali regle yiizey (72) olsun. Bu
yiizeyin ag¢ilim uzunlugu

b =@ (75
dir. Burada dved yerine (4.53) deki esitleri yazilirsa

L, =0 (4.62)
olur.

(72) kapali regle yiizeyin acilim agis1

n =-(BF)
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dir. D nin yerine (4.52) den karsiligi yazilirsa
Ay, =0 (4.63)
olur.

(72) kapali regle yiizeyin drali

()

dir. Burada d 172 ved 172* yerine (4.44) deki esitleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

<pv1 —qvy, pv, + P Vv, —qV, —q*v3>

P =

v, 4

(P =gy pvi - qv;)

p =110 (4.64)
q9 —p

bulunur. Burada p, p°,qve ¢° m yerine (4.47) deki karsiliklar1 yazilirsa

kk, —kk
p =l Tk (4.65)
: kzz _k12

elde edilir.

Teorem 4.2: V, =V(t) dual timelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi

kapali dual timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (U ) ylizeyinin

paralel regle yiizeyi olsun. Bu durumda v, yiizeyinin agilim uzunlugu, dual agilim
2 Y gu

acis1 ve drali arasinda asagidaki bagmtilar vardir:

1) L, =0 2-) A, =0 3-) B, =1L PP

q’-p’

73 birim dual spacelike vektoriiniin birim dual kiire tizerinde ¢izdigi kapali dual
spacelike egriye cizgiler uzaymda karsilik gelen kapali regle yiizey (73) olsun. Bu
ylizeyin acilim uzunlugu

L, =(d])+(d"v7).

L, = 98 pldt (4.66)

dir. p’myerine (4.47) deki degeri yazilirsa
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L, =cosh pp;dt +sinh o Kt + ¢ (sinh o kit +cosh pp ) (4.67)
olur. Burada (4.7) , (4.9) , (4.14) , (4.16) esitlikleri dikkate alinir ve gerekli islemler
yapilirsa,

LV3 = —sinh goLU1 —cosh goLU3 +o (cosh goﬂvl +sinh (MU}) (4.68)
elde edilir.

(73) kapali regle yiizeyin dual a¢ilim agis1

n =—(B7)

dir. D nin yerine (4.52) deki esiti yazilirsa
Ay, = —<—V1<_[> Odt +V,§ Pdt, Z> ,
Ay, = —gS Pdt . (4.69)
olur. Burada P nin yerine (4.37) deki karsilig1 yazilirsa,
Ay, =—cosh CD(ﬁ Kdt —sinh q><j> rdt
bulunur. (4.8) ve (4.15) esitlikleri kullanilirsa
Ay, = —sinh @ Ay, —cosh® Ay, (4.70)
olur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa
ﬂ,,3 = —sinh gMUl —cosh ¢/1U3
(4.71)
LV3 = —sinh goLU1 —cosh (pLU3 +o (cosh (MUl +sinh (02U3 )
elde edilir.
(Z) kapali regle yiizeyin drali
.07

dir. d 173 ve d v? yerlerine (4.44) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

p <quaq";+q*"2>
v, = = — >

3

P, _49 (4.72)
q



67

bulunur. Burada g ve ¢~ yerlerine (4.47) deki karsiliklar1 yazilirsa

(4.73)

8

B —kl*sinhqo—k;coshgo_ ( k, cosh @ + k, sinh ¢ j

~ —k, sinhp—k, cosh —k, sinh ¢ — k, cosh ¢

olur. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.3: V, =V(t) dual timelike vektoriiniin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi

—_—

kapali dual timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen yliizey, (U ) yiizeyinin

paralel regle yiizeyi olsun. Bu durumda (73) yiizeyinin agilim uzunlugu, dual agilim

acis1 ve drali arasinda asagidaki bagintilar vardir:

*

1) L, = pdr 2-) Ay, =~ Pt 3) B, =%

Sonug 4.2: ¥, =V (¢) dual timelike vektSriiniin birim dual kiire tizerinde ¢izdigi kapali
dual timelike egriye ¢izgiler uzayinda karsilik gelen yiizey, (ﬁ) yiizeyinin paralel regle
ylizeyi olsun. (73) ylizeyinin agilim uzunlugu ve dual a¢ilim agisi, ((71 ) ile (a)
ylizeylerinin invaryantlar1 cinsinden

1) L, =— sinh oL, — cosh pL, + @ (cosh gMUl +sinh @%3 )

2-) Ay, =—sinh® A, —coshD A,
dir.

¥ ani dual Pfaff vektorii ile 73 vektorii arasindaki Lorentzian timelike ag1
O(1)=0(t)+e6 (1) olsun.
i) 7 spacelike ise |P| > |Q| dir. Bu durumda,

P= H? sinh ®

cosh® , Q= H?

dir. ¥ yoniindeki birim vektor C=c+ec ile gosterilirse,

C =sinh®V, —cosh®V, (4.74)
spacelike bir vektor olur. Burada Vl ve 73 vektorlerinin yerine (4.40) daki esitlikleri

yazilirsa,

C = (sinh @ cosh ® + cosh @ sinh @) U, +(cosh @ cosh @ + sinh @sinh ®) U,



68

veya

=

C =sinh(©+®)U, +cosh(®+d)U, (4.75)
bulunur. ?? vektoriiniin (4.74) deki ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

¢ =sinh 9171 —cosh 9173 4.76)

—_—

¢ =sinh v, —cosh @v; + 6" cosh v, — @ sinh Ov,

olur. C vektsriiniin (4.74) deki ifadesinin tiirevi almir , 171' ve 173' yerine (4.43) deki
esitlikleri yazilirsa,

dC= @' cosh OV, +( Psinh ® — QO cosh © )7, —©'sinh OV,
olur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

dc = ' cosh @v, + psinh @v, — g cosh Ov, —@'sinh Gy,

dc =(0" cosh@+6'0'sinh @)y, +(p" sinh&—g" cosh (4.77)
+ p8’ cosh @ — g0 sinh @)y, — (6" sinh 6+ 66’ cosh H)v,

+8'cosh@v, +(psinh@—gcosh @)y, —'sinh Oy,
elde edilir.
{Vl,VZ,Z} dual ortonormal sistemine bagli olarak olusan C birim dual

spacelike vektoriiniin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi kapali spacelike egriye cizgiler

uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeyin invaryantlarini aragtiralim.

(E) kapali regle yiizeyinin ac¢ilim uzunlugu

Lz = <3,f> + <Zf,2>
dir. Burada d ved’ yerine (4.53) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

L_=—cosh 935 p'dt +sinh 935 g'dt+6" (cosh 995 gdt —sinh 995 pdt) (4.78)
veya

L =sinhOL, —coshOL, +0"(-cosh 2, +sinh 64, ) (4.79)
bulunur. Burada L,.L, , 4, ve 4, Un yerine (4.59) ve (4.71) deki esitlikleri yazilir

ve gerekli islemler yapilirsa
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Lz =sinh(0+¢)L, +cosh(0+¢)L,

. (4.80)
—(gp +0 )(cosh(0+(p)/1Ul +sinh(6+¢) A4, )
elde edilir.
(?) kapali regle yiizeyinin dual agilim agis1
re=-(D.C)
dir. Burada D ve f’ nin yerine (4.52) ve (4.74) esitlikleri yazilirsa
As :—sinh(acﬁQdHcosh@gSPdt (4.81)
olur. qSPdt ve q-Dth yerine (4.57) ve (4.69) deki esitlikleri yukarida yazilirsa
Ae =sinh® A, —coshO A, (4.82)
bulunur. A, ve A, ninyerine de (4.58) ve (4.70) esitlikleri yazilirsa
Az =sinh (@ +®@) A, +cosh(O+D)A,, (4.83)
elde edilir.
(?) kapali regle yiizeyinin drali
<d3, dE*>
Po=—==
<d c,d c>
dir. d Z vede yerine (4.77) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
~6'0" +(psinh &g cosh 9)[( p' =40 )sinh @+ (p0" — ¢’ )cosh 9] ws)
P - 4.84
¢ (psinh@—gcosh @)’ —6”
bulunur.
b) ? timelike ise |P| < |Q| dir. Bu durumda,
P:H$ sinh® , Q :H$ cosh®
dir. ¥ yéniindeki birim vektor C =+ sc ile gosterilirse,
C =cosh®V, —sinh O, (4.85)

timelike bir vektér olur. Burada V, ve V; vektorlerinin (4.40) deki esitlikleri yazilirsa,
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C-= (cosh © cosh @ +sinh @ sinh ®) U, +(sinh @ cosh ® + cosh @sinh ®) U,
veya

C =cosh(®+®)U, +sinh (0 +®)U, (4.86)
bulunur. ?? vektoriiniin (4.85) deki ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

¢ =cosh 9\71 —sinh 9\73 (4.87)

—_—k

¢ =cosh@ —sinh@v; + 6" sinh v, — 6" cosh Ov,

olur. (4.85) ifadesinin tiirevi alinir , V;' ve V3' yerine (4.43) deki esitleri yazilirsa,
dC = @'sinh @V, +(Pcosh®—Qsinh @ )V, — @' cosh O,

bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

dc = 0'sinh @v, + pcosh@v, —gsinh v, — @' cosh Ov,

d? = (0" sinh @+ 60’ cosh O)v, +(p" cosh&—¢" sinh & 4.88)

+ pw’ sinhw—q" cosh w)v, —(0” cosh @+ 60’ sinh O)v,

+0'sinh v, +(pcosh @ —gsinh @)v: — @' cosh Ov,

elde edilir.

(E) kapali regle yiizeyinin acilim uzunlugu

Lz = <3,f> + <Zf,2>
dir. Burada d ve d’ yerine (4.53) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

L, =—sinh 0 p'dt +cosh O g dr + 6" (sinh 0 qdt —cosh 0 pdt) (4.89)
veya

L. = cosh 0L, —sinh 0L, + 0" (—sinh 04, +cosh 64, ) (4.90)
bulunur. Burada L, ,L, , 4, ve 4, tnyerine (4.59) ve (4.71) deki esitlikleri yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa
Lz =cosh(0+¢)L, +sinh(0+¢)L,

_(¢*+9*)(sinh(0+(p)ﬂm+cosh(0+(p),1U3) (4.91)

olur.
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(E) kapali regle yiizeyinin dual agilim agis1

dir. D ve ?? nin yerine (4.52) ve (4.85) esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
Ao = —cosh@)cﬁ Odt +sinh®<ﬁpdt (4.92)

olur. Burada cﬁPdt ve Cﬁle yerine (4.57) ve (4.69) deki esitlikleri yazilirsa,

Ag =cosh®O A, —sinh@O A, (4.93)
bulunur. A, ve A, mnyerine de (4.58) ve (4.70) esitlikleri yazilirsa,

Az =cosh(@+®D)A, +sinh(O@+D)A,, (4.94)
elde edilir.

(C ) kapali regle yiizeyinin drali

<d3,d2*>
P —

c = =
<d c,d c>
dir. d Z vede yerlerine (4.88) deki esitlikleri yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

00 +(pcosh9—qsmh9)[(p9* ~¢')sinh@+(p’ —qe*)coshe}

(4.95)
¢ (pcosh@—gsinh§)" — >

bulunur.
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S5.TARTISMA

Bu c¢alismada Senyurt’un “ Paralel Regle Yiizeyler ve Bazi Karakteristik
Ozellikleri ” isimli doktora tezi esas alinarak, ID; Dual Lorentz uzayinda timelike bir
U =U(f) birim dual vektdriiniin birim dual kiire iizerinde cizdigi U(r) dual kapali
timelike egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen (ﬁ) kapali regle yiizeyinin integral
invaryantlari hesaplanmstir. ﬁ(t) dual timelike vektorii ile sabit ® =gp+ecp  dual
acis1 yapan

V = cosh @Ul +sinh @@
dual timelike vektoriiniin birim dual kiire lizerinde ¢izdigi V(f) dual kapali timelike
egriye ¢izgiler uzayinda karsilik gelen paralel regle yiizey tanimlanarak bu ylizeyin

integral invaryantlar1 hesaplanmigtir. {(71 ,(72 ,(73 } ve {VI,Z,VS} dual ortonormal

sistemlerine bagli olarak olusan C ve ? birim dual vektorlerinin (spacelike veya
timelike) birim dual kiire {izerinde c¢izdigi kapali egrilere (spacelike veya timelike)

cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeylerin invaryantlar1 hesaplanmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

ID; Dual Lorentz uzayinda spacelike bir U= ﬁ(t) birim dual vektoriiniin birim

dual kiire iizerinde ¢izdigi U(t) dual kapal1 timelike binormalli spacelike veya spacelike

binormalli spacelike bir egriye cizgiler uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeyin
integral invaryantlar1 hesaplanabilir. Bu kapali regle yiizeyin paralel regle yiizeyi
tanimlanarak integral invaryantlar1 hesaplanabilir.

llave olarak, hareketin ani Pfaff vektorleri yoniindeki birim vektdrlerin birim
dual kiire lizerinde ¢izdigi dual egrilere karsilik gelen kapali regle yiizeylerin integral
invaryantlari1 bulunabilir.

Yiizeyler arasinda Weingarten doniisiimiiniin dual ifadesi tanimlanirsa Paralel

regle yiizeylerin dual anlamda Gauss ve ortalama egrilikleri bulunabilir.
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