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OZET

Bu calisma dort bolumden olusmaktadir. Giris bolimde ¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Genel bilgiler boliimiinde ise Oklid uzayi, Lorentz

uzay! ve dual Lorentz uzayi ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

Materyal ve Yontem bolumiinde IL°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda involit —
evollt egrilerin egrilikleri, Frenet vektorleri arasindaki iliskiler, Darboux vektorleri ve
bu vektorler yonindeki birim vektorler arasindaki bagintilar verildi.

Bulgular bolimi calismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu bdlumde
ID] dual Lorentz uzayinda spacelike — timelike dual involit — evoliit egrilerin dual

edrilikleri, dual Frenet vektorleri arasindaki iliskiler, dual Darboux vektorleri ve bu
vektorler yonundeki birim dual vektorler ele alinarak bazi bulgular elde edildi.

Anahtar Sézcukler: Dual Lorentz uzayi, dual involit — evoldt egriler.



ABSTRACT

This study consists of four basic chapters. In introduction, it is discussed aim of
the study and why this study is taken into consideration. In general information part, the
basic concept about Euclid space, Lorentz space and dual Lorentz space have been

examined.

In material and method part, involute — evolute curve couple, curvatures,

relationship the between Frenet vectors, Darboux vectors and unit vectors direction of

this vectors of involute — evolute curves in IL® 3-dimensional Lorentz space have been

given.

The fourth chapter is the orijinal part of this study. In this chapter, dual
curvatures, relationship the between Frenet vectors, dual Darboux vectors and unit dual

vectors direction this vectors of spacelike — timelike dual involute — evolute curves in

ID} dual Lorentz space have been investigated and some results have been found.

Key Words: Dual Lorentz space, dual involute — evolute curve couple.
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1. GIRIS

Oklid uzayi, Lorentz uzayl ve dual uzay ile ilgili temel kavramlar bircok
kaynakta mevcuttur. Bunlardan bazilari Hacisalihoglu’ nun “Diferensiyel Geometri”
ve “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi”’, Sabuncuoglu’ nun ““Diferensiyel
Geometri, Struik’ un “Lectures on Classical Differential Geometry’, O’neill’ in **Semi
Riemann Geometry”, Ratcliffe’ in “Foundations of Hyperbolic Manifolds™ ve Miler’
in “Kinematik Dersleri’” isimli kitaplardir.

involiit — evoliit egriler ile ilgili olarak, Bilici’ nin “Involiit — Evolit Egrilerinin
Kuresel Gostergelerinin Egrilikleri ve Tabii Liftleri” isimli yiksek lisans tezi ve
“Timelike veya Spacelike involiit — Evolit Egri Ciftleri Uzerine” isimli doktora tezi,
Turgut ve Esin’ in “Involute — Evolute Curve Couples of Higher Order in and Their
Horizontal Lifts in IR"” isimli makalesi, Bikci ve Karacan’ in ““On The Involute and
Evolute Curves of The Spacelike Curve with a Spacelike Binormal in Minkowski 3-
Space” ve “On The Involute and Evolute Curves of The Timelike Curve in Minkowski 3-

Space” isimli makaleleri bulunmaktadir.

Bu calismada ise ID] dual Lorentz uzayinda spacelike — timelike dual

involit — evolut egrilerin Frenet catilar arasindaki bagintilar, evollt egrisinin B
binormal vektori ile W Darboux vektori arasindaki @ dual agisina bagh olarak ifade
edilmis ve bu egrilerin dual egrilikleri, Darboux vektorleri ve bu vektorler yonindeki

birim vektorler arasindaki iliskiler bulunmustur.
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2. GENEL BILGILER

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tanim 2.1.1: A=< bir cimle ve K cismi izerinde bir vektor uzay1 V olsun.

f:AxA>V

fonksiyonu asagidaki sartlari saglarsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

Al) VP.QReA icin f(P,Q)+f(QR)=f(P,R),

A2) VPeA ve VaeV icin f(P,Q)=a olacak bicimde bir tek Q € A noktasl

vardir. Burada P,Q e A igin f (P,Q)=PQ dir.

Tanim 2.1.2: A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektor uzayr V olsun.
(,) :VxV > IR

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu denir:
i) Bilineerlik Aksiyomu;
VX,Y,ZeV ve VabelR igin
(aX +bY,Z)=a(X,Z)+b(Y,Z)
(X,aY +bZ)=a(X,Y)+b(X,Z),
il) Simetri Aksiyomu;
VXY eV icin (X,Y)=(Y,X),
iii) Pozitif Tanimlilik Aksiyomu;

VX eV igin (X,X)>0,

(X,X)=0< X =0.
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Tanim 2.1.3: IR" standart reel afin uzay olsun.

() iIR"xIR" > IR (X,Y)= Zn:xiyi

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima IR" de standart
ic carpim veya Oklid i¢ carpimi denir. Standart i¢ carpimin tanimh oldugu IR" vektor

uzay! ile birlesen IR" afin uzayina n-boyutlu reel standart Oklid uzayi denir ve E"

ile gosterilir.

Tanim 2.1.4:  d:E"xE" IR d(X,Y)=[D(y;-x)* seklinde tanimh d
i=1

fonksiyonuna E" de uzaklik fonksiyonu, d(X,Y) reel sayisinada X,Y e E" noktalari

arasindaki uzaklik denir.

Tanim 2.15: a:1cIR—>E"  a(t)=(a(t).a,(t), ., (t)) diferansiyellenebilir

fonksiyonuna E" de bir egri denir.

1 —>IR

Tanim 2.1.6: «a:1cIR—E" diferansiyellenebilir bir egri olsun. |a'

seklinde tanimli fonksiyona skaler hiz fonksiyonu, |

da| [(de(t) da,(t)  de,(t)
dtl, | dt odt 7 dt

a'(t)| reel sayisina o egrisinin

a(t)noktasindaki skaler hizi, o'(t) =

j vektorlne
de egrinin hiz vektdru denir.

Tanim 2.1.7: a:1 cIR—E" bir egri olsun. |

a'(s)|=1 ise « egrisine birim hizli

egri ve se | parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tanim 2.1.8: a:1cIR—E" bir edri olsun. y/:{a’,a”,...,a”)} sistemi lineer
bagimsiz ve va® , k>r icin a" eSp{y} olmak tizere, y den elde edilen

{vl(m),vz(m),...,vr(m)} ortonormal sistemine, « egrisin meca  noktasindaki

Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir v, , 1<i<r, vektorine Serret-Frenet vektori

adi verilir.
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Ozel olarak n=3 alinirsa

t(s)=a'(s),
a'(s)

" el

b(s)=t(s)An(s)

olur. Burada t, n ve b vektorlerine, sirasiyla, egrinin teget, asli normal ve binormal

vektorleri denir.
Tanim 2.1.9: a:lcIR—E" egrisinin, «(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{V,(5),V,(3),.... v, (s)} olsun.

ki1 —>IR ki(s)=<vi'(8),Vi+1(3)>a I<i<r,

seklinde tamimh  k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, ki(s)e IR

sayisina da «(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Teorem 2.1.1: a:1cIR—E® bir edri, a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi
{t(s).n(s).b(s)}, edrilikleri k, ve k, olsun. Egrinin Frenet vektorleri ile bu

vektorlerin tirev vektorleri arasinda;

t'=kn
n'=-kt+k,b
b"=—k,n

bagintisi vardir (Hacisalihoglu, 1983). Bu bagintiya Frenet formulleri adi verilir.

Tanim 2.1.11: a:1 < IR — E® egrisinin «(s) noktasindaki {t(s),n(s),b(s)} Frenet 3-

ayakhsinin her s aninda, bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yaptigi kabul edilir.
Bu eksene egrinin «(s) noktasindaki Darboux (ani dénme) ekseni, bu eksenin yoén ve

dogrultusunu veren vektdre Darboux vektori denir ve bu vektor

w=nAn"=kt+kb
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bagintisi ile verilir. Burada b ile w arasindaki aci ¢ ile gosterilirse

{kl = |w||cos ¢
k, = |w|sin ¢

olur. Darboux yonundeki birim vektoér c ise;
C =sin ¢t + cos b
seklinde bulunur (Sekil 2.1).

0 T

A 4

xB W

Sekil 2.1. Darboux vektoru

2.2. E® Oklid Uzayinda involiit — Evolut Egriler

Tanim 2.2.1: a:1cIR—>E® ve B:1c IR — E® egrileri verilsin. a egrisinin teget
dogrulari g edrisinin teget dogrularina dik oluyorsa s egrisine ¢« egrisinin  bir
involltl veya A egrisinin teget dogrulari « egrisinin normal dogrulari oluyorsa g

edrisine ¢« egrisinin bir evolUtu denir. A egrisi « nin involutu ise,
B(s)=a(s)+A(s)t(s), 21€lR,

a egrisi A nin involutd ise,
B(s)=a(s)+A(s)n(s)+u(s)b(s), AuelR

dir. Bu tanima gore (t,v1>:0 olur. Bu egriler invollt — evollt egriler olarak

isimlendirilir.
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Teorem 2.2.1: p:1cIR—>E?® efrisi a:1cIR—E® egrisinin bir involitl ,«
egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, egrilikleri k, ve k, ve g
edrisinin S(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,}, egrilikleri p ve q olsun. Bu

durumda «(s) ve p(s) noktalari arasindaki uzaklik

d(a(s).B(s))=lc—s|, c=sbt, Vsel (2.1)
dir.
ispat:
Vl
n A
o(s) t C BE
// V3
N e B
@)
Sekil 2.2. involiit — evoliit egriler
S edrisi « egrisinin involitu oldugundan
B(s)=a(s)+at(s), A€IR (2.2)
yazilabilir. s ye gore tirev alinirsa,
ds” .
VIE:(].-{‘& )t+/lk1n (23)

olur. Her iki taraf t ile i¢ carpilir ve gerekli islemler yapilirsa

(1+2)=0=>4"=-1= A=c-s, c=sht
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bulunur. ki nokta arasindaki uzaklik bagintisindan, «(s) ile S(s) noktalari arasindaki

uzakhk

elde edilir.

Teorem 2.2.2: g:1 c IR — E® egrisi, a:1 c IR — E? egrisinin involitl, « egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayakhisi {t,n,b}, egrilikleri k, ve k,, £ egrisinin f(s)
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v;}, egrilikleri pve q olsun. Bu iki egrinin

egrilikleri arasinda;

, (K +kD) )4
e -
q= klkz _kl kz (2.5)

(c—s)k, (K7 +k3)
bagintilari vardir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.3: f:1c IR — E® efrisi a:1 c IR— E® egrisinin involltl, « egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, B egrisinin S(s) noktasindaki Frenet 3-
ayaklist {v,,v,,v,} olsun. « egrisinin b binormal vektorii ile w Darboux vektori

arasindaki acl ¢ olmak Uzere, bu egrilerin Frenet vektorleri arasinda;

v, 0 1 0 ||t
Vv, |=|—cosg 0 sing |/ n (2.6)
A sinp 0 cose||b

bagintisi vardir (Bilici, 1999).
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Teorem 2.2.4: f:1c IR — E® efrisi a:1 c IR— E® egrisinin involltl, « egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, Darboux vektorii w ve A egrisinin f(s)
noktasindaki Frenet 3-ayakhsi {v,,v,,v,} , Darboux vektdrii W olsun. w ile W arasinda

W+ ¢@'n

W:kl(c—s)

(2.7)

bagintisi vardir (Bilici, 1999).
Teorem 2.2.5: f:1 c IR — E® efrisi a:1 c IR— E® egrisinin involltl, « egrisinin
a(s) noktasindaki Frenet 3-ayakhsi {t,n,b}, w Darboux vektorii yonindeki birim

vektor ¢ ve A egrisinin S(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,}, W Darboux

vektoru yonundeki birim vektor © olsun. ¢ ile T arasinda;

P'n+ k7 +kic 2.8)
o7 +KZ2+K '

bagintisi vardir (Bilici, 1999).

C=

2.3. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.3.1: (,):V xV — IR fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglarsa (,)
fonksiyonuna V vektor uzayi uzerinde simetrik bilineer form denir:

Va,be IR ve Yu,v,weV igin,

i) Bilineerlik Aksiyomu;

(au +bv, w)=a(u,w)+b(v,w)
(au+bv,w)y=a(u,w)+b(v,w),

i1) Simetri Aksiyomu;
(u.v)=(v,u)

(O’ neill, 1983).
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Tanim 2.3.2: <,>:V xV — IR fonksiyonu V uzayi Uzerinde bir simetrik bilineer

form olsun.

i) YveV ve v=0 icin (v,v)>0 ise simetrik bilineer forma pozitif tanimli,
ii) vweV ve v=0 igin (v,v)<0 ise simetrik bilineer forma negatif tanimli,
iii) YveV ve v=0 igin (v,v)>0 ise simetrik bilineer forma yari-pozitif taniml,

iv) vweV ve v=0 igin (v,v}so ise simetrik bilineer forma yari-negatif tanimli,

V) YveV igin (v, W> =0=w=0 ise simetrik bilineer forma non-dejenere denir .

Tanim 2.3.3: (,):V xV — IR fonksiyonu simetrik, bileener ve non-dejenere ise (,) ye

V zerinde bir skalar ¢arpim fonksiyonu, V vektor uzayina da skalar ¢carpim uzayi
denir (O’ neill).

Tanim 2.3.4: (,):IR"xIR" - IR <X,Y>=—x1yl+zn:xiyi

i
fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona IR" {izerinde Lorentz
metrigi denir.
Tanim 2.35: IR" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte {IR",(,)} ikilisine
n-boyutlu Lorent uzayi veya kisaca Lorentz uzayi denir ve IL" ile gosterilir.
Tanim 2.3.6: X e IL" vektori igin;

i) (X,X)>0 veya X =0 ise X e uzaysi (spacelike) vektor,
i) <X,X><0 ise X e zamansi (timelike) vektor vektor,

iii) (X,X)=0ise X eisiksi (lightlike veya null) vektor denir.

Tanim 2.3.7: Lorentz uzayinda bir X vektdrinin normu | X|=(X,X)| seklinde

tanimlanir.
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Teorem 2.3.1: X e IL" igin,

i) [X]>0,

i) [ X[ =0« X bir null vektérdur,

iii) X bir timelike vektor ise ||X||2 =—(X, X) dir,

iv) X bir spacelike vektor ise ||X||2 =(X,X) dir (Oneill, 1983).

Tanim 2.3.8: e=(10,...,0,0) olmak tizere X =(X,X,,...,X,)e IL" timelike vektor;

(X,e)<0 ise future pointing (pozitif), (X,e)>0 ise past pointing (negatif) olarak

adlandirilir.

Teorem 2.3.2:  X,Yell" vektorleriicin X #0 ve Y #0 olmak iizere (X,Y)=0

olsun. X timelike vektor ise Y spacelike vektordir (Ratcliffe, 1994).
Tanim 2.3.9: I°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor X ve Y olsun.

A IPxIC > 180

—€ € &
(XaY)_>X/\Y: X X X :(XsyZ_X2y3’X1YS_XSY1’X1YQ_XQY1)
Yi Yo Ys

fonksiyonuna vektorel carpim fonksiyonu, X AY vektorine de X ile Y nin
vektorel carpimi denir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

Teorem 2.3.3: IL°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektér X ve Y olsun.

i) X ve Y spacelike vektor ise X AY bir timelike vektordir,

i) X ve Y timelike vektor ise X AY bir spacelike vektordir,

iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise X AY bir spacelike vektordur,
iv) X ve Y nullvektorise X AY bir spacelike vektordir,

v) X timelike ve Y null vektor ise X AY bir spacelike vektordr,

vi) X spacelike ve Y null vektor olmak tizere (X,Y)=0 ise X AY bir null vektor,

(X,Y)=0 ise X AY bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).
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Teorem 2.3.4:  X,Y,Z € I® olsun. Bu durumda;

i) (X AY,Z)=—det(X,Y,Z),

i) (XAY)AZ==(X,Z)Y+(Y,Z)X,

i) (X AY,X)=0 ve (XAY,Y)=0,

iv) (X AY, X AY)==(X, X )Y, Y)+(X,Y)*

dir (Turgut, 1995).

Teorem 2.3.5: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzayi olsun.

i) X,Y eIl pozitif (negatif) timelike vektorler olsunlar. Bu durumda
(xy)<[x]lv]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart X ve Y
vektorlerinin lineer bagimh olmasidir. X ve Y pozitif (negatif) timelike vektorler ise

(X,Y)=|X]||[Y|cosh ¢, p=n(X,Y)

olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina timelike vektorler

arasindaki Lorentzian timelike agi denir.

i) X,Yell" spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi diizlem spacelike ise
O Y)l<[XlIv]

olur. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in
(X Y)=[X]Vl[cosp. o=n(X.Y)

olacak sekilde bir tek 0 <@ <7 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina spacelike vektorler

arasindaki Lorentzian spacelike agi denir.
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iii) X,YeIl" spacelike vektorler olsunlar. Eger X ve Y vektorlerinin gerdigi diizlem

timelike ise,
)] IV

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin
(xY)=[x[[Vfeoshe,  p=n(x.¥)

olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina spacelike vektorler

arasindaki Lorentzian timelike agi denir.

iv) X eIl” spacelike ve Y e IL" timelike vektorler olsunlar. Bu durumda
(X.Y)=[X[I¥[sinhg,  p=n(X.Y)

olacak sekilde bir tek @ >0 reel sayisi vardir. Bu ¢ sayisina spacelike ve timelike

iki vektOr arasindaki Lorentzian timelike aci denir (Ratcliffe, 1994).
Tanim 2.3.9: «: 1 < IR — IL" egrisinin teget vektorl t olsun.

i) (t,t)>0 ise o edrisine uzaysi (spacelike) egri,
i) (t,t)<0 ise o edrisine zamansi (timelike) egri,

iii) (t,t)=0 ise o egrisine isiksI (lightlike veya null) egri denir (O’neill, 1983).

Tanim 2.3.10:  a:1cIR— I diferansiyellenebilir edrisinin «(s)noktasindaki
Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, egrilikleri k, ve k, olsun.
i) a timelike egri bir ise;
tAn=-b , nab=t , bat=-n
olur. Bu durumda Frenet formulleri

t'=kn
n'=kt—-k,b (2.9)
b"=k,n
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(Woestijne, 1990) ve Darboux vektori
w=Kkt—kpb

seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).

ii) a spacelike binormalli spacelike bir egri ise;
tAn=-b , nAab=-t , bat=n

olur. Bu durumda Frenet formdalleri

t'=kn
n"=kt+k,b
b"=k,n

(Woestijne, 1990) ve Darboux vektori
w=—k,t+kb

seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).

iii) a timelike binormalli spacelike bir egri ise;
tAn=b , nAb=-t , bat=-n

olur. Bu durumda Frenet formdalleri

t'=kn
n'=-kt+k,b
b"=k,n

(Woestijne, 1990) ve Darboux vektori
w=Kkt—kpb

seklinde bulunur (Ugurlu, 1997).

(2.10)

(2.11)
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Tanim 23.11: «a:1cIR— I egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{t,n,b}, egrilikleri k, ve k, , Darboux vektSrii de w olsun.

i) a timelike bir egri ise,

W] =k - K] (2.12)
dir . Bu durumda

a) |ky|>|k,| ise (w,w)>0 olacagindan w spacelike vektor olur. b ile w vektori
arasindaki Lorentzian timelike aci ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve ¢ vektor,
{kl “wleoshe - T (2.13)
k, =[\w|sinh ¢ o
ve
¢ =sinh gt —cosh ¢b (2.14)

seklinde bulunur.

b) |ky|<|k,| ise (w,w)<0 olacagindan w timelike vektor olur. b ile w vektori
arasindaki Lorentzian timelike ac1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve ¢ vektord,
k, =|w]sinh ¢ Ny
{kz fwfooshp © M= 219
ve
¢ =cosh ¢t —sinh gb (2.16)

seklinde bulunur.

ii) a spacelike binormalli spacelike egri ise,

ol =i + (2.17)

dir. Burada (w,w)>0 oldugundan w spacelike vektor olur. b ile w arasindaki

Lorentzian spacelike acl1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve ¢ vektord,
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{kl =|w|cos ¢ W= k2 +k?2 (2.18)

k, =|w|sing
ve
c =-sin gt +cos gb (2.19)
seklinde bulunur.
iii) a timelike binormalli spacelike egri ise,
[w] = /|2 —K?| (2.20)
dir . Bu durumda

a) |k,|>|k| ise (w,w)>0 olacagindan w spacelike vektor olur. b ile w arasindaki
Lorentzian timelike ac1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve ¢ vektord,
{kF”W”Si”h(” , [ =K —K? (2.21)
k, =|w|cosh g
ve
¢ =cosh ¢t —sinh gb (2.22)

seklinde bulunur.

b) |k,|<|k| ise (w,w)<0 olacagindan w timelike vektor olur. b ile w arasindaki
Lorentzian timelike ac1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve ¢ vektord,
k, = ||W||Cosh @ = \/W (2.23)
k, =|\w|sinh ¢ ' o '
ve

c =sinh ¢t —cosh ¢b (2.24)

seklinde bulunur.
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2.4. Dual Uzayda Temel Kavramlar
Tanim 2.4.1: ID = {A: (a, a*)‘a, a e IR} climlesine dual sayilar ciimlesi denir.

Tanim 2.4.2: 1D cimlesi tizerinde toplama, carpma, ve esitlik islemleri, sirasiyla,

®:IDxID > ID
(AB)>A®B=(aa")®(b,b")=(a+b,a"+b),

1:1IDxID - ID
(AB)—> Al B=(a,a’)J (b,b")=(ab,ab”+a’h)

ve

A=B < a=b,a =b
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.4.1: (ID,@,D ) uclisu birimli ve degismeli bir halkadir.
Tanim 2.4.3: 0 :(0,0) dual sayisina ID nin toplama islemine gore sifir elemani denir.

Tanim  2.4.4: Dual sayllarda bolme islemi A=(aa’)=0elD ve

B= (b,b*) e ID olmak tzere;

B (b ab’-ab
A la’ a

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.4.5: Bir A=(a,a’)  ID dual sayisinin reel ve dual kismi

*

Re(A)=a, Du(A)=a
seklinde gosterilir.

Tanim 2.4.6: (1,0) =1 dual sayisina ID nin ¢arpma islemine gére birim elemani veya

reel birimi denir.
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Tanim 2.4.7: (0,1) dual sayisina ID deki dual birim denir ve kisaca ¢ ile gosterilir.
Sonug 2.4.1: Tanim 2.4.2 deki ¢carpma islemi geregince

g =¢l £=(0,1)0 (0,1)=(0,0)=0
oldugu gorular.

Teorem 2.4.2: A=(a,a")e IDsayisi A=a+ea” seklinde yazilabilir.
ispat: Tanim 2.4.2 geregince A=(a,a’) icin

A=(a,0)®(0,a")
A=(a,0)®(0,1).(a",0)

A=a+ea

olur.

Teorem 2.4.3: A:(a,a*)e ID, 1€ IR ise, A0 A= Al (a,a*):(ﬂ,a,ﬂ,a*) dir.

ispat:
ADA=(4,0)0(a,a")
ADA=(4a,2a").

Tanim 2.4.8: A=a+e&a" dual sayisinin mutlak degeri diye |a| reel sayisina denir.
O halde |A|:‘a+ga*‘:|a| dir.
Tanim 2.4.9: ID°=IDxIDxID={A=(A,A,,A)|A €D, 1<i<3} ciimlesi lizerinde
toplama ve skalar ile carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir:

+:1D*x1D* - ID?

(AB)>A+B=(A)+(B)=(A+B).

1 IDxID®* > ID?
(4,A)>A-A=(AA).
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Teorem 2.4.4: (ID°,+,-) Gglusii 1D dual sayilar halkasi iizerinde bir modiildiir. Bu

modul kisaca 1D - Modul seklinde gdsterilecektir.

Tanim 2.4.10: ID - Modulin elemanlari olan sirah dual uglulere dual vektorler denir.

Teorem 2.4.5: 5,? e IR® olmak tizere 1D - Moddilde her bir A dual vektori,
A-a+ca

seklinde yazilabilir.

ispat:
A

A

(ALA,A), A=a+ea ,1<i<3,oldugundan
(a1+ga1*,a2+ga;,a3+ga;),
(a,+a,+a,)+s(a +a;+a)

A

yazilabilir. a,a eIR oldujundan 5:(a1,a2,a3),§:(a1*,a2*,a3*) alinabilir ve
dolayisi ile A=a+ga’ olur.
Tanim 2.4.11: A=a+ea , B=b+eb ID® olsun,

(,)1ID*xID° > ID

(A B)>(AB)=(a+sa b+eb ) =(ab)+s((ab’)+(a" b))

fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglarsa bu fonksiyona 1D - Modil de bir i¢ ¢carpim

fonksiyonu denir: VA, B,C € ID®, « € ID igin;
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Tanim 2.4.12: A=a+ea , B=b+eb’ e ID® vektdrlerinin vektdrel carpimi
A ID*xID® > ID?
(AB)>AnB=(a+sa’ |a(b+eb)=anb+s(anb +a Ab)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.4.13: A=a+ea eID® dual vektSrinin normu HKHzanga’k ID seklinde

bir dual sayidir. Burada

i)
o

Tanim 2.4.14: HKH:(LO) ise A vektoriine birim dual vektor denir. A birim dual

a=[a

, a =

[a]=s.

vektor ise Hé” =1, <5, §> =0.

Tanim 2.4.15: ®=@+& ¢" dual sayisina A ile B birim dual vektorleri arasindaki

dual acI denir. Burada ¢ eksenler arasindaki reel agl, ¢ ise eksenler arasindaki en kisa

uzakhiktir (Sekil 2.3).

o)

Sekil 2.3. Dual agl
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Teorem 2.4.6: A ile B iki birim dual vektor olsun. Bu durumda
<K,§>: cos(p+ g ) =cosd

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4.16: Elemanlari dual sayilar olan bir A matrisine dual matris denir ve bu

matris

A=[A], A =a;+ea,, 1<i, <3
seklinde gosterilir.
Tanim 2.4.17: A=a+ea, B=Db+sb eID® olsun.
(,): ID*x1D* - ID
(AB)—>(AE)=(ab)+e((ab )+(a.5))
seklinde tanimh i¢ carpima dual vektorler arasindaki Lorentz i¢ ¢arpimi denir.

Burada <5, 5> ——ab +a,b, +ab, seklindedir.

Tanim 2.4.18: Uzerinde Lorentz i¢ carpimi tamimli ID*uzayina dual Lorentz uzayi

denir ve bu uzay

|Df={ﬂ=é+ga*

a,a c |Rf}
seklinde gosterilir.

Tanim 2.4.19: A e ID? olsun.

i) <K, K><0 ise A dual vektoriine timelike (zamansi) vektor,

ii) <K,K >0 veya A=0 ise A dual vektoriine spacelike (uzaysi) vektor,

~ -~

i) <K,K>=0,K¢o ise A dual vektriine lightlike (null) (isikst) vektdr denir.
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Tanim 2.4.20: A=a+ea e ID? dual vektorinin normu;

e (aE)
[l |32 =[] e el 0

a

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.4.21: A=a+ea, B=b+eb ID? olsun,
A:IDx ID? — ID?
(AB)>ArB=anb+s(anb +a b
seklinde tanimli vektorel carpima iki dual vektériin vektorel carpimi denir. Burada a

ile b nin vektorel carpimi
anb = (a)b, —a,b,,ab, —a,ab, —a,b, )
seklindedir.

Lemma 2.4.1: X,YelD} igin X #0 ve Y =0 olmak tizere; (X,Y)=0 olsun. Eger

X timelike dual vektor ise, bu durumda Y spacelike dual vektordir (Ratcliffe, 1994).

Lemma 2.4.2: X,Y eID] pozitif (negatif) timelike vektorler olsun. Bu durumda
(XY)<|X][Y| esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart

X ve Y dual vektorlerinin lineer bagimli olmasidir (Ratcliffe, 1994).

Lemma 2.4.3:

i) X,Y eID} pozitif (negatif) timelike vektorler olsun. Bu durumda
(}.Y) <[]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin

(X.Y) =[x][lY[cosh @ (x.Y)
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olacak sekilde bir tek negatif olmayan birim dual ®(X,Y) sayisi vardir. X ve Y

arasindaki bu dual sayiya timelike dual vektorler arasindaki Lorentzian timelike
dual aci denir.

i) X,Y e ID; spacelike vektorler ve bu vektérlerin gerdigi diizlem spacelike olsun. Bu

durumda
O <XV
esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin

(X%.Y) = [x][Y[cos(X.Y)

olacak sekilde 0 <® <7 birim dual ®(X,Y )sayisi vardir. X ve Y arasindaki bu dual

saylya spacelike dual vektorler arasindaki Lorentzian spacelike dual a¢i denir.

iii) X,Y eID; spacelike vektorler ve bu vektorlerin gerdigi duzlem timelike olsun. Bu

durumda
O =XV
esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi igin

(X.Y) =[x][lY[cosh @ (x.Y)

olacak sekilde bir tek pozitif birim dual CD(X,Y)say|S| vardir. X ve Y arasindaki bu

dual sayiya spacelike dual vektorler arasindaki Lorentzian timelike dual aci denir.

iv) X e ID] spacelike Y € ID] pozitif timelike dual vektor olsun. Bu durumda
(X.Y)=[X[|¥sinh o (X.)

olacak sekilde bir tek negatif olmayan birim dual ®(X,Y) sayisi vardir. X ve Y

arasindaki bu dual sayiya spacelike ve timelike dual iki vektor arasindaki
Lorentzian timelike dual agi denir (Ratcliffe, 1994).
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Tanim 2.4.22: a:1->D} a(t)=a(t)+ea (t) dual egrisinin tedet vektori

T =t+e&t” olsun.

i) (T,T)>0 ise ¢ erisine uzaysi (spacelike) dual egri,

i) (T,T)<0 ise & egrisine zamans (timelike) dual egri,

iii) (T,T)=0 ise & egrisine 1siksi (lightlike veya null) dual edri denir
(O’neill, 1983).

Tanim 2.4.23: a:1— D} diferansiyellenebilir dual egrisinin Frenet 3-ayaklisi
{T,N,B}, dual egrilikleri x =k +ck; ve r=k,+&k, olsun.
i) & dual timelike birim hizli bir egri ise,

TAN=-B , NAB=T , BAT=-N (2.25)
olur. Bu durumda Frenet formulleri

T’ 0 ~ O||T
N'|l=lx 0 —z||N (2.26)
B’ 0 r 0|'B

ve Darboux vektori
W =7T - xB (2.27)

seklinde bulunur. Burada dual egrilikler

K=k +ek = |(T".T'),

det(T,T,T")
()

(2.28)

7=k, +¢ek, =

bagintisindan bulunur. (2.26) ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,



32

t'=kn
n"=kt-k)b
b’ =k,n

(2.29)
t" =k n+kn’
n" =k't—kn+kt —k,n’

*f * *
b” =k,n+k,n

olur. W Darboux vektoru ile B spacelike binormal birim dual vektoéri arasindaki

Lorentzian timelike dual agl ®=p+gp  ve W yonindeki birim dual vektor

C =c+ec” ile gosterilsin.

a) |x|>|z| ise W spacelike dual vektdr olur. Bu durumda egrilikler ve C vektord,

{’( =|W/cosha W= (2.30)

r=|W|sinh®

ve
C =sinh ®T —cosh ®B (2.31)

seklinde bulunur. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

¢ =sinh gt —coshb,
(2.32)

¢ =sinhgt™ —cosh gb™ + ¢ (cosh gt —sinh gb)
olur.

b) |« <|7| ise W timelike dual vektér olur. Bu durumda egrilikler ve C vektord,

{K:”\N”sinh@ W=V < (2.33)

7 =|W|cosh®

ve
C =cosh®dT —sinh ®B (2.34)

seklinde bulunur. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,
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¢ =cosh gt —sinhb,
¢ =coshgt” —sinhgh” + ¢ (sinh gt — cosh gb)

olur.
ii) & spacelike binormalli dual spacelike birim hizli bir egri ise,
TAN=-B , NAB=-T , BAT=N

olur. Bu durumda Frenet formdalleri

T’ 0 ~ O||T
N'l=lx 0 7| N
B’ 0 r 0||B

ve Darboux vektori
W =—-7T +xB

seklinde bulunur. (2.37) ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

t'=kn
n'=kt+k,b
b"=k,n

t”" =k/n+kn
n" =kt+kn+kt +kn’

*f * *
b” =k,n+k,n

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

olur. W Darboux vektorii ve B binormal birim vektoru spacelike vektorler ve bunlarin

gerdigi duzlem de spacelike oldugundan bu vektorler arasindaki

acl Lorentzian

spacelike dual acidir. Bu agl ®=¢p+ep ve W yonindeki birim dual vektor

C =c+e&c” olsun. Bu durumda egrilikler ve C vektord,

= ()
S V1 e
r=|W|sin®

(2.40)
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ve
C =-sin®T +cos®B (2.41)
seklinde bulunur. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

c =—sin ¢t + cosh,
. - _ (2.42)
C =-singt +cosgh — ¢ (cosgt+singh)

olur.
iii) & timelike binormalli dual spacelike birim hizli bir egri ise,
TAN=B , NAB=-T , BAT=-N (2.43)

olur. Bu durumda Frenet formdalleri

o|T

z|[N (2.44)
0| B

ve Darboux vektori
W =7T - xB (2.45)

seklinde bulunur. (2.44) ifadesi reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

t'=kn
N = —kt+k,b
b"=k,n
(2.46)
t" =k/n+kn
n" =—kt+kn-kt +k,n"

*f * *
b” =k,n+k,n

olur. W Darboux vektdori ve B timelike binormal birim dual vektorii arasindaki

Lorentzian timelike dual agl ®=p+gp  ve W yonindeki birim dual vektor

C=c+e&c olsun.
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a) || <|z| ise W spacelike dual vektor olur. Bu durumda egrilikler ve C vektord,

{K‘ZH\N”SinhCD ’ ”W” :\/2_2_7](2 (247)

7 =|W|cosh®

ve
C =cosh®dT —sinh ®B (2.48)

seklinde bulunur. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

¢ =cosh gt —sinhb,
(2.49)

¢’ =coshgt” —sinhgh™ + ¢ (sinh gt — cosh gb)
olur.

b) |«|>|7| ise W timelike dual vektor olur. Bu durumda egrilikler ve C vektérd,

{K=|IW|| coshd W[ == (2.50)

r=|W|sinh @

ve
C =sinh ®T —cosh ®B (2.51)

seklinde bulunur. Bu denklem reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

¢ =sinh gt —coshb,
(2.52)

¢ =sinhgt™ —cosh gb™ + ¢ (cosh gt —sinh gb)

olur.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. 1 Lorentz Uzayinda Spacelike — Timelike involiit — Evoliit Egriler

Tanim 3.1.1: a:1 — I® timelike bir egri ve g:1 — IL® egrisi « nin bir involiti
olsun. B egrisi spacelike binormalli spacelike egri veya timelike binormalli spacelike

bir egri olur. Bu durumdaki involit — evolit egrilere spacelike — timelike involit —

evolit egriler adi verilir.

Bu tanima goére « timelike egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{t.n,b} ve B spacelike edrisinin A(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,} alinirsa

(t,ty=-1 (v, v)=+1
(n,n)=+1 ve (V,,v,)=Fl=¢, (3.1)
(b,by=+1 (V;,V3)=Fl=¢,

olur.

Teorem 3.1.1 : g:1c IR — I® spacelike egrisi, o:1 < IR — I.® timelike egrisinin
bir involiitii olsun. « edrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayakhsi {t,n,b}, A
edrisinin B(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,} ise a(s) ve A(s) noktalari

arasindaki uzaklik

d(a(s).B(s))=[c—s|., c=sht, Vsel. (3.2)
ispat: # egrisi « nininvoliiti oldugundan

B(s)=a(s)+t(s), A€IR
yazilabilir. s ye gore tirev alinir ve her iki taraf t ile i¢ ¢carpilirsa,

*

Vl?jis =(1+4")t+Akn,

(1+4')=0,
A=c-5, c=sbt
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bulunur. 1ki nokta arasindaki uzaklik bagintisindan «(s) ile B(s) noktalari arasindaki

uzakhk

olur.

Teorem 3.1.2: g:1c IR — I® spacelike egrisi, :1 < IR — I.® timelike egrisinin
bir involutli olsun. « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, egrilikleri
k, ve K,, B egrisinin S(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,}, egriligi p

olmak Uzere;

K2 — k2
0’ :‘90(2_21) (33)
(c—s) ki

dir.

ispat: S spacelike egrisi o timelike egrisinin involiiti oldugundan
B(s)=a(s)+at(s), A=(c-s), a'=t (c=sht)

yazihir. ifadenin s ye gore tirevi alinir ve (2.9) bagintisi dikkate alinirsa
v, =n

olur. Bu ifadenin turevi alinir ve her iki tarafi kendisiyle i¢ carpilirsa,

2 _ 5o(k22 _klz)
(C_S)zklz

elde edilir.
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Teorem 3.2.2: :1 < IR — IL® spacelike egrisi, «: 1 c IR — I® timelike egrisinin bir
involltd olsun. & egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, egrilikleri k,
ve k,, £ egrisinin A(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v,}, burulmasi q ise

— k1k2’ _ k1’ kz
o]k, [k? - k3|

(3.4)

dir.

ispat: (2.2) denkleminin s ye gore tiirevleri alinirsa,
p'=ikn,
fr = Akit+( 2~k )= ki,

B = (~2KE 4 3AKK (A0 = 2K + 2K = AkkE |+ (22K K, + 2Kk, — 2kk; |b

olur. Buradan

B A" = 27K (—k,t +kpb), (3.5)
167~ 8 =1 [k - (3.6)
ve
det(4,4",57) = 2% Ik ~ Kk (37)
bulunur. q:det("g’ﬂ’:'f) ifadesinde (3.6) ve (3.7) denklemleri yerlerine yazilirsa
18~ A
kk, —k'k,

(c—s)k, (k7 k)

olarak bulunur.
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Teorem 3.2.3: S:1 < IR — IL® spacelike egrisi, «: 1 c IR — I timelike egrisinin bir

involitl ve « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, g egrisinin A(s)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v;} olsun. « egrisinin b binormal vektori ile w

Darboux vektori arasindaki Lorentzian timelike agi ¢ olmak (zere, {t,n,b} ile

{V;,V,,v,} arasinda;

1) w spacelike ise,

v, 0 1 0 t
Vv, |=|—cosheg O sinhg ||n|, (3.8)
V, —sinhgp 0 coshe|lb

i) w timelike ise,
v, 0 1 0 t
v, |=| sinhgp 0 —coshe ||n (3.9
V, —coshgp 0 sinhg || b

bagintilari vardir.

ispat: : (2.2) denkleminden

ﬂ!

= |/1k1|

ya
18]

_Akn
Yok

olur. v, = oldugundan

+n

bulunur. Pozitif yonlendirme secilerse
v, =n

olur. (3.5) esitliginin normu alinirsa

(3.10)
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|6~ = 2%l ]
= A%k ]

prp
|5~

bulunur. v, = oldugundan

(3.11)

3

olur. Bu vektor w vektoriniin spacelike veya timelike olmasina gore degisir.
i) w spacelike vektor ise (2.13) bagintisindan,

Vv, = —sinh gt + cosh gb (3.12)
olur. v, =v, Av; oldugundan

v, =—cosh ¢t +sinh gb (3.13)

bulunur. (3.10), (3.12) ve (3.13) denklemleri matris formunda ifade edilirse istenen
elde edilir.

i) w timelike vektor ise (2.15) bagintisindan,

Vv, = —cosh ¢t +sinh ¢b (3.14)
olur. v, =—(v;Av;) oldugundan

v, =Ssinh gt —cosh ¢b (3.15)

bulunur. (3.10), (3.14) ve (3.15) denklemleri matris formunda ifade edilirse istenen

olur.
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Teorem 3.2.4: :1 < IR — IL® spacelike egrisi, «: 1 c IR — I timelike egrisinin bir
involitl, « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, Darboux vektori w

ve B efrisinin S(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v,,v,,v;}, Darboux vektorii W

olsun. w ile w arasinda,

1) w spacelike ise;

W=|C_S|kl (—¢n—W), (316)
i) w timelike ise;
W (-p'n+w) (3.17)

B lc—sk,
bagintilari vardir (Bilici, 2009).

Teorem 3.2.5: f:1 < IR — IL® spacelike egrisi, «: 1 c IR — I® timelike egrisinin bir
involltl ve « edrisinin (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {t,n,b}, Darboux vektorii
yontindeki birim vektor ¢, £ egrisinin £(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {v;,v,,v,}

Darboux vektort yonundeki birim vektor T olsun. ¢ ile T arasinda,

1) w spacelike ise;

oo ¢ N ‘klz‘kzz‘ c
otk ot +ki -] (3.18)
i) w timelike ise;
, 2 12
== n+ 4] c (3.19)

¢’2 +k12 _kzz‘

¢’2 + kl2 _kzz‘

bagintilari vardir (Bilici, 2009).
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4. BULGULAR

4.1. 1D} Dual Lorentz Uzayinda Spacelike — Timelike Dual involiit -

Evolut Egriler

a:1 — ID? timelike birim dual bir egrive £:1 — ID] egrisi de & nin bir dual
involiiti olsun. Bu durumda # dual egrisi spacelike binormalli dual spacelike bir egri
veya timelike binormalli dual spacelike bir egri olur. Bu durumdaki dual involit —
evoliit egrilere dual spacelike — timelike involiit — evoliit egriler adi verilir. £ dual

egrisi @ nin dual involQtu ise,

B(s)=a(s)+A(s)T(s), ZAelR, (4.1)
@ dual egrisi £ nin involiti ise,

B(s)=a(s)+A(s)N(s)+a(s)B(s), A=A+el,ji=u+ei €lD .

Bu tanima gére & egrisinin o?(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T,N,B} ve S

egrisinin A3 (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {V,,V,,V,} alinirsa,

(T.T)=-1 (V,.V;)=+1
(N,N)=+1 ve (V,.V,)=F1 (4.2)
(B,By=+1 (V3 V;)=7F1

olur.

Teorem 4.1.1: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin

bir dual involitdu olsun. & dual egrisinin &(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi
{T,N,B} ve $ dual egrisinin A(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {V,,V,,V,}

olmak (izere, @(s) ve A(s) noktalari arasindaki dual uzaklik

d(B(s).a(s))=|ec.-s|-&c, G.c,=sbt, Vsel (4.3)

dir.
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ispat: £ (s)=c(s)+A(s)T(s) denkleminin sye gore tiirevi alinirsa

d'q.di:d_a_{_d_ﬂT_{_jd_T’
ds ds ds ds ds

*

vl-?jis=(1+/i')T + kN

olur. Bu ifadenin her iki taraf T ile i¢ carpihr ve gerekli islemler yapihrsa,
A=-1
bulunur. 1'= 4"+ &1 oldugundan
A=-1 ve 1"=0
olur. Bu durumda
A=c,—-s ve A =c, , c,C,=sht ve Vsel
dir. Buradan A dual sayisi
A=(c, —s)+ec, (4.4)

seklinde elde edilir. Diger taraftan iki nokta arasindaki uzaklik bagintisindan, &(s) ve

/(s) noktalari arasindaki dual uzaklik,

d(@(s).B(s))=|B(s)-a(s)|
- T(S)H

=‘(/”L+gl*)(t+gt*)u

=‘/”Lt+g(;t*t+/”tt*)u
</”Lt,/”t*t+/”tt*>

]

2 {t)+ 227 (1)
A

=|at|+

=[A|+e
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bulunur.

Teorem 4.1.2: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin

bir dual involltd olsun. & dual egrisinin &(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{T,N,B}, dual egrilikleri « ve 7 , £ dual egrisinin 3(s) dual noktasindaki Frenet 3-

ayaklisi {V,,V,,V,} ve dual egriligi P ise,

dir.

*

ds ~
olur. Norm tanimindan d—:/lzc ve
S

V,=N
bulunur. Bu ifadenin tirevi alinirsa

av, ds°_dN
ds* ds ds

ve (2.26) dan

(4.5)

(4.6)
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1
PV, = (xT ~8B)

olur. Her iki taraf kendisiyle i¢ carptlip gerekli islemler yapilirsa;
)
iy o

elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

*

4260 = F (k3 + 26k k; —k7 -2k k; )

(4% +22227) (K. +2ekk; )

) :L[(k; —kf)+g(2k2k;—2klkl*)]
2K +e(24%Kk + 24K])

(kZ—K2) _ (2Kk; — 2Kk ) A%k — (247K, K, +222°k] ) (k3 —k7)

=7 T
2 2k

(KZ-KZ)_ 2k2(k1k;‘—k1*k2)_2/1*(k§—kf)

-7 T
P 22K 2K

ve A=(c,—s), A =g, esitlikleri de dikkate alinirsa

(k2 -Kk)
(e _3)2 k

p’=7F

4.7)

*

pp =7 kz(klk;_kl*kz)_cz(kzz_klz)

(c,—s) 'k (c,—s) K

bulunur.
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Teorem 4.1.3: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin
bir dual involltd olsun. & dual egrisinin &(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{T,N,B}, dual egrilikleri « ve 7, B dual egrisinin 5(s) dual noktasindaki Frenet 3-

ayaklisi {V,,V,,V,} ve dual burulmasi Q ise,

~ (k7' - K’T)
x| )
dir.

ispat: (4.1) ifadesinin s ye gore tirevleri alinirsa,

,B' = AxN
S =T +(/il(' —K) N — dxzrB

,Bm = (321(1(' —2K* )T + (/ZKS + Akt =2+ /il(") N + (21(7 —2]Kk'r— /iKT') B

olur. B ile # vektorel carpilirsa,

B Ap =1k (—z’T +K'B) (4.9)
norm alinirsa,
= =n 2 ~
Hﬂ AJ H = It (k2 —72) (4.10)

ve determinant hesaplanirsa,
det(ﬁ',ﬁ",ﬁ”’) = 1%k (k7' - k1) (4.11)
bulunur.

cer(7.7.7)

(4.10) ve (4.11) bagintilari Q = >
P~

ifadesinde yerine yazilirsa,
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(k7' —K')
Al =]
elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

(k1+gk1*)(k2' +gk;')—(k1' +g|<;')(|<2 +ek;)
(k= K3 )+ & (2kk; - 2k,k;)

e = ‘/1+5/1*‘(k1+5k1*)

(1’ =Kk, )+ 2 (e’ =k + gk =k
) (12, + e[ a]k; )|k ~ k2

'k |k (klk;' KK ) Tk, (kl*kl' - kl*'kl)
= +e&
4]k [k =Kz | 4]k [k ~ k3|

ve A=(c,—s) dederi de dikkate alinirsa,

q= klkZ’ _ k1’ kz ’
o, =]k, [k —K3|

(4.12)
kl(klk;" KK )+ K, (kl*kl' —kl*'kl)
o, — 8|k k7 —k;|

*

q:

bulunur.

Teorem 4.1.4: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin
bir dual involitd olsun. & dual egrisinin &(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi
{T,N,B}, $ dual egrisinin A(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {V,,V,,V,} ile
verilsin. & egrisinin B binormal vektorl ile W Darboux vektori arasindaki Lorentzian

dual timelike agl @ = ¢+ ¢ olmak tizere {T,N, B} ile {V,,V,,V,} catilari arasinda,
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1) W spacelike ise,

\ 0 1 0 T

V, |=|—-cosh® 0 sinh® || N

\'A —sinh® 0 cosh® || B
i) W timelike ise,

\ 0 1 0 T

V, |=| sinh® 0 -—cosh®d ||N

\'A —cosh® O sinh® || B

bagintilari vardir.

ispat: B = AxN idi. Buradan norm alinirsa,

12]= \/22/8 (NN =A% = Ak

=1

olur. V, :H’% esitliginden,
d

V,=N

bulunur. Diger yandan (4.9) dan

|5 n 2] = 22" ]
ve V, =M
17~ F|
v, = —rT +xB

W

bulunur. Bu vektér W vektorinin spacelike veya timelike olmasina gore degisir.

i) W spacelike vektor ise (2.30) bagintisindan

V, =—=sinh®T +cosh ®B

esitliginde (4.9) ve (4.15) bagintilari yerine yazilirsa,

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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olur. V, =-V, AV, oldugundan
V, =—-cosh®dT +sinh ®B
bulunur. (4.6), (4.16) ve (4.17) bagintilari matris formunda yazilirsa,
\ 0 1 0 T
V, |=|—-coshd® O sinh® (| N
VS

—sinh® 0 cosh® || B

elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

bulunur.
i) W timelike vektor ise (2.33) bagintisindan

V, =—cosh ®T +sinh ®B
olur. V, =V, AV, denkleminden
V, =sinhdT —cosh ®B

bulunur. (4.6), (4.19) ve (4.20) bagintilari matris formunda yazilirsa,

\ 0 1 0 T
V, |=| sinh® 0 -—cosh®d || N
\'A —cosh® O sinh® || B

elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

A 0 1 0 t

v, |=| —cosheg 0 sinhg ||n]|,

|V; | | —sinhgp 0 coshe || b

v, ] o 0 0 ]t 0o 1 0
V, |=¢ | —sinhp 0 coshe || n|+|—coshp O sinhg
KA —coshp 0 sinhg ||b| | -sinhp 0 coshe

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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A 0 1 0 t
v, |=| sinhp 0 —cosheg | nj,
|V; | |—coshg O sinhg || b
(4.21)
v ] o o o [t o 1 o 7t
o |=¢"| coshp 0 —sinhg||n|+| silhp 0 -coshe |/ n’
v, —sinhp 0 coshg ||[b| |-coshp 0 sinhg ||b

bulunur.

Teorem 4.1.5: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin
bir dual involltd olsun. & dual egrisinin &(s) dual noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{T,N,B}, Darboux vektori W ve A dual egrisinin 5(s) dual noktasindaki Frenet 3-

ayaklisi {V,,V,,V,}, Darboux vektsrii W = w+zw olmak iizere;

i) W spacelike ise,

W:—CNDI——W (4.22)
25
i) W timelike ise,
W:M (4.23)
A

dir.

Ispat: i) 4 dual egrisi spacelike binormalli spacelike egri ise Darboux vektorii (2.38)

bagintisindan
W =—QV, +PV,

dir. Q,V,,P ve V, ifadeleri yerine (4.5), (4.6), (4.8) ve (4.16) deki esitlikleri yazilirsa

W_ 1 K‘T'—K"T

el -

N + ‘2'2 —Kz‘ (—sinh ®T +cosh ®B)

olur. Burada (2.30) bagintisindan
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— 1 kT — k't
g )
W —ON-W

2]

elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilir ve A=c,—s degeri de dikkate
alinirsa,

—p'n—-w

V_v: 9
e, — 3|k,

(4.24)

= —g'n-w ki (pn+w)
lc, — 5|k, lc, — 5|k}

bulunur.

i) A dual egrisi timelike binormalli spacelike egri ise Darboux vektorii (2.45) den
W =QV, - PV,

dir. Q,V,,P ve V, ifadeleri yerine (4.5), (4.6), (4.8) ve (4.19) daki esitlikleri yazilirsa

W—ﬁ{% N — ‘72 —KZ‘ (—cosh®T +sinh ®B)
K|\ |[K —T

olur. Burada (2.33) bagintisindan

— 1 | xf'—K'r
! W{—\\ W}
W —PN+W

4]

elde edilir. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilir ve A=c,—s degeri de dikkate

alinirsa,
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bulunur.

(4.25)

Teorem 4.1.6: B:1 — ID] dual spacelike egrisi, @:1 — ID? dual timelike egrisinin

bir dual involitii olsun. & dual egrisinin W yoniindeki birim vektér C ve A dual

egrisinin W yontindeki birim vektor C =c+&c olmak tizere;

1) W spacelike ise,

—®'N - ‘KZ —TZ‘C

C=
=+ 0]
i) W timelike ise,
_ —-®'N+ ‘KZ —TZ‘C
C= :

o]

ispat : W yonundeki birim dual vektor

=

C-=

=

dir.

i) C ifadesinde W vektorii yerine (4.22) deki esiti yazilirsa,

C- -®'N -W

o ro|
_ —O'N- ‘ Z—TZ‘C
C=

e 0]

(4.26)

(4.27)

(4.28)



bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

- —((p’+g(p*')(n+gn*)—1/‘kf —kzz‘(c+gc*)

C+eC =
K —kZ +97|

veya

E__¢h+ K —kslc

-k e?]

- __¢’n*+¢*'n+,/‘kf—k§‘c*

B k2~ +97]
elde edilir.

i) C ifadesinde W vektorii yerine (4.23) deki esiti yazilirsa,

E _ —O'N +W

PRy
_ —O'N+ ‘KZ -7 ‘C
C-=

K =7+ 07|
bulunur. Bu ifade reel ve dual bilesenlere ayrilirsa,

B _(¢’+g¢*’)(n+gn*)+ ‘kf —k§‘(c+gc*)

Ct+ec =
Ik —k3 + 97|

veya

(4.29)
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—pn+ k- K3e

c= :
k=K +¢”|
. —¢’n*—¢*'n+,/‘kf —kzz‘c*
CcC =
Wﬁ—@+¢ﬂ

(4.30)

elde edilir.
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5. TARTISMA

Bu calismada Bilici’ nin “Timelike veya Spacelike involiit — Evoliit Egri Ciftleri
Uzerine™ isimli doktora tezi esas alinarak 1D dual Lorentz uzayinda evoliti timelike

birim dual edri olan involut — evoliit egrilere dual spacelike — timelike involut evolit

egriler adi verildi.

Bu egrilerin  d(s) ve E(s) dual noktalari arasindaki dual uzaklik bulundu.
Dual Frenet catilari arasindaki bagintilar, evolut edrinin B binormal vektori ile W
Darboux vektorii arasindaki @ =@+¢€¢  Lorentzian timelike (spacelike) dual agisina

bagl olarak hesaplandi.

Ayrica egrilerin dual egrilikleri, Darboux vektorleri ve bu vektérler yoniindeki
birim dual vektorler arasindaki bagintilar bulundu.
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6. SONUC VE ONERILER

ID] dual Lorentz uzayinda evoliti spacelike binormalli spacelike dual

egri olan dual timelike — spacelike involut evolut egriler ve evolutl timelike
binormalli spacelike dual egri olan dual spacelike — spacelike involut evolit egriler

tanimlanabilir.

Bu egrilerin  G(s) ve ((s) noktalari arasindaki dual uzakhgi , Dual Frenet
catilar1 arasindaki bagintilar evolit egrinin B binormal vektérii ile W Darboux
vektorii arasindaki @ = @+¢¢” Lorentzian timelike (spacelike) dual agisina bagh olarak

hesap edilebilir. Dual egrilikler ve burulmalar , Darboux vektorleri ve bu vektérler
yonindeki birim dual vektorler arasindaki bagintilar bulunabilir.

Benzer calismalar farkli uzaylarda da yapilabilir.
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