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MATRISLERIN GENELLESTIRILMIS TERSININ (INVERSININ)

CEBIRSEL OZELLIKLERI UZERINE

OZET

Bu tez bes bolim halinde diizenlenmistir. Birinci bdliimde c¢aligsmanin
amacindan bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci boliimde calismamizda gerekli
olacak temel tamim ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii boliimde genellestirilmis
inversler incelenmis ve bir algoritma verilerek Orneklerle desteklenmistir. Dordiincii
bolimde yansimali genellestirilmis invers kavrami verilmis ve yansimal
genellestirilmis inverslerin hesaplanmasinda rank formiilleri kullanilmistir. Ayrica iki
matrisin toplaminin ve ¢arpiminin yansimali genellestirilmis inverslerinin hesaplanmasi
yontemleri verilmigtir. Son boliimde ise Moore—Penrose tipi genellestirilmis inversler
ele alinmigtir. Bu boéliimde 6ncelikle Moore—Penrose inversin varligi ve bir takim
ozellikleri ortaya konulmustur. Ayrica matris ¢carpiminin Moore—Penrose inverslerinin

karakterizasyonu verilmistir.

Anahtar Soézciikler: Matris, Kare Matris, Singiiler Matris, Nonsingiiler Matris, Bir
Matrisin Ranki, Determinant, Bir Matrisin Inversi, Genellestirilmis invers, Yansimali
Genellestirilmis Invers, Moore—Penrose Tipi Genellestirilmis Invers, Iki Matrisin

Toplaminin ve Carpiminin Genellestirilmis Inversi.



ON ALGEBRIC PROPERTIES OF GENERALIZED INVERSE OF MATRICES

ABSTRACT

This thesis consist of five chapters. In the first chapter, it is given an introduction
and the aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this
thesis stated and proved. In the third chapter, generalized inverses are considered,
algorithm is given and improved with examples. In the fourth chapter, reflexive
generalized inverses are studied and some rank formulae are used to calculate the
reflexive generalized inverses. Also, it is given the methods of calculation of reflexive
generalized inverses of sum and product of two matrices. In the last chapter,
Moore—Penrose generalized inverses studied. The Moore—Penrose inverses are given in
the last chapter. Firstly the existance of Moore—Penrose invers and some properties of it
are obtained. Finally characterization of Moore—Penrose inverses of matrix product is

given.

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank of a
Matrix, Determinant, Inverse of a Matrix, Generalized Inverse, Reflexive Generalized
Inverse, Moore—Penrose Generalized Inverse, Generalized Inverse of Sum and Product

of Two Matrices.
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SIMGELER DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
: K kiimesi
: Kompleks sayilar kiimesi
: KK cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi
: C iizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi
: n X n tipindeki birim matris
: A matrisinin transpoz matrisi
: A matrisinin eslenik matrisi (es matrisi)
: A matrisinin eslenik transpoz matrisi (Hermitian matrisi)
: A matrisinin determinanti
: A matrisinin ek matrisi
: A matrisinin bir a;; elemaninin kofaktorii
: A matrisinin inversi
: A matrisinin rank1
: A marisinin null (sifir) uzay1
: A marisinin ranj (siitun) uzay1
: A matrisinin R(A) siitun (ranj) uzayinin yansiticisi (izdiigtimii)
: A matrisinin genellestirilmis inversi (i¢ inversi)
: A matrisinin dis inversi
: A matrisinin yansimali genellestirilmis inversi
: A matrisinin Moore—Penrose tipi genellestirilmis inversi
: Xp . X =1 sartim1 saglayan X matrisinin bir sol inversi

: X.Xg =1 sartin1 saglayan X matrisinin bir sag inversi



1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(1949a, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik caligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki
calismalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayni zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo Inversi
olarak adlandirdig, en kiigiik kareler teorisinde singiiler matrisli normal denklemlerin
coziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda kullanilan yeni bir
invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseuda invers, Moore ve
Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiinii saglamamaktadir. Bu nedenle
de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat gézlem denklemlerinin ranklari
tizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi durumunda en kiiciik kareler yonteminin
genel teorisinin ortaya konulmasinda oldukg¢a yararlhidir. Rao (1962), daha sonraki bir
caligmasinda, lineer denklemlerle ilgili problemlerinin ¢6ziimiinde yeterli olabilecek ve
Moore ve Penrose’ un vermis oldugu tanimdan g¢ok daha zayif bir tanim ortaya
koymustur. Boyle bir invers, bir genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis
ve bunun uygulamalari Rao(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun bir¢ok ¢alismasinda

yer almustir.

Genellestirilmis inversler iizerinde 1955’ lerden itibaren calisan baslica bilim
adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve
Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell
(1966) sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adli ders notlarinda g-inversi
kullanmistir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini tanimlamistir
ki bu invers bilinen g—inversten farklidir ve bazi uygulamalarda kullanilir. Chernoff
(1953), singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini goz oniline almistir ki bu
invers, bir g—invers olmamasina ragmen bazi tahmin problemlerinin incelenmesinde

yararlidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif tanimi saglayan g—invers tek



olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma olarak kabul edilir.1967 yilinda
bir yayminda Rao (1967), degisik amaglarla kullanilmak {tizere g—inverslerin bir
siniflandirmasint vermistir. Bu calismalar daha sonra genellestirilmis inverslerin yeni
bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (1968a, 1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969,
1970) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalari
Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi ¢alismada

ele alinmustir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin
cesitli uygulamalar1 Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 1971)

adli kitapta verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1: a. K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak iizere biitiin (i, j)

strali ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
fiA — K

fonksiyonu

@) — fG.) = a;

olarak tanimlansin. a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin olusturdugu

a11 a12 'TE aln
21 G2 - Con (2.1)
am1 Clmz amn

say1 tablosuna K cismi {izerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

all alz aew aln
a

A=|%1 G2 - Gon (2.2)
aml am2 amn

matrisi kisaca A = [aij]mxn seklinde gosterilir. Her (i,j), 1<i<m, 1<j<n

ikilisine karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i, j)—yinci bileseni denir.

b. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi {izerinden segilen biitiin A = [ai j]mxn

matrislerinin kiimesi K} ile gosterilir.
c. A= [al- j] ve B = [bl- j] m X n tipinde her hangi iki matris olmak tizere, her (i, j) i¢in

a;j=b;j, 1<i<mve 1<j<mn isebuiki matrise esit matrisler denir.



d A= [ai j] m X n tipinde bir matris olmak Uzere, her bir a;; eleman: sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e. A= [ai j] ve B = [bi j] m X n tipinde iki matris olmak {izere, A ve B matrislerinin

toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup
+: K7' X K7' — Kt

A+ B = asq + b21 5y + +b12 e Qop + bZn
Am1+bm1 Az bz o A+ bn

seklinde tanimlanir.

f. ¢ € K bir skaler olmak iizere cA € K7' matrisi (i,j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani

o KX K™ — K

cay; CAqp .. Caqp
(c,A) = cA=|C%1 €z - Clon
Cami CQpmy - CQmn

olur. O halde her A € KI' matrisi i¢in 0 € K olmak {izere, 04 = 0 € K}}* matrisi, m X n

tipinde sifir matristir.

g A= [ai j] €Ky ve B = [bi j] € K olmak iizere, A ve B matrislerinin ¢arpim

C = [c;j] € K seklinde bir matristir ve

2 KX KP — K7

(A,B) > AB=C

lai;]-[bij] = [cij] = [Zherabij], 1<i<m, 1<j<n

seklindedir, yani



(a11b11 + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =

(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)

olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin
stitun sayisi, ikinci ¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B matrislerinin

carpimi A. B veya AB ile gosterilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanmm 2.2: a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, IK cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999)

Tamm 2.3: a. Bir A = [al- j] . matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris denir.

mx

a11 alz “en aln
a

A=|%1 G2z - Gon (2.3)
am anz ann

kare matrisinde a44, @5, ..., aypelemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlari denir.

b.Bir 4 = [ai j]nxn kare matrisinin a1, @y, ..., Ann, kosegen elemanlar1 disindaki tim

clemanlart sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kidsegen matris denir ve

A = Kos{aq1, a3, ... , any} ile gosterilir.
c. Bir kdsegen matriste a;1, a5, ..., ann = K, k € K ise bu matrise skaler matris denir.

d. Kosegen iizerindeki elemanlar1 1 ve kosegen disindaki elemanlar1 0 olan n X n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 -« 0
I, =|: :
0o - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K}* matrisi i¢in, I,,A = Al,, = A olur.

e.Bir A= [ai j] matrisinden ayn1 numaralt satirlar ve siitunlar kendi aralarinda yer

mxn

degistirilerek elde edilen AT = [al- j]nxm matrisine A matrisinin transpozu (transpoze

matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler olmak iizere



(A+B)T =A" + BT ve (AB)T = BTAT
esitlikleri saglanir.
f. A bir reel kare matris olmak iizere AT = 4 ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagntis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tamm 2.4: a. {1,2, ... n} kiimesinin kendisi iizerine bir birebir ve 6rten bagintis1 veya es
deger olarak 1,2,...n sayilarinin yeniden bir siralanmasina {1,2, ...n} kiimesinin bir o

permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon

1 2 ..
U=(fl J2 ]r:l)

veya
o =j1'j2' "'ljn ) ji = G(l)

ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S,, de gelisigiizel
bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin g = jy, jo, ..., j, diisiiniildiiglinde o da ¢ift veya tek sayida
permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permiitasyon denir. o halde bir ¢ nin

isareti

_{ 1, eger o ciftise
Sgna = —1, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b.A = [al- /]nxn bir K cismi iizerinde taniml1 kare matris olsun.

all a12 L] aln
A — a21 azz a2n
Am1 Amz - Qmn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak iizere n

elemanin bir ¢carpimi diisiiniilsiin. Boyle bir carpim

aljl,azjz, ,anjn



seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler
1,2,...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S;, de bir ¢ = jy, j,, ..., j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,, deki
her permiitasyon yukaridaki sekilde bir carpim tanimlar. Boylece A matrisi bdyle n!

carpim kapsar.

A= [ai j]nxn kare matrisinin determinanti det(A) veya |A| seklinde gosterilir

ve yukaridaki her ¢arpani sgno ile carpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani
|Al = Xo(sgno)ayj,, azj,, -, anj,

veya

|A] = Yges,(5gN0) A16(1), A26(2)) -+ » Ang(n)

seklinde n mertebedendir.

A= [a- ] matrisinin determinanti asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
Ulnxn

c¢. 1 x 1 tipinde bir A matrisinin determinant1 kendisidir.
A = [a] ise, det(4) = |a| = a
olur.

d. 2 X 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlidir.

a;p Qg2
Y

a1 Qg2

A= [
a1 04z

] — det(4) = |

| = 1103 — Qg0
olur.

n > 2 icin bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme

islemi ve mindrleri ile igaretli mindrleri kullanilan bir a¢ilimla hesaplanir.

e. Bir A =|a;; matrisinin bir a;; elemaninin |M;;| seklinde tanimlanan minérii
Jlnxn ij ij 5

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci stitunun atilmasi ile olusan (n — 1) X (n — 1)

tipindeki kare matrisin determinantidir.



f.Bir A= [al- j] matrisinin bir a;; elemaninin mindri |Ml- j| olsun. A matrisinin bir

nxn

a;; elemaninin 4;; seklinde gosterilen kofaktorii (isaretli minorii veya es ¢arpam)
Ay = (D™ My
seklinde tanimlanir.

g. Bir A= [ai j]nxn matrisinin determinantt her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin

kendi kofaktorleriyle carpilip bu carpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i ve

j (l’_] = 112:3: ,n) lgln

det(4) = -1 A A = Ti=1 (=D ay | M| (2.4)
det(A) = Xi; axj-Arj = Ziar (D ay ;| My, | (2.5)
seklinde tanimlanir.

Her bir i i¢in, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i—yinci satir
elemanlarma gore acgilimi, her bir j icin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin
determinantinin j—yinci siitun elemanlarina gore a¢ilimi denir.

h. BirA = [ai j]nxn kare matrisi i¢in |A| = 0 ise A matrisine singiiler (tekil) matris,
|A] #0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris denir.

(Branson R., 1999)

Tamm 2.5: a. Bir4A = [ai j]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.
T

Ek(4) = [4;] = [4;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore

A11 A12 Aln ! A11 A21 Anl
Ek(A) = (421 Az 0 Aon| = Ao Az e A
Anl Anz Ann Aln A2n Ann

olur.

b. Bird = [aij]nxn matrisi i¢in A. B = B. A = [, olacak sekilde bir B = [bij]nxn
matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™! = B ile gosterilir.

(Hacisalihoglu H.H., 1977)



Teorem 2.1: Bir4 = [ai j]nxn matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpim bir skaler

matris olup

AEk(A) =Ek(A).A=14]|0 1 - 0] =A|l,
0 () 1

ile verilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

ispat: AEK(A) = [%21 %2z - Gan| |A1; Ap,
n1 QAnz - Aunl Ay, Agp

Al 0 -0

—10 |A| -0

0 0 4]

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde

[A1n Azr 0 Apq] [@1 Q12
Bk(4).4 = |42 Az o Az 1021 22
-Aln AZn Ann an1 Q2

1Al 0 - 0

—10 |A| e 0

[ 0 O A

oldugu goriiliir. O halde

o o

= |A|In

10
AEk(4) = Ek(4).A = 14]|0 1
0 0

—_

bulunur.

Teorem 2.2: Bir4A = |a;; nonsingiiler matrisinin inversi
Ulnxn

-1 _ i
A = L Ek )

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

(2.6)
Any
Anz
Ann
Ain
arn
Ann
(2.7)
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Ispat: (2.6) bagintisindan dolayr A.EK(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yam1 A~ ile
carpildiginda

(A"1A).Ek(A) = AY|A|l = Ek(4) = |A|[A"1] = Ek(A) = |A]A"!

olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |4| # 0 olup

-1 i
A a .Ek(4)
elde edilir.

Teorem 2.3: A = [ai j]nxn nonsingiiler bir matris ve B ve C c¢arpima uygun matrisler

olmak iizere AB = AC ise B = C olur. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~ ile ¢arpilmastyla
A7'AB = A71AC yani B = C elde edilir.

Teorem 2.4: a. Bir A = [al- j]nxn nonsingiiler matris olsun. A~! matrisi tektir.

b. A nonsingiiler matris ise A~ matrisi de nonsingiiler olup (A71)"1 = A dur.

c. A ve B carpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler olup

(AB)™1 = B71A™! dur.

d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (AT)™t = (4717 dir.

(Branson R., 1999)

Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsi. O

zaman AB = BA =1 ve AC = CA = I olur. Buradan
C=Cl=C(AB)=(CA)B=IB=B
elde edilir.

b. (A™1)~! matrisi A~ matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A matrisi de A~ matrisinin

inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
c. (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B 1A"1(AB) =B Y(A"'A)B=B"lIB=B"'B =1
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ve
(AB)B~1A 1 = A(BB"VDA 1= AIA "' = AA 1 =]

yazilabilir. Boylece B~A™! matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
d. (AT)™! matrisi AT matrisinin inversidir . Ayrica IT = I oldugundan

I=1"=(@A"D" =@AH'A@"

olur. Bu durum, (A™1)T matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu gosterir.

Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (A7)~ = (471)7 elde edilir.
Tanim 2.6: a. Bir A = [aij]nxn matrisi i¢in A2 = A ise, A matrisine idempotent

matris denir.

b. C kompleks sayilar cismi {izerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.
—\T
c. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisi i¢in (A ) = A ise A matrisine
—\T
hermitian matris denir ve 4™ = (A ) ile gosterilir.
d. Bir A matrisi i¢in AA™ = A*A ise A matrisine normal matris denir.

e A = [aij]nxnnonsingiiler bir matris olmak iizere, A~ = A* (veya AA* = A*A =)

ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

f.A = [ai-] bir matris olmak iizere, A1 = AT ise A matrisine ortogonal (dik)
Jnxn

matris denir.

g.A = [al- j]nxn reel simetrik bir matris olmak {izere, sifirdan farkli her xe R vektori

icin xTAx > 0 (xTAx >0) ise, A matrisine Pozitif Tammh (Pozitif Yar1 Taniml)

Matris denir.
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h. A, n X n tipinde bir kare matris olsun. (A — Al)x = 0 esitligini saglayan A skalerine
A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin bir 6zvektorii

denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.5: A ve B uygun matrisler olmak iizere
a.(4) =@,

b. (4")* = A.

c.(A+B)"=A"+B".

d. (AB)" = B*A".

esitlikleri saglanir. (Branson R., 1999)

Ispat:a. A = [ai j] m X n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde
A=[ag] ve @ = [g]

olur. Diger taraftan

AT = [az] ve (A7) = [a]

oldugundan

@n = (@)’

oldugu gortiliir.

—\T
b.A*=(A) oldugundan

T
A" = ((Z)T> = (AT)T = A

elde edilir.

c. Hermitian matris tanimina gore

(A+B)'=(A+B) =([+B) =(4) +(B) =4"+5"
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elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore
(AB)* = (4B) = (4B) = (B) (4) =B"A"
yazilabilir.

Teorem 2.6: Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yar1 tanimli) olmasi
icin gerek ve yeter sart, tim Ozdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin) pozitif

olmasidir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: A matrisi pozitif taniml1 olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip
olsun. Bu takdirde bu x vektorii igin Ax = Ax ve (Ax,x) > 0 bagintilar1 vardir. O
halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x,x) olur. x bir 6zvektér oldugundan, sifirdan
farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine

sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii i¢in
Ax = Ax ve (Ax,x) >0

bagntilart vardir. O halde

0 < (Ax,x) = (Ax, x) = A{x, x)

olur. x bir d6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A = 0 olmalidir.

Tim (sifirdan farkl) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif

taniml1 (pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester, P., 1969)

Tamm 2.7: a. x4, X, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. }}7-; a;x; = 0 esitligi ancak
a,, a,, ..., a, skalerlerinin timii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu durumda
X1, X5, ... Xp vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani, a4,a,,...,a,
skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere ). ; a;x; = 0 esitligi saglaniyorsa

bu durumda x4, x5, ... x,, vektorlerine lineer bagimhdir denir.
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b. A matrisi m X n tipinde bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A, Ay, . Ay, le,  ve  satir vektorlerini Ay, Ag., ... , A 1le gOsterelim.
Ai, , 1=1,2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiikk lineer bagimsiz
vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, A, i J=12,..,n
vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman

sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.7: Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankini degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektérlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlart arasindaki lineer bagimsizligi

degistirmez , Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.8: AX =0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayni ise, o0 zaman A

ve B n X n tipindeki matrislerin siitun ranklar1 aynidir. (Branson R., 1999)

Ispat: AX = 0 sistemi

x1A1 + x2A2 + -+ ann =0 (28)
olarak yazlabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [x1, Xy, ..., X,]7
olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi

x131 + szz + -+ leBTl =0 (29)

olarak yazilabilir.

A matrisinin silitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A
matrisinin siitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiikk kabul edilsin. Boylece
a > b olur. Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger degilse,
A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise Teorem 2.7’ ye
benzer sekilde A matrisinin siitun rankini degistirmez.) Ancak a > b kabul edildiginden
B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimlidir. Boylece, hepsi sifir olmayan &yle

dy,dsy, ..., d, vardir ki

d1B1 + d2B2 + o+ daBa S 0
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olur. Buradan

diB; +d,B, +--+d,B, +0Byy1 +-+0B, =0

ve (2.9) sisteminin ¢oziimii olarak

x1=dy Xp=dy .. Xg=dg Xg41 =Xgp2 =" =%, =0
bulunur. Bu ayn1 degerler (2.8) sisteminin de ¢oziimii olarak verildiginden
diA +dAy + -+ d A, =0

dir. Burada, belirtildigi gibi, d4,d,, ..., d, sabitlerinin timi sifir degildir. Ancak bu

Ay, Ay, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eligkidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir calisma, B
matrisinin siitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini

gosterir. Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.9: Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini degistirmez.

(Branson R., 1999)

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun. Bu
durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri aynidir.

Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar1 aynidir.

Teorem 2.10: Herhangi bir A matrisi i¢in satir rank: silitun rankina esittir. (Branson R.,

1999)

Ispat: m X n tipindeki bir A matrisinin satir rankinin r ve siitun rankinin ise c¢ oldugu
kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar1 ilk r satir1 lineer
bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde yeniden
diizenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin satir ve
stitun ranklarini degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlar1 sirasiyla A4, 4,, ... , 4, ile

gosterilsin ve C ve D matrisleri

Al Ar+1
C = AZ ve D = Ar+2
Ay Am
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olarak tanimlansin. O zaman A matrisi [g] bloklanmis matrisidir. Ayrica D matrisinin

her bir satir1 € matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, 6yle bir T matrisi

vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger
A‘l"+1 = d1A1 + dzAz + -+ dTA‘I"

ise 0 zaman [dq,d,, ..., d,] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir n

boyutlu x vektorii i¢in

Ax = Cx] Cx ]

~ Ipxd T lrex

yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise Ax = 0 olur ve Teorem 2.8” den
dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki c¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlar1 r boyutlu

vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani
C<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacag goriiliir. Ancak, AT matrisinin
siitunlart A matrisinin satirlart oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagintilarindan r = ¢ oldugu goriiliir.

Tamm 2.8 Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir. (Branson R., 1999)
Teorem 2.11: A bir matris olmak iizere r(A4) = r(AT) dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 A7

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.10° dan istenilen sonug elde edilir.
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Tanmm 2.9: n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(4) = n ise A matrisine
Nonsingiiler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, 7(A) < n ise A
matrisine Singiiler (Tekil) Matris denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanim 2.10: a. A € K}', m X n tipinde bir matris olsun.

N(A) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzay: denir.
b. A € KI', m X n tipinde bir matris olsun.

R(A) = {y:Ax = y}

seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin ranj (siitun) uzayir denir. (Hacisalihoglu

H.H., 1977)

Teorem 2.12: Eger A, r ranklt m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingililer P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak tizere
a. m=n=1r= PAQ = 1.

b. m =r <n = PAQ = [I,0].

c.m>r,n>r=>PAQ=[é ﬁ. 2.12)

Ispat: Lancaster, P., (1969)

Teorem 2.13: Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpimmin rankit A ve B

matrislerinin rankini gegemez. Yani
r(AB) < min {r(4), r(B)} (2.13)
dir. (Lancaster, P., 1969)

Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarmin bir lineer kombinasyonu
oldugundan AB matrisinin siitun uzayr A matrisinin siitun uzayimin alt kiimesi olur.
Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) < r(B) esitsizligi de
saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.
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3. GENELLESTIRILMIS INVERSLERIN INCELENMESI

3.1 Giris

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahipse A matrisinin nonsingiiler ve kare

matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla

AX =B (3.1)
lineer denklem sisteminin var olan tek ¢6ziimii X = A~1B seklindedir. Ayrica

AAT = ATA =

sartim saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~! matrisi vardir. Bununla
birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A matrisinin kare matris
fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda A~! matrisinin
Ozelliklerini de igeren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adin1 alan yeni bir

kavram sayesinde (3.1) sisteminin bir ¢dziimii olabilir.

Cyt, kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € C)' matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A* veya

At ile gosterilir.

(i) AGA = A,
(i) GAG = G,

(i) (AG)* = AG,

(iv) (GA) = GA. (3.2)

Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa bu G matrisine A matrisinin bir

genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya AW ile gosterilir. Sadece (ii) sartin1
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saglayan G matrisine A matrisinin bir dig inversi denir ve A® ile gosterilir. Hem (i)
hem de (ii) sartim1 saglayan G matrisine ise A matrisinin bir yansimali genellestirilmis

inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.

3.2 Bir Matrisin Genellestirilmis Inversi I¢in Bir Algoritma

Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartini saglayan, yani
AGA = A (3.3)
olacak sekildeki G matrisine A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi) denir.

Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.

Algoritma 3.1: A = [al- j] r rankli herhangi bir matris olsun.

mxn

1. Adim: r rankli1 A matrisinde, M ile gosterilen r X r tipinde nonsingiiler her hangi bir
alt matrisi segilir.

2. Adim: M alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.
3. Adim: A matrisinde M alt matrisinin her bir elemanmna karsilik gelen yere (M~1)7T
matrisinin elemanlar1 yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A
matrisinin bir g-inversidir.

Ornek 3.1: Algoritma 3.1 3 x 3 tipindeki

1 2 1
A=|1 4 3
3 4 1

matrisine uygulansin. A matrisi singiiler matristir. Bu yiizden tam rankli degildir. A
matrisinin ranki 2 dir.

1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler

M=li &
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alt matrisi secilsin.

2.Admm: [M| = 4-2 = 2 # 0 oldugundan M~ mevcut olup

-1 _ 1 _ 4 =21_ [ 2 —1]
M~ = L EK(M) = 1/2. [_1 ) ] =112 172
elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

oy 2 —1/2
(M 1)T_[—1 1/2

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (M~1)T matrisi A matrisinde elemanlart M alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlar sifir
alinir. Boylece

2 -1/2 0
[—1 1/2 0]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak

2 -1 0
G=|-1/2 1/2 0
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten
1 2 1 2 -1 0 1 0 O
AG =11 4 3].[—1/2 1/2 O] = [0 1 0]
3 4 1 0 0 O 4 -1 0
olup

AGA =

1 0 01 2 1 1 2 1
0 1 O0].|1 4 3[=]1 4 3

4 -1 0113 4 1 3 4 1

oldugu goriiliir.

Verilen A matrisinin bagka bir M alt matrisini segerek, secilen bu yeni M alt
matrisine Algoritma 3.1 uygulansin.

1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan M matrisi

M=l
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seklinde secilsin.

2. Adim: |M| =6 — 4 =2 # 0 oldugundan

1 _ 3 —11_[3/2 —1/2
Mt = Bk (M) 1/2.[__4 ) ] [_2 - ]
bulunur. Boylece

e [3/2 =2
M= =]"1 ) 1]

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda

0 3/2 -2
0o -1/2 1
0 0 0
olur.

5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda

0 0 0
G = [3/2 -1/2 0]
-2 1 0

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gergekten

1 2 1[0 0 0] [1L 0 0O
AG=|1 4 3|.[3/2 =1/2 o|l=|0 1 o0
34 112 1 o 4 -1 0
ve
1 0 O]l 2 1] [1 2 1
AGA=10 1 of.|1 4 3[=[1 4 3|=4
4 -1 0oll3 4 11 [3 24 1

oldugu goriiliir.

Sonug¢ 3.1: Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g—inversinin tek olmadigini gosterir. Bu
nedenle bir matrisin taniml1 birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 3.2: Algoritma 3.1 4 X 4 tipindeki

1 3 4 2
3 21 s
B=17 7 6 12
9 13 14 16

matrisine uygulansin. B matrisi singiiler bir matris olup, ranki 2 dir.
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1. Adim: M matrisi
_[3 2

M= [7 7

seklinde secilsin.

2. Addim: [M| =21—-14 =7 # 0 olup

M1 = Wll.Ek(M) =1/7 [_; _52,] = [_11 _32/77

\(

-1

_ 1
(M 1)T:[—2/7 3/7

bulunur.
3. ve 4. Adimlar: Bu durumda
0 0
1 -1

—2/7 3/7

0 0
0 0
0 0
0 0 0 0

elde edilir.

5. Adim: Bulunan bu matrisin transpozu alinarak elde edilen

0 1 -2/7 0
clo -1 3/7 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 3 4 2900 1 =2/7 0] [0 =2 1 0
se—13 2 1 s|fo -1 37 of_lo 1 0 0
7 7 6 12110 0 0 0 0 0 1 0
9 13 14 16l lp 0 o ol lo =4 3 o
olup
0 -2 1 0771 3 4 21 (1 3 4 2
o 1 00llz 21 sl Iz 2 1 s|_
BGB=1y ¢ 1 0H7 7 6 12|77 7 6 12[7B
0 —4 3 ollo 13 12 16l lo 13 124 16

oldugu goriiliir. B matrisinden 2 rankli diger M alt matrisleri segilerek baska g—inversler
de bulunabilir.
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Ornek 3.3: 4 x 4 tipindeki

WaAaAN =
_ oW N
N OB W
B R N

matrisi alindiginda r(C) = 3 tiir. Simdi Algoritma 3.1 bu € matrisine uygulansin.
1. Adim: Bu durumda M matrisi
1 2 3
M=|2 3 4
6 6 9
olarak secilebilir.
2. Adim:

M| = 1. (=D)L Ay, + 2. (=12 41, + 3. (=1)43. 4,5
13 4,2 4 2 3| e
_|6 9| 2|6 9|+3|6 |=3+12-18=-3=%0

Ve

Cy |3 4 _yez[2 4] _qyssf2 3
D™ of CD g of DT
12+ |2 3| _qyz+2 |1 3] _qy2+3|l 2
Bk = | (D22 0 o2l 0 ol 2
L |2 3 qyeez|l 3] (_qyms|l 2
GO ) GOy 4l GD7 G g
T
3 —(=6) -6 3 0 -1
=l o -9 —(-6 =[6 -9 2]
-1 —(=2) -1 -6 6 -1
olup
3 0 -1 -1 0 1/3
M‘1=|71|.Ek(M)=1/—3[ 6 —9 2]=[—2 3 —2/3]
6 6 -1 2 -2 1/3

ve
~1 -2 2
(M‘l)Tz[ 0 3 —2]
1/3 -2/3 1/3

bulunur.
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3. ve 4. Adimlar: Bu durumda

-1 -2 2 0

0 3 -2 0

1/3 -2/3 1/3 0

0 0 0 0

olur.

5. Adim: Buradan

-1 0 1/3 0

G = -2 3 =-2/3 0

2 =2 1/3 0

0 0 0 0

bulunur. Bulunan bu G matrisi C matrisinin bir g—inversidir. Ger¢ekten

1 2 3 21[-1 O 1/3 o0 1 0 0 0
cc=12 3 4 1| [-2 3 =2/3 of_|0 1 00
6 6 9 7|l 2 =2 1/3 0 0O 0 1 0
31 2 410 o o of -1 -1 1 0
A\~
1 0 0 0111 2 3 2 1 2 3 2
_l0 1 0 o0olf2 3 4 1|_2 3 4 1|_
CGC=fy o0 1 0ll6 6 9 7176 6 9 7|/=¢€
-1 -1 1 odl3 1 2 4 3 1 2 4

oldugu gortiliir.
Ornek 3.4: 3 x 4 tipindeki

2 4 5
1 2 —1]
3

1 2

1
3
4

D =

dikdortgen matrisi alinsin. D matrisinin ranki 3 tiir. Algoritma 3.1 D matrisine
uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi
1 2 4

M=|3 1 2
4 3 1

olarak segilebilir.

2. Adim:



25

IM] = 1. (= 1)+, ;

Ve

[(—1)1+1 1 2 _1yi+2 |3 2 3|3 1 1
I( D 3 1 =1 4 1 =D 4 3 I
ez |2 4 pyzez |l 4 _qpyess|l 2
Bk = | (D22 Y ozl § el |
Ly 2 4 pysez|l 4 _qyees L 2]
-5 5 51 [-5 10 0
=[10 —15 5] =[5 —-15 10
0 10 -5 5 =5
olup
) -5 10 0 -1/5 2/5
M‘1=M.Ek(M)=1/25. 5 —-15 10 1/5 -3/5
5 5 =5 1/5 1/5
ve buradan da
-1/5 1/5 1/5
(M‘l)Tz[Z/S -3/5 1/5]
0 2/5 —-1/5
elde edilir.
3. ve 4. Adimlar: Bu durumda
-1/5 1/5 1/5 0
[2/5 -3/5 1/5 0]
0 2/5 -1/5 0
bulunur.
5. Adim: Bu sekilde elde edilen
-1/5 2/5 0
_|1/5 -=-3/5 2/5
1/5 1/5 -1/5
0 0 0
matrisi D matrisinin bir g—inversidir. Gergekten
1 2 4 —1/5 2/5 0 1 0 0
_ 1/5 -3/5 2/5|_
DG=13 1 2 1/c 1/s 151 = 0 1 0
4 3 1 / / _({ 0 0 1

r2 ol A +acome]d

s |
-1/5

1 _
3l =25
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Ve

DGD =

1 0 0111
010].[3

2 4 5 1
1 2 -1{=]3
0 0 1114 3 1

2 4

W k=N

oldugu gortiliir.

Ornek 3.5: 3 X 4 tipindeki

2 1 3 5
E=14 3 1 3
10 6 10 18

dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi aciktir. Algoritma 3.1 E
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi

2 1
M=[, 5
olarak segcilebilir.
2. Adim: |[M| = 6- 4 = 2 # 0 olup

1_ 1 _ 3 -11_[3/2 -1/2
M~ = Bk (M) 1/2.[_4 2] [_2 - ]
ve dolayisiyla

e [3/2 =2
M= =]"1 ) 1]

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

3/2 =2 0 0
[— 1/2 1 0 0]
0 0 0 O
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

3/2 —1/2 0
c—|-2 1 0
0 0 0
0 0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten



2 1 3 5732
EG=|4 3 1 3|2
10 6 10 18l |9
0

Ve
10 02 1 3
EGE=|o 1 o|l.|4 3 1

3 1 01110 6 10
oldugu goriiliir.

Ornek 3.6: 4 x 3 tipindeki

=
I
W R N
NGB N W
_ =N
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~1/2 0] 4 o o

1 0:[0 1 0]

0 Of [3 1 o

0 0

5 2 1 3 5
3]=[4 3 1 3|=E
18] l10 6 10 18

matrisi verilmis olsun. F matrisinin ranki 3 tiir. Algoritma 3.1 F matrisine uygulansin.

1. Adim: M matrisi

1 2 1
M=|3 4 3
5 2 1

olarak alinsin.
_ 141 |4
2. Adim: [M| = 1.(-1) .|2

\~

[ it M I D A I CE Dt |
a1 |2 1 g2z |l 1 _nees |1 2f]
Bk = | (D22 1 ol )] el |
Csst 2 1 sl 1] _qyses |l 2]

l( D7, 5l G5 5l G5

SRS
B

olup

M-t = M Ek(M) = 1/8.

ve dolayisiyla

3 _qyi+2 |3
1|+2.( nr2 |2

{ERNCEVRN

5 ;|:8

2
0
-2

0 2 -1/4 0 1/4
—4 0 ] = [ 3/2 -1/2 0 ]
g —21 l-774 1 -1/a



—1/4 3/2 -7/4
MH'= 0o -1/2 1
1/4 0 -—1/4

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda

0 0 0
-1/4 3/2 -=-7/4
0 -1/2 1
1/4 0 -1/4

bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

0 3/2 -1/2 0

0 —-1/4 0 1/4
G =
[0 ~7/4 1 —1/4]
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matrisi F matrisinin bir g-inversidir. Gergekten

=Y 2 1|0 3/2 -1,2
3.4 31|y _7/4 1
5 2 1
olup
0 —33/4 11/2 —5/4
_ 1o 1 0 0
FGF =1, 0 1 0
0 0 0 1

oldugu goriiliir.

1/4

0

~1/4

NS DN W

_wW RN

]:0

0

0
0

GIWw =N

-33/4 11/2 -5/4

N DN W

1 0 0
0 1 0
0 0 1
7

1:F

3

1

Algoritma 3.1 ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in asagidaki sekilde

uyarlanabilir.

Algoritma 3.2:

1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 M olarak segilir.

2. Adim: Segilen bu elemanin inversi bulunur.

3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.
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5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bulunan bu sonug¢ A matrisinin bir g—
inversidir.

Ornek 3.7:
_[3 2
H=lg §
matrisi verilmis olsun. H matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 3.2 H matrisine uygulansin.

1. Adim: M = [3] alinsin.

2. Adim: M~! = [1/3] olur.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda [163 8] olacaktir.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [163 8] matrisi H matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten

v ALE -1
ve

I W

s : .0 0 0 1/6 0 O . .
olur. H matrisinin diger g—inversleri [1 /2 0] , [ 0 0 ] , [0 1/ 4_] seklindedir.

Ornek 3.8:
12 4 8
K= 1 2 4]

olarak alinsin. K matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 3.2 K matrisine uygulansin.
1. Adim: M = [4] alinsin.

2. Adim: M~! = [1/4] olur.

. 0 1/4 0
3. ve 4. Adimlar: Buradan [ 0 0 0] olacaktir.
0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [1/4 0| matrisi K matrisinin bir g—inversidir.
0 0

Gergekten
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0 O
w23 e of <L), ¢

Ve

Il
=

KGk = [1/2 0“2 g ?L [i [zL 2]

olur.
Ornek 3.9: 3 X 4 tipindeki
2 4 6 8
L=14 8 12 16
5 10 15 20

matrisi alinsin. L dikddrtgen matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 3.2 L matrisine
uygulansin.

1. Adim: M = [16] segilsin.

2. Adim: M~! = [1/16] olur.

0 0 O 0
3. ve 4. Adimlar: Buradan [0 0 0 1/ 16] elde edilir.
0 0 O 0
0 O 0
. . 0 0 0 .. C . .
5. Adim: Bu sckilde elde edilen G = 0 0 0 matrisi L matrisinin bir
0 1/16 0
g—inversidir. Gergekten
2 4 6 8 8 8 8 0 1/2 0
LG=|4 8 12 16 0 0 ol = 0 1 0
ve
O 1/2 0 8 2 4 6 8
LGL = 12 16|=14 8 12 16(=L
O 5/4 0 5 10 15 20 5 10 15 20

olur. L matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonu¢ 3.2: Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g—inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tim
elemanlarim sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi
bulunur. Eger A matrisi
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A1 Q12 Qan
A=|%1 Q2 = dop
Am1 Amz " Amn

seklinde 1 rankl1 bir matris ise, A matrisinin

[(a;1)™" 0 0]
l-ncisi; 0o 0 O
0 0 0l
0 0 0]
2ncisi; (@)™ 0 0
0 0 0
0 0 0
(m.n)—ncisi; 0 0 0
0 0 (@mn) ™

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.
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4. YANSIMALI GENELLESTIRILMIS INVERSLERIN iINCELENMESI

4.1. Yansimal Genellestirilmis Invers Hesabinda Rank Formiillerinin

Kullanilmasi

AyA ve AA, matrislerinin sirastyla R(A,y) ve R(A) iizerinde izdisliimler oldugu

ve A:E —> F ve Aj, A matrisinin bir yansimal1 g—inversi olmak tizere
E = R(4p) ©N(4),

F

R(A) © NV (Ao),

R(ApA) = R(Ao),

N(4p4) = N (A,

R(A4y) = R(A4),

N(A4p) = N(Ap)

oldugu bilinmektdir.

Iki matrisin toplaminin g—inversini bulmak i¢in asagidaki lemmalar kullanilir.

Lemma 4.1: A ve B m X n tipinde iki matris olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

denktir.
a.7(A+ B) = r(4) + r(B),
b. R(A) NnR(B) = {0},
R(AY) N R(BY) = {0},

Ispat: r(A+ B) =7(4) +r(B) esitligi saglansm. r(4A) =r, 7r(B)=s olarak

verilsin. A =XY ve B = UV, AveB matrislerinin rank parcalanislari olsun.
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X = [x1,Xy, ., %], U =[uy,uy,..,ug] alinsin. Bu durumda {x4,Xy,..,X,} Ve

{uq,uy, ..., ug} srastyla R(A) ve R(B) uzaylarinin bazlari olacaktir. O halde
A+ B =[xul[] 4.1)
yazilabilir. Dolayisiyla

r(A+B) <r([X,U]) <r+s=r(A)+r(B) =rX) +r{U)

elde edilir. Ote yandan

r(A+B) =r(A) +r(B)

iken

rIX,Ul=r(X)+r(U)=r + s

elde edilir. Bu sebeple x4, X5, ..., X;, Uy, Uy, ..., Ug vektorler kiimesi lineer bagimsizdir.
v € R(A) N R(B) olsun. Bu takdirde

V=0yXy + 0y + o + X, = Bug +Bup + o + B.ug

olacak sekilde oy, ay, ..., 0, B, B,, ..., B, vardir. Buradan

0= oyx; o+ ..+ X, + (—Bl)lh + (—Bz)uz + ot (B

yazilabilir. x4,Xj, ..., X, U, Uy, ..., Us vektorler kiimesi lineer bagimsiz oldugundan

elde edilir ve bu sebeple v=0 olur. Ote yandan
rAND) +r(BT) =r(A) +r(B)=r(A+B) =r[(A+ B)"] =r@AT + BT)

yazilabilir. Bu durumda onceki sonu¢ uygulandiginda R(AY) N R(B') = {0} elde

edilir.

Tersine olarak (b) sartinin saglandig1 varsayism. A = XY, B = UV, AveB

matrislerinin rank pargalanislart oldugundan

R(A) = R(X) ve R(B)=R(U)
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elde edilir. Bu takdirde

RX)NRWU) = {0} ve R(Y)NnR(V) = {0}

olur. Dolayistyla (4.1) bagintis1 A + B matrisinin bir rank pargalanisi olup
r(A + B) =r[X,U] =r[X] +r[U] =r(4) + r(B)

oldugu goriiliir.

Hatirlatma 4.1: A ve B matrisleri Lemma 4.1°deki gibi olsun. Eger
r(A+B) =r(A) +r(B)

ise (4.1) bagintis1t A + B matrisinin rank parcalanisidir.

Lemma 4.2: r(A+ B) =1r(A) +r(B) olan m X n tipinde iki matris verilsin. Bu
takdirde

a. PAQ = (16 8), PBQ = (8 }9) olacak sekilde nonsingiiler iki P ve Q

matrisi vardir.
b. A + B matrisinin her bir g-inversi hem A matrisinin, hem de B matrisinin bir
g—inversidir.

I
0

rank parcalanisi B = UV seklinde verilsin. Ayrica B matrisi U; ve V; sirasiyla 7 X s

Ispat: a. Genellemeyi bozmaksizin A = ( 8) oldugu kabul edilsin. B matrisinin

ve s X r tipinde matrisler olmak {izere

B = [ZZ] VRA 4.2)

formunda yazilsin.

i) Once r(U,) =s=r(V,) oldugu ispatlanacaktir. Eger 7(U,) <s ise,
U,X = 0 olacak sekilde, X € C}, X # 0 vardir. O halde B = UV oldugundan

U, X

0(m—r)><1

(BVR)X = [gﬂ X = [Zﬁ] = [ ] € R(B) 4.3)

Ve
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w5 0)() = (0) = [ogurry ¥ e 20

elde edilir. Burada X matrisi, X.Xy; = [ sartin1 saglayan X matrisinin bir sag inversi

olarak adlandirilir. Bu nedenle

O¢m- r)xl] [O(m —r)x1 ]UlX € R(4) (4.4)

olur. (4.3) ve (4.4) bagintilarindan

] (R(A) A R(B))

O(m r)x1
yazilabilir. (A + B) = r(A) + r(B) oldugundan Lemma 4.1’ i kullanarak

U, X ]:0

O(m—r)xl
elde edilir ki bu da UX = 0 anlamina gelir.

U matrisi tam rankli oldugundan X = 0 elde edilir ki bu hipotezle ¢elisir. O
halde r(U,) = s olup U; = MU, olacak sekilde bir M matrisi vardir.

ii) B = UV oldugundan V = U] B ve dolayisiyla BY(U;)t = V* elde edilir.
Burada X; matrisi X;.X =1 sartin1 saglayan X matrisinin bir sol inversi olarak

adlandirilir.

Ayni metot ile Onceki ispat ve Lemma 4.1’in 2. sonucundan yararlanarak

r(V,) = s oldugu gosterilebilir.
V, =V,N olsun. U; ve V; degerlerini (4.2) bagintisinda yerine yazarak

MU MU,V,N MU,V.
B = [ 2] VN V.1 = 2V2 2 2]
NV =gy o,

elde edilir.

0 0) T olacak sekilde iki matris olsun. Bu takdirde

S ve T matrisler1t B =S (O v
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(511 512)(0 0)(T11 T12):<0 512Y)<T11 T12>
Sa1 S22/ \0 Y/ \Ty1 Ty 0 S3Y)\T21 Ty

:(512YT21 512YT22>
S22YTy1  S22YTy;

_ [MU,V,N MUZVZ]
AN R AA

elde edilir. Bu durum

Y = UZVZ D
Siu=1, Si,=M, $1=0, Sy = Iy,
T, =1, T, =0, T,y =N, Ty =1y

almak i¢in yeterlidir. O halde

. M (L0
5‘<o Im_) ve T‘(N 1)

nonsingiiler matrisler olup P ve Q matrisleri

I -M I 0
— -1 _ r — -1 T
P=S ‘(o Im_r> ve =T ‘(—N 1)

seklinde alinirsa

PAQ = ST'AT™! = (16 g), PBQ =S7'BT ' = (8 3)

oldugu gortiliir.

b. A, B ve A+ B matrisleri Lemma 4.1’in ispatinda verildigi gibi olsun. Bu takdirde

A + B matrisinin her (A + B), yansimali g—inversi i¢in

[X,U] m (A+ B)olx,U] m =[x, U] m

yazilabilir.
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Hatirlatma 4.1° de yer aldig1 gibi (A + B) =r(4) + r(B) oldugundan (4.1)
bagintist A+ B matrisinin bir rank pargalanisidir. Bu nedenle [X,U]; ve [5]
R

matrisler vardir. Bu durumda
Ul vl [+ Bolx VI [][G] =[] A+ BYolx U]

[Y(A+B)oX Y(A+ B)OU]
WA+ B)X V(A+B),U

L. 0
-y

yazilabilir. Ote yandan

Y(A+B)oX =1, = XY(A + B) XY = XL.Y = XY
dir. Bu durumda

A(A+B)yA=4A

Y(A+B),U=0

V(A+B)yX=0

V(A+B)yU =1, = UV(A+ B),UV = ULV = UV
olacaktir. Bu nedenle

B(A+B)yB =B

olur.
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4.2. Iki Matrisin Toplamimin Yansimah Genellestirilmis inversi

1. Durum: Bu kisimda ilk olarak R(A) N R(B) = {0} durumunda toplamin g—inversi

incelenecektir.

Teorem 4.1. A ve B matrisleri (A + B) = r(A) + r(B) olacak sekilde m X n tipinde

herhangi iki matris olsun. Bu takdirde
(A + By) = (A+ B)y

A + B matrisinin bir yansimali g-inversi olacak sekilde A ve B matrislerinin 4, ve B,

yansimali g—inversleri vardir.

Ispat: Lemma 4.2 uygulandiginda

w=r(f Yo

=3 Do

A+B=P‘1(16 3)(2—1

elde edilir. Yy, Y matrisinin bir yansimali g—inversi olmak {izere

I. 0 0 0
AO=Q(6 O)P ve BO=Q<0 YO)P

almak yeterlidir. Bu durumda

L. 0
A0+BO=Q<6 YO)P

olur. Boylece
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elde edilir.

Hatirlatma 4.2: Lemma 4.2’ den

A(Ay+By)A=A= AByA=0

ve

B(Ay+ By)B=B = BAyB=0

oldugu gortiliir.

Teorem 4.2: A ve B matrisleri Lemma 4.2” deki gibi olsun. Bu takdirde
Ay+ By =(A+ B),

A + B matrisinin yansimali g—inversi olacak sekilde A ve B matrislerinin 4, ve B

yansimali g—inversleri vardir.

Ispat: Y, , Y matrisinin bir yansimali g—inversi olmak iizere

_ (L 0 _A(L 0
A0=0(F )P ve Bo=0(F )P
almak yeterlidir. Bu durumda, Teorem 4.1°den A, , B, ve Ag + By , sirastyla A, B ve
A + B matrislerinin yansimali g—inversleridir. Moore—Penrose sartlarinin birincisi
saglanir. Ote yandan

0 0 0 O
AOAAO = AO A\ BOBBO = Q <0 YOYY())P = Q (O Y0>P = BO
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olacagindan

m0+%XA+BX%+Bd=Q(g gﬁw”(h %Q“QG§;DP

0 Y
0
‘Q(o nY%)P
L0
‘Q<0 YO)P

oldugu goriiliir.

Hatirlatma 4.3: Teorem 4.2°den
Ay(A+ B)A, = ApAA, + AyBA, = A4,
ve

By(A + B)By = ByAB, + B,BB, = B,
olacagi ve dolayisiyla

AyBAy =0 ve ByABy, =0

esitlikleri elde edilir. Gergekten Ay + By matrisi A + B matrisinin bir yansimali g—

inversi oldugundan A + B matrisi de Ay + B, matrisinin bir yansimali g—inversi olur.

Lemma 4.2a’ y1 kullanarak A + B matrisinin hem A, matrisinin hem de B,

matrisinin g-inversi oldugu sonucu elde edilir.

2. Durum: Ikinci olarak R(A) N R(B) # {0} olmas1 durumunda toplanmin g-inversi

incelenecektir.

C ={c1,Cy, ..., } kiimesi R(A) N R(B) nin bir bazi olsun. Bu takdirde C,
R(A) icin bir X UC bazina ve ayn1 zamanda R(B) i¢in de bir U U C bazma

genigletilebilir. X = {x1, x5, ..., x,_} ve U = {uq,u,, ..., us_r} olsun.
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C =c1,Cp s Cr)s X = [X1, X2, oo, Xp_i] Ve U = [uy, Uy, ..., us_i] ile sirasiyla

situnlari ¢;, x; ve u; olan matrisler gosterilsin. Buradan

RX) n R(C) = {0},

RX) n RU) = {0},

R(C) N RU) = {0}

elde edilir. Bu takdirde

A=1[C,X] [2] ve B=[C,U] ]‘2]

yazilabilir. [C,X] ve [C,U]sirastyla m X r ve m X s tipinde matrisler oldugundan

A ve B matrislerinin rank pargalanislar1 elde edilmis olur.

a. r(A) +r(B) =r olsun. Bu durumda

A+B=[C,X] [é] +[C,U] [:2] = C(Y; + V) + (XY, + UV;)

yazilabilir. M ve N matrisleri
M = C(Y1+V1) ve N = (XY2+UV2)

olarak verilsin. €, m X k tipinde bir matris oldugundan M matrisinin bir rank

parcgalanisi elde edilir.

Y; +V,, k X n tipinde bir matris oldugundan, r(M) = k olur.

Benzer sekilde R(X) N R(U) = {0} olup X, (r-k) rankh mx (r- k)
tipinde bir matris ve Y,, (r - k) X n tipinde bir matris oldugundan r(XY,) = r(X)
elde edilir. Benzer durumda UV, i¢in de r(UV,) = r(U) yazlabilir.

Lemma 4.1 uygulandiginda
r(N) =r(XY,) +r(UV,) =r(X) +r(U)
elde edilir. Ote yandan

R(X) N R(C) = {0} ve RU) n R(C) = {0}
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oldugundan
RM) n R(N) = {0}
yazilabilir. Bu nedenle Lemma 4.1°e gére r(M + N) = r(M) + r(N) oldugu goriiliir.

M ve N matrislerine Lemma 4.2 uygulanirsa

PMQ = ("gl 8) ve PNQ = (8 181)

olacak sekilde nonsingiiler P ve Q matrislerinin var oldugu goriiliir. Burada M;, k X k
tipinde bir matris olup N;, (m- k) X (n- k) tipinde bir matris ve k =r(M) dir.

Teorem 4.1° e gore
(A+B)0 = (M+N)O =M0+N0

olacak sekilde M ve N matrislerinin M, ve N, yansimali g—inverslerinin varlig1

gortlir.
b. 7(A) < r(B) olsun. Bu durumda A matrisi
4
A=[C,X,0mxis—n]| Y
(s—r)xn
seklinde parcalansin. O halde
A+B=C, + V) + (XY, +0) + UV;)
yazilabilir. A + B nin g—inversini elde etmek i¢in

M = C(Y1+V1) ve N = (XY2+O)+UV2

almak yeterlidir.

1 0 0
Ornek4.1: A=|(2 1 2] matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 0 0

1 0
2 1| alimrsa
1 0

[C,X] =
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1 0
el aff ¢

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

B=12 0 0

1 1 2

112]

matrisi verilmis olsun. Bu durumda

1 1
2 0

11

[C,U] =

olarak alinirsa

p=teulf]=z o

1 1][100

ve
1 2 0 0
M=C(Y1+V1)=>M=<2>(2 0 0)=<4 0 o)
1 2 00

I
0

2 0 oNty/2 0 ON/1 O O 1 0 0
A TMA={|4 1 0 4 0 0]l2 1 o]l=l0 0 O
2 0 1 2 0 0/\1 0 1 0 0 0

elde edilir. Ote yandan

yazilabilir. M matrisi ( 8) formuna indirgenirse

0 1 0
N=(XY2+UV2)=~N=<1>(0 1 2)+(0>(0 1 2)=<o
0 1

dir. Bu durumda
RM)NR(N) ={0} ve R(MY)NnR(N?) ={0}

elde edilir. Boylece
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1

SO RGN TR

olarak alinabilir. Eger u; = (1), u, = G) alimrsa u; = Ru, = R =(1 0) elde

0

O) = 0 elde

edilir. Benzer sekilde v; = (0), v, = (1 2) aliirsa v; = v,§S = S = (

edilir. Dolay1siyla

1 -1 0 1 0 0
(I —R\ _ (5 0y
P_<0 12)—<0 1 0) ve Q_<—S 12)—<O 1 0)

0 0 1 0 0 1
oldugundan
0 0O 1 0 0
PNQ=|0 1 2] ve P(A"IMA)Q=|0 0 0
0 1 2 0 0 O
yazilabilir. My matrisi M, = Q(A™*MA)P ve Ny matrisi Ny = Q(PNQ),P yardimiyla
hesaplanirsa
1 0 0N/1 0 ON/1 -1 O 1 -1 0
M0=<O 1 0)(0 0 0)(0 1 0)=(0 0 O)
0 0 1/\0 0 0/\0 O O 0 0 O
olup
11 2 -2 1 2
1 2\_ (" 0 0\(3 3 1 2 9 9
(1 2)_<71 1>(0 Jioz =G ) =0 2)
3 3 9 9
0 0 O
o 1 2
(PNQ), = 9 9
o 1 2
9 9
oldugundan
0

0
0

N0:

OlrOlr O
olivoINO

elde edilir. Boylece
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0 0 O 1 -1 0

o Loz (L L O\ fg1 e

Ny + M, = 9 o |+({0 O O0]= 9 9
o 1 2 0 0 O o 1 =2

9 9 9 9

bulunmus olur.
4.3. iki Matrisin Carpiminin Yansimalh Genellestirilmis Inversi

E, F, G elemanlar1 K cismi lizerinde olan ve asagidaki diagrami saglayan

vektor uzaylari olsun.

A
Fe—2F

At‘}
B)|1B
G
Bu takdirde
F = R(B) ® N (By) = R(Ag) ® V'(A) (4.5)
olur. Eger, R(4y) € NV (By) ise bu takdirde ByA, = 0 olacaktir. Dolayisiyla

R(Ao) € N (By) oldugu kabul edilebilir.

Teorem 4.3: Eger R(4,) € R(B) veya R(B) € R(A,) ise bu takdirde ByA, matrisi

AB matrisinin bir yansimali g—inversidir.

Ispat: 1- R(B) € R(4,) oldugu kabul edilsin. Bu takdirde B = A,X olacak sekilde bir

X matrisi vardir. Dolayisiyla

ABByAyAB = ABBy(AyAAy)X = ABBy(AyX) = ABB,B = AB

ve

ByAyABByAy = By (AgAAg)XBoAy = By (AeX)BoAg = (BoBBo)Ao = BoAo

esitlikleri saglanir.
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2-R(Ay) € R(B) oldugunu kabul edilsin. Bu takdirde A, = BX olacak sekilde bir X

matrisi vardir. Dolayisiyla
ABB,AyAB = A(BByB)XAB = A(BX)AB = (AA,A)B = AB
ve
ByAyABByAy = ByAyA(BByB)X = ByAyA(BX) = ByAgAA, = By,
esitlikleri gerceklenir.
Asagidaki Teorem ile (AB), matrisi genel durumda verilecektir.
Teorem 4.4: A, ve B, sirasiyla A ve B matrislerinin
R(4p) N R(B) # {0},
R(4p) N N(By) # {0},
N(A) n R(B) # {0}

sartlarin1 saglayan yansimali g—inversleri olsun. Bu durumda, ByPQA, matrisi AB

matrisinin bir yansimali g—inversi olacak sekilde P ve Q matrisleri vardir.

ispat: U,V ve W matrisleri

R(Ag) N R(B) = R(U),

R(4p) N N(By) = R(V),

N(A) n R(B) = R(W),

R(Ap) = R(U) ® R(V),

R(B) = R(U) @ R(W)

sartlarini saglasin. Bu durumda (4.5) bagintisi

F=RU)@RV) ®N(A) =RU) ®RW) ® N (B) (4.6)

seklini alacaktir.
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P(g(ay) ifadesi A matrisinin R(A) siitun (ranj) uzayinin yansiticisi yani izdigimii

olarak tanimlidir.

C = Pwray)Pre)y olsun. Bu durumda B,CA, matrisinin AB matrisinin bir

yansimali g—inversi oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.

X € E olsun. Dolayisiyla Bx € F olur. Bu takdirde Bx = a + b olacak sekilde
a€R(U)veb e R(W) vardr.

b e R(W) c N(A) oldugundan Ab = 0 olup
ABx = Aa+ Ab = Aa 4.7)
AgABx = AgAa = a
elde edilir.
a€eRWU)=R(A4, N R(B) oldugundan
CApABx = Ca = Pra,)Prepya =a = BByCAyABx = BByja = a

= ABB,CAyABx = Aa = ABx

elde edilir. Dolayisiyla AB(ByCAy)AB = AB oldugu goriiliir.

X € G ve dolayisiyla Agx € R(Ap) olsun. Bu takdirde Agx = a + b olacak
sekilde a € R(U) ve b € R(V) vardir. Ote yandan b € R(V) < N'(B,) oldugundan

P@eagnPr)b = P®(ag)0 = 0

ve a € R(U) = R(4y) N R(B) oldugundan

CAox = Ca+ Cb = Pga,nPrna + Prea)Prenb = a

yazilabilir ve dolayisiyla

B,CAyx = Bya (4.8)

elde edilir. O halde
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ABB,CAyx = ABByja = Aa = AyABB,CAyx = ApAa = a
= CAyABB,CAp)x=Ca=a
= ByCAyABB,CAyx = Bya = ByCAyx
elde edilir. Bu nedenle
ByCA,(AB)B,CA, = ByCA,
oldugu goriiliir.
P ve Q sirasiyla P(g(a,)) Ve P(g(g)) nin matrisleri olsun. Bu durumda
ByPQAy = (AB),

yazilabilir.
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5 MOORE-PENROSE TiPi GENELLESTIRILMiS INVERSLERIN
INCELENMESI

5.1. Moore—Penrose Tipi Genellestirilmis Inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore-Penrose sartlarimni
saglayacag1 acgiktir. Yani A~ = A" olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir A*
matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A matrisi
i¢in bir A™ matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde tanimlanan

Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 5.1: m X n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsan X m

tipindedir.
Ispat: AA™ matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmasi ger¢eginden ispat goriiliir.

Teorem 5.2: Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A™ matrisi n X m tipinde

sifir matristir.
Ispat: Agik olarak A* = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandigi goriiliir.
Teorem 5.3: Her A matrisi i¢gin Moore-Penrose sartlarini saglayan bir A* matrisi vardir.

Ispat: Eger A = 0 ise Teorem 5.2’ den A™ = 0 oldugu agiktir. A # 0 olsun. 4

matrisinin r rankli oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi
A = BC (5.1)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC* ¢arpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A™ matrisi

A* = C*(CC)~Y(B*B)"'B* (5.2)
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olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(1) AATA = (BC)C*(CC*)™Y(B*B) 'B*(BC) = B(CC*)(CC*)™Y(B*B) "X (B*B)C

(i) A*AA* = C*(CCY)™L(B*B)"1B*(BC)C*(CC*) X (B*B) 1B’
= ¢*(CC*)~Y(B*B)"1(B"B)(CC*)(CC*)~Y(B*B)"1B"
= C*(CCY)™L(B*B)"1B" = A*,

(i) (4A*)* = [(BC)C*(CC*)~Y(B*B)~1B*]* = B(B*B)~1(CC*)~1(CC*)B"
= B(B*B)~1B* = B(CC*)(CC*)"}(B*B)~1B*
= (BC)C*(CC*)"1(B*B)~1B* = AA*,

(iv) (4*4) =[c*(ccH™'(B*B)'B*(BO)]
= C*(B*B)(B*B)~(CC)~iC
= cr(cchHc
= ¢*(CC")™(B"B)"Y(B*B)C
= C*(CC")™1(B"B)"1B"(BC) = A*A

oldugu goriiliir.

Teorem 5.4: Herhangi bir A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek A*

matrisi vardir. Yani her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.

Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarii saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi A} ve A% olsun. Bu durumda
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AT = ATAA] = AT (AAD)" = AT (A])"A" = A (A1) (AAZAY
= AT (A]) A" (A3)"A" = AT (AAT)"(AA3)" = ATAATAAT = ATAAS
= ATA(A7AA3) = (ATA)"(A3A)'A3 = A"(A])" A" (A3) A3
= (AATA)"(A3)" A7 = A"(A3)°A3 = (AJA)"A = AJAAS = A3
oldugundan AT = A7 olur. Yani A* matrisi tektir.

Teorem 5.5: a. m X n tipindeki bir A = [ai j] matrisinin tim elemanlar1 1 ise bu

takdirde

At =4

mn
dir.

b. a, n X 1 tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise bu durumda a™*
at = (a*a) ta*

seklindedir.

c.a, 1 x ntipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise bu durumda a*
at =a*(aa*)™?!

seklindedir.

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A* matrisinin Moore—Penrose sartlarini sagladigini
gostermek yeterlidir. Bu durumda

At A A (A VA A A AY = AL
() AA*A=A(——A" JA=A—(A"A) = A——.m.n=A,

n

(ii) A*AA* = (ﬁA* )A (LA* ) = (4"4) (ﬁA* ) =X mn (LA* )

mmn mmn mmn

(iii) (44" = (a-La") =2

— A" = AA™,
mn
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(iv) (A*A)* = (ﬁA*A)* =L AA=A%A

oldugu goriiliir.

b. a® matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten

(i)aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) 1(a*a) = a,

(ilataa® = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) Y(a*a)(a*a) a*
= (a*a)"la* = a*t,

(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a) la* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) ta*a = ata

oldugu goriiliir.

c¢. at matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(i) aa*a = aa*(aa*)ta = (aa*)(aa*)ta = a,

(iataat = a*(aa*)taa*(aa*)"! = a*(aa*)"(aa*)(aa*)?
=a*(aa*)"' =a",

(iii) (aa™)* = [aa*(aa*)"]* = aa*(aa*)"! = aa™,

(iv) (ata)* = [a*(aa*) ta]* = a*(aa*)ta = ata

oldugu goriiliir.

- 111 C
Ornek 5.1: A = [ 11 1] matrisi verilmis olsun.
1 1
m=2n=3veA" =1 1
1 1

olarak alinirsa

1 1 1/6 1/6
A+=LA*=1[1 1]=[1/6 1/6]
mn 2.3

1 1 li/e 176
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matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6 1/6
. 11 1 1/2 1/2
(i) AA* = .[1/6 1/6]=
[1 e 16 1/2 1/2
oo (172 1/2111 1 1 17 _
A4 A"[l/z 1/21'l1 1 1 [ ]"A’
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
Gi)A*A = |1/6 1/6].[1 1 i ==[1/3 1/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31[1/6 1/61 [1/6 1/6
ATAAY =|1/3 1/3 1/3].1/6 1/6 =|F/6 1/6| =
1/3 1/3 1731 l1/6 1761 l1/6 1/6
.. i~ [1/2 1727 11/2 1/21 ..
(i) (447) "[1/2 1/2) Tlij2 1721744

1/3 1/3 1/31° [1/3 1/3 1/3
[} 3 1

@v)(A+A)*==[1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.

Ornek 5.2: a = [;] olsun. Bu durumda

at = (a*a) la* = ([1 2]. [2]) [1 2]

=[5]7".[1 2]=[1/5].[1 2]=[1/5 2/5]

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Ger¢ekten

(aa* = [1].11/5 2/5]= ;;g i;g]

by [1/5 2/5
aa=1s/5 4/5][%] [;]

(i) a*ta = [1/5 yﬂ{ﬂ=

ataa* =[1].[1/5 2/5]=[1/5 2/5]=a",
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.. e [1/5 2/51° _[1/5 2/5]_
(ifi) (aa™)" = |57s 4/5] "[2/5 4/5] = 2%
(iv) (a*a)* = [1]" = [1] = ata
oldugu goriiliir.

Ornek 53:a=[1 2 1]alinmsa

oo 2 off o[

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Ger¢ekten

1/6

(aat =[1 2 1].[1/3
1/6

= [1]

aata=[1].[1 2 1]=[1 2 1] =

1/6 1/6 1/3 1/6
(i) a*ta = [1/3].[1 2 1]==[1/3 2/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/6

1/6 1/3 1/61 [1/6 1/6
ataat = [1/3 2/3 1/3].[1/3] = [1/3] =at
1/6 1/3 1/6l l1/6 1/6
(iii) (aa®)* = [1]* = [1] = aa®,
1/6 1/3 1/61 1/6 1/3 1/6
(iv) (a*a)* = [1/3 2/3 1/3] =‘}/3 2/3 1/3]==a a
1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6

oldugu goriiliir.
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5.2 Moore—Penrose Tipi Genellestirilmis Inverslerin Ozellikleri

Teorem 5.6: A herhangi bir matris olmak iizere
(A" =@y (5.3)
esitligi gecerlidir.
Ispat: (5.1) bagintisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan
A* = C*(CC*)™Y(B*B)"'B*
alinirsa
(AY)* = B(B*B)~1(cc*)~1C (54)
olur ki bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Ger¢ekten
(i) A*(A*)*A* = C*B*B(B*B)"1(CC*)"'CC*B* = C*B* = A%,
(i) (A)*TA* (AT = B(B*B)~1(cc*)"cc*B*B(B*B)~1(CcC*)~1C
= B(B*B)"1(cC*)™1C = (4H)*,

(iii) [A*(A)*]" = [(C*B")B(B*B)~'(CCHTC] = [C*(CcCHICT

= C*(Cc*)"C =Cc*(B*B)(B*B)~1(CC*)1C = A* (AN,
(iv) [((A)*A"]" = [B(B*B)~H(CC)TIC(C™B)]" = [B(B*B)'B°T"

= B(B*B)"'B* = B(B*B)"'(cC*)71(CC*)B* = (4")*TA*
olur. Boylece
(AT =B(B*B)71(cCcH)1c (5.5)

elde edilir. (5.4) ve (5.5) bagmtilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi varsa

tek olacagindan dolay1

(4t = @y
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oldugu goriiliir.

Teorem 5.7: Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi matrisin

kendisine esittir. Yani her hangi bir A matrisi i¢in
(AN =4

olur.

Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan

(i) AT(AN)TAT = ATAAT = AT,

(i) (AN AT (AT = AATA = A = (4")",

(iff) [A* (A*)*]* = [A*A]" = A*A = A*(4%)*,
(iv) [(ANTAT]" = [AAT]" = AAT = (A A +T
oldugu goriiliir.

Teorem 5.8: A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina esittir.

Yani

r(4) = r(4") (5.6)
dir.

Ispat: Teorem 2.13 AA*A = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda

r(4) = r(AATA) < min{r(4), r(4")} < r(4"H) (5.7)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 2.13 A*tAA™ = A* Moore—Penrose sartina

uygulanirsa
r(A*Y) =r(ATAA™) < min{r(4), r(41)} < r(4) (5.8)
elde edilir. (5.7) ve (5.8) bagintilarindan dolay1 (5.6) bagintisi saglanir.

Sonu¢ 5.1: A matrisinin ranki r ise, A, AAT, ATA, AA*A, ATAAT matrislerinin her

birinin ranki da r dir.
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Teorem 5.9: A simetrik ve idempotent matris ise, A* = A olur.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimimdan

(i) AATA = AAA = A2A = AA = A% = A,

(i) ATAAY = AAA = A2A = AA = A2 = A = AY,

(iii) [AAT]* = [AA]* = [A%]* = A* = A = A% = AA = AA™,
(iv) [ATA]* = [AA]* = [A?]" = A*=A=A2=AA=A%A
oldugu goriiliir.

Teorem 5.10: B = Kos{b;q, by, ... ,by,} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
BT, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kdsegen elemani b;; # 0 ise by ve

b;; = 0ise “0” olan bir kosegen matristir.
Ispat: B matrisinin Moore—Penrose sartlarini sagladig agik¢a goriiliir.

Ornek 5.4;

S oo N
S O O
oS OO O
w oo o

seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose inversi

—

Dt =

S O OnNIRr
SO kL O
o O O O
wlro O© O

matrisidir. Gergekten

200 0103 900 1 00 o0
DD+=0100_[0100}=0100
0 00 0[|]p o 0 0[T|0 0000
0003 [, 002 looo1

3

\~
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100 0712000 2000
. o1 00llo10 ol fo10 o
DD™D =14 0 0 olo o o o/Tlo 0 o o/l=?
000 tlo oo 3l looo 3

oldugu goriiliir.

Teorem 5.11: a. A, m X n tipinde tam satir rankl1 bir matris ise, bu durumda
AT = A*(AA)™Y ve AAT =1,

olur.

b. A, m X n tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda

AT = (A*A)71A* ve ATA=1,

olur.

Ispat: Teoremde verilen A* matrislerinin Moore—Penrose sartlarmi sagladigin

gostermek yeterlidir. Buna gore
a. (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AA") 1A = A,
(i) ATAAT = A*(AA")"TAA*(AA) ™1 = A*(AA") 1 (AA") (44"
= A*(AAH)"! = AT,
(iii) (AAT)* = (AA*(AA)™D)* = ((AAHAAY D) =1 =1
= (AA*)(AA*)™ = AA*(AA*)T = AAT,
(iv) (ATA)* = (A*(AA")"1A)* = A*(AA")" 1A = A*A
oldugu goriiliir. Benzer sekilde
b. (i) AATA = A(A*A)"TA*A = A(A*A)"1(4*4) = A,
(i) ATAAY = (A*A) TA*A(A*A) 14" = (A*A)71(4*A)(A*A)~14*
= (A"A)7tA" = A*,

(i) (AA1)* = (A(A*A)"14%)" = A(A"A)~1A" = AA*,
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(iv) (A*A)" = ((A"A) A A)" = (A A) T (AA) = 1" =1
= (A*A)"1(A*A) = (A*A)71A*A = A*A
oldugu goriiliir.

2 1
1

aciktir. Yani A tam satir rankl1 bir matristir. O halde Teorem 5.11a’dan dolay1

2 1 2 1 2 1 .
A+=A*(AA*)‘1=[1 1](? 1 %[1 1]) [1 1] [9 7
2 2 2 2 2 2

2 1
=[1 1]_[9/5 7/5] [16/5 13/5]

Ornek 5.5: 2x3 tipindeki bir A = ] matrisi alindiginda rank(A4) = 2 oldugu

2 2 7/5 6/5 32/5 26/5
olur.
) 2 1
Ornek 5.6: 3x2 tipinde bir A =2 0| matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 1

rank( A) = 2 oldugu agiktir. Yani, A tam siitun rankli bir matristir. O halde
Teorem 5.11b’den dolay1

+_*_*_221 221
e 3 1)

_[9 317 12 2 1_[1 1/3 [2 2 1]_7/3 2 4/3
13 21 'l1 o 1 11/3 27911 o 1 I8/9 2/3 5/9

oldugu goriiliir.

Teorem 5.12: B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde matrisler

olmak uzere r rankli olsun. Bu durumda
(BOYT =C*B* (5.9

esitligi gerceklenir.
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Ispat: Teorem 5.11°¢ gore

ct=c*(cCc*)™t ve Bt =(BB*)1B*

olur ve buradan

CtBT* =c*(ccH " Y(BB*) 1B*

elde edilir. Bu deger zaten (5.2) bagintisindan dolay1 (BC)™ matrisidir. O halde
C*Bt = (BO)*

oldugu gortiliir.

5.3. Matris Carpiminin Moore—Penrose Inverslerinin Karakterizasyonu

Bu kisimda C}', kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli m X n tipinde bir A
matrisinin Moore—Penrose inversi AT olmak iizere, (AB)* ve B¥A™" ile ifade edilen
matrisler i¢in bir dizi rank formiilleri verilecektir. Bu rank formiilleri (AB)* ve B*A*

matrislerini i¢eren ¢esitli esitlikleri karakterize etmek icin kullanilacaktir.

Ayni boyutlu p(47, ... ,Af) ve q(Bf,..,By) matris ifadeleri verilmis olsun.
Bu kisimda p(47,..,4%) = q(Bf,...,By) olmasi igin bir takim gerek ve yeter
sartlar ortaya konulacaktir. Acik olarak bu esitlik

r[p(4%, ..., AY) — q(Bf,... ,BH)] =0

esitligine denktir. Sol taraftaki matrisin rankin1 ifade etmek i¢in bir formiil
bulunabilirse, bu formiilden p(A7, ..., A4%) = q(By, ..., BY) esitliginin saglanmasi i¢in
bir gerek ve yeter sart tiliretilebilir. Bu yoOntemin matrislerin Moore—Penrose
inverslerinin ¢esitli esitliklerini karakterize etmek i¢in oldukea etkili bir yontem oldugu

kanitlanmustir. (Tian, Y., 1999)

Bu kisimda 6ncelikle blok matrisler i¢in gerekli olabilecek bazi rank formiilleri

hatirlatilacaktir. (Marsiglia G., Styan , G.P.H., 1974)
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r[A,B] = r(A) + r(B - AA*B). (5.10)
[A B _ + +
r|7 0] =r(B) + r(C) + r[(I - BBA( - C*C)]. (5.11)
Eger R(B) € R(A) ve R(C*) S R(A”) ise, bu durumda
A B]_ P
r|7 D] = r(A) + r(D - CA*B) (5.12)
olur. (5.12) bagimtisi ve A*(A*AA*)TA* = A* esitliginden

r(D- CA*B) =r

AAAT A;B] —r(4) (5.13)

CA*

oldugu goriiliir.
B; Ay 0 . -
C=][C,C], B= [ ] ve A = [ ] olsun. Bu takdirde (5.13) bagintisi
B, 0 A,

AL 0 ALB,
I‘(D - C]_AIB]_ - CzA-ZI-Bz) =T 0 A;AzA; A;Bz - T'(Al) - 7"(142) (514)
CA.  CA, D

seklini alir.

Bir matrisin her hangi iki X; ve X, dis inversleri i¢in yaygin sekle kullanilan

baska bir rank formiilii, onlarin farklarinin rankinin
X1
T(Xl - Xz) =T [XZ] + r[Xl,Xz] - T‘(Xl) - r(Xz) (5.15)

seklinde olmasidir.

(5.15) bagmtisinin basit bir sonucu olarak, bir matrisin X; ve X, gibi her hangi

iki dig inversi igin
X =X, ® R(X,) = R(X,) ve R(X]) = R(X3) (5.16)

bagintis1 yazilabilir.
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Lemma 5.1: . A € CT! ve B € C}} verilsin. O halde B*A™ carpim

BtA* = —[B*, A*AA*]+ [A*

0 _ _py+
seklinde yazilabilir. Burada P, ] ve Q blok matrisleri
r(J) = r(4) + r(B), R(Q) € R(J) ve R(P*) & R(J") (5.18)

sartlarini saglar.

Buna ilaveten agagidaki basit 6zellikler verilebilir.

R(B) € R(A) © r[A,B] = r(4), (5.19)
R(A) € R(B) ve r(4A) = r(B) = R(A) = R(B), (5.20)
R(A) € R(B) = R(PA) € R(PB), (5.21)
R(A) = R(AA") = R(AAA) = R(AAT) = R[(A")]. (5.22)
R(A") = R(A*A) = R(A"AA") = R(A") = R(4*A), (5.23)
R(4;)) = R(A,) ve R(By) = R(B,) = 7[A1,B;] = r[A3B,]. (5.24)

(AB)* ve B*A™ c¢arpimlarina iliskin bazi 6nemli rank esitlikleri degisik kaynaklarda
verilmistir. (Baksalary, J.K. ve Styan, G.P.H., 1993)

7(AB - ABBTAYAB) = r[BB*A*A-(BBtAtA)?]
= r[A",B] + r(AB) - r(4) - v(B) (5.25)
esitligini ispatlamislardir.
Agikga goriilebilir ki BTA" matrisinin AB matrisinin genellestirilmis inversi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart AB - ABBTA*AB matrisinin rankinin sifir olmasidir.

Ayrica BBTATA matrisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart

BB*A*A = (BB*A*A)? olmasidir. (5.25) bagintisindan iki ifadenin denk oldugu ve
bunlarin saglanmasi icin gerek ve yeter sartin r[A*,B] = r(A) + r(B) - r(4B)

oldugu goriiliir. Ote yandan
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r(BBYAYA- AYABB*Y) = 2r[BBTATA-(BBtAtA)?] (5.26)
esitligi verilebilir. (Bérubé ve ark.,1991,1993)
(5.25) ve (5.26) bagintilar birlestirilerek
7(AB - ABBTAYAB) = r[BB*A*A-(BBtAtA)?]
= ~r(BB*A*A- A*ABB¥)
= r[A",B] + r(AB) - r(A) - r(B) (5.27)

elde edilir. Bu sonuglar g6z oniine alindiginda (5.27) bagmntist ile ilgili olarak asagidaki

yeni rank esitlikleri verilebilir.
Teorem 5.13: A € C' ve B € C; matrisleri verilmis olsun. Bu durumda
r(B*A* - BYATABB*A") = r[B*AT - BY(A*ABB*)*A*|
= r[BBTATA- (ATABB*)*]
= r{[A* B][A",B]* - ATA- BBT + ATABB*}
= r[A",B] + r(AB) - r(A) - r(B) (5.28)
olur.

Ispat. (5.25) bagmtismin birinci ve iigiincii rank ifadelerinde A4 yerine B* ve B yerine

A% yazildiginda

r(BTAT - BYATABB*A*) = r[(B")",A"] + r(BTA") - r(B*) - r(4") (5.29)
elde edilir. Bunun sonucu olarak (5.22)—(5.24) bagintilarindan

r[(BY)* A*] = r[B,A"],

r(B*A") = r(B*A*) = r(4B),

r(AY) = r(4),

r(B*) = r(B)
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esitlikleri yazilabilir. Bdylece (5.28) bagintisinin birinci ve besinci ifadelerinin esit

oldugu goriiliir.

(5.13) bagintistna ve sonra da (5.28) bagmtisinin ikinci ifadesine Blok Gauss

Eliminasyonu uygulayarak

+ 4+ A2 + 4+
(BB*A*A)* BB*A ]—r(A+ABB+)

r(B*A* - BY*(A*ABBY)*AY) =71
( ( )"AT) B*A*A  B*A*

_ _[(BBTA*A)?> — BB*A" 0
—r[ 0 BHA* —1(AB)

= r[(BB*A*A)? — (BB*A*A)?]

elde edilir. Bu sonug ve (5.27) bagintisindan (5.28) bagintisindaki tigiincii ve besinci

rank ifadelerinin esit oldugu goriiliir.
Ote yandan her hangi bir M matrisi i¢in

M*M(M* —M*) = M*"MM* — M*"MM* = M* — M*MM*

ve

M* (M) (M* = M*MM*) = M*(M*)*M* — M*(M*)*M*MM*
= M* —M*MM*
=Mt = M*

esitliklerinin saglandig1 kolayca goriiliir. Boylece

r(M* —M*) = r(M*—M*MM*) = r(M — MM*M)

elde edilir. Bu durum BB*A*A — (A*ABB*)™ matrisine uyguladiginda

r[BBTAYA- (A*ABB*)*] = r[A*ABB* — (AYABB*)?]
=r[BBTA*A — (BB*A*A)?]

sonucuna varilir. Bu esitlik ile birlikte (5.28) bagintisindan (5.28) bagintisindaki iiglincii

ve besinci rank ifadelerinin esit oldugu goriiliir.
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Bir M matrisinin ranji tlzerindeki ortogonal izdiigimin MM ile ifade

edilebilecegi hatirlanirsa eger R(M) = R(N) ise, MM* = NN* olacag: goriiliir.
Herhangi bir M = [A, B] satir blok matris i¢in
— _ _aa+p [l A'B
M = [A,B] = [A,B- AA*B] [0 . ]
yazilabilir. Bu nedenle
R(M) = R[A,B- AA*B]

olur. Bu durumda tanimdan

R [(B-,ﬁ+3)+]

oldugu kolayca goriiliir. Boylece

[A,B][A,B]* =[A,B - AA*B][A,B - AA*B]*

A+

=[A,B - AA*B] [(B B AA*B)+l

=AAT + (B- AA™B)(B - AA*B)* (5.30)
yazilabilir.
M = [A%, B] alinsin. Bu durumda
MM* - AtA- BB* + ATABB* = (I, — AtA)(MM*-BB™") (5.31)
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu durumda (5.30) bagintisina gore
MM* - BBT = (A*- BBTA*) (A*- BB*A")*

yazilabilir. Boylece
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r(MM* - A*A- BB* + A*ABB™)
= r[(l, — A*A)(MM™*-BB™")]
= r[A*,(A*- BBTA*) (A*- BB*A")"] - r(4) ((5.10)dan)
= r[A*,A*- BB*A*] - r(A) ((5.24)ten)
= r[A*,BB*A*] - r(4)
= r[(Il, — BB*)A*,BBTA*] - r(4)
= r[(l, — BB")A*] + r(BB*A*) —r(4)
= r[A*,B] +r(AB) —r(A) —r(B) ((5.10)dan)
olur ki bu da (5.28) bagintisinin son esitligini ispatlar.

Teorem 5.14: A € C7' ve B € Cj matrisleri verilmis olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

(a) B* A* matrisi AB matrisinin bir g-invers matrisidir.
(b) B*A* matrisi AB matrisinin bir dis invers matrisidir.
(¢) A*A matrisi ile BB* matrisi degismelidir.

(d) A*ABB* matrisi idempotenttir.

(e) BB* A*A matrisi idempotenttir.

(f) B*(A*ABB*)*A* = B*A*.

(2) (A*ABB*)* = BB*A*A.

(h) [A*, B][A*,B]* = A*A + BB* — A*ABB*.

(@) r[4A",B] = r(A) + r(B) - r(4B).

(j) boy[R(A") n R(B)] = r(4B).

(k) (B - A*AB) = r(B) — (A" AB).
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(M) r(A- ABB*) =r(A) — r(ABB™").
Ispat: (c) = (a): Bu durumda
A*ABBY = BB*A*AB = AA*ABB*B = ABB*A*AB = AB = ABB*A*AB
olur. Bu ise B* A* matrisinin AB matrisinin bir g-invers matrisi oldugunu gosterir.
(¢) = (b): Bu durumda
A*ABBY = BB*ATA = BTA*ABB*A* = BYtBBtATAA*
= B*A*ABB*A* = B*A*

olur ki bu B*A* matrisinin AB matrisinin bir dis inversi oldugunu gosterir.
(¢c) = (d): A*A, BB™ ile degismeli olsun. Bu durumda
(A*ABB*)? = AYABBTAYABB*

= A*ABB*BB*A*A

= ATABB*ATA

= ATAATABB*

= A*ABB*
elde edilir.
(c) = (e): A*A, BB? ile degismeli olsun. Bu durumda
(BBtAtA)? = BBTATABB*A*A

= BBTATAATABB*

= BB*ATABB*

= BBTBBTATA

=BB*A*A

oldugu gortiliir.
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(c) = (f) ve (¢) = (g) ve (c) = (h) ve (c) = (k) denklikleri benzer sekilde

gosterilebilir.

(i) = (j): r[A*,B] = r(A) + r(B) — r(AB) olsun. Tian (1999) tarafindan verilen
r[A*,B] = r(A*) + r(B) — boy[R(A") N R(B)]

rank formiiliinden

boy[R(A*) N R(B)] = r(AB)

elde edilir.

(i) = (k): r[4,B] = r(4A) + r(B - AA+B) seklindeki (5.10) bagntisindan ¢ikar. Bu

durumda

r[A,B] = 7(A) + r(B- AA*B) =r(4") + r(B) — r(A*B)
yazilabilir. Ote yandan (5.23) ve (5.24) bagintilarindan

r(B - AA*B) =r(B) —r(AA*B)

olur.

(i) = (1): Bu durum 7r[4,B] = r(4) + r(B - AA+B) seklindeki (5.10) bagintisindan
elde edilir.

Teorem 5.15: A € C' ve B € C} matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
(a) 7[(AB)(AB)* — (AB)(B*A")] = r[B, A*AB] — r(B)
= r(A*AB — BB*A*AB)

A

(b) T[(AB)* (AB) — (B*A)(AB)] =7, .

| = ra) = raBB* - aBB 4% 1)

olur. Ozel olarak
(¢) (AB)*(AB) = (B*A*)(AB) & ABB* = ABB*A*A

R(A*AB) € R(B) & B*A* matrisi AB matrisi i¢gin Moore-Penrose sartlarindan ilk

liclinii saglar.
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(d) (AB)*(AB) = (B*A")(AB) < A'AB = BB*A'AB &

R(BB A) € R(A") & B* A" matrisi AB matrisi igin Moore—Penrose sartlarindan (i),

(i1) ve (iv) sartlarini saglar.
(e) Asagidaki dort ifade denktir.
(1) (AB)* = B*4".
(2) (AB)(AB)* = (AB)(B*A") ve
(AB)*(AB) = (B*4")(AB).
(3) A*AB = BBTA*AB ve
ABB* = ABB*A*A.
(4) R(A*AB) € R(B) ve
R(BB*A™) € R(A").

Ispat. N = AB olsun. Lemma 5.1° den N* = —PJ*(Q yazilabilir. (5.13) bagmtisina

gore

o wmeaey_ NN N* 7
r(NN NBA)_r[N NB+A+] r(N)

. [1(\)/ N* — N;NB+A+] R

=r(N* — N*NB*A*) ((5.17) bagintisindan)

= r(N* + N*NPJ*Q)

_.[ /] Q
=T  N*NP _N*] _T(])

0 ATAAT  AF
=r|B*BB* B*A* 0 |—-r(4A)—r(B)
IN*NB* 0 —N*
0 0 A"
=r|B*BB* B'A* 0|-r(B)
IN*NB* N*AA* 0
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_ _[B'BB* B'A*7]_ _
_ [ B*A* BB}
=Tl araa N*N] r(B)
_ _[B'B B'A"AB] _
~"laB AA*AB] r(B)

— ([i] [B,A*AB]) —7(B)
=r[B,A*AB] —r(B)

elde edilir. Bu durum teoremin (a) maddesindeki ilk esitligi dogrular. (a) sikkindaki

ikinci esitlikteki blok matrise (5.10) bagintis1 uygulandiginda

r[B,A*AB] = r(B) + r(A*AB — BB*A*AB)

r[B,A*AB] —r(B) = r(B) + r(A*"AB — BB*A*AB) — r(B)
=1r(A*AB — BB*A*AB)

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde (b) deki esitlikler de gosterilebilir. (¢) ve (d) deki sonuglar (a) ve
(b) maddelerinin direkt sonuglaridir. (e) ise dogrudan (c) ve (d) maddelerini takip

ederek elde edilir.

Yukaridaki durum, iki matrisin ¢arpiminin Moore—Penrose inversini alirken,

bazi rank esitliklerinin direkt sonucunu dikkate almak gerektigini gostermektedir.

Asagida iki matrisin ¢arpiminin Moore—Penrose inversi ile ilgili bazi rank
esitlikleri ortaya konulacaktir. Bu esitlikler (AB)™ = B*A™ olmas: icin gerek ve yeter

sartlarin tespit edilmesine yardimer olacaktir.

Teorem 5.16: A € Ci' ve B € C} matrisleri verilmis olsun. Bu takdirde
(a) T[ABB* — (AB)(AB)*A] = r[B ,A*"AB] — 7(B).

(b) T[A*AB — B(AB)*(AB)] =1 —r(4).

[ass]
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(¢) r(A*ABB* — BB*A*A) = 2r[B ,A*AB] — 2r(B).

A

+ * _ A+ A —
(d) r(A*ABB* — BB*A A)—Zr[ABB*

|- 2r@

olur. Ozel olarak
(e) (AB)(AB)*A = ABB* < A°ABB* = BB*A"A =

R(A*AB) € R(B) & B*A* matrisi AB matrisi icin Moore-Penrose sartlarindan ilk

liciinii saglar.
() A*AB = B(AB)*(AB) © A*ABB* = BB*A*A &

R(BB*A*) € R(A*) & B*A* matrisi AB igin matrisi i¢gin Moore—Penrose sartlarindan

(1), (i1) ve (iv) sartlarini saglar.

(g) Asagidaki ti¢ ifade denktir.
(1) (AB)* = B*A™.
(2) (AB) (AB)*A = ABB* ve ATAB = B(AB)*(4B).
(3) A*ABB* = BB*A*A ve ATABB* = BB*A*A.

Ispat. (a). Bu maddenin ispatinda asagidaki rank formiilii kullamlacaktir. (Tian ve

Styan, 2001)

U ve V idempotent matrisler olmak tizere
(UM = MV) =1 [UVM |+ rtmv, u1 = r @) - r () (5.32)

dir. BB ve AB(AB)* ¢arpimlarinin her ikisi de idempotenttir. (5.32) bagntisinda
U=BB*, V=(AB)(AB)*ve M = A alinirsa istenildigi gibi

r[ABB* — (AB)(AB)* 4]

BB*A

- (AB)(AB)+] +r[A(AB)(AB)*,BB*] — r(BB*) — r[(4B)(AB)*]

=r(AB) + r[A(AB)*,B*] — r(B) — r(AB)
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=r[B*A*A,B*] — r(B)

=r[A*AB,B] —r(B)

=r[B,A*AB] — r(B)
oldugu gortiliir.

(b) AAT ve (AB)*AB carpimlarinin her ikisi de idempotenttir. Bu durumda (5.32)
bagintisinda U = ATA, V = (AB)*(AB) ve M = B alinirsa

r[A*AB — B(AB)*(4B)]

A*AB

=T (AB)"'(AB)] + r[B(AB)*(4B),A*A] —r(A*A) — r[(AB)*(4B)]

r(AB) + r[B(AB)*,A*] —r(A) — r(AB)

=r[BB*A*,A*] — r(4)

=T [A;B*] —7(4)

oldugu goriiliir.

(¢) Bu maddenin ispatlanmasinda asagidaki rank formiilii kullanilacaktir. (Tian, Y.,

1999)
U ve V idempotent matrisler olmak {izere
r(UV —VU) =2r[U, V]+2r[UV] - 2r(U) — 2r(V) (5,33)

dir. A*A ve BB* carpimlarinin her ikisi de idempotenttir. (5,33) bagmntisinda
U= A*A ve V = BB™ alindiginda, istenildigi gibi

r(A*ABB* — BB*A'A) = 2r[A’A , BB*] + 2r[A’A BB*] — 2r(A*A) — 2r(BB™)
=2r(A*A) + 2r[B, A"AB] — 2r(A*A) — 2r(B)
= 2r[B, A*AB] — 2r(B)

oldugu gortiliir.
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(d) ATA ve BB* carpimlarinin her ikisi de idempotent olup (5,33) bagntisinda
U=A*Ave V = BB* alinirsa

r(A*ABB* — BB*A*A) = 2r[A*A , BB*] + 2r[ATABB*] — 2r(A*A) — 2r(BB")

= 2r(BB) + 21|, gB*] —2r(A) — 2r(BB")
=2r [A gB*] —2r(4)

elde edilir.

(e) ve (f) maddelerinin ispat1 benzer sekilde Tian ve Styan (2001) tarafindan verilen

rank formiillerinden elde edilir.
(g) Bu siktaki li¢ denklik Moore-Penrose inversin 6zelliklerinden goriilebilir.
Teorem 5.17: A € C7' ve B € Cj verilsin. Bu takdirde
(@) r[(ABBT)*-BB*A*] = r[B*(ABB*)*-B*A*] = r[B,A*AB]-r(B).
(b) 7[(A*AB)*- B*A*A] = r[(A*AB)*A*-B*A*] = 1| p 1;43*] —1(4).
olur. Ozel olarak
(¢) (ABBYH)t = BBTA* & BT (ABB*)*-B*tA* & R(A*AB) € R(B).
(d) (AtAB)* = BtATA & (ATAB)tAT-B*tAY & R(BB*A*) € R(AY).
olur.
(e) Asagidaki ti¢ ifade denktir.

(1) (AB)* = B*A*

(2) (ABB™)* = BB*A* ve (AYAB)* =B*A*A.

3) B*(ABB™)™ = B*A* ve (ATAB)*4*- BtA*.

Ispat. Burada teoremin sadece (a) maddesinin ispati verilecektir. Diger maddeleri de

benzer sekilde ispatlanabilir.
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(a) B*[(ABB*)®" — BB*A*] = B*(ABB*)* — B*A*

ve

B[B*(ABB*)* — B*A*] = (ABB*)* — BB*A*

oldugundan

r[(ABB*)* — BB*A™] = r[B*(ABB*)* — B*A*]

oldugu goriiliir. Diger taraftan

B*[(ABB*)* — BB*A*]AA* = B*(ABB*)*AA* — B*A*

ve

(B*)*[B*(ABB™)TAA* — B*A*](AA*)* = (ABB*)* — BB*A*

oldugundan

r[(ABB*)* — BB*A*] = r[B*(ABB*)*AA* — B*A*]
=r[AB — AA*(BB*A*)*B]

yazilabilir. Buna gore (5.13) bagintis1 uygulandiginda

r[AB — AA*(BB*A*)*B]

'(ABB*)(BB*A*)(ABB*) (ABB*)B Y
AA*(ABB™) ap | TTBETA)

‘ABB*A"ABB* AB
- — r(BB*A"
"l aaraB AB] r( )

0 AB
LAA*AB — ABBTA*AB 0

] — r(4B)

= r(A"AB — ABB*A*AB)

_ _[B'B B'A*AB] _
~"l4B AA*AB] r(B)

_r ([i] [B, A°AB]) - r(B) = r[B, A*AB] - r(B)
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elde edilir.
Teorem 5.18: A € Ci' ve B € C; matrisleri verilsin. B takdirde

A

(a) r[A"- B(AB)*] = F[ABB*

]—r(AB).

(b) 7[B*- B(AB)*] = r[B, A"AB]-(AB).
dir. Ozel olarak

(¢) A* = B(AB)* & R(A) = R(BF A).
(d) B* = B(AB)* & R(B) = R(A"AB).
yazilabilir,

Ispat. Burada teoremin sadece (a) maddesinin ispati verilecektir. Diger maddeleri de

benzer sekilde ispatlanabilir.

(a) (5.14) bagintis1 ve Blok Gauss Eliminasyonu uygulanarak

A*AA* 0 A*
r[A*-B(AB)*]=r| 0  —(AB)*'AB(AB)" (AB)"|—1(4) —r(4B)
|4 B(AB)* 0

T AAAY 0 A*
— r|B) 44" 0 (AB)"| —r(A) —r(4B)
A* B(AB)* 0
0 0 A*
=r|0 0 (AB)*| —r(4) — r(4B)
[A* B(AB)* 0
= F:Agg"]_r(AB)

oldugu goriiliir ve boylece (a) elde edilir. Ote yandan
B*(A*ABB*)*A*ABB*(A*ABB*)*A* = B*(A*ABB*)*A*

oldugu kolayca goriiliir. Bu ise B¥(ATABB*)*A* matrisinin AB matrisinin bir dis

inversi oldugunu gosterir. Zira (AB)* matrisi AB matrisinin bir dig inversi idi.
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(5.15) bagintisindan asagidaki ilging sonuglara ulagilabilir.

Teorem 5.19: A € Ci' ve B € Cj matrisleri verilsin. Bu takdirde

r[(AB)* — (A*AB)*A*] = r[AB , AA"AB] — r(AB) (5.34)
ve

r[(AB)* — B*(ABB*)*] = r [A;g*B — r(4B) (5.35)
dir. Ozel olarak

(AB)* = (ATAB)*A* < R(A"AB) = R(AB) (5.36)
ve

(AB)* = B*(ABB*)* < R [B*B(AB)']=R [(AB)'] (5.37)

bagintilar1 saglanir.

Ispat. Moore—Penrose tanimima gore (AB)™ matrisi (AB) matrisinin bir dis inversidir.

X, = (AtAB)*A* ve X, = BT(ABB*)* olsun. Bu durumda

X,ABX, = (A*AB)*A*AB(A*AB)*A* = (A*AB)*A* = X,

ve

ABX,AB = AB(A*AB)*A*AB = (AA*A)B(A*AB)*A*AB
— AA*AB(A*AB)*A*AB = AA*AB = AB

elde edilir. Bulunan bu iki sonu¢ X; matrisinin AB matrisinin bir yansimali g—inversi

oldugunu gosterir. Benzer sekilde

X,ABX, = B*(ABBY)*ABB*(ABB*)* = B*(ABB*)* = X,

ve

ABX,AB = ABB*(ABB*)*AB = ABB*(ABB*)*ABB*B = ABB*B = AB

oldugundan X, matrisi de AB matrisinin bir yansimali g—inversidir. (5.15) bagintisi

(AB)* — X; matrisine uygulandiginda
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r[(AB)* = X,] = r [(A)i)+] +[(AB)*, X,] — 2r(AB), i=12. (5.38)

bulunur. (5.20) ve (5.22) bagintilari yardimiyla
R(X,) = R[(A*AB)*A*] = R[(A*AB)*] = R[B*(A*A)*] = R(B*A")
= RI(4B)]
ROKD) = RI(A* AB)*A*]'} = RI(A")"(B"A*A)*"] = RI(A")"(B"A*AY']
= R(4*)'B] = RI(A*)'(B*)']
oldugu goriliir. (5.24) bagntisindan
r[(AB)*, X,] = r[(AB)*, (AB)*] = r(AB) (5.39)
e
P[] = ricamyy, ooy
= rl((AB)Y', [(4*AB)*A"]
= r[AB, (A*)*B] (5.40)
elde edilir. Ayrica
AA*[AB, (A*)*B] = [AA*AB, AA*(A*)*B] = [AA*AB,AB]
e
(A*)*A*[AA*AB, AB] = [(A*)"A*AA*AB, (A*)*A*AB] = [AB,(A*)"B]
oldugundan
r[AB, (A*)*B] = r[AA*AB, AB] (5.41)

oldugu goriiliir. (5.41) bagintisin1 (5.40) bagintisinda ve (5.40) ile (5.39) bagintilari
(5.38) bagintisinda yerlerine yazildiginda i = 1 i¢in (5.34) bagintisindaki rank esitligi

saglanir.

Benzer sekilde (5.35) bagintisi da gosterilebilir.
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Ote yandan (5.34) ve (5.35) bagmtilarinin sag taraflar1 sifir alinip, (5.19) ve
(5.20) bagintilar1 uygulandiginda (5.36) ve (5.37) esitliklerinin saglandig1 goriliir.

Teorem 5.20: A € Ci' ve B € Cj; matrisleri verilsin. Bu takdirde

rl(4B)* — B*(4*ABB")*A") =71 1;41133* o] +TIAB , A4*AB] - 2r(4B) (5.42)
olur. Ozel olarak

(AB)* = B*(A*ABB*)* A* (5.43)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

R(AA*AB) = R(AB) ve R[B*B(AB)'] = R[(AB)"] (5.44)

esitliklerinin saglanmasidir.

Ispat. X = BY*(ATABB*)TA* olsun. Bu durumda

XABX = BY*(A*ABB*)*A*ABB*(ATABB™)*A" = B*(ATABB™)*A* =X
ve

r(X) =r(4B)

oldugundan (5.15) bagintisindan
r[(AB)* —X] = r [(A§)+] +r[(AB)*, X] - 2r(AB) (5.45)

oldugu goriiliir. Ayrica (5.21)—(5.23) bagintilarindan
R(X) € R[B*(ATABB*)*] = R[B*(A*ABB*)*] = R[B*A*(A*)*] € R[B* A*]

yazilabilir ve buradan da r(B*A*) = r(AB) = r(X) elde edilir. Bu nedenle (5.20)
bagintisina gére R(X) = R(B*A") olur. Sonug olarak (5.24) bagintisin1 kullanarak

r[(AB)*,X] = r[(AB)*, Bt A*] (5.46)
elde edilir. Ayrica

B*B[(AB)*,B*A*] = [B*B(AB)*,B*BB*A*] = [B*B(AB)*, B*A"]
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Ve

B*(BY)*[B*B(AB)*,B*A*] = [B*(B*)*B*B(AB)*,B*(B*)*B*A"]

= [(AB)",B*A"]
oldugu goriiliir. Bu nedenle
r[(AB)*,B*A*] = r[B*B(AB)*, B*A*]
elde edilir. (5.47) bagintis1 (5.46) bagintisinda yerine yazildiginda

AB]

rl(ABY* X1 =7] 20

esitligi elde edilir. Benzer bir yaklagimla

r [(A)L? " =r [BE‘:*BL*] = r[AB, AA*AB]

(5.47)

(5.48)

(5.49)

elde edilir. (5.42) bagmtisin1 elde etmek i¢in son iki baginti olan (5.48) ve (5.49)

bagintilar1 (5.45) bagintisinda kullanilirsa (5.42) bagintisinin sol tarafi sifir olur.

Buradan (5.44) bagintisina esit olan

[ABB 5| = T[AB,A4*AB] = r(4B)

bagintisi elde edilir.

(5.34), (5.35) ve (5.42) bagitilarinin bir birlesimi olarak
r[(AB)* — B*(A*ABB*)*A"]

=r[(AB)" — (A*AB)*A*] + r[(AB)* — B*(A*AB)*]

esitligi elde edilir. Boylece

(AB)* = B¥*(A*ABB*)*A* & (AB)* = (A*AB)*A* = B*(A*AB)*

bulunur.

Teorem 5.14 ile birlikte (5.44) bagintis1 g6z oniine alinirsa (AB)* = BTA*

esitliginin saglanmasi i¢in bir takim yeni denk ifadeler verilebilir.
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Teorem 5.21: A € CJ' ve B € C} verilsin. Bu takdirde, (AB)* = B" A" olmasi igin

gerek ve yeter sart AB matrisinin (5.34) bagintisin1 ve asagidaki sartlardan herhangi

birini saglamasidir:

(a) B* A* matrisi AB matrisinin bir g-inversidir.
(b) B* A* matrisi AB matrisinin bir dis inversidir.
(¢) A* A matrisi BB*ile degismelidir.

(d) A*ABB* idempotenttir.

(e) BB*A™ A idempotenttir.

(f) B* (A*ABB*)*A* = B*A*.

(2) (A*ABB*)* = BB*A.

(h) [A%, B][A*, B]* = A*A + BB*- A*ABB™.
(i) r[4*,B] =r(A) + r(B)-r(AB).

() boy[R(A) N R(B*) = r(B)-r(A*AB).

(k) 7(B-AYAB) = r(B)-r(A*TAB).

() r(A- ABB*) = r(A)-r(ABB™).

Ispat. Eger (AB)t = B*A" ise, BYA™ matrisi de AB matrisinin bir g—inversi olur. Bu
nedenle Teorem 5.14’iin (a)~(l) maddeleri saglamr. Ote yandan (AB)* = BtA*

olmas1 Teorem 5.15¢’ ye gore

R(A*AB) € R(B) ve R(BB*A*) € R(A")

olmasini igaret eder. Dolayisiyla (5.21) bagintisindan

R(AA*AB) € R(AB) ve R(B*BB*A*) € R(B*A") (5.50)
elde edilir. Ayrica

r(AA*AB) = r(B*"BB*A*) = r(4B)

dir. Bu nedenle (5.50) bagintist (5.44) bagintisina denktir. Tersine olarak, eger
AB matrisi Teorem 5.14° i ve (5.44) bagintisin1 sagliyorsa, bu takdirde

B*(A*ABB*)*A* = B*A* ve B*(A*ABB*)*A* = (AB)*

elde edilir. Boylece (AB)™ = BYA™ oldugu goriiliir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢aligmasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda
inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin genel
durumda ¢6ziimiinde kullanilan ve bilinen anlamda invers Ozelliklerini de saglayan
genellestirilmis invers kavrami ele alinmigtir. Bu amagcla bir matrisin genellestirilmis
inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose tipi genellestirilmis inversi
tanimlar1 verilerek bu inverslerin cesitli 6zellikleri ortaya konulmustur. Ayrica her hangi
iki matrisin toplaminin ve carpiminin inverslerinin matrislerin ayr1 ayri1 inversleri

cinsinden ifadeleri verilmistir.

Yapilan bu c¢aligmalara ilaveten iic ya da daha fazla matrisin toplam ve
carpimlarinin  genellestirilmis inversleri i¢in hesaplama yontemleri gelistirilebilir.
Ayrica bu inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak tizere bilgisayar programlar1 ya da
algoritmalardan faydalanilabilir. Bunlarin yaninda pargali matrislerin genellestirilmis
inversleri de arastirilabilir. Elde edilen bu genellestirilmis inversler lineer denklem

sistemlerinin ¢dzlimlerine uygulanabilir.
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