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A —ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK ARACILIGIYLA KOROVKIN TiPi
TEOREMLERIN GENELLESTIRILMESI

OZET

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci béliimde dizi uzaylar1 ve matris doniisiimleri ile pozitif lineer operatérler tanitilip
bunlara iligkin bazi bilinen sonuglar verilmistir. Ugiincii boliimde C[a,b] uzayinda
Korovkin tipi teoremler ve bazi sonuglart verilmistir. Ayrica Korovkin tipi teoremlerin
bazi uygulamalarina yer verilmistir. Dordunci bolimde istatistiksel yakinsaklik yoluyla
bazi yaklagim teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Bu bolimde ilk olarak istatistiksel
yakinsaklik ve yogunluk kavramlari tanitilip bunlarla ilgili tanim ve teoremler
verilmistir. Daha sonra Korovkin ve Weierstrass tipi yaklasim teoremleri ifade edilmis,
istatistiksel yakinsaklik mertebesi tamtilmistir. L,[a,b] uzaymmda pozitif lineer
operatorlerin istatistiksel yakinsakligi tizerinde durulmustur. Besinci ve son boliimde ise
oncelikle A —istatistiksel yakinsaklik tanitilip daha sonra dordiincii boliimde yer alan
Korovkin tipi teoremler A —istatistiksel yakinsaklik yardimiyla genellestirilmistir. Son

olarak ise A —istatistiksel yakinsaklik mertebesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, pozitif lineer operatdrler, Korovkin tipi
yaklagim teoremi, A —istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik mertebesi, 1 —

istatistiksel yakinsaklik mertebesi, Bernstein polinomlari.



GENERALIZED KOROVKIN TYPE THEOREMS BY A -STATISTICAL
CONVERGENCE

ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter the sequence spaces and matrix transformation and
positive linear operators have been recalled and some known results concerning them
have also been considered. In the third chapter Korovkin type theorems in C[a, b] space
and several results have been presented. Furthermore some applications ofKorovkin
type theorems have been given. In the fourth chapter some approximation theorems are
proved by statistical convergence. In this chapter, firstly, it is given the concepts of
statistical convergence and density and some definition and theorems related with them.
Also Korovkin and Weierstrass type approximation theorems and the order of statistical
convergence are stated. Statistical convergence of positive linear operators is considered
in the space L,[a, b]. In the fifty chapter, A-statistical convergence is defined and a
generalization of Korovkin type theorems given in previous chapter obtained by A-
statistical convergence. Finally the order of A-statistical convergence is also given.

Key words: Statistical convergence, positive linear operators, Korovkin type
approximation theorem, A —statistical convergence, the order of statistical convergence,

the order of A —statistical convergence, Bernstein polynomials.
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1949 yilinda Steinhaus tarafindan
Polonya’da Wroclaw Universitesinde bir konferansta tanitildi. Daha sonra 1951 yilinda
Fast tarafindan gelistirildi. Istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirme fikri ise ilk
defa 1953 yilinda Buck tarafindan diisiiniilmiistiir. Istatistiksel Yakinsaklik kavrami
matematigin birgok alani ile olan iliskisi nedeniyle uzun siiredir birgok matematikg¢inin
ilgilendigi 6nemli bir konu haline gelmistir. Toplanabilme Teorisi, Fonksiyonel Analiz,
Fourier Serileri, Sayilar Teorisi, Olgii Teorisi, Istatistik, Optimizasyon Teorisi ve
Yaklasimlar Teorisi gibi bir¢ok alanda kullanilan istatistiksel yakinsaklik son yillarda
Connor, Khan, Maddox, Moricz, Gadjiev, Orhan, Pehlivan, Duman tarafindan
calisilmigtir ve ¢aligmalar hizla devam etmektedir.

Fonksiyonlar teorisinin en ¢ok uygulamasi olan dali yaklagimlar teorisidir.
Genelde fonksiyonlarin yaklagsmasini inceleyen en basit yapilar pozitif lineer operatorler
yardimiyla tanimlanabildiginden 1960 lardan beri yaklagimlar teorisinde pozitif lineer
operatorler 6nemli bir yere sahiptir. Pozitif operatorler pozitif fonksiyonlar1 yine pozitif
fonksiyonlara doniistiirdiigiinden dolayr monoton operatorlerdir ve bu 06zellik birgok
Oonemli esitsizligi ispatlamaya olanak saglar. 1951 yilinda H. Bohman, toplam
seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin [0,1] araliginda stirekli f(x) fonksiyonuna
yaklagimini incelemistir. 1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve
Bohman’in kosullarinin genel halde de gegerli oldugunu gdstermistir.  Bu teori
polinomsal yaklasim teorisinde, fonksiyonel analizin gesitli alanlarinda, diferansiyelin

ve integral denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde uygulamalara sahiptir.

Klasik Korovkin teoremi, bir pozitif lineer operator dizisinin birim operatore
yakinsayip yakinsamasina iliskin sartlar1 belirler (Bohman 1952, Korovkin 1953).
Matris toplanabilme metotlar1 Korovkin yaklagim teorisinde ilk defa 1979 yilinda
Swetits tarafindan kullanilmistir (Swetits 1979). Klasik Korovkin teoremindeki pozitif
lineer operatdr dizisinin birim operatére yakinsamamasi durumunda istatistiksel
yakinsaklik metodu diisiiniilmiis ve bu metot yardimi ile klasik Korovkin teoremi

gelistirilmistir (Gadjiev and Orhan 2002). 2000 yilinda Mursaleen A —istatistiksel



yakinsakligi tamimlamistir (Mursaleen 2000). 2010 yilinda ise A —istatistiksel
yakinsakliktan yola ¢ikarak genellestirilmis istatistiksel yakinsaklik yoluyla Korovkin
tipi yaklagim teoremleri elde edilmistir (Osama H.H. Edely, S.A. Mohiuddine, Abdullah

K. Noman; 2010). Bu tez ise bu ¢alismalarin derlenmesinden olugmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde dizi uzaylar1 ve matris doniisiimleri ile pozitif lineer operatorler
tanitilacak ve tez boyunca ihtiya¢ duyulacak bazi tanim, teorem ve notasyonlar

hatirlatilacaktir.

2.1. Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri

Bu kisimda tezimizde ihtiya¢ duyacagimiz matris toplanabilme metodundan ve
buna iliskin baz1 sonuglardan soéz edilecektir. Oncelikle dizi uzaylarini ve matris
toplanabilme metodunu hatirlatacagiz.

Tammm 2.1.1: Reel yada kompleks terimli tiim dizi uzaylar1 s veyaw, sinirh diziler
uzay1 ¥, yakinsak diziler uzayi c, sifira yakinsak diziler uzayi ise c, ile gosterilecektir.

Yani
i = {x = (x,) € s:supy,|x,| < c, olacak sekilde ¢, > 0 var}

c:= {x = (x,) € s:limx, = mevcut}
n

Co: = {x = (x,) € s:lirrlnxn = 0}

seklinde tanimlanur.

Tamm 2.1.2: A = (a,;) reel veya kompleks terimli sonsuz bir matris ve X c s olsun.

x € X olmak lzere x = (x,,) dizisi igin
Yo = An(0) = T G, (n=0,12,...) (2.1)

yakinsak ise Ax = (An(x)) dontisim dizisi mevcut denir. Eger X ve Y, tim diziler
uzay1 s nin iki alt kiimesi olmak tizere x € X icin (A,(x)) doniisiim dizisi meveut ve
(A,(x)) €Y ise A matrisi X den Y ye bir doniisiim tammlar denir ve 4 € (X,Y) ile
gosterilir. Eger A, (x) = xo, (n > o) ise (x,) dizisine x, degerine A-toplanabilirdir
(veya A-limitlenebilirdir) denir (Simirli dizileri yine simirli dizilere doniistiiren
dontisumlere limitleme metodu denir.) ve bu durum A —limx = x, ile gosterilir.

Toplami ve limiti koruyan matrislerin smifi ise (X,Y,p) ile gosterilir. Eger 6zel olarak



A € (c,c) ise A ya konservatif (korunumlu) A € (c,c;p) ise A ya regller matris denir.
(2.1) serisi her n igin yakinsak olacagindan matris doniistimlerinin lineer oldugu agiktir.
Burada matris doniisiimiinii kullanmamizin sebebi iki dizi uzay1 arasindaki en genel
doniistim olmasidir. Asagida toplanabilme teorisinde biyik éneme sahip olan bir matris

ornegi verilecektir.

Ornek 2.1.1: Bir x = (x;) dizisini, onun aritmetik ortalamasi olan

_XO +X1 +X2++Xn
B n+1

On

dizisine doniistiiren operatére Cesaro operatori denir ve (C, 1) veya C; ile gosterilir. Bu

operatore karsilik gelen matris

e

Il
e W RN =
e W RPN RO
e Wk © O©

ile verilir.

Teorem 2.1.1 (Kojima-Schur): A € (¢, c¢) olmasi igin gerek ve yeter kosul

() Al = supp Xglan| < o

(i) limy, Y)~, ane = a, (her sabit p i¢in)

Ozelliklerinin gerceklenmesidir. (Maddox, 1970)

Teorem 2.1.2 (Silverman-Teoplitz): A € (c, ¢; p) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
() 1Alloo = supy Xilan| < oo

(ii) lim, a,, = 0 (her sabit k icin)

(iii) lim, Y apnr =1

kosullarinin gergeklenmesidir. (Maddox, 1970)



Tamm 2.1.3: x = (x;,) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 bir reel say1 olsun. Eger

n
1
lim—lek —LIP=0
nn
k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsax dizisi L ye kuvvetli p-Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

n
1
Wy, ={x = (x,J:lim;lek — L|P =0 enazbir Licin

k=1

ile gOsterecektir. (Maddox, 1978)

2.2. Pozitif Lineer Operatorler

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinmis herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa X uzayinda bir

operatdr tanimlanmustir denir ve g(x) = L(f; x) seklinde gosterilir.

X Dbir lineer uzay oldugunda Lineer operatdriin tanimini asagidaki sekilde

verebiliriz.

fi(x) ve f,(x), X uzayinda herhangi iki fonksiyon a; ve a, ise keyfi iki reel say1

olmak lzere L operat6ri

L(aifi + azfz; %) = a1 L(f1; x) + a,L(f3; x)

kosulunu sagliyorsa L operatoriine lineer operator denir. Lineer operatorler icinde gok
onemli bir alt sinif vardir ki o da pozitif lineer operatorlerdir. ¥ = R veya Y = C olmasi

durumunda ise L ’ye bir lineer fonksiyonel denir.

Tanmm 2.2.1: X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay1 olmak iizere L, X uzaymni Y

uzayina dontistiiren bir lineer operatdr olsun. X tanim uzayindan alinan her f >0



fonksiyonu igin L(f) = 0 kosulu gergekleniyor ise bu durumda L operatoriine pozitif

lineer operatdr adi verilir. (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995)

Pozitif lineer operatorler asagidaki 6zellikleri gercgekler:

1. f<g=>L({;x)<L(gx)
2. |L(f; 0| < LS x).

Tamm 2.2.2: L lineer operatdri X uzayindan Y uzayina doniisiim yapiyorsa ve

L5200y < Clifll,

esitsizligini gergekliyorsa L operatdriine smirli operator denir. Bu kosulu saglayan C
sabitlerinin infimumuna ise L operatoriinin normu denir ve [|L]|,_,, ya da basit sekilde

[|L|| ile gbsterilir. Yani,

LIl = inf{C: IL(f5 )l < ClIf I}
dir. Bu tanimdan

IL(F;2) 11y

£ 1l (22)

C = supjr|, o

oldugu kolayca gorullr. Diger taraftan en kiigiik degerin tanimina goére V € > 0 igin bir

fe € X fonksiyonu vardir ki onun igin

IL(fe; Ol < (€ = Ol fell
esitsizligi saglanir. Yani,

IL(fe; 20l

———=(-c¢

I fellx

olur ve buradan da

L0l L0l
A 2 R TATR

=>C—c¢

elde edilir. Bu takdirde & > 0 keyfi oldugundan

LG5l
SUP|if|l,=0 ”foy =>C (23)



yazilabilir. (2.2) gosterimi ve (2.3) esitsizliginden dolay1

IL(f;20)]
LI = Lllxmy = SUPYfi 0 — (2.4)
olur. L lineer operator oldugundan
LIl = sup [IL(f5 )l (2.5)
Ifllx=0

yazabiliriz. Elde edilen (2.4) ve (2.5) esitlikleri her L lineer operatoru icin gecerlidir.

Simdi de L operatérinin bir pozitif operator oldugunu varsayalim. Bu durumda

L operatoriiniin monotonlugundan ve f(x) < |f(x)| esitsizliginden yararlanarak
IL(f;20)1 < L(f ;%)
esitsizligini yazabiliriz.

Eger X =Y = Cla,b] ve L operatori f fonksiyonunun [a,b] araliginin

disindaki degerlerinden bagimsiz ise bu durumda

ILllcra,pi=clap) = sup ILGF ) |lerap < WL )|l can)
[I£llx=0

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan
LIl crapi-crap) = supysi=1 1L | crap) = 1L ) cpap
esitsizligi mevcuttur.
Bu iki esitsizlikten L lineer pozitif operatori igin
L1l c1ab1-clap) = IL(L; 2l cla,p) (2.6)
esitligi saglanir.
Eger L operatori f fonksiyonunun [a,b] araligmin disindaki degerleri ile
bagimli ise (6rnegin L(f; x) = ffooof(t)K(t, x)dt , x €][a,b] gibi) bu durumda
M = max(Ifllciap); SuPxelanlf (1)

olmak Uizere



L1l crap1=clap) < MIIL(L; )|l cra,p) (2.7)

esitsizligi yazilabilir.



3. C[a, b] UZAYINDA KOROVKIN TEOREMIi VE UYGULAMALARI

Bu bolimde Korovkin teoremi verilecek onun bir uygulamasi olan Bernstein
polinomlar1 tanimlanacak ve Bernstein polinomlarmin surekli  fonksiyonlara

yakinsakligina yer verilecektir.

3.1. Korovkin Teoremi

1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatdrler dizisinin
[0,1] arahiginda siirekli f(x) fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir. H.

Bohman gostermistir ki x € [0,1], 0 < ay,, < 1 oldugunda

Ln(f; x) = z f(ak,n) Pk,n(x)' Pk,n(x) >0
k=0

pozitif operatorler dizisinin n — o icin [0,1] araliginda f fonksiyonuna dizgun

yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

L,(1;x) =1 (3.1)
L,(t;x) 3 x (3.2)
L,(t?x) = x? (3.3)

durumlarinin saglanmasidir.

Bohman’in arastirdigi operatorlerin degeri f fonksiyonunun [0,1] araliginin

disindaki degerlerden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve Bohman’in

kosullarinin genel halde de dogru oldugunu gostermistir.

Cla, b] uzaymm hatirlayacak olursak bu uzaydaki fonksiyonlar [a, b] araliginin

tim i¢ ve u¢ noktalarinda siireklidir ve C[a, b] bu fonksiyonlarin uzayidir. Yani a
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noktasinda sagdan ve b noktasinda soldan siireklidirler. Simdi Korovkin teoremine

gecebiliriz.

Teorem 3.1.1: Eger L, pozitif operatorler dizisi [a, b] araliginda (3.1), (3.2) ve (3.3)
kosullarin1 sagliyorsa C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende siirli herhangi bir f

fonksiyonu i¢in n = oo oldugunda
L,(f;x)3f(x), a<x<bh
olur. (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995)

Ispat. f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan 6yle bir M pozitif sayis1 bulunabilir

Ki her x igin
lfel =M (3.4)

esitsizligi saglanir. f € C[a, b] oldugundan her € > 0 icin dyle bir § > 0 bulunabilir ki
t € (—o, ) ve x € [a,b] igin |t — x| < 6 oldugunda

lf@) = f)] <e (3.5)

yazilabilir. x, t € [a, b] oldugunda (3.5) esitsizligi f fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugu
icin gerceklenir. x € [a, b], t & [a, b] oldugunda ise (3.5) esitsizligi f fonksiyonu a ve
b noktalarinda, sirasiyla soldan ve sagdan siirekli bir fonksiyon oldugu icin saglanir.

Boylece (3.4) ve (3.5) esitsizliklerinden dolayi tiim t € (—o0, ) ve x € [a, b] i¢in

F(©) = FOOl < & + 25 (¢ — x)? (3.6)

esitsizligi saglanir. Ciinkii Z—I‘Z/I(t — x)? ifadesi daima pozitif olacagindan |t — x| < &

oldugunda (3.6) esitsizligi (3.5) esitsizliginden elde edilir. |t — x| = § oldugunda ise

(t—2x)?
62

> 1 olacagindan Z(S—Izw(t —x)? = 2M esitsizligi saglanir. Bu durumda & > 0

oldugu i¢in (3.4) esitsizliginden (3.6) esitsizligi elde edilir. Diger taraftan
Lo (f52) = FOOle = Lo (f () = F )5 0) + f0)Ln(1;%) — fOl
< L Cf @) = fFCILOMNe + N fIlelLn (15 2) — 1l

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim n — oo igin (3.1) den dolay1 sifira

yakinsar. Yani ||f|| L,(1;x) — 1|l < &,, &, — 0 dir. O halde
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ILn(F; ) = fFOOle < ILn(1f () = FQIL O + £ 3.7)

esitsizligi gecerlidir. Birinci terime bakarsak (3.6) esitsizliginden dolay1

La(F(®) = FGI1 ) < €Ly (1) + 2 L (¢ = 0% )
=¢[L,(1;x)—1] +¢
+ 35 (L (8% ) = 2xL (&%) + X2 Ly (1)
= el (L) — 1] +&
+ 35 {Ln(t% %) = x2] = 2x[Ln (&%) = x] + x2[Ln (1;2) = 11}
elde edilir. O halde
L. (1f (&) = FCL0le < CullLy (%5 %) — x|l + CollLa(1;%) — 1l
yazilabilir. (3.1), (3.2) ve (3.3) kosullarindan dolay1 n — oo igin
L, (1f (&) = FCOL )l = 0
oldugu gorilir.
Teorem 3.1.1 in ispatindan yararlanarak asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 3.1.1: Eger {L,} lineer pozitif operatorler dizisi, [a, b] araliginda
L,(1;%) = 1 (3.8)
L,((t —x)%x) 30 (3.9)

kosullarin1 sagliyorsa C[a, b] uzayindan olan ve tiim reel eksende sinirli herhangi bir f

fonksiyonu i¢in n = oo igin
L,(f;x)3f(x), a<x<bh
saglanir. (Hactyev ve Hacisalihoglu, 1995)

Korovkin teoreminin bu ispati gosteriyor ki m —boyutlu halde (yani sonlu

boyutlu) ve L, uzayinda da bu teorem ispatlanabilir.
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Simdi benzer ispat yontemini kullanarak asagidaki teoremi ispatlamadan Once

bir hatirlatma yapalim.
Teorem 3.1.2 (Luzin Teoremi): Her & > 0 i¢in
WME: f(x) # gx)} <e

esitsizligini saglayan strekli bir g fonksiyonu bulunur. TGm reel eksende L, den olan

fonksiyonlar i¢in bu 6zellik keyfi sonlu alt araliklarda gecerlidir.

Teorem 3.1.3: Ly,[a, b] den L,[a, b] ye tanimli {L, } lineer pozitif operatdrler dizisi igin

asagidaki sartlar gecerli olsun.

a) Ly, lerin normlari diizgiin sinirli olsun. Yani 6yle bir M sabiti bulunsun ki her

nigin
ILally,or, <M < o0, n=12,..
saglansin.
b) n - covev =20,1,2i¢in
1L (% 2) = 2]l > 0
olsun. Bu takdirde keyfi f € L,[a, b] fonksiyonu i¢in n — oo iken
WL (f5 ) = FCOlL, = O
olur. (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995)

Ispat. Luzin Teoremine gore L, uzayindaki fonksiyonlar i¢in Gyle bir g strekli

fonksiyonu bulabiliriz ki her e > 0 icin ||f — gIILp < ¢ saglanir. Bu durumda
M (f2) = £, < NLnCf = g3 0N, + Ln(gs X) = 9GO, + 1If = gl
<e(1+M)+ILy(g;%) =g,

elde edilir. g fonksiyonu siirekli oldugundan (3.6) esitsizligi gecerlidir ve buradan da
|g(x)| < C yazabiliriz. Bdylece
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ILn(f: ) = FOONL, < (g (®) = gL Dy, + CllLa (L) = 1y,

olup (3.6) dan

ILa(g(®) = gC 2 Ne, < elln(L0ls, + 1a((t = % D)y,
< & (IILa(Lx) = 1y, + 1) + ILn(t% ) = 221,
+2be||Ly (6 x) — x|l + b2ellLp(1; ) — 11,

esitsizligi yazilabilir. Teoremin sartlarindan dolay1 n — oo i¢in sag taraf sifira yaklasir
ki bu da ispati1 tamamlar.

Simdi Korovkin teoremlerinin bir uygulamasini verelim.

3.2 Korovkin Teoreminin Uygulamasi

Bu kisimda klasik Korovkin teorisinde dnemli bir yere sahip olan Bernstein
polinomlar1 ve bu polinomlarin genellestirmesi verilecektir. 1912 yilinda S. Bernstein

[0,1] arahiginda verilmis siirekli bir fonksiyona yakinsayan bir B, (f;x) polinomunu
0 < x < 1 olmak uzere

B, (f;x) = Zn: f (S) Clxk(1 —x)nk

k=0
seklinde tammlamustir. x®(1 — x)"™* > 0 oldugundan B, (f;x) polinomu bir pozitif

lineer operatordiir. Asagida B,(f;x) polinomunun Korovkin teoreminin kosullarini
sagladig arastirilacaktir. Bu durumda

n

B,(1;x) = z Cix*(1—x)"* =1 -x+x)"=1
=0
n

Bulti) = ) (1 - )

it X _k_on'k!(n—k)!x x

o (-1 ) .
=kaO(k—1)!(n—k)!xk (-0
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n
k=0

n

k2 n!

By (t%x) = Z 2 K (n— k)!"k(1 —
k=0

"k (n—1)! _ n—
Z; TE TR

k=1

n

k—1 (n—1)! 1 e
=xZ =Dt A0

X (n—1)! . .
+Zkzzl(k—1)!(n—k)!xk =0

-1 (n—2)! Z2 n-
=X kZz(k—Z)!(n—k)!xk (1 —x)n*

n—1
X
+£Z C,If_lxk(l _ x)n—l—k
k=0

x — x2

X
n—zxk(l - X)n_z_k + H =x%+

yazilabilir. Dolayisiyla n — o igin

1B, (1;x) — 1ll¢po,11 = O

1B, (t; x) — xll¢o,1 = O

1B, (t%; x) — x|l o1 = O

durumlari saglanir. Bu durumda Korovkin teoremine gére f € €[0,1] icin

1B (f; %) = f ()l co,11 = 0

oldugu goriiliir.
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Bu polinomlar pek ¢ok yeni pozitif lineer operatorlerin tanimlanmasina yardimei
olmustur. Korovkin teoremlerini saglayan operator dizilerinin bulunma ydntemleri

Bernstein polinomlarinin bulunma yontemleriyle elde edilmistir.
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4. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK KULLANILARAK ELDE EDILEN
KOROVKIN TiPi TEOREMLER

Bu bolimde Oncelikle istatistiksel yakinsaklik tanitilip alisilmis anlamdaki
yakinsaklik ve yogunluk arasindaki iliskiler arastirilacaktir. Daha sonra istatistiksel
yakinsaklik kullanilarak Korovkin ve Weierstrass tipi teorem kanitlanacaktir ve

istatistiksel yakinsaklik mertebesi tamtilacaktir. Son olarak Ly[a, b] uzayinda pozitif

lineer operatdrlerin istatistiksel yakinsakligi arastirilacaktir.

4.1 Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsakhk

N dogal sayilar kiimesinin A alt ctimlesinin kardinal sayisi |A| ile gosterilsin,

yani |A| = cardA olsun.

Tanim 4.1.1: AcNve A, ={k <n:k € A} = An{1,2,..,n} olsun. Eger

|4y

6(4) :==lim
n n

limiti mevcut ise §(A) sayisina A kiUmesinin yogunlugu denir. (Niven ve
Zuckerman,1980)

Bu tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

(1, keA
XA(k)'_{O, k¢ A

A kuimesinin karakteristik fonksiyonu olmak (izere
1 n
5(A): = lim—z ¥4 ()
" le=1

limiti mevcut ise A kiimesi 6(A) yogunluguna sahiptir denir. Bu sekilde tanimlanan
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d: p(N) - [0,1]

14,
A - 6(A) =lim
n o n

yogunluk fonksiyonunun sagladigi ozellikler su sekilde siralanabilir. A, B € p(N)

olmak Uizere

1) 6(N—-A)=1-65(4)

2)6(N)=1ved(@) =0

3) Ac Bise §(A) < 6(B)

4) A~B ise (yani AAB = (A\B) U (B\A) sonluise) 6(A) = 6(B)
5) A sonlu kime ise 6(4) =0

dir.

Tanim 4.1.2: x = (x) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger V € > 0 igin
o1
lim—|{k <n:|x, —L| =>¢}| =0

n n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
Bu durumda st —lim, x = L veya x; — L(st) gosterimi kullanilir. Eger L = 0 ise

x = (xy) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. (Fast, 1951)
Ornek 4.1.1:

{1, k=m?, (m=12..)
X = P
0,0 k#m

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisini géz 6niine alalim. Her € > 0 igin
{k <n:|x, —0| = ¢} c{k <n:x; # 0}
{k <n:lxe| = e}l < 1{k <n:x, # 0} <Vn

oldugundan

1 n
lim—|{k <n:x, # 0}| < lim£ =0
nn n n
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elde edilir. Soyle ki {k € N: [x;, — 0| > &} kiimesinin elemanlar1 hari¢ diger biitiin k lar

icin |x;, — 0| < & (her € > 0) oldugundan x;,, — 0(st) dir.
Ornek 4.1.2:

x.z{\/F, k=m?, (m=12..)
o 2, k#m?

seklinde tanimlanan x = (x;,) dizisi i¢in st — lim x = 2 oldugu agiktir.

Bu iki 6rnek bize istatistiksel yakinsaklik ile Cauchy yakinsaklik arasindaki
iliskiyi gosterir. Orneklerden gériilebilecegi gibi simirl raksak ya da smirsiz iraksak
baz1 diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir. Bu ise Cauchy yakinsakligin

istatistiksel yakinsaklig1 gerektirdigini fakat tersinin dogru olmadigin1 gosterir.

Tammm 4.1.3: ¢ > 0 verildiginde her k > N ve her k ¢ A icin |x, — L| < € olacak

sekilde bir N > 0 sayist varsa x = (x;) dizisi L sayisina A —istatistiksel yakisaktir

. (4)
denir ve x — L seklinde yazilabilir. ( Fredman ve Sember, 1981)

Tanimm 4.1.4: A c N olmak tzere §(A) = 0 olsun. Eger € > 0 verildiginde her k > N
ve her k ¢ A igin |x, — L| < € olacak sekilde bir N € N varsa, x = (x;) dizisi L

say1sina hemen her k i¢in yakinsaktir denir. (Buck,1953)
Bu tanim istatistiksel yakinsaklik tanimindan baska bir sey degildir.

Eger x = (x},) dizisi sifir yogunluga sahip bir kiimenin digindaki her k igin bir p
ozelligine sahip ise x = (x;) dizisi hemen her kicin p 6zelligine sahiptir denir ve

kisaca h.h.k. ile gosterilir.
Asagidaki teorem Istatistiksel yakinsaklik metodunun lineer oldugunu gésterir.
Teorem 4.1.1: st —limx =L, ve st —limy =L, ve « € R olsun. Bu durumda
(i) st—lim(x+y)=L, +1L,
(ii) st —lim(ax) = a L,

dir. (Fast,1951)
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Ispat. (i) s, — limx =L, olsun. Bu durumda A c N olmak izere §(4) = 0 oldugunda
€ > 0 verildiginde her k > k, ve her k € (N'\ 4) icin |x;, — L;| < 8/2 olacak sekilde

k, € N vardir.

st —limy =L, olsun. Bu durumda B c N olmak Uzere §(B) = 0 oldugunda
€ > 0 verildiginde her k > k, ve her k € (N\ B) i¢in |y, — L,| < 8/2 olacak sekilde

k, € N vardir.

ko = max{k, k,} diyelim. Buradan her k € (N'\ (4 n B)) ve her k > k, igin |(x; +
yi) — (Ly + Ly)| < € oldugunu gosterelim. Oncelikle sifir yogunluklu iki kiimenin
arakesiti de sifir yogunluklu olacagindan A N B kiimesi sifir yogunlukludur. O halde her
k€ (N\ (AN B)) veherk > kg igin

£ €
|(x + i) — (Ly + Ly)| < Ixg — Ly| + |yi — Lyl <§+§=€

oldugundan her € > 0 igin
1
lim—{k < n: |Co + yi) = (Ly + L) 2 e} = 0

olup buradan da
st—lim(x+y)=L+1L,
elde edilir.
(i) Egera = 0ise ax = 0 olup ax; — 0 dir.

Simdi a # 0 olmak Uzere st — limx =L, olsun. Bu durumda, A c N icin §(4) =0
oldugunda & > 0 verildiginde her k > k, ve her k € (N \ A) icin |x;, — L;| < €/|6¥|

olacak sekilde k, € N vardir. Boylece her k € (N \ A) ve her k > k, igin

&
lax, — aLi| = |a||x; — Li| < Ia|m= £

olup her € > 0 igin

1
lim—|{k <n:|ax;, —alL;| =€} =0
nn
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elde edilir, yani st — lim(ax) = a L, dir.

Tanimm 4.1.5: Her ¢ >0 ve h.h.k. icin |x;, —xy| < & olacak sekilde bir N = N(¢)

sayisl mevcut ise yani her € > 0 igin
1

lim—|[{k <n:|x, —xy| =€} =0
nn

ise x = (x) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. (Fridy, 1985)

Teorem 4.1.2: Asagidaki 6nermeler denktir.

(i) x dizisi istatistiksel yakinsaktir.

(if) x istatistiksel Cauchy dizisidir.

(i) h.h.k.igin x;, = y,, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardir. ( Fridy, 1985)

Teorem 4.1.3: x = (x;,) dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda

x =y + z olacak sekilde L sayisina yakinsak olan bir y dizisi ve istatistiksel sifir z

dizisi vardir. (Connor,1988)
Teorem 4.1.3 istatistiksel yakinsakligin ayrisim teoremi olarak da bilinir.

Sonug 4.1.1: Bir x dizisi bir L noktasina istatistiksel yakinsak ise ayn1 noktaya Cauchy

anlaminda yakinsayan bir alt dizi igerir. (Connor,1988)

Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.3 istatistiksel yakinsaklik ile klasik toplanabilme

metotlar1 arasindaki iligkileri belirlemektir.

Teorem 4.1.4: st — limx = L ve hern € N i¢in |x,| < K ise C; — limx = L dir. Yani

siirl istatistiksel yakinsak her dizinin aritmetik ortalamasi da yine aymi L sayisina

yakinsaktir. (Schoenberg,1959)

Bu teoremin tersi genel olarak dogru degildir. Ornegin x = (1,0,1,0, ...) seklinde
tanimlanan dizinin aritmetik ortalamasi 1/2 ye yakinsaktir. Fakat bu dizinin kendisi

istatistiksel yakinsak degildir. O halde teoremin karsit1 dogru degildir.

Simdi ise istatistiksel yakinsaklik metodunun hi¢bir matris metodu tarafindan

icerilmedigini gosterecegiz. Bunun igin de dncelikle bir Lemma verelim.
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Lemma 4.1.1: Sonsuz cokluktaki k lar igin t, # 0 olacak sekildeki bir t dizisi
verildiginde h.h.k. i¢in x;, = 0 ve };°; tpx; = o olacak sekilde bir x dizisi vardir

(Fridy, 1985).

Teorem 4.1.5: Higbir toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu icermez

(Fridy,1985). (yani A € (st, c; p) olacak sekilde hi¢bir matris yoktur)

Ispat. Lemma 4.1.1 geregince istatistiksel yakimsaklig1 igeren bir matris satir sonlu
olmak zorundadir. O halde satir sonlu keyfi bir matris A olsun. Istatistiksel yakinsaklik
metodu regiiler oldugundan, A y1 regiiler almak genellikten bir sey kaybettirmez. A

matrisinin sifirdan farkli bir a, 1)k (1) bilesenini
k(1) = k'(1) ise a1y # 0

k> k(1) ise apyx =0

olacak sekilde segelim. Simdi her m igin,

k > k(m) ise apgnyx =0

ve

k(m) = m? ise ap(m) k) # 0

olmak flizere satir ve siitunlarin artan bir dizisini se¢ebiliriz. Simdi x dizisini asagidaki

gibi tanimlayalim.

1
X)) =—
W An(1),k(1)

1 m—1
Yhe(m) = |~ z n(m) e () Xk (i)
An(m),k(m) =
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Diger durumlarda x;, = 0. Bu durumda

m m—1
(Ax)n(m) = Z An(m),k (i) Xk@i) = Z An(m) k(i) Xk (i) T An(m),k(m)Xk(m)
i=1 i=1
m-—1 m-—1
1
= Z An(m) k() Xk@) T Anm)kem) ————— |M — Z An(m), k() Xk (i)
= An(m),k(m) =

oldugundan Ax doniisiim dizisi siirli degildir, dolayisiyla yakinsak degildir. Baska bir
deyisle x dizisi A-toplanabilir degildir. Diger yandan k(m) = m? oldugundan

l{k <n:x, # 0} <vVn

olup

1 1
lim—|{k <n:x, # 0} <lim—vn =0
nn nn

olacaktir, yani h.h.k. igin x;, = 0 olur. Dolayisiyla st — limx = 0 yazilabilir. Fakat bu

yakinsaklik A — istatistiksel yakinsakligi igermez.m

Istatistiksel yakinsaklik metodu {(—1)*} gibi periyodik bir diziyi toplamaz. Yani
{(=1)¥} dizisi istatistiksel yakimsak degildir. Bu yiizden istatistiksel yakinsaklik

metodu, klasik toplanabilme metotlarinin bir¢ogunu igermez.

Matris toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasinda kesin bir sonuca

ulagmak i¢in matrislerin agsagidaki sinifin1 verelim.

Negatif olmayan alt ticgensel A = (a,;) matrisi
(DHerneNiginYi_jan =1
(if) K < N olmak tizere §(K) = 0 oldugunda lim,, }.}_; a,, = 0

kosullarin1 gergeklerse, A matrisi T sinifina aittir denir. 7 siifina ait her bir A matrisi
negatif olmayan terimli oldugundan (i) ve (ii) kosullar1 A matrisinin regiilerligini garanti

eder. Oyle ise asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.6: Sinirli bir x dizisi i¢in st — limx = L olmasi i¢in gerek yeter kosul her

A € tigin A — limx = L olmasidir. (Fridy ve Miller, 1991)
Teorem 4.1.7: p € Rve 0 < p < o olsun.

(i) Bir dizi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise L sayisina istatistiksel

yakinsaktir.

(if) Sinirh bir dizi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisina kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirdir (Connor, 1988).

Sonu¢ 4.1.2 Sinirh diziler {izerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile istatistiksel

yakisaklik denktir, yani p > 0 olmak tzere w, N1, = st N [, dir.

Sonug 4.1.3: Kompleks terimli bir x dizisi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir

veya L sayisina istatistiksel yakinsak ise x, L sayisina yakinsayan bir alt diziye sahiptir

(Connor, 1988).

Sonu¢ 4.1.4: x reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda lim infx, = Lve C; —
lim x = L ise x,, = L(st) dir (Connor, 1988).

Teorem 4.1.8: p > 0olsun. A € (loo N wy, c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart A € (c,c)

ve sifir yogunluga sahip her E kiimesi igin

Dlam—al =0, (1)

k€EE

olmasidir (Maddox, 1974).
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4.2. istatistiksel Yakinsakhk Kullamlarak Elde Edilen Baz1 Korovkin ve
Weierstrass Tipi Yaklasim Teoremleri

Bu kisimda istatistiksel yakinsakligi kullanarak Korovkin teoremi ve Weierstrass

tipi yaklagim teoremi kanitlanacaktir.
Klasik Korovkin teoremini formiile etmek i¢in bazi notasyonlar verelim.

Cla,b] ile [a,b] araliginin her noktasinda tamimli ve tamaminda smirli olan tiim

fonksiyonlar uzayimi gosterelim, My f~ ye bagl bir sabit olmak iizere Cla, b]
[fGI =Mp, —0<x<oo

Kosulunu saglayan ve [a, b] de siirekli olan fonksiyonlarin uzayidir. (L,,) pozitif lineer
operatorlerin bir dizisi olsun. B[a, b] de [a, b] deki tiim smirh fonksiyonlarn kiimesi
olmak Uzere (L,), Cla,b] den B[a, b] ye tammlanan pozitif lineer operatorlerin dizisi
olsun. Bu durumda Bla,b], |lIfllg == subg<x<p|f(x)| normu ile Banach uzayidir.
Genellikle L,(f(t),x) yerine L, (f, x) yazilir.

Bu terminolojiye gore klasik Korovkin teoremi L,: C[a,b] - Bla, b] pozitif

lineer operatdrlerin dizisinin

@) I[Ln(L,x) =1llp = 0, n - oo,

(b) lLn(t,x) — xllp = 0, n > oo,

(©) L (t? x) — x?|lp > 0, n - oo

sartlarin1 saglamasi durumunda her f € C[a, b] fonksiyonu igin
ILn(f, %) = fO)llg >0, n->o

oldugunu ifade eder.

Benzer sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.2.1: Pozitif lineer operatorlerin L,: C[a, b] = B[a, b] dizisi

st —lim||L,(1,x) — 1]l =0 4.1)
st — lim||L,(t,x) —x||g =0 (4.2)
st — lim||L,,(t%,x) —x?%||p =0 (4.3)

sartlarin1 sagliyorsa bu takdirde herhangi bir f € C[a, b] fonksiyonu icgin
st — lim||L, (f (x),x) — f()llzg = 0 (4.4)
saglanir. (Gadjiev and Orhan, 2002)

Ispat. Belirli asamaya kadar Korovkin teoreminin ispatini takip edebiliriz. f fonksiyonu

tiim reel eksen iizerinde sinirli oldugundan
If®) = f()| <2M, —o0<t,x<oo

yazilabilir. Bunun yani sira f, [a, b] de siirekli oldugu i¢in |t — x| < § y1 saglayan her

t,x icin

fFO - f@l<e

dir. Bu yiizden her t € (—o0, ) ve her x € [a, b] i¢in & sabit reel say1 olmak tizere
F(O) = fEOl <+ 35 (=) (4.5)
oldugu gbriiliir. Simdi

Ln(f, ) = f@) = La(f () = F(),2) + ) (L (1,2) = 1)

alindiginda

a2 = FCla < (24 55 ) (L) — 1l

4Mb
+ 52

2M , 5
1Ln (e, 2) = xll + 5 lILn (%, ) = xlIp

< K (ILn(1,%) = 1l + 1Ln(t, x) — xlIp + IILn (%, ) — x?|)

yazilabilir, burada
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2M 4Mb>

K1=maX(€+M+F; 62

olacaktir.

Son esitsizlik herhangi €’ > 0 i¢in

{n < N:|ILp(f, x) = F(O)llp = €'} (4.6)

!

&
< W02 = Ul + (600 = 2l + 1 (67,2) = 22115 2 ]
1

<

yazilabilecegini gosterir. Bu durumda

!

&
D = {10 = 1l + Ln(2) = 2ll5 + L%, 0) = 2215 =
1

Dy = {n:ILn(1,0) = 1ll5 = £},

3K,

gl
D, = fnillLn () = xll5 = 5},

D5 = {n: ILn (2 ) = #2115 = 5}

tanimlanirsa D € D; € D, c D5 oldugu kolayca goriiliir. Boylece (4.6) esitsizligi
l{n < N:ILn(f, %) = f(x)llp = €'}

<|fn < N lIL, (L) - 1115 2 ;—Kl}| +|{n < N lLa(t ) = xllp 2 ;—Kl}|

+]{n < N Lo (220 = 22115 2 —}| 4.7

3K,
oldugunu gosterir.

(4.1), (4.2) ve (4.3) bagintilar1 kullanilarak
st — lim||L,(f (x),x) — f()|lp =0

oldugu goriiliir ve bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
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n

k\ m
— _ k _ n—k.
B, (f,x) = Zf(n) () xa-nrk0sxs<1,
k=0
Klasik Bernstein polinomlarinin dizisinin Korovkin teoreminin sartlarini sagladigi ve
dolayistyla, Teorem 4.2.1 i de sagladigi goriiliir. Simdi Teorem 4.2.1°in sartlarini
sagladig1 halde klasik Korovkin teoremini saglamayan bir pozitif lineer operatorlerin

dizisi 6rnegi verelim.

Ornek 4.2.1: (a,) smirsiz istatistiksel yakisak dizi ve (B,) Bernstein polinomlarinin
dizisi olmak lzere B,:C[0,1] - B[0,1] , B,(f,x) = (1 + a,)B,(f,x) ile tanmimlanan

(B,) dizisini géz 6niine alalim. Bu takdirde

x—x2

B,(1,x) =1, B,(t,x) =x ve B,(t?x)=x%+

n

oldugu bilinir. (B,) dizisi igin (4.1), (4.2) ve (4.3) sartlarinin saglandigi agiktir. O halde

st = lim||B,(f,x) = f()llp = 0

olacaktir. Diger taraftan B, (f,0) = f(0) oldugundan P,(f,0) = (1 + a,,)f(0) dir. Bu

nedenle

IF.(f, %) = Ol = [F(f, 0) = f(0)] = an|f(0)] (4.8)
yazilabilir. lim, sup,_,a, = © ile (4.8) birlestirildiginde (P,) ‘nin bu iddiay1

saglayan klasik Korovkin teoremini saglamadig1 goriiliir.

4.2.1’in (4.2) ve (4.3) sartlarin1 ve

lim,, 0 ||Lp(1,x) — 1]|p =0 (4.9)
sartlarini saglasin. Bu takdirde herhangi bir f € C[a, b] fonksiyonu icin

1 N
lim NZIan(f, 0= f©lls =0

dir. (Gadjiev and Orhan, 2002)
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Ispat. (4.9) kosulundan her n igin
IL, (1,0l < M,

olacak sekilde bir M; sabitinin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle herhangi bir

f € Cla, b] fonksiyonu ve n = 1,2,3, ..., sayist igin

ILn(f, %) = FCOlls < IfllclLn (L, M5 + lIfllc < M(M; + 1) (4.10)
elde edilir. Ayrica (4.9) bagintisi (4.1)’1 sagladigindan Teorem 4.2.1°e gore

st — limy [[L, (f, x) = f(x)|lp = 0 (4.11)
oldugu goriiliir.

Herhangi sinirh istatistiksel yakinsak dizinin Cesaro toplanabilir oldugu bilinir.

Buradan (4.10) ve (4.11) sonuglarina ulasilir. (Schoenberg, 1959)

Bu kismi agagidaki gozlemlerle sonuglandiralim.

Weierstrass yaklasim teoremi f fonksiyonu [a, b] de surekli ise
limp ||B, = fllcap) = 0 (4.12)
polinomlarin bir (P,) dizisinin mevcut oldugunu ifade eder. Buradan
st = limg 1By = flictas) = 0 (4.13)
yazilabilir.

(4.13) bagintis1  (B,) polinomlar dizisinin [a, b] de surekli f fonksiyonuna “dlizgiin
istatistiksel yakinsak” oldugunu ifade eder. Bu durumda (4.13) ‘i sagladigi halde (4.12)
yi saglamayan bir (B,) polinomlar dizisinin mevcut olup olmadig1 sorusu akla gelebilir.

Bu soruya verilen cevap Ornek 4.2.1 de ele alman (P,) dizisidir.

Onerme 4.2.1: f, [a, b] de stirekli bir fonksiyon ise polinomlarin bir dizisi bu aralikta

f ye istatistiksel diizgiin yakinsaktir fakat diizgiin yakinsak degildir.
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4.3. istatistiksel Yakinsakhk Mertebesi

Bu kisimda pozitif lineer operatorlerin istatistiksel yakinsaklik mertebesi ile

ilgilenecegiz.
Tamm 4.3.1: Eger her € > 0 igin

.k =ni|ay — L] = €}
lim =

n nl_ﬁ 0

ise @ = (ay) say1 dizisi L sayisina 0 < 8 < 1 dereceden istatistiksel yakinsak denir.

Bu durumda
a,—L =st—o(k‘ﬁ), k — oo icin
yazilir.

Teorem 4.2.1 de verilen pozitif lineer operatorler dizisinin istatistiksel

yakinsaklik derecesi bulunacaktir.

Teorem 4.3.2: L,:C[a,b] - B[a, b] pozitif lineer operatérlerin dizisi n — oo i¢in

|L,(1,x) — 1|l = st — o(n_ﬁl) (4.14)
[|L,(t,x) — x||g = st — o(n‘ﬁz) (4.15)
IL,(t%,x) — x2||g = st — o(nF3) (4.16)

Kosullarin1 saglasin. Bu takdirde herhangi bir f € C[a,b] fonksiyonu icin g =

min(By, B2, B3) olmak Uzere

ILn(f,2) = f (Ol = st = o(nF)

olacaktir. (Gadjiev and Orhan, 2002)

Ispat. Teorem 4.2.1 in ispatinda oldugu gibi (4.7) esitsizligini asagidaki gibi yazabiliriz:

[{n < m:|ILn(f, %) — fFOlp = €'}

ni-#
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[ < el = 115 = (/3 )} -

< .
- nil-p1 mi-B

[{n < millLntt 0 = 25 = (/35 )}| mr-se

+ 15, P

|{n <m:||L,(t% x) — x?||g = (€,/3K1)}| mi-Bs

+ 7 o

Buradan istenen sonug elde edilir.

Bir uygulama olarak klasik Bernstein polinomlarini yeniden inceleyelim.
42
Ba(1,%) = 1, By(t,0) = x Ve By(t%,x) = x2 + =

oldugunu hatirlarsak (4.14) ve (4.15) kosullarinin saglandigi goriiliir. Ayrica
(n: 1B (2, %) — x2||p = &'} = {n.i > g,}
" n )] B = : 4n >

kiimesi dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesi oldugundan (4.16) kosulu da saglanir.

Sonug 4.3.1: Eger f fonksiyonu [0,1] de sirekli bir fonksiyon ise bu takdirde her

Bernstein polinomu ve Be(0,1) icin

1B (f. ) = fOllp = st —o(n™F), > wigin

saglanir.
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4.4. Lyla, b] de Pozitif Lineer Operatérlerin Istatistiksel Yakinsakhig

Bu kisimda pozitif lineer operatorlerin L,: L,[a, b] — Ly[a, b] dizisi g6z 6niine

alinarak istatistiksel yakinsaklik yoluyla Korovkin tipi teoremi verilecektir.

Teorem 4.4.1: (L,) dizisi  Ly:Ly[a,b] - Ly[a,b] ile tamlanan pozitif lineer

operatorler dizisi ve (||L,||) dizisi diizgiin sinirhi olsun. Eger

st — lim, || L, (t¥, x) — x”IILp =0 v=01,2, (4.17)
ise bu takdirde herhangi bir f € L,[a, b] fonksiyonu igin

st = imllLy(f, %) = f @l = 0

dir.

Ispat. (4.17)’ ye gore & > 0 verildiginde, hern € K, ven > n,, , v = 0,1,2 igin

Lo (t%, %) = x¥ll,, <€ (4.18)

olacak sekilde 1 yogunluklu K,,, v = 0,1,2, alt kiimeleri ve n,(¢), v = 0,1,2, sayilar

vardir.

6(KoNnK; NK,) =1 oldugundan (4.18) esitsizligi n€ K :=K,NK;NK, ve n>

max{no, nljnz} i¢in saglanir.

Hipoteze gore ||Ln||Lp_)Lp <M, n=1,2,.. olacak sekilde bir M > 0 sabiti
vardir. C[a, b], L,[a,b] de yogun oldugundan dolayr f € L,[a,b] verildigi zaman
I|f — glle < ¢ olacak sekilde g € C[a, b] vardir. Bu nedenle

ILa(F20) = F GOl < Inlf = gD, + ILn(g,0) = 9@y, + I = glls,
< (1 + M) +ILo (g, %) — g, (4.19)

elde edilir. Ote yandan g, [a, b] de siirekli oldugundan her x € [a, b] ve bir C sabiti
icin |g(x)| < C yazilabilir. Bdylece

1Ly (g, %) = g(Oll1, < ILn(1g@) = gL, + CllLa (L, x) = 1.,
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oldugu goriiliir. g € C[a, b] oldugundan (4.5) deki gibi her t,x € [a,b] icin H ve &
pozitif sabitler olmak lzere

lg®) —g(x)| < e + 2H5%(t — x)*?
yazilabilir. Dolayisiyla
1L, (g (@®) — gCII, DI, < ellLn(1, )l + 1L ((E = )%, )]l
< & (ILa(1,2) = 1lly, + 1) + 1La (%, %) = 221y, + 2blILy(6,2) = 2,
+ b2Ly(1,%) — 1y, (4.20)

elde edilir. (4.18) den n € K ve n > max{ny, ny n,} igin (4.20) esitsizliginin son terimi

istenildigi kadar kii¢iik yapilabilir. Bu nedenle (4.19) bagintisina gore
st —liml|Ln (f, x) = fCOll, = 0

oldugu goriiliir.
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5. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIKLA ELDE
EDILEN KOROVKIN TiPi TEOREMLER

Bu boélimde A- istatistiksel yakinsaklik ile A— istatistiksel yakinsaklik mertebesi
tanitilacak ve C[a,b] uzaymda pozitif lineer operatérler dizisinin A —istatistiksel

yakinsaklig1 arastirilacaktir.

5.1. A —Istatistiksel Yakinsaklik
A= (4,) dizisi
Apg1 <A, +1, A, =1
olacak sekildeki pozitif sayilarin oo ‘a giden azalmayan bir dizisi olsun.

Genellestirilmis De la Vaile- Pousion ortalamasi I,, = [n — A, + 1,n] olmak lzere

tn(x) = % >

kel
seklinde tanimlanir.
Eger n - oo iken
th,(x) > L

ise x = (x;) dizisine L sayisina (V, 1) — toplanabilirdir denir. Bu tanima gére eger

An = nalmirsa (V, 1) — toplanabilirlik (C, 1) — toplanabilirlige indirgenir.

L ye Kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (V, 1) —toplanabilir x = (x,) dizilerinin

kiimesi i¢in sirastyla

n
1
[C,1] :=={x = (x,): AL € R, lim EZka —L|l = O}
n—oo
k=1
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ve
1
[V,A] =<x=(x,): AL € R, lim —lek —Ll=0
n_mlnka

gosterimi kullanilacak ve bu durumlar x; — L[C,1] ve x;, — L[V, 1] seklinde ifade

edilecektir.

Bu kisimda A —istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilip bu kavramin st — ve

[V, 1] — yakinsakliklarla nasil bir iligkisi oldugu verilecektir.

Tamm 5.1.1: Eger her € > 0 icin

1
lim—\|{kel,;:| x, — Ll =¢€}|=0
nooo )

n

ise x = (x,) dizisi L sayisina A -istatistiksel yakinsaktir veya s,-yakinsaktir denir.

Bu durumda s; :={x:3L € R, s; — limx = L} olmak Uzere s; —lim,, x =L veya

X, = L(s;) gosterimi kullanilir.
Uyan 5.1.1:

(i) Eger A,, = n alinirsa o zaman s, ile st ayni olur.

(i)  Eger A = (a,;) matrisi

1

— k el, ise
Ak = 4 Ay "

0 k &1, ise

olarak alinirsa bu durumda A -istatistiksel yakinsaklik A-istatistiksel yakinsakligin 6zel

bir durumu olacaktir.
Asagida s; ile [V, A] ve (C, 1) metotlar arasindaki iliskiler verilecektir.

A, = 1olmak Gzere A,,; <A, + 1, n =1 kosulunu saglayan pozitif sayilarin o' a
giden azalmayan A = (4,,) dizilerinin kimesini A ile gosterelim. Bu durumda

asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.1.2: A1 € A olsun. Bu takdirde

(i) X, = L[V, A] = x, = L(sy) ve [V,A] € s, kapsamasi1 dogrudur

(i) Eger x € £, ise x;, = L(sy) = x; — L[V, A] dir ve bu nedenle x = (x)
sabit olmamak kaydiyla x;, — L(C,1) dur.

(i) s3N2, =[V,A] N2, dir.

Ispat.

(i) € > 0ve x;, » L[V, 2] olsun. Bu takdirde

Zm—uz Z e — L] = el{k € L: | x — L| > e}

kel kel
|xx—L|ze

yazilabilir. Bu nedenle de x;, —» L[V, 1] = x;, = L(s;) oldugu goriiliir.

Asagidaki 6rnek s; & [V, 4] oldugunu gosterir. x = (x;) dizisi

o 2k =[] +1<k<niin
k 0, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu takdirde x & €., olup her € (0 < & < 1) igin

A
%|{k61n1| xk—0|2€}|=[Tm

n n

-0 n — oo iken
yazilabilir, yani x;, — 0(s;) dir. Diger yandan

1
=D I m=0lsc  (n- )
n

kel
olup x; + 0[V, A] dur.
(i)  x; = L(sy) ve x € £, oldugunu kabul edelim, yani her k icin
| x) — LI <M

olsun. € > 0 verilsin. Bu durumda
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1 1 1
ZZ""‘_L':Z > | 3= LI+ 5 RER

kel, ker, kel
|xp—L|ze |xp—Ll<e

< Uk €yl o —Ll= e}l +e
n

oldugu goriiliir ki bu ise x;, — L[V, 1] anlamma gelir. Ote yandan

n 1n_/1n
S =D =2 > =D+ (- 1)
k=1 k=1 kel,
n—An
< Y - Ll Yl Ll
s X — - X —
n k=1 A”ken
<2 - L
= X —
Ankeln

yazilabilir. Bu ylizden x;, — L[V, 1] oldugundan x; — L(C, 1) olacaktur.

(ili)  ninispat1 (i) ve (ii) den agiktir.

An/ n ifadesi 1 ile sinirh oldugundan her A igin s, < st oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 5.1.3:

st € 53 © lim,, inf%” >0

dir.

Ispat. Verilen her & > 0 icin

{k<n:| x,—Ll=¢e}o{k€l,:| x, —L| =&}

saglanir. Bu nedenle
1 1
EI{kSn:I x, —L| = €} 25|{k61n1| X, — L| = €}

An 1
szl{k € In:l Xk —Ll > E}l

(5.1)
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esitsizligi saglanir. Buradan n — oo iken limit alinir ve (3.1) ifadesi kullanilirsa
x, = L(st) = x;, = L(s3)

olacagi goriliir. Tersine olarak lim,,_,, inf %" = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda

_/1,:1((]é) <% olacak sekilde bir (n(j))jo=1 dizisi secebiliriz. Bir x = (x;) dizisi

1; LEI i) 1,2,...,
x; :{ n(Jj)

j=
0, d.d
seklinde tamimlansin. Bu takdirde x € [C, 1] ve dolayisiyla x € st dir. Fakat x & [V, 4]

ve buradan da x & s; dir. Bunun sonucu olarak (5.1) zorunludur.

52 Cla,b] de Pozitif Lineer Operatdrler Dizisinin A-Istatistiksel
Yakinsakhgi

[a, b] tizerinde tiim siirekli fonksiyonlarin uzay1 C[a,b] idi. Bu durumda
f € Cla,b] olmak Uzere ||flle = Supg<x<plf(x)| normu ile Cl[a, b] bir Banach
uzayidir. L,: Cl[a, b] — C|a, b] olsun.

Teorem 5.2.1: L,:Cla,b] = C[a,b] pozitif lineer operatorlerin asagidaki sartlari

saglayan bir dizisi olsun:

sty — lim||L,(1,x) = 1|l =0 (5.2)
sty — lim|[L,(t,x) —x|lp =0 (5.3)
sty — lim||L,,(t%,x) —x?|lz =0 (5.4)

Bu takdirde tiim reel eksende sinirli herhangi bir f € C|a, b] fonksiyonu igin

sty = lim||L,(f,x) = f()llp = 0

olur.
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Ispat. f € C[a, b] ve f tiim reel eksen iizerinde siirl oldugundan

If()I <M, —oo<x<oo

dir. Bu nedenle

lf@) —fl)|<2M, —oco<tx<o (5.5)

yazilabilir. Ayrica f € C[a, b] oldugundan f fonksiyonu [a,b] Uzerinde sireklidir,

yani
lf(®) —f)|<e her|t—x|<§ (5.6)

dir. Buradan hareketle

F(O) = FOOl < e+25(t —x)2, her [t—x|<§ (5.7)
olur. Bu ise
—s——(t—x)2 <f@)—fx) < e+2M(t—x)2

anlamma gelir. O halde L, (f;x) lineer ve monoton oldugundan L,(1;x) i bu son

esitsizlige uygulayabiliriz. Boylece
Ln(l;x)< e——(t—x) ><L L0)(FO) = F(0) < Ln(1; x)(£+ (t — x)? )
elde edilir. Ote yandan x bir sabit oldugundan f(x) de sabit bir sayidir. Bdylece
2M
—eL,(1; %) — — L ((t — )% %) < Ly (f5 %) — fF(X) L, (15 %)

< Ly (1;2) + 25 L ((t — )% %) (5.8)
oldugu goriiliir. Fakat
Lo(f5x) = f(x) = Lp(f52) — fO)Ln(1;x) + f )L (1;x) — f(x)
= [Lp(f5 %) = fO)Ln(L;0)] + F(O)[Ln(1;x) — 1] (5.9)
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dir. (5.8) ve (5.9) ifadelerini kullanarak
La(f5 %) = f(x) = eLn(1;%) + 53 Ly (¢ = )% ) + F () (Ln (1) — 1) (5.10)
bulunur. Simdi L,,((t — x)?; x) i hesaplayalim. Bu durumda
L,((t —x)%x) = L,(t? — 2tx + x?%; x)
= L,(t%x) — 2xL,(t; x) + xL,,(1; x)
= [L,(t% x) — x?] — 2x[L,(t; x) — x] + x2[L,,(1; x) — 1]
yazilabilir. Boylece (5.10) u kullanarak

Lu(fix) = f(x) < ely(1;x)

+25—A2/I{[Ln(t2; x) — x2] — 2x[L,,(t; x) — x] + x2[L,(1; x) — 1]}

+FOOLa(L2) = 1)
= elly (L) — 1] +e

+ 25_]\24{[Ln(t2; x) = x2] = 2x[Ly (t; %) — x] + x?[L,(1; %) — 1]}
+ fOUn(Lx) - 1)

esitsizligi elde ederiz. € keyfi oldugundan

L (f, %) = f(0)lls

2Mb? 4Mb
< (8 +—52

Flan(t,x) —x|lp

+ M) lILn (1) — 1l +
2M
+ 2L (%, %) = 2]l

< KUILn(1,x) = 1l + ILn(t, ) — xll5 + 1L (%, ) = x2 1) (5.11)

yazabiliriz. Burada

2Mb? 4Mb
K=max|e+ 52 + M, 52

seklindedir. &' > 0 igin
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g’

D = {n € Lyt Iw(L,20) = Lllp + L6, 2) = x5 + L (t%, ) — 2215 2 2},

!

Dy ={n € I 1Ly (L) — 1|5 2 <},

S’
Dy = {n € Ly: IL () = xll = ),

!

&
D, = {n €L 1Ly (t2 %) — 22|l = ﬁ}

olsun. Bu durumda D <€ D, UD,UD; olup 6,(D) < 8;(Dy) + 8,(Dy) + 6;(D3)
olacaktir. Boylece (5.2), (5.3) ve (5.4) sartlarin1 kullanarak

sty — Um||L,(f,x) — f(x)|lp = 0
yazilabilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Uyan 5.2.1: (5.11) esitsizliginde n — oo olmasi1 durumunda klasik Korovkin teoremi

elde edilir.

Asagida Teorem 5.2.1 in sartlarin1 sagladig1 halde Korovkin teoreminin sartlarini
saglamayan bir pozitif lineer operatorler dizisi 6rnegi verilmistir.
Ornek 5.2.1: Klasik Bernstein polinomlarmn

n

B, (f,x) = Zf (S) () xa-nrk0sxs<1,

k=0
dizisini ele alahm. (B,) dizisi PB,: C[0,1] » B[0,1] , B,(f,x) = (1 + z,)B,(f,x) ile

tanimlansin. Burada (z,,) dizisi

Z'={k’ n=[J]+1<k<n
" o, d.d

seklindedir. Bu takdirde

x—x>2

B,(1,x) =1, B,(t,x) =x ve B,(t%,x) =x?+

n

ve (B,) dizisi (5.2), (5.3) ve (5.4) sartlarin1 saglar. Boylece

sty = lim||P,(f, x) = f()lp = 0
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olacaktir. Diger taraftan B, (f,0) = f(0) oldugundan PB,(f,0) = (1 + z,)f(0) olur ve

boylece

1P, (f, %) = fCOls = [R.(f,0) = £(O)] = z,|£(0)]
yazilabilir. lim, sup,_ .2z, mevcut olmadigindan (P,) dizisi klasik Korovkin

teoreminin sartlarini saglamaz.

Simdi L,[a, b] Uzerinde tanimlanan pozitif lineer operatorler dizisi igin A~

istatistiksel yakinsaklik araciligiyla bir Korovkin tipi teorem verilecektir.

Teorem 5.2.2: (Ly,) dizisi Ly: L,[a, b] — L,[a, b] ile tamlanan pozitif lineer operatérler

dizisi olmak tzere {||L, ||} dizisi diizgiin sinirli olsun. Ayrica

sty — lim,,||L,,(t¥, x) — x°ll,, =0, v=012, (5.12)

oldugunu varsayalim. Bu takdirde herhangi bir f € L,[a, b] igin

sty = limllLy (F,2) = FGOll, = 0

dir.

Ispat. (5.10) bagmtisindan & > 0 verildiginde her n € K, ve n > n,, , v = 0,1,2 igin
L (”, %) = xVll,, <& (5.13)

olacak sekilde 1 yogunluklu K,, , v = 0,1,2, alt kiimeleri ve n,(¢), v = 0,1,2, sayilari
vardir. §(K, N K; N K,) = 1 oldugundan (5.11) esitsizligi n € K = K, N K; N K, ve

n > max{n,, ny n,} icin saglanir.

Hipoteze gore ||Ln||Lp_,Lp <M, n=1,2,.. olacak sekilde bir M > 0 sabiti

vardir. Ote yandan Cla, b], Lp[a, b] de yogun oldugundan f € Ly[a, b] icin
I|f — gIILp < ¢ olacak sekilde bir g € C[a, b] fonksiyonu vardir. Bu nedenle
ILn(F %) = FCON, < M = 9,0l + ILa(g,) = 9GO, + I = gl

e+ M) +||Ly(g,x) — g, (5.14)
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elde edilir. g fonksiyonu [a, b] de siirekli oldugundan her x € [a, b] ve bir C sabiti
icin |g(x)| < C elde edilir. Boylece

1Ly (g, %) = g(Oll1, < ILn(1g@) = gL, + CllLa (L, x) = 1],

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla g € Cla,b] oldugundan |[L,(t",x) — x"|| L, <€

esitsizligindeki her t,x € [a, b] icin H ve § pozitif sabitler olmak tizere
lg(®) —g(x)| < e+ 2H5?(t — x)?
yazilabilir. Buradan da
1La(lg(®) = gGOL DN, < el (L), + ILn((t = )%, )y,
< e (I1Ln(1,5) = 1, + 1) + 1Ly (6% 0) = X2l + 2bIILn (6, %) = xlly,
+ b?1Ly (1, %) = 1l (5.15)

elde edilir. ||L,,(tY, x) —x”lle <e dan neK ve n> max{no,nl,nz} icin (5.15)
esitsizliginin son terimi istenildigi kadar kii¢iik yapilabilir. Bu yiizden (5.14) bagintisina

gore

sty = imllLn(f, %) = flly, = 0,

oldugu goriiliir.m

Bu teoremin sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.2.3: L,: C[a, b] = C[a, b] Teorem 5.2.1 in (5.3) ve (5.4) sartlarin1 ve

lim, ||L,(1,x) —1llp = 0 (5.27)
sartin1 saglayan Pozitif lineer operatorleri verilmis olsun. Bu takdirde herhangi bir

f € Cla, b] i¢in

1
lim 3= > 1a(f, ) = Flla = 0

nel,

dir.
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Ispat. (5.2°) sartindan bir M > 0 sabiti ve her n = 1,2,3,... icin |[L,(1,x)|lz <M’
yazilabilir. Bdylece f € C[a, b] icin

Lo (f, %) = fFCOlls < IflsIILn(L, ) ls + Ifllp < M(M' + 1) (5.16)
elde edilir. Teorem 5.2.1 e gore (5.2”) kosulu (5.2) kosulunu sagladigindan
sty —lim |, (f,x) = f(Olls =0 (5.17)

elde edilir. (5.16) ve (5.17) bagntilar1 birlikte istenen sonucu verir. Bu da ispati

tamamlar.

5.3 A —istatistiksel Yakinsakhk Mertebesi

Bu kisimda pozitif lineer operatorler dizisinin A —Istatistiksel yakinsaklik

mertebesi ile ilgilenecegiz.

Tanmim 5.3.1: Eger her € > 0 igin

1 {n€el;:|x,—L >} =0

_ 1
n ()P

ise x = (x,) say1 dizisi L sayisina 0 < 8 < 1 dereceden A —Istatistiksel yakinsaktir

denir. Bu durumda

X, —L = (sty) — o(n‘ﬁ), k — oo igin

gosterimi kullanilir.

Teorem 5.3.1: L,: Cla, b] — Bla, b] pozitif lineer operatorler dizisi
|L,(1,x) — 1|l = sty — o(n‘Bl)

ILn(6,20) = xllp = stz = o(nF2)

L (%, %) = x%||5 = sty — o(n"F?)

sartlarin1 saglasin. Bu takdirde B = min(B,, S, B3) olmak Ulzere herhangi bir f €
C|a, b] fonksiyonu icin
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ILn(f, %) = FOlp = sty —o(n7F), n - coigin
dir.
Ispat. (5.10) esitsizligi

L, (f, %) — f(O)llg
)P

2Mb?2 \ (L) — 115 ()P
S(” 57 +M) )P ((MH*)

AMD || L, (¢, x) — xllp ((ﬂk)1"32>

62 ()P ()P
2M (1L (6, %) = 22l ((A)'Fs
52 A)rF (A)rh

olarak tekrar yazilabilir. Boylece f = min(f;, 2, B3) alindiginda
1L, (f,x) — f(x)||g = sty — o(n‘B) , M — oo icin

dir. Bu da ispat1 tamamlar.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Korovkin tipi yaklasim teoremlerinin klasik yakinsakliktan 4 —
istatistiksel yakinsakliga tasinmasi ve A —istatistiksel yakinsaklik mertebesi yoluyla

klasik yakinsakliga doniistiiriilmesi amaclanmistir. Bunun igin ise pozitif lineer

operatorler, istatistiksel yakinsaklik, 4 —istatistiksel yakinsaklik, A —istatistiksel
yakinsaklik mertebesi gibi kavramlar tanitilmistir. A —istatistiksel yakinsakliga

gecmeden Once ise Korovkin teoremlerinin klasik sonuglarina yer verilmis ve son olarak

A —istatistiksel yakinsaklik mertebesi hesaplanmustir.

Glinlimiizde birgok yakinsama ¢esidi bulunmaktadir. Bu ¢aligmadan yola ¢ikarak

Korovkin tipi yaklagim teoremleri farkli yakinsaklik cesitlerine uyarlanabilir.
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