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Bu calisma bes bolimden ibarettir. Birinci boliimde lineer modellerde kullanilan
matris cebiri ve ozellikle matrislerin genellestirilmis tersleri ele alinmistir. Ikinci
bolimde onceki ¢aligmalar ele alindi. Ugiincii boliimde lineer modeller ele alindi.
Dordiincu bolimde lineer modellerde en kuguk karelerin geometrisi, vektdr uzayi
geometrisi, Gauss-Markov ve FWLT teoremi verildi. Besinci bolimde en kugiik
kareler yontemi, en kigiik karelerin geometrisi, sabit-x regresyonunda R”, lineer
modellerde en iyi lineer yansiz tahmin edicinin (EILYTE)nin bir geometrik

goruniimu sekillerle beraber ele alindi.
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ABSTRACT
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This dissertation consists of five chapters. The first chapter covers matrix algebra
used in linear models and especially generalized inverses of matrices. The previous
studies related to the topic have been given in the second part. In the third chapter,
linear models have been discussed and the fourth chapter have been allocated with
geometry of least squares in linear models, geometry of vector space, Gauss-Markov

theorem and FWLT theorem.

Lastly, least squares method, geometry of least squares, R’in the fixed x-regression
and a geometric view of best linear unbiased estimator in linear models have been

considered together with figures in the fifth chapter.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

ATl . A matrisinin tersi
A" © A’ nin Moore -Penrose g-tersi
A’ . A’ mn g-tersi
boy - boyut
C(X) - X ’in siitun uzayi
Cr(M) M ’nin siitun ranki
D - Olasilik yogunluk fonksiyonu
d(X,Y) :Xile Y arasindaki oklid uzakhig
E : Beklenen deger
EILYTI: - En lyi Lineer Yansiz Tahmin Edici
izd s izdlsum
kov : kovaryans
GKT - Genel Kareler Toplami
HKT1 . Hata Kareler Toplanu
KO : Kareler Ortalamasi
KT . Kareler Toplami1
LPF . Lineer parametrik fonksiyon
LSl : Lineer sifir fonksiyonu

Xl



N(M) M ’nin sifir uzayi

P, : X ’in siitun uzayi Uzerine ortogonal izdigiim
RKT : Regresyon Kareler Toplam1

R(X) - X’in satir uzayi

Sd . Serbestlik Derecesi

S : Geren

var . varyans

\'A 'V ’nin ortogonal timleyeni

Y Y ’nin tahmin edilen degeri

I . Ortalama

Q - Orneklem uzay

X : Ortalamalardan Sapmalar

1 :boyutu nx1olan tim elemanlan 1 olan bir siitun matris
(X,Y) :Xile Y ’nini¢ carpimi

||V|| 'V vektoriinin normu

Xl



1.GIRIS
1.1.MATRIS CEBIRI
Tanmm 1.1.1: A matrisinin siitun uzayi, R(A)ilc gosterilir ve A ‘min siitun vektorleri
tarafindan gerilen vektor uzayidir; yani,
J' P
R(A)=lz:z=Ax=Zamxi,xeR" R (1.1.1)
i=1

dir. Burada, a),8,)s..,8,, A 'nin siitun vektorleridir. A matrisinin sifir uzayr N(A)ile
gosterilir ve
N(A)={xeRp veAx=O}CR" (1.1.2)

olarak tanimlanan vektdér uzayidir. Bir V vektér uzayim geren lineer bagimsiz vektorler
kiimesine V "nin tabani denir. Bir vektor uzayimin birden fazla tabani olabilir.

Teorem 1.1.1:

i)boy V ;bir V vektdr uzayinin taban vektdrlerinin sayisint géstermek tizere
rank (A )=boy R(A) dir.
it) boy R(A)+boy N(Ay=p

iii) N(A) ={R(A')} dir. (V' = {x :xX'y=0,Vye V} ile tanimlanan bir 'V vektor

uzayinin ortogonal tiimleyenidir.)
iv) RCAA") = R(A) dir.
v) Bir Cmatrisi i¢in AC=B << R(B)c R(A)dir.

vi) Her Ave Bicin R(AB) c R(A)dir. Eger B singiiler (tekil) degilse, R(AB)= R(A)
dir.

vii) Her A>0ve her Bigin Z(BAB')= R(BA) dir. Burada A >0 gésterimi vani, A°
nin pozitif kararlilign veva ncgatif olmayan kararliligi, daha ileride tanimlanacaktir (Rao ve

Toutenburg 1999).



Tanim 1.1.2: Eger AB=1=BAise, B:nxn matrisine A "mn tersi (normal tersi) denir.
Boyle bir Bvarsa A ile gosterilir. A ' 'in meveut olmasi igin gerck ve veter sartin A nin

singiiler olmamasi oldugu kolayca goriliir. A 'meveut ise. A"A=AA" =1dir.

Tanim 1.1.3: {x, s Xp9eee X, } 7 sayida stitun vektoriiniin olusturdugu kiime olsun.

> ax,=0 (1.1.3)
i=1

csitligini saglayan cn az biri sifirdan farkli olan a,,a,,...,a, recl sayilan varsa. X;,X,400 X,
vektorleri lincer bagimlidir. Aksi halde, {Xl 1 Xs90000 X, } kiimesi lincer bagimsizdir. A:nxn
matrisinin ranki lineer bagimsiz satir veya siitunlarimin sayisidir, yani, R(A) nm boyutudur.
A “nin ranki rank(A)ilc gosterilir. 7> polmak iizere rank(A) = pisc. A “ya tam siitun

rankli ve rank(A)=nisc, A "vatam satir ranklidir denir.

Tanim 1.1.4: A : zx#n matrisinin ortogonal (dik) olmast igin gerck ve yoter sart ATA =1

olmasidir. Her ortogonal matris bir kare matristir. A'A =Toldugundan A™ = A'diir.

Ortogonal matrisler i¢in agagidakiler gegerlidir.

i) Satir (stitun) vcktorleri ortonormaldir.
i) Iki ortogonal matrisin ¢arpimi yine bir ortogonal matristir.
iii) Dcterminant degerler +1 ve -1 dir.

iv) Singiiler degildirler (Ekni 1999).
Tanmm 1.1.5: x vec y : nx1boyutlu vekidrler olsun.

x'y=inyi=O (1.1.4)
isc. X ve Y vektorlert ortogonaldirler,

Tanmm 1.1.6: A :xnxxmatrisinin  sutun  vektorlert  ortonormal vektorler  kimesi

olusturuvorsa, A matrisi ortogonaldir.



Tanm 1.1.7: Eger AA=Aise. A »xnmatrisine idempotent matris denir. A*> =0 ise,

- . 2 . - - - - e ey
A matrisi nilpotent, A” =1lisc, A matrisi unipotent matris olarak isimlendirilir.

Tanm 1.1.8: A : mxn matrisi icin, eger asagidaki dort sart: saglayan ve A" ile gosterilen

bir matris varsa, A", A ‘nm bir Moorc¢ -Penrosc genellestirilmis terst (Moore -Penrose g-

tersi) olarak tanimlanacaktir.

i) AATA=A

i) A"TAAT = A"

iii) AA" simotriktir.

iv) AT A simetriktir. (1.1.5)

Teorem 1.1.1: Her A matrisi igin (1.1.5) bagintilarmi saglayan bir tck A™ matrisi vardir,

vani her matris bir Moorc -Penrosc g-terse sahiptir.

Teorem 1.1.2: Herhangi bir A :mxn matrisi ve AA”A = A sartint saglayan herhangi bir

A" nxmg-tersi igin,
i) A"Avc AA"idcmpotenttir.
ii) rank(A) = rank(AA™) = rank(A"A) dir.

iii) rank(A) < rank(A") dir.

X, n E(X,)
E(X
Tanm 1.1.9: Eger X =| .7 |bir rasgele vektor isc. E(X)= n= l,lz = ( ) olmak
xll "’n E(Xn)

tizere, X 'in varyansini
Var(X) = E(X - E(X))*

olarak tanimlarniz. Eger X ve Y bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iki rasgcle

degisken ise, X ve Y arasindaki kovaryans



Kov(X,Y)=E[(X - EX)XY - E(Y))]

olarak tanimlanir, Eger Kov(X,Y)=0isc, Xvc Y istatistikscl olarak iligkisizdir

(bagimsizdir).

Teorem 1.1.3: Xvc Y :nxlrasgele vektorler ve Z: mx1 de herhangi bir rasgele vektor

olsun. A: pxn ve B:gxmreel sayilarin matrisleri olsunlar, Bu taktirde,

Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+ Kov(X, Y )+ KoY, X)=Var(X)+Var(Y) +2Kov( X, Y)
dir.

Kov(AX,BZ.) = AKov(X,Z)B'vc cger X ve Y iliskisiz iscler,
Var(X+Y) =Var(X)+Var(Y)dir (Magnus 1990).

Teorem 1.1.4: X, (X )— zzortalamal ve Var(X) =1 varyansh nx1tipinde rasgele bir

vektor olsun. Bu taktirde, £(X'AX)=iz(A})+ ' Az dir (Rencher ve Schaalje 2007).

1.2. M GENELLESTIRILMIiS TERSLERI

Bazen bunlara (pscuda-valanci) terslerde denir. 1k olarak M’ nin tckil olmayan bir karc

matris oldugunu farz edelim. Bu taktirde M =M ' dir. Eger M tekil ise;
M, MM M=M (1.2.1)

bagintisini saglayan herhangi bir matristir. Bir gencllestirilmis tersin bu kavrami ters matris
kavramimmin tekil matrislere ilging bir genislemesidir. MM M =M" yi saglayvan bir

genellestirilmis ters daima mevcuttur ve tek degildir. (Not: M kare oldugunda, M “yi aymi
tarzda tanimlamak da mimkindir. Regresyon amaglar igin bu geniglemeye ihtiyacimiz

voktur.)

Moore-Penrose Ters

M zerinde 1srarla durarak fazladan i¢ sarti; yani

MMM =M"
(MM')' = MM" (12.2)
(MM)'=MM



sartlarm saglayan bir tamim (bu nedenle Moore Penrose ters denen) elde edilebilir. Moore

Pcnrosc ters igin bazen M vazanz.
Bir Genellestirilmis Tersi Elde Etme

M’ nin bir karc matris oldugunu vec rcgresyon uyvgulamalan i¢in, X'X simctrik formuna

sahip oldugunu kabul edelim. M p X p boyutlu ve r<p rankli (satir veya siitun rank) olsun.

M ‘vi clde etmenin muhtemelen cn kolay vontemi agagida verilmigtir.
M ’yi Elde Etmek I¢cin Bir Yontem

M iginde 77 bovutlu, » rankl tckil olmayan bir alt matris buluruz. Eger bu alt matris tist
sol koscde ver aliyorsa, bu taktirde M, tckil olmamali ve bu ncdenle M”] meveut olmak

lizcre

Mll M|2
M= (12.3)
MZI M22

dir. Bu taktirde M~ px p boyutlu bir matris olmak Gizcre,

Mo
M= " 124
[0 J (124

M igin bir g-ters olacaktir.

ispat: Ug uygun alt matrisc sahip olan

Mll M12 (l 2 __.)
MZI MZlM;IlMIZ o

matrisini clde ctmek igin MM M garpimini vapalim. Ifadeden anlagilan varsayimdan

dolayr, M " nin son ( p—r) tanc situnu ilk # tanc siituna baghdir. O halde
M, 0=M, ve M, 0=M,, (1.2.6)

olacak sckilde, @ diyccegimiz bir #x(b—#) matrisi vardir. Bunlann ilkinden, € igin

¢ozim @ =M;:M,, dir. Bunedenle M, M, "M, =M,,0 =M,, dir. M,, tekil olmayan



matrisinin clcmanlan ncrede bulunursa bulunsun, bu véntem kesinlikle ayni sckilde galigir.
Regresyon uygulamalarimiz agagidadir. Eger X'X tekil ise, ve (X'X) herhangi bir
genellestirilmis ters ise, X'Xb=X'Y normal denklemleri b=(X'X)' X'Y ile saglanir
(Seber 1977). (X'X) "nin farkll secimleri farkli b tahminleri tiretse de, geometriye gore

A

Y = Xb " nin degismedigine dikkat edelim.

Ornek 1.2.1: Aynt X=X" noktasindaki # tanc veri noktasmin hepsine  bir
Y =, + X +¢& dogrusunu uydurmay1 diginelim. Yalniz iki veya daha ¢ok X -sitesi var
oldugunda vec burada yvalniz birine sahibiz; bir tck ¢éziim clde cdildiginden en kigik karcler
¢cOzimi (ﬁ,?)= (X*,?) noktasindan gecen herhangi bir dogrudur. Bévlece 5, n

herhangi bir scgimi igin genel ¢oziim

Y =b, +(Y-b)(X/X") (127
bicimindedir. X=X’ oldugunda ? = ? vani i’ = (?,?,...,?)' oldugunu ve ? " nin bir

tck olduguna dikkat cdelim. Bunun béyle olmak zorunda oldugunu gcometriden bilivoruz.

Bu problem igin normal denklemler

[n nX’ }[l)‘,] {ZY, }
N | PR el R (1.2.8)
aX X" b | | XY,

dir ve bir tck ¢ozime sahip degildirler. Simdi b =(X'X) X"Y degeri belirlendiginde

(X'X) " nin 6z¢l sc¢imlcriyle nevin basartlldigima bakalim.

Se¢im 1:
a0
X'X)= 129
-] 120

olsun. Bu taktirde &, = Y ve b =0 dir. (X*,V) den gegen yatay bir dogru elde ederiz.



Secim 2;

, 0
(X'X) :[ (1.2.10)

0
0 (nX™)!

olsun. Bu taktirde b,=0. b =Y/X" dr. Orijini (X’,?) noktasina birlestiren bir dogru

clde cderiz.

Secim 3:
0 XH!
xx) =0 %) (1211
0 0
olsun. Bu taktirde 5, =Y, b, =0 dur ki bu, scgim | deki ayn1 ¢éziimdiir.
Secim 4;
(X'X) ’ ° 12.12
'X) = . (1.2.12)
nX)' o0

olsun. Bu taktirde 5, =0, b, = Y/X dur. Sceim 2 deki ¢oziimiin aynidir.
Bu (bir dercecye kadar sinirl) 6rnckten iki 6zclligi not edelim.,

1: (X'X) " nin herhangi bir 6zcl scgimi sadece (1.2.7) ile gésterilen sonsuz ¢oziimlerden

birine gétarir (Bu nokta genel durumda da dogrudur).

2: b, =Y veya b, =0oldugu valmz cn fazla iki asikar ¢éziim ortaya ¢ikar. Diger ¢oziimleri

(tamii hala (1.2.7) yi saglayan) elde etmek i¢in (X'X) * nin diger se¢imleri gerekir. Bununla

beraber, & “ler hakkinda diger varsayvimlan vapmak igin zaten bize diger secimler soruldukg¢a
bu noktaya kadan olanin pesinden gitmek anlamsizdir. Agikar olarak: higbir genellestirilmig
ters kullanmadan (1.2.7) genel ¢oziimiinii dogrudan dogruya tercih edebilecegimiz herhangi

bir varsayimi uygulayabilirdik.



Ne yapmaliyiz?

Genel tavsivemiz uvgulanabilir bir regresvon problemi igin bir genellestirilmis tersi

kullanma, genellikle bir zaman kaybidir. Dort degisik se¢im:

1)

2)

3)

4

Orjjinal veriyi muhafaza cdiniz, fakat yeni X'X tckil olmayan matrisini
olusturmak igin modeli degistiriniz.

Orjjinal modcli muhafaza cdiniz, fakat veni X'X  tckil olmavan matrisi
olusturmak i¢in daha fazla ven elde ediniz.

Veri ve modelin her ikisini de muhafaza cdiniz ve yeni X'X tekil olmayan
matrisi olusturmak i¢in parametreler lizerinde akla uygun lineer smirlamalan
virturlige kovmava karar veriniz. |Bilgisayvar programlart (bilgisayara verilen
sirada) orjjinal X matrisinin daha sonraki bagimh siitunlarina iligkin tiim
parametreleri sifira esitler. |

Lincer olmayan kisitlamalar ckleyiniz ve onlara bagl en kigiik karcler problemini
¢ozimiiz. Ridge rcgresvonu bunun bir ornegidir. 3) scgimi gencllikle cn

uygulanabiliri olacaktir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Saville ve Wood (1991) bazi istatistikscl kavramlara gcomctrik yaklasimlart ve bu
kavramlarin geometrik yorumlarim genis bir sekilde ele almigtir. Ekni (1990) ortogonal (dik)
matrislerin singiiler olmadiklarnn ispat etmistir. Magnus (1990) Xve Y : nxlrasgele
vektorlerinin varvanslan hakkinda bazi sonuglart ortaya koymustur. Seber (1977) normal

denklemlerin ¢oziimiinde gencllestirilmis tersi kullandi ve b= (X'X) X'Y ¢éziimiinii cldc

Cttl.

Rasgele degiskenlerin vektor uzayinda X rasgele vektoriniin normu

[X]| = JX.X) = EX?)

ile verilir. X ve Y rasgele vektorleri arasindaki uzaklik ise, d(X,Y) =||X-Y||ilc verilir,

Grimmet ve Stirzaker (2004) rasgele degiskenler iizerinde skalar ¢arpimu ortaya koymadan

buna benzer bir yaklagimi kullanirlar.

Bring (1996) bir regresvon modelinde degiskenleri kargilagtirmak igin bir geometrik
vaklasim sunmustur. Cekirdek yumusatmasint igeren bir kag ileri istatistiksel yontemi
(Eubank v¢ Eubank (1999)). Fouricr analizi (Bloomficld (2000)) ve dalgacik analizi (Odgen
(1997)). bu geometrik vaklagimin genellestirmeleri olarak vorumlanabilir. Lincer modellere
geometrik vaklagim, ilk olarak Fisher Mahalanaobis (1964) tarafindan 6nenldi. Lineer
istatistikscl modeli nerdeyse tamamen  geomctrik  agidan  Christensen  (1996)  ve

Jammalamadaka ve Sengupta (2003) cle aldilar.



3. GENEL BILGILER
3.1.LINEER MODELLER VE LINEER MODELLERDE PARAMETRE
TAHMINI

Y rasgele degiskenlerin bir #2x 1 g6zlenebilir vektorii olsun, X reel sayilann (bilinenlerin,

agiklayict degiskenlerin) bir #2x p (7> p)matrisi ( X 'in clemanlan rasgele degiskenler
olmamak iizere) olsun, P bilinmeyen, fakat tahmin edilebilen parametrelerin bir px1

vektorii  olsun, /() =0, Kov(e) =c’Volmak iizere, &, rasgele degiskenlerin  bir

gozlenebilir olmayvan # x | vektorii (hatalarin vektorii) olsun, ve bu nicelikler
Y=XB+sg G.1.1)

bagntisi ilc baglannug olsun.(3.1.1) bagintis1 bir genel lincer modeli tamimlar, X matrisi,

tam siitun rankl isc, vani rank(X, ) — p<nisc, (3.1.1) modclinc tam rankh linccr
model, rank(X, p) =7 < pvani, X matrisi tam rankl degilsc, (3.1.1) modeline cksik rankli

bir lincer model denir. Aynca, ¢ > Obilinmeyen fakat tahmin cdilebilir bir paramctredir.
Bir lincer model, € nun dagilimma, V varyans-kovaryans matrisine, X 'in vapisma ve

rankina bagli olarak ayr ayr incelencbilir.

3.2. IZDUSUM KAVRAMI, ORTOGONAL VE EGIK iZDUSUM
Ortogonal Izdiisiim Hakkinda Geometrik Gergekler

Bu kisimda bir L $klit uzayim tanitacagiz.

Tanim 3.2.1.2) X "in L de bir vektor oldugunu W™ nun da L * nin bir altuzay1 oldugunu

farz edelim. Eger:;

NZeW,

2) (X-Z) L Wisc Z vcktorine X in W iizerine bir ortogonal izdiigiimii denir.

10



Sekil 3.1. x in w Gizerine bir ortogonal izdigimi

Bu taktirde Z, izd X ile gosterilir. Asagidakiler lineer cebirde herkesge bilinen bir

gergektir.

Teorem 3.2.1: izd X vektéri W da X e en yakin vektordiir, ve bu vektor bu ozellige

sahip olan yegane vektordiir.

Teorem 3.2.2: v,,v,,...,v, W da bir ortogonal taban ise; bu taktirde, (u,v); uve v

vektorlerinin skalar (nokta) ¢carpimini gostermek tizere,

izd X = V) V, +ot v,) v,
(Vl’vl) (Vn’vn)

dir.

Tanmm 3.2.1 b) Eger qQ ve Q= {q+w |we W} olacak sekilde B ’nin bir W lineer

altuzay1 varsa, B lineer uzayinin bir Q alt kiimesine, B ’nin bir afin altuzayr denir. Bu
taktirde W ’ya, karsilik gelen lineer altuzay denir. Q daki herhangi bir vektoriin q olarak

alinabilecegini kontrol etmek kolaydir.

Teorem 3.2.3: Q= {q+w |we W}, L ’nin bir afin altuzay1 olsun. Bu taktirde Q da en

kiigiik uzunluga sahip olan vektor tektir ve X . = q-izd_q formili ile verilir.

11



Teorem 3.2.3’ iin ispati:

Sekil 3.2. X . = q-Z vektoriiniin gdsterimi

Z =izd _q olsun. Bu taktirde X , =q-Z dir. Herhangi bir Y € Q vektoruni diisinelim.

Herhangi w e Wigin, Y=q+w dir.

Teorem 3.2.1° ¢ gore, Z, W da q° ya en yakin vektordiir ve -w € W dir. Bu nedenle,
IYI=la-ew)>la-Z]=]X,.

Y=q+w=q-Z=X, oldugunda, saglanir. X

elde ederiz. Esitlik yalmz -w=Z  vyani

win  tek oldugundan, X .. q’nun

secimine bagh degildir.
3.3. RASGELE DEGISKENLERE GEOMETRIK YAKLASIM
Rasgele Degiskenlerin Vektor Uzay1

Ayni olasilik uzayi tizerindeki rasgele degiskenleri géz oniine alacagiz. Sonlu varyansli tiim
rasgele degiskenlerin H kiimesi bir lineer uzaydir (Asikar olarak, toplama ve bir skalarla
(sayiyla) garpma iglemleriyle). Bir X rasgele degiskeninin beklenen degerini u = E(X)
ile, X ’in varyansin oﬁ =Var(X)ile, ve X ve Y rasgele degiskenlerinin kovaryansi da

kov(X,Y)ile gosterecegiz.
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(X,Y)=FE(X.Y)ile verilen bir skalar ¢garpim H uzaymu bir oklit uzay1 vapar. Bu uzayda
bir X vektoriiniin uzunlugu ||X|| =~/(X,X) =\}E(X2) ile verilir ve. X ve Y vektorleri
arasmdaki uzaklik (X, Y)=|X-Ylile verilir.

Benzer bir yaklagim Grimmett ve Stirzaker (2004) tarafindan kullamilir. Fakat onlar rasgele
degigkenler tizerinde skalar carpim ortaya kovmazlar. Halbuki, skalar ¢arpim ortogonal

izdiigimlere ¢ok uygundur ve ispatlart daha da kisaltir. Basit durumlarda H uzaymn bir

tabanim olugturabiliriz. Agagidaki 6rmck bunu agiklar,

Ornek 3.3.1: Sonuglarn p,=P(®»,)>0,i=1,.,n olasiliklan ilc sonlu bir

Q= {0),,(02,...,(1)"}dnleklelll uzayim goz oniine alalm. Bu durumda H 6klid uzayinda

sonlu bir ortogonal taban ortaya koyabiliriz.
Her bir i igin bir F;; rasgele degiskenini agagidaki gibi tammlayalim:

1, eger j=1i ise
Fi(wi):{ ol
0, eger j#1ise

olarak tanimlayalim. Bu taktirde H dcki herhangi bir X rasgele degiskeni iginx,=X(o,)

olmak tizere,
X=ZXiFi (3.3.D)
i=1

dir. Herhangi bir i # jigin F.F, =0 vc (F,F) = E(F.F;) = 0dir. Bu ncdenle,

FLF (3.3.2)

dir. (3.3.1) v¢ (33.2). F,,....,F, 'nin H de bir ortogonal taban olusturdugunu v¢e H" nmn

boyutunun n oldugunu ifade cder. y, = Y(w,) olmak iizcre H dcki herhangi bir X,Y

icin, onlarin skalar (nokta) carpim (X,Y) = Z p,X,y, dir.

i=1
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Bagimsizhk Kavramlan

Yazarlar, farkli sartlar ve g¢evrede Ogrencilerin kargt karsiya geldikleri bagimsizlik ve
bagimlilik kavramlarimn incelemeye deger olduklanm diigtiniirler. Olaylarin bagimsizlig: da
vardir ki; onu biz burada kullanmayacagiz. Hali hazirdaki konular i¢in, 6grencilerin rasgele
degigkenlerin bagimsizligr ve bagimhiligi arasindaki farki gérmesi vani onlann lincer bagimnti
ve lincer bagimhilig: arasindaki farki H *daki vektdrler gibi gérmesi énemlidir. Kisalik igin,

yalniz iki degisken durumundaki tamimlart hatirlatacagiz.
Tanmm 3.3.1 a) X ve Y "nin, H ™ nin clemanlan olduklarni farz cdelim.

1)Eger herhangi X,y sayilan i¢cin P(X<x, Y<y)=PX <x).P(Y<y)isc X v¢ Y
rasgele degiskenlerine bagimsizdirlar denir, Aksi taktirde bu rasgele degiskenlere

bagimlidirlar denir.

2)Herhangi a,B sayilan igin Y=a+pBX veyva X=a+PYise, X ve Y rasgele
degigkenleri bir lincer bagintiva sahiptir deneccktir. Esdeger olarak, lincer baginti, her
ikisi birlikte sifir olmayan a ve b sayilan ve bir ¢ sayisimn oldugunu ifade eder ki

bunlar icin aX+bY =¢ dir.

3)Eger aX+bY =0olacak sckilde her ikisi birlikte sifir olmavan a vc b sayilan
varsa, bir lincer uzaydaki X ve'Y vcktorlerine linccr bagimhidirlar denir, Aksi taktirde
bu vektorlere lincer bagimsizdirlar denir. Agikar olarak. 3) lincer bagimliligh 2) lincer
iligkisini, ve 2) lincer bagintist 1) lincer bagimlihigim ifade cder.
Ornek 3.3.2: Omck 33.1 de¢ tammlanan F,E,,...,F dcgiskenlcrine  bakalim.
P(F, =1,F, =1)=0 ve P(F, =1).P(F, =1)= P(w,).P(w,) = P,.P, # Ooldugundan, F,

ve F, rasgele degiskenler olarak, bagimhidirlar. (Tanim 3.3.1 den)

Sonra da K, +F, +...+F, =1loldugundan. F,FK,,...,F, rasgcle decgiskenleri bir lincer
bagmtiya (Tanim3.2.1 ¢  gérc)  sahiptir.Gergekten,  herhangi  bir o, i¢in,

(F, +...+F,}(©,) = F,(o,) = 1dir.
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F =0isc, bu taktirde hcrhangi bir i=1,2,3,...,nig¢in,

n n

Son olarak, cger a,F, +..+a

0=(aF, +a,F, +..+a F }o,)=aFK(®w,)=a, oldugundan F,F,,...,F vcktérler

no i

olarak lincer bagimsizdirlar. (Tamm 3.3.1 den)

Ogrencilerin saskmhigma ilaveten, istatistikte kesin bir sckilde tanimlanamayan, fakat
sczgiscl olarak anlagilan “bagimsiz degisken™ ve “bagiml degisken™ terimleri de vardr.
Istatistiktc, rasgele degiskenlerin, onlann p,, korclasyon (iliski) katsayisiyla olgilen lincer
bagimhihg hakkinda da s6z ederiz. Bu “lincer bagimlhihk™ terimi asla dogru olarak

tammlanamaz. Fakat tcori X ve Y arasindaki lincer bagimlihigin p,, nm 07 a (sifira)

vaklagirken azaldigim ve p_ =0 oldugunda meveut olmadigim ifade cder.

Bu lincer bagimliik 0 beklenen degerine sahip (bekleven degerli) degiskenler igin,
entercsan bir gcometrik benzerlige sahiptir. Eger X ve Y, H’da béyle degiskenler isc, bu

taktirde (X,Y) = kov(X,Y), ||X||=0‘X,||Y|| =g, dirve X ve Y arasindaki 0 agis1 igin

X,Y) _ kov(X,Y) _
XY oy T

cosO =

dir.

Korclasyon katsayisinin 6zelliklerini rasgele degiskenler arasmda lincer bagmliligm bir

olgiisi olarak kullanarak, asagidaki gergekleri ispatlamak kolaydir.

Teorem 3.3.1: Beklenen degerleri 0 ve aralarindaki agi @ olan X veY rasgele

degiskenlerinin H "da olduklanm farzedclim. Bu taktirde,

1) cosO = P, dir.

2) X ve'Y rasgele degiskenlerinin bir lincer bagintiva sahip olmalan i¢in gerek ve yeter sart

0 acisimin O° ya da 180 olmasidir.
3) Eger X ve Y bagimsizsalar, bu taktirde onlar ortogonaldirlar.

4) Eger X ve Y ortogonal (dik) vektorler ise, X ve Y rasgele degiskenlen arasinda lineer

bagimlilik yoktur.
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5) 0 acis1 90" ve vaklagirken, X ve Y arasindaki lineer bagimhilik azalir.
3.4. REGRESYONUN KiTLE MODELi VE REGRESYON OGRETiIMIiNDE
GEOMETRIK YAKLASIM

Rasgcle degiskenlere uygulandiginda ve 6meklemler olmayan, bir kitleve bagl olarak ifade
edildiginde, regresvon kavrami acik ve basittir. Regresyon, goriniiste, bir X rasgele
degiskenine goére crigilemez bir Y rasgele degiskenini tahmin ctmeyi, yani, Y “ye en vakin
bir f(X) fonksiyonunu bulmayi ifadc cder (Hsu 1997) Buna “regresyonun kitle modeli™
divecegiz. f(X) en geneli lineer fonksiyonlann sinifi olan, belirli bir fonksivonlar sinifina

sinirlanabilir “cn yakinligi” daha énce tanimlanan « uzakhigma gore ifade cderiz.

Teorem 3.2.2. izd Y " nin W da Y “ye cn vakin vektor oldugunu ifade eder. Farkli W~

lan scgerek, basit lincer regresyon. ¢oklu lincer regresvon, kuadratik regresyon, polinom

regresyon vs. gibi farkli regresvon tiplerini clde cdebilirniz.
Teorem 3.4.1: /(Y / X) sarthi beklenen degeri X 'in Y “ye en yakin fonksivonudur.
Bu agagidaki gergege dayanir:

W={f(X)|f:R—>Rvef(X)cH}icin £(Y/X) =izd, Ydir Grimmet vc Stirzaker
(2004), E(Y\X) e Woldugunu ve herhangi bir h(X) e Wigin,
K ['(Y - (Y X)).h(X)] =0oldugunu vani, Y- Z(Y\X) _Lh(X)oldugunu gostcrerck, bu

gergegin dogrulugunu kanitlar.

Teorem 3.4.2: (Basit lineer regresyon). Eger o # Qise, bu taktirde X “in Y “ve en vakin

lincer fonksiyonu

p= Ko(¥.X)
ol olmak iizere, (34.1)
a=py-Pug

a +BXilc verilir.
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Sonug: Eger Y =a+BX Tecorem 3.4.3°c gére Y " nin cn ivi lincer tahmin cdici ise, bu

taktirde £ =Y - Y hata talimini asagidaki 6zclliklere sahiptir,
Hp, =0, 2) kov(g,X)=0

Bu nedenle, sonuca gore, hata tahminleri 0 ortalamaya sahiptir ve X aciklayicis: ile

iligkisizdirler; bu, Y >mn Y "nin cn iyi lincer tahmini oldugunun bagka bir kanitidir.

Tcorem 3.4.2 ve onun sonucunun gecometrik ispatlar asagida verilmisgtir.

Teorem 3.4.2° nin ispati: W= {a+bX |a,b e R} oldugunu gosterelim. izd Y € W _bu
nedenle bazi @, picin Y=a+pBX dir. Simdi @ ve P~ mn (3.4.1) formiliyle verildigini
gostermemiz gerckir. e = Y-izd 'Y =Y -(a+fX) icin, 1,X < Woldugundan £ L1 ve
¢ L X oldugu gorilir.(Burada 1, I'lerin bir situn vcktériidir.) Béylece (8,1)=0 ve

(&,x)=0. (a+BX,1)=(Y,1) ve (a+PBX,X)=(Y,X) ifadeleri bir

L(a+pX)= L(Y) a+Ppg =py
'Cya
E@X+BXX)= F(Y.X)  apg +BLEXE) = E(Y.X)

lineer denklemler sistemine gotiirur. Sistemin ¢6zimi (3.4.1) ile venlir. Teorem 3.4.2°nin

asagidaki sonucu daha 6ncc de ifade cdildi.

Sonug: EgerY =a+PX Tcorem 3.4.2 ye gére, Y " nin cn iyi lincer tahmin edicisi isc. bu

taktirdee = Y- Y hatasi asagidaki 6zclliklere sahiptir.
Dp, =0, 2) kov(g,X)=0
Sonucun ispati: 1)€ L 1 bu nedenle /(g)=(1,g) =0dur.
2) £ L X, bu nedenle £(e.X) =(g X) =0 ve kov(e, X) = F(&.X)- E(g). K(X)dir.

Sonug. regresyonun farkl bir yorumuna gétirar. Bu yorum ortogonal izdisiim kavramiyla

agina olmayan ¢grencilerin cgitiminde faydahdir. Y rasgele degiskeni iki kisma boluniir.
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Y =f(X)+& vc p, =0 vc kov(g,X) =0 olmasi istenir. f(X) kismina Y ~ nin regresyon

tahmini denir.

Teorem 3.4.3: X in tiim lincer fonksiyonlarinin sinifinda Y * nin rcgresyon tahmini 3.4.1

formulayle verilir.

ispat: Y = a+ BX +e.kov(Y, X) = kow(a, X) + B.kov(X, X) + ko(e, X) = 0+ Bo: dir. Bu
kov(Y, X)

2

Oy

nedenle, f= dir. py =a+ppy +p, =a+pp, dir. Bu nedenle a=p, -Bp,

dir.

Teorem 3.4.2 den farkl olarak, Teorem 3.4.3 ¢n vakin ncsne kavramina gore ifade edilmez.

Fakat bu ¢ok kolay bir ispattir.
Orneklemler icin Lineer Regresyon

Kitle regresyon modclini tanittiktan sonra, istatistik regresyon modelini bir érncklem
tahmini olarak ortava kovacagiz. Bir kitle nesnesi, bir ¢mcklemden tahmin cdildiginde,
n
>X,
i=1

n

ile

tahmin tcorisindcki gencl sablonu izleriz. Omegin, p kitle ortalamasi bir X=

tahmin cdilir. Benzer sckilde, basit lincer regresyonun 'Y = a+ X +¢& denklemi (bagintist);
a,b vc e sirasivla o, ve genun 6mceklem tahminleri olmak tizere, 6mcklemden

Y =a+bX +edenklemiyle(bagintisivla) tahmin cdilir.(3.4.1) dcki parametreler igin

kargilik gelen 6mcklem tahminlerini verlerine kovarak, a ve b katsayilan igin formiilleri
clde cderiz. Bovlece, X,Y,8% ve Syysirasivla, g,y .62 ve kow(Y,X) in 6meklem

tahminleri olmak tizere,

2 .
< dir.
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4.MATERYAL VE YONTEM
EN KUCUK KARELERIN GEOMETRISI
4.1. VEKTOR UZAYI GEOMETRISI

Burada daha énce verdigimiz bazi kavramlan tckrarlavarak konunun daha ivi anlagilmasini

saglayacagiz.

Tanm 4.1.1: Bir lincer model, ' Y = XB+¢ olarak tammlamr. Burada Y, | ., gézlencbilir
degiskenlerin yani (bagimli degiskenlerin) gozlenen bir vektorii, X, . bilinen bir matrisi ve

g, ,. hatalarm bir vektoridir ve & ~ N(0,6°T) dagilimma sahiptir.

Bir S vektor uzayi: S iizerinde bir toplama ve bir skalar ¢arpim ile birlikte, degigim,

birlcgim vs. gibi bazi 6zcllikleri saglayan bir kiimedir.

R” Oklid uzay1, vektorlerin aligilng toplami ve skalar ¢arpmm ile R recl sayilan gostermek

iizere, R”deki tim vektorler tarafindan olusturulan vektér uzayidir. Aslinda  bir vektor

uzaymi olusturmak i¢in gerckenlerden daha fazla vapi kovacagiz.

4.2. BAZI TANIMLAR VE NOTASYONLAR

I¢ carpim: (x,y) =x"y dir.
1 n 1
Norm: ||x|| =(x'x)? = (Z x; )2 dir.
i=1

Ortogonallik: x vc y vcktérlerinin ortogonal olmalan i¢in gerck ve yeter sart

(x,y) =x"y =0 olmasidir.

Lineer bagimhhik: Eger x; = z:cixi olacak sekilde x;, /< / <k.ve ¢, katsayilan varsa,
i

X;5++0 X, vektorleri lineer bagimlidir.

R* de bir vektoriin geometrik gosterimi asagidaki sekilde verilmistir.
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Sekil 4.1. R* de bir vektoriin geometrik gosterimi

R* de iki vektoriin toplami igin paralelkenar kuralnin geometrik gosterimi asagidaki sekilde

verilmisgtir.

o - - - -

L L oy aprpy

9 i1

Sekil 4.2. R” de iki vektoriin toplamu igin paralelkenar kurali
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4.3. OKLID UZAYI VE OKLID UZAYININ ALTUZAYLARI

Bir vektor altuzayi; bir vektor uzayinm, kendisi de bir vektér uzayi olan herhangi bir alt

kiimesidir.

k
Geren: Bir S(x,...,X, )= {z cE" |z =Z:bixi,bi eR }gereni, X,s...»X, tarafindan
i=1

gerilen Oklid vektor altuzayidir yani (X,,...,X, )’ mn tiim linecer kombinasyonlarinin

kiimesidir.

Bir bagka sekilde, X ={ X, 5oees Xy }, yani S(X) = {z eE"|z= Xy}, X in siitunlan
tarafindan uretilen altuzay (X’ in gereni) dir. Bu altuzaym tim vektorleri X ° in
stitunlarinin bir lineer kombinasyonu olarak olusturulabilirler.

Ortogonal Tiimleyen : S(X) in ortogonal timleyeni,

S'(X)= {w eE" |w'z=0, her z € S(X) igin} dir. Ortogonal timleyenin tim vektorleri

X’ in siitunlarina ortogonaldirlar.

Boyut: Bir X matrisinin siitun uzayinin boyutu herhangi bir tabanin vektérlerinin sayisidir

(=rank(X)). Boy S(X)=rank(X) olduguna dikkat edelim.

Sonug: X igin boy S(X) =k ise boy S"(X)=n-k dir.
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Sekil 4.3° den de goriildiigii gibi, X, R*de bir vektordir. S(X), X tarafindan gerilen

altuzaydir. S*(X) onun ortogonal tiimleyenidir. Bu uzaylarn her biri 1 boyutludur.

4.4. EKSENE GORE DEGISKENLER VE GOZLEMLER

Amag veriyi ve OLS (ordinary least squares — basit en kiigiik kareler) tahmin edicisini temsil

etmek (gostermek)tir. “Nokta” kavramimizi degistirmemiz gerekir. Bir sagilim grafigi
(noktasal diyagram) her gézlemi bir nokta olarak alir. Simdi Y’ yi ve X ’in siitunlarim1 R”

de k£ +1 tane nokta olarak diisiinmemiz gerekir.

N K Xy
Yoo Xppee Xy
\yn xnl... ‘Xnk

Her bir siitun bir noktadir.

Cizelge 4.1. Adem ve Havva i¢in Varsayimsal Veri

Boy(cm) Agirlik (kg)
Adem 182 85
Havva 164 52

Agirhk
35 ¢

21

Sekil 4.4. Bir regresyon modelinde degiskenleri karsilastirmak igin bir geometrik
yaklagim.(Bring 1996)

Eger bu sekle tigiincii bir sahsi, dordiincii bir sahsi vs. eklersek ne olmasini bekleriz?
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4.5. GAUSS-MARKOV TEOREMI
Y = XP + ¢ lincer modelini disiinelim.

Burada X “e bazen tasarim matrisi olarak bagvurulur. X, aciklayici degiskenlere karsihk
gclen siitunlara sahip olan, sabitlerin bir #2x p matrisidir. B, R” dc bir bilinmeyen parametre

vektoradir.
Tasarim matrisinin siitun uzay

XP . X in sttunlarmm bir lincer kombinasyonudur.

B,

Yani, XB=[x1,...,xl,] . |=B,x, t.u.+tBpx, dir. Bir bagka deyigle X 'in situnlarmm

B> |
tim miimkiin olabilen lincer kombinasyonlarimin kiimesine X 'in situn uzayl denir ve

CX)= {Xa tac RP} ile gosterlir.

Gauss ~Markov lincer modeli, Y "nin; ortalamast X “in siitun uzay1 olan, ve bir ¢ pozitif
.. 2 . 2 2 .
reel sayisi icin, varvansi o 1 olan, yani, Z(Y)e((X) ve Var(Y)=o’1, 6° € R" olan, bir

rasgele vektér oldugunu séyler.

1 . 1 a . |
X=L}:>( (X)={Xa:aeR}={[J[al]:a1 eR}={L }al ER} bir situn uzayi

ormnegidir.

Baska bir siitun uzay1 6rnegi;

10 10

10 1 0] a, ,
X= =>CX)= :acR”

01 01| a,

01 01
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1 0
1 0
=4a, 0 +a, 1 ta,,a, R
0 1
al
™ :a,a,<R
aZ
o

dir.

Bu siitun uzay1 R™de uzanan bir diizlemdir. Ugiincii bir siitun uzayi érmegi:

1 10
X,=[{1 1 0], xeC(X,)=>herhangi ac R'icin x = X,a = herhangi a€ R%icin
1 01
1 01
1 1 0
1 1 0
=>x=a,| |+ta,| |+a,
1 0 1
1 0 1
a, +a, b,
. . al +a2, bl .
= herhangi b,,b, € Ricin x= = dir.
a, +a, b,
a, +a; b,

Bu da R*de bir diizlemdir. Avm diizlem midir?

iki Siitun Uzaymm, yani ('(X,)ve C(X,)’nin, Aym Olduklarimi Gésterme

Kavram: Eger xe((X,)ile baglayabilir ve x=X,balirsak, bu, xe((X,) ve
C(X,) < C(X,)oldugunu gosterir. En azindan heniiz ('(X,) =C(X,)degildir. Ciinki

X,b 'nin C(X,) de olmadigi bazi b ler mevcut olabilir. Eger aym zamanda
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C(X,)cC(X,) oldugunu gosterebilirsck, bu taktirde C(X,)cC(X,) ve

C(X,)c CX,) = C(X,) = C(X,) oldugunu gosterir.

1 0
110
" 1 0
Ornek: X, = 0 1l X,=|1 1 0]olsun.
1 01
0 1
1 01
A 0 1 - v
xel(X))=>x=Xa=>x=X,| |=baz beR" ler i¢cin x=X,b = xe((X,)
a
oldugunu gosterir. Bu nedenle CX,)c((X,) dir. Yine
1 0
. o 110
X, = 0 1l X,=[1 1 0| olsun. >xeC(X,)bazi ac R’ lericin x=X,a =
1 0 1
0 1
1 0 1

2

1 T2,

+a
> . 1 2
=bazt a;,a,,a;,€R’ ler igin x= = bazi
+a
1 3

—
o

12

1t a,

al + aZ I)1

}Dbam b,,b, e Rigin x=X, {b

a +a

a,,a,,a; € Rlerigin x = Xl|: :|:>ba21 beR

3 2

ler icin x=X,b=>xe(C(X,)oldugunu gosterir. Bu nedenle, C(X,)cC(X,)dur,

C(X,) < C(X,) oldugunu daha énce gosterdik. Bovlece ((X,) =C(X,)oldugu goriilir.
£(Y) nin Tahmini

Linccr model analizinin temel amaglarindan biri £(Y) 'yi tahmin ctmektir, Siiphesiz. £(Y)
vi tahmin etmek icin 'Y "vi kullanabilirdik. Y asikar olarak, /¢(Y) nin bir vansiz tahmin

cdicisidir. Ancak o, gogu kcz ¢ok makul cdici bir tahmin cdici degildir.
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Omcgin,

M

oldugunu ve

[6. 1}
Y -
2.3

gdzlemini vaptigimizi farz cdelim.

. n| o 6.1]. , o
KE(Y)= vi, Y = 5 3 ilc tahmin cdebilir miyiz?
n

£(Y)’ nin Tahmini

Gauss—Markov lincer modeli £(Y) € C(X)oldugunu séyler, bu nedenle £(Y)™ yi tahmin

ederken bu bilgivi kullanmaliyiz.

('(X)” dc Y 'ye en vakin olan noktayla, 2(Y)’ vi tahmin ctmeyi diigiinclim (uzaklik,

ahisilmis Oklid uzaklig: ile olgiilsiin). Bu tek noktaya, Y 'nin /(X) iizerindeki ortogonal

izdisimit denir ve bu izdiigim Yilc gosterilir (Bununla beraber  £(Y)daha iyi bir

" A
notasyondur). Tanima gore, [af = \ fz a,” olmak iizere, ”Y - Y" =min__. ||Y - Z|| dir.
il

l 0.
Bu durumu bir sckil 4.5 ilc gosterclim X = L:| veY = [7

1
3:| oldugunu farz cdclim.
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c)

Sekil 4.5. Y "nin C(X) iizerindeki ortogonal izdigimii: 'Y

Geometri Bir Istatikciye Ne Soyler?

Y,C(X)’ de ||Y-Y| =Z:(Y-Y)2 ’yi minimumlagtiran noktadir. Bu nedenle en kiigiik
i=1

kareler (E.K.K) tahmini yapiyoruz. Geometrik olarak, Y-YH Y wvektorii ve Y-Y

vektorii arasindaki ag1 90" oldugunda minimumlasir. Y ve 'Y - Y vektorleri ortogonaldir. 'Y

ve Y -Y arasindaki kolerasyon sifirdir, yani tahmin edilmis Y degerleri ve Y-Y =e hata

tahminleri iligkisizdirler.

Teorem 4.5.1 (Pisagor teoremi): Y ? || ” +||Y-Y| , ashinda kareler toplamlarinin
ANOVA (varyans analizi) ayngimi =SS, . +SS, . =model kareler toplami +hata kareler

toplamidir. Ancak, dogrulart ¢gizmeden Y “yi1 nasil hesaplariz?

Ortogonal Izdiisiim (dik izdiisiim) Matrisleri

Y ’y1 matris carpimiyla bulabilir miyiz? Her Y € R"i¢gin 'Y =P, Y dir. Burada Py bir
ortogonal izdiisiim matrisi olarak bilinen bir tek #xnmatristir. Py nasil bir matristir? Eger

(X'X)'1 mevcutsa, yani, X'X tam rankli ( X tam siitun rankl) ise, P, = X(X'X)'IX' dir.
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Eger X'X tam rankh degilse. P, = X(X'X) X'diir. Burada (X'X) . X'X “in herhangi bir
genellestirilmis tersidir. PLX =X ve X'P, = X' P P, =P, vani P, simctrik-idempotent,

olduklan gostcerilebilir.
Nigin P, X = Xdir?

Geometrik olarak: X 'in her bir siitunu ((X) de bir noktayr gosterir (tammdan).

P.Y, Y e R"dik izdisimii ('(X)" de Y “ye en vakin noktadir.
Cebirsel olarak: (X "in tam rankli oldugunu kabul cderck)

P.X=X(X'X)'X' X=X dir.
P, Nigin idempotentdir?

Geometrik olarak: Eger X bir 72X pmatris ise, herhangi bir A # x & matrisini digiinelim.
P A 'nin her bir siitunu (’(X) de bir noktayr temsil eder (tammdan). Ikinci kere bir
izdiisim PyA y1  harcket cttirmez. Bu, herhangi bir A i¢in  dogru oldugundan,

P.P.X =P X dir. Yani P} = P, dir. Sonug olarak P, idempotenttir.

Cebirsel olarak: (X matrisinizzx p boyutlu ve tam rankl kabul ederek): #xk boyutlu

herhangi bir A matrisini diigiinelim.

PPA =[ X(X'X)'X' [ X(X'X)"'X' |A
= X(X'X) ' (X'X)(X'X) ' X'A = X(X'X)'X'A =PA

olur.

4.6. ALTSILMTS EN KUCUK KARELER (OLS) GEOMETRISi

S(X) E{z cE"|z= XY}. vani X,,..,X, tarafindan gerilen Oklid vektér altuzay va da
X 7 in gereni veya [xl,xl,...xk] ‘mn tim linccr kombinasyonlan olarak olmak aizere, S(X)

deki herhangi bir nokta, B € R olmak iizere, XB olarak ifade edilebilir.
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En kiiciik kareler: Verilen X ve Y i¢in S(X) de Y~ ye mimkiin olabildigi kadar yakin

olan noktay1 bulalim.

Sekil 4.6. Y nin S(X) e olan en yakin noktas1

Bir lineer model, daha 6nceden oldugu gibi, Y = XP + ¢ olarak tanimlanir. Burada;
. . 2
Problem: min, ||Y - XB" < miny ||Y - XB" dir.

Tammm: B probleme bir ¢ozimil ise, Y =XP (gozlemlerin tahmin edilen vektori), ve

e=Y-Y (tahmin edilen hata vektorii) olacaktir.

Baz 6zellikler:

e, S(X) deki herhangi bir noktaya, 6zellikle X e veya XP "ya diktir.
B=(XX)'XY’,yani XXp=XY normal denklemlerinin ¢éziimiidiir.

Ortogonallik sartindan X'(Y - Xﬁ) =X'e=0 dir.

Sekil 4.7.Y nin X tizerine ortogonal izdiigimi
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4.7. IZDUSUMLER

Bir izdiigiim, E” deki herhangi bir noktayr E” "nin bir altuzayindaki bir noktaya gétiiren bir

dontisiimdiir.

Bir ortogonal izdiigiim herhangi bir noktay1 altuzayin ona en yakin noktasina doniistiiriir.
Y=XB=XXX)'XY=P,Y, Y'nin S(X) iizerindeki ortogonal izdiisimidir.
P, =X(X'X)"'X', Y'yi S(X) iizerine ortogonal olarak izdisiiren izdiisim matrisidir.

e=Y-Y=Y-XB=(I-XX'X)'X")Y =M,Y.Y 'nin S(X)  in ortogonal tiimleyeni

tizerine yani S~ (X) tizerine izdugimudir.

M, =1-P, =1-X(X'X)'X', Y’yi S (X) iizerine ortogonal olarak izdiisiiren izdiigiim

matrisidir.

Ozellikler: M ve P, ’i cebirsel olarak kontrol etmek kolaydir, geometriksel olarak
anlamak ise daha iyidir. My ve Py simetrik matrislerdir. My +Pg=I ’dir. Bu,

Y =M,Y +PY ortogonal ayristmini ortaya koyar.
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S~ (X)

Sekil 4.9. Y nin S(X)’e ve S"(X)’ ¢ gore durumu
P, ve M, idempotenttirler: yani Py P, =P, M M, = M, dir.

Sezis: Bir vektor onceden S(X) de ise, ayrica onu S(X)’ ¢ izdiagiirme bir anlam ifade

ctmez.

P,

X

M, =0

X

Birinci izdiigiimii yaptiktan sonra digerini (herhangi bir sirada ) nasil yapacagimizi
diiginelim. P, ve My biri digerini yok eder. 0 hem S(X)’e hem de S*(X) ¢ ait olan

yegane noktadir.

M, S(X) deki herhangi bir noktay1 yok eder, yani M XB =0 dir.

| S™(X) deki herhangi bir noktay: yok eder; yani P.M,XB=0 dir. Eger A bir tekil

olmayan k x k matris ise, Py, =Py dir.
rank(X) = rank(Py ) dir.

4.8. UYYUMUN iYILIGi
Ortogonal ayrisimdan,

Y=PY+MY
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dir. Bu taktirde
YY=YPY+YMY.. ()
=YPPY+YMMY..(2)
IV =[] +[myF )

dir. R® de bu, basit olarak Pisagor Teoremidir. Bu taktirde 0; Y ve PY tarafindan

olusturulan a¢1 olmak tizere,

2
2 —""12|{|! cos’0

dir. Gergekten bu merkezlenmemis R? dir.

Sekil 4.10. cos @ nin Pisagor Teoremi ile bulunmast
4.9. FRISCH-WAUGH-LOVELL TEOREMI

Y=XB+u lincer modelini digsinelim ve onu asagidaki gibi parcalayalim.
Y =X,B, +X,B, +u. Burada X, ve X, sirasiyla k;, ve k, boyutlu X, ve X, agiklayict

degiskenler matrisleridir. Bu taktirde X=[X,X,], p=(B;»B,) ve k=Kk, +k, dir.

M, =1-X,(X,X,)", R” deki herhangi bir vektori X, in gereninin ortogonal

timleyeni igine izdiigiirir.
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Y =M,Y. X; =M X, sirasiyla Y 'nin X, tzerinde regresyonunun aligilmig OLS

tahminleri ve X, " nin X, tzerindeki tam siitunlardir.

B, "vi tahmin ctmeyle ilgilendigimizi varsayalim ve agagidaki degisik yontemleri goz oniine

alalim.

1.Yoéntem: ﬁ=(ﬁ1'9ﬁg')'=(X'X)'1X'Y clde cderken aligildigr gibi ilerleyelim Y ™ yvi X

uzerinde regresyonlayalim. B, istenen tahmin olmalidir.

2.Yontem: X; tizerinde Y~ “vi regresyonlavalim ve tahmin olarak B, =(X;'X; )"X;'Ya y1

clde cdclim.

e, vc e, swrasiyla 1. Yontem ve 2.Yoéntemdeki regresyonlann hata tahmin vckiérleri

olsunlar.

Teorem 4.9.1: (Frisch ve Waugh 1933, Lovell 1963)}(FWLT Teoremi): ﬁz =l~32 (birinci

kisim) ve e, = e, (ikinci kisim).

ispat: Ispata Y=PY+MY = Xlﬁl + XJ}Z +MY ortogonal ayngimi ile baslayalim.
Birinci  kismi gostermek igin, Y 'vi 6nden X;M L ilc garparak
X,M,Y = X,M X B, +X;M,X,B, +X;M MY elde ederiz. Burada
I-X, (X X,)'X))X,=0 oldugundan MX,=0 dir.
X,MM=X,(I-P)M=XM-X,PM =0 dir (Onccki aym ncdenlcrden). Burada.
M, =1-P,. R" deki herhangi bir vektérii X, "in siitunlar tarafindan gerilen lineer uzayin

ortogonal tiimleyeni tizerine izdiigiiren bir ortogonal izdiigim matrisi oldugundan, PP =P,

dir, bu nedenle PM =M dir.

Bu taktirdc: X;MIY=X;MIX2[§2d1r. Bu ncdenle |A32=(X;M1X2)'1X;M1Y. Ikinci

kismi gostermek igin ortogonal ayrisimi M ile 6nden ¢arpariz ve

M Y= M,Xllnil +MlX2|A32 + M, MY bagntisini clde ederiz, yine M, X, =0 dir.
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MY [Xl Xz]' nin ortogonal tiimleyenine aittir, bu nedenle aynca onu X, * in ortogonal
tamleyeni tizerine izdigiirme anlamsiz olacaktir, bu nedenle M,\MY =MY dir. (Yapilmas:

gereken sey M, ile dnden ¢arpmadir), bu;

M,Y-M X,B, = MY
Y -XiB, =M,
e2 = e1

bagmtilarini verir.

4.10. (FWLT) NIN GEOMETRIK ACIKLAMASI

Burada sunulan gcomctrik gésterim (Davidson ve Mackinon 1993) dakini genigletir. Sadelik
i¢in, k, =4, =1, vani sadecc iki agiklayict degiskenin var oldugu durumu diginelim. Sckil
4.11 OLS tahmininde igerilen ii¢ temel vektori gosterir. 'Y, X, ve X, bir ii¢ boyutlu Oklid
vektor uzayindaki vektorlerdir. Veri vektorleri oklarla gosterilirler ve koyu harflerle
isimlendirilirler. Kiigilk harfler noktalan gosterir. OLS, Yyi X,ve X,ilc gerilen bu
durumda iki boyutlu olan, uzay tizerine izdisirir, OLS izdisimi, P=X(X'X)"'X". Y 'yi
X'in gereni iizerine ortogonal olarak izdiigim matris olmak uzere, ob = PY vcktoriiyle
gosterilir. Tahmin cdilen hata vektérii ab=MY dir. Burada M=1I-P. Y 'yvi X’ in

gereninin ortogonal timleyeni tuzerine izdisiren matristir. Belirlenen PY =X B, +X,B,

icin, oe= X,ﬁlvc od =X2ﬁ2 vektorlerinin koordinatlan paralelkenar kuralim kullanmak

surctivle kolayca bulunabilir. Bu, 1.yéntemde igerilen tim unsurlarn geometrik gosterimini

ortaya kovar.
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Sekil 4.11.FWLT nin geometrik gosterimi

Ikinci yontemin geometrisini agiklamak igin, ilk olarak Y ’yi X, ’rin gereni iizerine
ortogonal olarak izdisirelim. Bu izdisim oc=P,Yile gosterilir ve karsiik gelen hata
tahmini vektoric ac=Y =M, Y dir. $imdi aymsim X, ile yapalim. X, 'nin X, tizerindeki
izdiisimii og = P, X, ile gosterilir ve karsilik gelen hata tahmini vektorii fg =X, = M,X,

dir. Belki FWL teoreminin pek ¢ok ilging sonuglarindan biri ¢ok degiskenli durumun tiim

ilgili goriiniimlerinin iki degiskenli duruma indirgenebilmesidir.

Ikinci yontem, Y y1 cde olacak sekilde basit olarak fg kadar 6telenen, cg dogru pargasim
ihtiva eden dogruyla gosterilen, X zin gereni iizerinde regresyonlar. Bu izdiisim cb

vektorunii ve karsilik gelen hata tahminleri vektorinii, énemsiz bir sekilde ab vektorinii,
verir. Bu teoremin ikinci kismini agiklar; her iki yéntemin OLS hata tahminleri tamamen

aymdir.
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Sekil 4.12.FWLT nin kisa bir geometrik gosterimi

Teoremin birinci kismi aymi sekil iginde kolayca agiklanabilmekle beraber, Sekil 4.11

haddinden fazla karistirmaktan kaginmak i¢in yukaridan basit olarak goriilen Sekil 4.12 ve
bakalim. 1. Yontemden, X,B, =od =of.p, ve 2. Yontemden, X,B, =cb =cjB, dir. Simdi
Thales teoremine gére od \ of = ¢b\ ¢jdir ve yerine koyarak, teoremin birinci kismini, yani

B, =B, y1 elde ederiz.

4.11. TEOREMIN KISA BiR CEBIRSEL ISPATI

Biitiinliik i¢in, teoremin bir standart cebirsel ispatim verecegiz. Baglama noktasi

Y=PY+MY=XB, +X,B, +MY
ortogonal ayriginudir. Birinci kismu ispatlamak her iki yan1 X,'M, ile ¢arpariz ve
XZ MIY = XZVMIXIﬁl + XZVMIXZﬁZ + XZ'MIMY

elde ederiz. Tamma gore, M,, X, ’ri onun timleyeni iizerine izdisirdiginden ve bu
nedenle M, X, = O0oldugundan, sag yanin ilk terimi sifirdir. Onceki gibi ayni nedenlerle,

X, MM =X,'M-PX,'M ve X,'M = 0oldugundan, iigiincii terimde sifirdir. O halde
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XM, Y = XZ'MIXJ}2 elde ederiz. Bu denklemin |§2 igin ¢oziimii teoremin birinci kismini
ispatlar. ikinci kismu ispatlamak icin, ortogonal ayngimi M, ile garpaniz ve

MIY = Mlxlﬁl +M1X2|§2 + MIMY

elde ederiz. Yine sag yandaki birinci terim sifirdir.

Simdi ug¢iinei terim i¢in, MY, [X1 Xl] ‘nin ortogonal timleyening aittir, bu nedenle onu
X, rin ortogonal tiimleyeni tizerine ayrica izdigirme ctkiye sahip degildir, bu nedenle
M,Y-M,X,B, = MY oldugunu gésterir. teoremin birinci kismindan, sol yan Y zin X;

tizerine izdisiminin hata tahminleridir ve tanima gére, sag yvan, Y 'nin [Xl,Xz]ﬁzcrinc

izdiisimiiniin hata tahminleridir. Béylece teoremin ikinci kismi da ispatlanmis olur.

4.12. YORUMLAR VE SEZGILER

X, i¢in kontrol ctme fikri: Modclde ya onu yerine koyariz ya da onun ctkisini ¢ikarmak

surctivle ilk olarak ondan kurtuluruz.

Eger X, ve X, ortogonal iscler ne olur? Bu taktirde tim ¢alismalarda XX, =0 oldugu

gorulir.
FWLT’ nin uygulamalan
Bu uygulamalar sunlardir:
1) Ortalamalardan sapmalar
2) Caydirma
3) Mcvsimsel ctkiler

Daha sonra: Coklu c¢s lincerlik, yanli degiskeni silme, pancl veri, sabit ctkiler tahmini,
deneysel degiskenler.

Ortalamadan sapma

Sabit terimli (intercept) basit model
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Y=XB+“=|31]+[X2X3"'XK]B.|
dir. Burada 1=(1,1,...,1) . B,=@,:B;ss-0sB) X,. £=2,...K X'in karsilik gelen

sutunlandir. B, tahmin ctmenin iki yéntemi:
1.Yontem: X = [l ,X?_,...,X,\.] tizerinde 'Y “yi regresyonlariz,

2.Yontem: X, . k=2, ,K 1 uzerinde izdigiiminin hata tahminlerini clde cdelim.
Onlara X diyelim. Y ile ayni sevi yapalim ve onlara Y diyelim. P, =1(11)"1 =#™1

olduguna dikkat cdclim. Burada 1, 1 lerin bir #7x# matrisidir. Burada

/

PIXI ==
H

1X, =X, X, X,)'

boylece X; =M, X, =(I-P)X, =X, -(X,,X,,...X, ) tipik X; =X, -X, clemanh

bir nx1 vektérdir.

Bu nedenle ikinci yontem:

1) Tiam degiskenlen onlarin 6rnek ortalamalarindan sapmalar olarak yeniden ifade
ctmeden,
2) Bu hata tahminlcrinin sabit tcrimsiz standart regresvonu ile ¢alismadan ibarcttir

cahsmaktir.
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5.BULGULAR
EN KUCUK KARELER YONTEMI

ve

EN KUCUK KARELERIN GEOMETRISI

“Bin soz, soyleyecegine bir resim yap goster.”

Regresyon, gecometrisiz mitkemmel olarak digtnilebilir iken, gcometrik kavrayis, 6rnegin
singiiler veya neredeyse singiiler regresvonlara ve [ istatistiginin yorumlarina iligkin
zorluklarin ¢ok daha iyi anlasilmasini saglar. En kigik karelerin daha ileri bir yorumu i¢in

geometri bilgisi 6nemlidir,
5.1. TEMELi OLUSTURAN GEOMETRI

Y ve € herikiside nx1, X nx p ve B px1 olmak iizere, en kiigiik karcler yéntemiyle

Y=XG+¢ (5.1.1)
modclini uydurmak istiyoruz. § diyccegimiz n-boyutlu bir Oklid (“alisiimis™) uzayimi
diisinclim. 'Y vcktorinin # tanc Y,Y,..,Y bilcseni bu uzayda bir nokta tanimlar. Onlar
aym zamanda genellikle O(0,0,...,0) oryjinini (baslangicini) ¥ noktasina birlestirilen
dogruyla gosterilen bir vektori (uzunluk ve yone sahip dogru) de tanimlar. (Gergekten ayni
uzunluga sahip olan herhangi bir paralel dogruva da Y vektorii olarak bakilabilir, fakat daha
zivade O baglangigh vektorii dugintiriiz.) X © in stitunlan da n-boyutlu uzaydaki vektorler
tanimlar. Simdilik X ™ in p tanc sitununun timingn lincer bagimsiz olduklarni; yani,
onlarin higbirinin  digerlerinden  herhangi  birinin - bir  lincer  kombinasyonu  olarak
gosterilemedigini kabul edelim. Bu, X'X matrisinin tekil olmadigini gésterir. Bu taktirde
X “in p sayida situnu, S nin p (<n)-boyutlu bir alt uzaymi (ona tahmin uzay1 divecegiz)

tanimlar. Her bir x; bir 7x1 vektor ve S, ler de skalarlar (gencllikle X, —1 dir, burada 1

tim clemanlan 1 ler olan bir 72 x1 vektordiir) olmak iizere,
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Xp=| BoXo+ Bx, +..+ B, X, (5.12)

B,

carpimint digiinelim. Bu, x.’ lerin bir lineer kombinasyonu olarak sekillenmis bir vektorii

tanimlar ve bu nedenle X# tahmin uzayindaki bir vektordiir. Kesin olarak XA vektori f,

ler i¢in se¢ilen degerlere baghidir.

Simdi asagidaki sekli gizebiliriz.

¥ Tahmin Uzgyt

Sekil 5.1. Tahmin Uzayinda Genel bir X/ noktasi

Isaretlenen O,Y , Xf noktalarmin n-boyutlu uzayda bir iiggen olusturdugunu gorityoruz.
Genel olarak, Y ve X verildiginde, agilar S, lerin degerleriyle belirlenecektir. Uggenin iig
kenan Y, XB ve € =Y —Xf vektorleridir. Boylece (5.1.1) modeli basit olarak, Y
vektoriniin, biri tamamen tahmin uzayinda olan X8 ve digeri, genel olarak, kismen tahmin

uzayinda olmayan Y — X/ gibi iki vektore ayrilabilecegini soyler. B° y1 en kiigiik kareler

yontemi ile tahmin ettigimizde b =(X'X) "' X'Y ¢oziimii

S(B)=(Y-XB) (Y -Xp) (5.13)

kareler toplami fonksiyonunu en kiigiik kilan (minimum yapan) bir ¢oziimdiir. Bu noktada
eger z herhangi bir vektor ise, z'z” nin bu vektériin uzunlugunun karesi oldugu gercegini

bilmemiz gerekir. Bu nedenle S(8) kareler toplami fonksiyonu Sekil 5.1de Y ve X8’ y1

birlestiren  vektérin  uzunlugunun karesidir. Ne zaman bu minimumdur? S,
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b=(X'X)'X'"Y ye esit kime oldugunda o minimumdur. Xb = Y vektoriniin, 0 orijinini
Y 7 den tahmin uzayina inilen dikmenin ayagina birlestiren vektoér oldugu anlagilir (bkz
Sekil (5.2) ve onu Sekil (5.1) ile karsilastirn). B 6zel b degerini aldiginda en kiigiik kareler
degeri yani Sckil (5.1) in tiggeni Sckil (5.2) deki gibi bir dik iiggen olmaktadir. Eger bu
dogru isc, Y =bX v¢ e=Y-Xb vcktorleri ortogonal (dik) olmahdir. Iki p ve q vcktori
i¢in, cger p'q=0=q'p isc; bu iki vektér ortogonaldir. Burada
0=(Xb)'e=b'X'e
=b'X'(Y - Xb) (5.14)
=b"(X'Y - X'Xb)
dir. Bévlece (5.1.4) deki ortogonallik ihtivact va b =0 olmasini, ki bu durumda Y tahmin

uzayma ortogonaldir ve 'Y =0dir, vada X'Xb =X"Y normal denklemlerinin saglanmasim
gerektirir. € =Y -Xb’ nm iginde ver aldigi uzava hata uzayi denir ve hata uzayr (n p)-
boyuta sahiptir. p -boyutlu tahmin uzay1 ve hata uzayi ikisi birlikte S uzayim olustururlar.

Bu nedenle regresyon modelinin en kiigiik karcler uvumu § uzaym iki ortogonal uzaya

boler ve boylece tahmin uzavindaki her vektdr hata uzayindaki her vektdre ortogonaldir.

Ornek 5.1.1: Y=(3.1,2.3,5.4)", X, =(LLD" ve x, =(2,1,3)" olsun. Bu ncdenlc cn kiigiik
karcler yéntemi ile ¥ =8, + S.X,+¢& dogrusunu uvduracadiz. Ik olarak. gcometriyi
diigimmeksizin  regresyonu  uyduralm. Bu regresvon dogrusu Y= 0.50x, +1.55x,

olacaktir. Bu taktirde Y =Xb= (3.60,2.05,5.15)" v¢ e=(-0.50,0.25,0.25)" oldugu
gosterilebilir, bu iki vektériin ortogonal olduklart ve bundan bagka e, X in ayn ayn her iki

stitununa ortogonal oldugundan, (genelde hepsine ortogonal oldugundan) e her £ igin, e’
nin Xp, = f,x, + f#,x, bigimindeki herhangi bir vektore ortogonal oldugu saptamr. $ekil

(5.2)" ye benzer bir diyagram iizerinde gesitli noktalarm koordinatlarnni yazabiliriz.

11



Tahmin Uzgw
Sekil 5.2. Y, Xb ve e=Y - Xb vektorlerinin dik iiggeni
5.2. PISAGOR VE VARYANS ANALIZI

Bir regresyondan ortaya ¢ikan her varyans analizi tablosu bir dik {iggenin hipoteniisiiniin
karesinin diger iki kenarin karelerinin toplamina esit oldugu hakkindaki Pisagor Teoreminin
bir uygulamasidir. Genellikle Pisagor sonucunun ard arda uygulanmasina ihtiyag vardir.

Sekil (5.2)” yi yeniden g6z oniine alalim. Bu sekil
YY=YY+(Y-Xb)'(Y-Xb) 3210

oldugunu veya genel kareler toplami= regresyona bagli kareler toplami+ hata (kalinti)

kareler toplam1 oldugunu ifade eder. (5.2.1) toplamina uygun gelen
n=p+m-p) (522)

serbestlik dereceleri denklemi, S * nin sirasiyla, p ve (n— p) boyutlu iki ortogonal uzaya

boyutsal ayrigimina karsilik gelir. Genel kareler toplaminin agik bir ayrigimi i¢in 'Y ve e’
nin ortogonalligi esastir. Dogal bir ortogonal ayrigima sahip olmayan 6zel bir kareler
toplaminin bir ayrigimi istendiginde, ortogonallik ortaya konmalidir.
Ornek 5.2.1: Alistirma (5.1.1) deki veriler igin (5.2.1) ve (5.2.2) denklemlerinin sirasiyla,

44.06=43.685+0.375

3=2+1

denkliklerine karsilik geldikleri gosterilebilir.
Bir Regresyon Kareler Toplaminin Ayrica Ayrisimi

Eger tahmin uzaymi tammlayan X. vektorleri bir bagkasina tiimden ortogonal olursa,

regresyon kareler toplami hemen iki ortogonal pargaya ayrlabilir. Omegin, X =(1,Xx) ve
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1'x —0—x'1 oldugunu farz edelim. Y=Xpf+¢ modeli x° ¢ karsi bir ¥ dogrusudur.

Sekil (5.3) iki ortogonal 1 ve x vektorleriyle tanimlanan tahmin uzayini gésterir.

Sekil 5.3. Model fonksiyonundaki ortogonal vektorler

Bu vektorler ortogonal olduklarindan, Y * dan bu dogrulara ¢izilen dikmeler (dik dogrular)

bir dikdortgen olustururlar, bu nedenle

OY* =0A*> +OB? (5.2.3)

(veya OA> + AY?, vs.) dir. 1 ve X taban vektorlerinin ortogonalliginden dolayr boliinme
tektir; bu sonu¢ ortogonal taban vektorlerinin herhangi bir sayisina agik bir sekilde

genigletilir ki; o durumda Sekil (5.4)° in dikdortgeni p -boyutlu tahmin uzaymda bir

dikdortgen blok olur.
Ornek 5.2.2:
11111
Y'=(6,9,17,18,26) ve X'=
2-101 2

olmak tizere, en kiigiik karcler regresyon problemi i¢cin X'Xb=X'Y normal

denklemlerinin, iki ayr1 pargaya ayristigmi ve Sekil (5.4)” deki 4 ve B nin, her bir parcaya

ayr ayr bakmaktan gelen iki ayr1 'Y oldugunu gosterelim. Boylece bu veriler igin (5.2.1) ve
(5.2.2) bagmtilarn 1406=1395+10.7 ve 4=2+2 ortogonal degerlerini ortaya koyar.

Normal Denklemlerin Bir Parcalanisi

Bir ek ayrmti ile Sekil (5.3) ii yeniden ¢izelim. Sekil (5.4)" de OY ve OY dogrularmin

silindigini fakat Y4 ve YB dogrularmin ¢izilmis olduklarini gérelim. Diger hususlarda

diyagramlar aym olmaya niyetlidir. Isaretlenen O, A, ¥ ve B noktalan bir dikdértgen

olustururlar, ve bu nedenle gorilldiigii gibi, OY> =04~ +OB* dir. Aym zamanda, Y4,
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OA’ya ve YB de OB’ye diktirler. Bu nedenle OA, “Y’ nin yalmz 1 iizerindeki

regresyonu igin Y * dir.” ve OB de “Y ’ nin yalmiz x tizerindeki regresyonu igin Y * dir.”
(burada) 1 ve x ortogonal olduklarindan, bu olur. Sonug, karsilikli olarak ortogonal

olmalan sartiyla herhangi sayidaki X vektorlerine de genisler.

Ornek 5.2.3: Alistirma (5.2.2) icin gosterebiliriz ki, OA”> =1155.2,0B> =240.1 dir ve

onlarm  toplanu OY?=13953 dir. Aym1  zamanda  gosterilebilir ki,
0A4=(152,152,152,152152)" vektoridir, OB’ de (-9.8,—4.9,0,4.9,98)'

vektoriidiir ve OY bu ortogonal vektorlerin toplamidir.
Genel Olarak X’ in Vektorlerini (Siitunlarini) Ortogonallestirme

X in vektorleri (siitunlar1) karsilikli olarak ortogonal olmadiklart zaman bile sik sik bir
regresyon kareler toplaminin bilesenlere ayrilmasi istenir.

¥

Tofmm Loyt

Sekil 5.4. Model vektorleri ortogonal olmadiklarinda normal denklemlerin ortogonal
ayrigimi

Boyle bir ayirma dizide her biri daha 6énce ondan 6nceki elemanlara ek olarak bir kareler
toplam1 olan, bir dizisel kareler toplami kiimesini temin eder. Geometrik olarak bunu
yapmak i¢in bir ardigik ortogonallestirme yapmamiz gerekir. Sekil (5.5) 1'x #0 olmak
izere iki 1=x, ve x vektori i¢in disiinceyi agiklar. Baglangi¢ olarak bir vektorii seceriz
(1 vektoriinii sececegiz fakat bir digeri de olabilirdi.) ve bundan sonra x” in 1° ye

ortogonal olan kismm (2. Vektorii) yani X, vektoriinii ortaya koyariz. Bu nasil olacak?

Regresyonun standart sonucunu yani kalanlarm (rezidiilerin-hatalarin tahmininin) uygun
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?

degerlere ortogonal olmasi durumunu kullaninz. x’ 1 1 idzerine (onu bir “Y” gibi
diisimerck) uygun bir hale getiririz ve o=(X'X)'X'Y=(1')"1I'x =X olmak {izcrc
x =5h1 dogrulugunu kabullencrck hata tahminlerini ortaya koyariz. Boylece x , =x—X1

dir. x,1=00ldugunu bu nedenle de iki vektorin ortogonal oldugunu kontrol ctmck
kolaydir. Simdi
bn 1
=X'X)'X'Y
by

orijinal regresyon denklemi

Y =b,1+bx (5.2.4)
bigimindevdi. Ortogonallestirilmis regresyon denklemi
Y =V1+5(x-31)
_ (323
=Y1+bx,

dir. Degerleri ayni olacagindan (5.2.4) ve (5.2.5) denklemlerinin her ikisinde de bu sembolii

kullandik. Sekil (5.4) ve (3.3) de elde ettigimiz sey Sekil (5.3) deki ayni OV vektorinin

farkli iki tanimidir. Bu vektdér, Y © ya ortogonal olmayan OA™ ve OB" vektorlerinin

toplami olarak ya da OA ve OB ortogonal vektorlerinin toplami olarak gosterilebilir. Her iki
tamim da gcgerlidir. Ancak ikingisi OY* Xarcler toplaminin  Pisagor sonucu yoluyla

OA* + OB? olarak aynistirmaya izin verir. Y ve Y " nn vaptigimiz seyvden ctkilenmedigine

~

dikkat cdelim. Yaptigimizin tiimii uzaydaki vektérlerin bir lincer kombinasvonuna gore, Y °
nin degisik tanimudir, Omek 3 ve 6 ilk olarak iki vektorden birini segebilecegimiz gergegini

agiklar.
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Sekil 5.5. 1° ye gore ikinci bir agiklayiciy1 ortogonallestirme

Ornek 5.2.4: Ornek (5.1.1) in verileri igin, yani,

Y=(3.1,23,54),x, =(L1L1),x=(2,1,3)' ve Y=0.501+1.55x igin x, =(0,—11)’

oldugunu ve Y =3.51+1.55x,” nun aym1 uygun degerler ve hata tahminlerini ortaya
koydugunu gosteririz. Uygunlugunu elde etmek igin (¢ok ya da az) onun onceden
OA",0A,0B,0B",0Y ve YY uzunluklarmi bularak Sekil 5.5 bigiminde bir dogruluk
diyagrami gizelim. YA°> nin, Y * nin 1 tizerindeki bir izdiigiimii olduguna, YB "’ nin, Y * nin

X, lizerindeki bir izdigiimii olduguna dikkat edelim.

OY* =04’ +OB> # 04" +OB”
(5.2.6)
43.685=38.88+4.805#0.125+33.635
OB*=8S(b, /b,) =4.805 1ken, OA> miceligt OA> =S5S8(b,) —nY =38.88 di,
Yukarida ilk olarak x, =1 segtigimize ve X, 1 buldugumuza dikkat edelim.

Ornek 5.2.5: Omek 5.2.4%iin verileri i¢in ilk olarak X ° i segelim ve x,x =0 olacak sekilde

X, ~ 1 belirleyelim. Y~ dan x,’ e ¢izilen dikmelerin ayagt C ve Y’ dan X’ e gizilen
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dikmclerin+ ayagr /) olsun v A vyerine (¢, B yerine /) kovalim.
43.685=0Y*=0C* +OD* =0A* + OB* fakat ayrismanin iki durumda farkli oldugunu
vani OC #OAve OB #OD oldugunu gésterelim. Ozellikle 0.107 = OC* # OA4” =38.88
ve 43.578=010>" 2 OB” =4.805 dir. Yukanda yaptiklarimizda 6nceden cebirsel olarak

bildigimiz bir gergcegi geometriksel olarak gorditk. X deki tim vektorler karsilikli olarak
ortogonal olmadik¢a diziscl karcler toplami agiklavier degiskenin clemanlart igin scgilen
dizive bagh olacaktir. Ilk olarak degiskenin bir cleman scgildikten sonra digerleri onlardan

once kavdedilenlerin tiimiine sirasivla ortogonaldirler. Bunda biiyiik bir éneme sahip olan

~

noktayr yeniden vurgulayalim. Kavit dizisi nc olursa olsun Y tektir ve sabittir.

~

Ortogonallestirilen dizide scgtigimiz vektorlere gore sadece farkhh Y tamimlan veririz.

Hcepsi bu kadar,
5.3. GENEL REGRESYON ICIN VARYANS ANALIZI VE F TESTI

Modelin Y= ,1+ x+€ ve 1'x 20 oldugu Sckil (5.5) durumunu yeniden géz 6niine

alalim. Standart varvans analizi tablosu ¢izclge 3.1 scklini alir.

Cizelge 3.1. Bir dogru uyumu igin varyans analizi tablosu

Kaynak | KT < o _
b OA> =n¥ ] - —
b /b ()BZ = Tf} / ST_\;',\' / Lg.i)' / LSY_\._\. F = S';}Y / (.8'2 S'Xy)

2D {()83 /'1}/{yf3 /(”_2)}
Hat yy? = ctkarmayla | -2 JE

ara
fahmini

()yZ = Y'Y n

Toplam

Varyans analizi tablosunun basit olarak O4° +OB* +Y Y2 =0Y? ilc izlenen bir

OY* =04 + OB’
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pisagor ayrigimi olduguna ve S #0° akarst H: 3 =0 igin F testinin basit olarak “YY °

nin serbestlik derecesi basina uzunluk karesi” ne karst “OB’ nin serbestlik derecesi basina

uzunluk karesi” nin bir karsilastirmasi olduguna dikkat edelim.

S ¥

Sekil 5.6. 3, olmadiginda bile, regresyonun hi¢ olmamast i¢in F testinin basit geometrisi

Bu taktirde OB*’ nin daha kiigiikten ziyade daha biyiik degerleri . o 1n reddine sebep
olur. Bu nedenle aslinda B, s boyuta kiyasla, O° ya yakin mudir? (H, 1 reddetme)
sorusunu soruyoruz veya B § boyutta O’ ya yakin midir? (H,’ 1 reddet) sorusunu

soruyoruz. [ H, dogru oldugunda F- oranmin F(1l,n—2) dagilimmi gosterdigi cebirsel

olarak tespit edilebilir, fakat o ayni zamanda, asagida verilen bir geometrik yoruma da

sahiptir. |

H,: B, =B, #0 hipotezine kars1 H : B, = , = Ohipotezi i¢in bir F testi ayn1 sekilde
Ia :{(0A2 +OBZ)/J§}/{Y?2 /(n—2)}

olmasini gerektirecektir. Bu, OY * nin “serbestlik derecesi basina uzunlugunun™ YY? ile bir
kargilastirmasini gerektirdigine dikkat edelim (bkz. Sekil 5.7). Anlamli regresyon YY ‘ya
kiyasla OY ’ nin daha biiyiik olmasi durumunda olacak. Bu Sekil 5.7 deki @ agisinin kiigiik

olmasini gerektirir. Eger OY yi bir sabit eksen olarak ve OY * y1 OY ile aym1 € agisinda
herhangi bir yerde olabilen, (pozitif veya negatif yonde), uygun vektoriin bir miimkiin
olabilen durumu olarak diisiiniirsek, F-testinin bir geometrik yorumuna sahip oluruz (bkz.

Sekil 5.8). F-istatistiginin kuyruk olasiligi herhangi bir yangaph bir kiire iizerinde, Y
etrafinda donen Y olarak tanimlanan iki dairesel sapkanin oransal alamdir. Eger test [, ve
B> in 0 olmayan degerleri iizerinde olsaydi ne olurdu? H,: B, =L, ve B, =P,
hipotezini test etmek istedigimizi varsayalim. Bu taktirde Y, = £, 1+ 5,,X ile tanimlanan

O noktas1 yukarida O ile yer degistirecek. Fakat geometrinin diger elemanlar esas

itibariyle korunacaktir (bkz. Sekil 5.9).
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5.4. 'X'X * IN SINGULER OLDUGU DURUM: BiR ORNEK

Bir regresyonda X'X singiiler oldugunda, yani det(X'X) =0 oldugunda geometri ne olur?

Cevap kisadir ve bu cevabin anlagilmasi uygulamada béyle problemlerle kargilagma
korkusunu azaltacaktir. Sekil 5.7° ye bakalim. Ug boyutlu ¢atida tartisilmis olmakla beraber,

tartisilan sonuglar geneldir. Tahmin uzayinin goésterilen diizlem oldugunu fakat
X=(1,x,,X,) matrisinin ii¢ vektorden olustugunu farz edelim. X’ deki ii¢ vektorin

bagimli olmalar1 nedeniyle, X matrisinin singiiler oldugu agiktir. Eger bu vektorlerden
herhangi ikisinin diizlem tanimladigini yani ii¢ vektoriin farkli olduklarm farzedersek, bu

taktirde tgiincii vektor diger ikisinin bir lineer kombinasyonu olmalidir.

yiizey alaninm arant

Sekil 5.7. F-testi olasiliginin bir geometrik yorumu

Simdi (X'X)f1 meveut olmadigindan, bazen yanliglikla bu sartlar altinda en kigiik kareler

probleminin ¢6ziime sahip olmadig1 distintilir.
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Sekil 5.8. (5, B) = (L, Py) esitliginin test edilmesi

Her zaman tek oldugu halde, simdi bir tek en kiigiik kareler ¢6ziimii olmadigi Sekil 5.9 dan
gorilebilir. Yani tahmin uzay1 tizerine, Y tek olmak iizere, Y ayakli bir dikmeyi inebiliriz
ve boylece X’ in tiim siitunlarina ortogonal olan bir tek 'Y -Y vektoriine sahip oluruz. 'Y

nn 1,x,,X,” ye gore tanimi neden tek degildir? Oldukga fazla taban vektorlere sahip

oldugumuzdan, Y’ y1 sonsuz sayida ifade edebilme yolu vardir. Normal denklemler
meveuttur ve ¢ozilebilirdir. Fakat parametre tahminleri igin ¢6ziim tek degildir. Bunu,
miimkiin olabilir en kiigiik érnek olan iki parametre ve her biri digerinin katlar olan iki 1 ve

x vektorleri 6megiyle agiklayalim.

Ornek 5.4.1: X=X da 7 tane veri degerine sahip oldugumuzu farz edelim (bkz. Sekil

5.10 herhangi bir # kullanilabilmekle beraber, orada 7 =5 tir). En kiigiik kareler vasitasiyla

Y = [, + X +& dogrusunu uydurmay: disiinelim. Asikar olarak, sonsuz sayida ¢6ziim

vardir. (X,Y)=(X",Y) noktasindan gecen herhangi bir dogru bir en kiicik kareler
uyumunu saglayacaktir. Geometrik olarak problem, tahmin uzayini tanimlayan, biri digerinin

katlari olan iki 1 ve x = X1 vektorleridir.
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Sekil 5.9. Ug vektor ya da daha birgok vektor tarafindan tanimlanan iki boyutlu bir vektér

uzayl

Sekil 5.10.Birtek Y igin ¢oklu tanimlara sahip singiiler regresyon problemi

Boylece Y den tahmin uzayina inilen dikmenin ayagi, 1 ve X'1 vektorlerinin sonsuz

sayidaki lineer kombinasyonlariyla belirlenebilir. Bununla beraber Y =Y1’ nin bir tek

olduguna dikkat edelim. Simdi iki X'Xb = X'Y normal denklemini asagida

nb, +nX'b, =nY

nX'b, +nX b =nX'Y
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olarak vazarz vc derhal onlarin bagimsiz olmadiklarim fakat herhangi bir A, i¢in
(b,,0, = (? —b,) 1 X") ¢oziimiine sahip olan bir denklem oldugunu goririiz.

Béylece uvgun dogru, timi (X,Y)=(Xa,?) noktasindan gcgen, farkli cgilimli ve sabit

terimli sonsuz sayida dogruyu gosteren

Y=b+bX=b+X(Y—5)/X" (5.4.2)
dogrusudur 5" a verilen deger ne olursa olsun, bir en kiciik kareler ¢6ziimime sahibiz. b,
hangi dcgeri alirsa alsin X =X da Y =Y1 dir ve tektir.

5.5. GENEL REGRESYON DURUMUNDA ORTOGONALLESTIRME

Bir Y =Xf+¢g genel lineer modelinin uyumunu ele alacagiz ve X' in genelde ortogonal
olmayan iki kistma herhangi bir pargalamsim, X =(Z,,Z,) ilc gosterecegiz. #° v1 X' in
pargalamigina uygun gclecck bir sckilde B’=(0),0,) olarak parcalayacagiz. Bovicce, Y

nx1.Zy nxp,, 8, pxi, Z, nxp, ve 8, p,xI olmak izere,

Y=Z0+Z,0,+¢ .

n

1)

vazariz. Eger sadece modelin Z,@, kismina uyarsak, p, izdisiim matrisi, yani Y'vi Z’nin

stitunlan tarafindan tanimlanan tahmin uzayina izdiigiiren matris, olmak tizere,
- e L
Y=2Z,(2,Z,) Z,.Y=PY (55.2)

clde cderiz. Hata vektdrimin tahmini e=Y-Y = (I-P)Y dir. Yukandaki miizakcrede, Y’

~

vi Y 7 va ¢evirdiginden dolayi, P, rc sapka-tahmin matrisi diyeccgiz. Onun geometriksel

ozelliklerini vurgulamak i¢in simdi ona yeni ismivle hitap edelim.
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Sekil 5.11. Tamamen 1 ve X' 1 vektorleri tarafindan tanimlanan tahmin uzayi

P, simetrik (yani P, = P,) ve idempotent (yani P’ = P,) oldugundan,

Y'e=Y'P,(I-P)Y
=Y'(P,-P,P)Y (553)
=0

oldugu agiktir. Bu hesaplama farkli notasyonlarla (5.1.4) iin bir tekrandir. Z,,7Z, ve
ortogonal oldugunda, Y -Y ’ ya benzesmeyle ,
7, 7,-7,
=({I-P)Z,

=7, 'Z1(Z1'Z1)_1Z1'Z2
Z,-Z,A

(5.5.4)

olur. A ya genellikle alias veya bias (yan) matris denir.
Ornek 5.5.1: Z,, ve Z,’ rmn ortogonal matrisler olduklarini gosteriniz. $imdi tam modeli

ortogonallestirilmis (dik duruma getirilmis) bigimde yazabiliriz. Boylece modelin

ortogonallestirilmig bigimi

Y=270+Z,0,+¢
=Z7,(0,+A0,)+(Z,-Z,A)0, +¢ (5.5.5)
= Z101 +Z2.102 te

olacaktir. @ =(Z,'Z,)"'Z,'Y " nin 0, ri tam tahmin etmedigini ancak 6, + A0, " yi tahmin
ettigini hemen goririiz. Bu nedenle eger yalmz Y =60,Z, +€ modeli uydurulursa 6, in

tahminlerinde A@, yanliliklar ortaya ¢ikar.
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Ornek 5.5.2: £(Y)= 0Z1,+0,Z, olmak iizcrc bunu, E(Y) =E(Z,0) dcgerlendirmesiyle
gosteririz. Tam regresyon igin, N=Z,0, +Z,0, olmak iizere, ¢izelge 5.2 varyans analizi

tablosuna sahip oluruz.

Cizelge 5.2. Ortogonallestirilmis genel regresyon igin varvans analizi tablosu

Sd KT
Kaynak
4 0,-0,)Z.Z(9,-6
Yalniz L i¢in tepkime : ©,-9,)2,2,(9,-0))
e B,-ﬁ, 'Z. Zq 0 -é
Ikstra Z, i¢in ®,-8,)Z2,,2,,(,-9,)
n—p—-p (tharmayla
Hata rahmini b2
" Y-m'(¥Y-1)
Toplam

Asagidaki noktalara dikkat cdelim:

1. Y =270 +Z,,0,+g modelini uydurarak elde edilen 0ile Y= 20 +¢

modeclini uydurmak surctivle clde cdilen 8, aymdr.

A

2, Y =2Z,0,+Z,0, +& modclini uydurarak clde cdilen 8,ilc Y=2Z, 0, +¢
modelini uydurarak elde edilen éz aynudir.

3. Varyans analizi tablosundaki @, ve @, degerleri “test degerleri” olarak
diigiiniilebilir ve geometri, orijinden M=2Z,0, +Z,0, yc harcketle biraz degistirilir (bkz

Sekil 5.12).
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b)
¢)

Sekil 5.12. Y ya ortogonal olmayan Z, ve Z, uzaylan tarafindan gerilen uzaylarin bir

lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir ya da ortogonal olan Z, ve Z,, uzaylan
tarafindan gerilen uzaylarin bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

4. Modelde Z,0, ye olan ihtiyag “Z, i¢in fazladan” biiyiik bir kareler toplamryla

gosterilecek.
5. Z, i¢in fazladan kareler toplamn Y=Z, +Z,0,+& modelini sonra da
Y=Z7,0, +¢
Modelini uydurarak ve

Iki regresyon kareler toplami,

Her ikisi de n?z ile diizeltilmis iki regresyon kareler toplami,
Ters sirada (pozitifi isaretli bir sonug vermek igin) iki hata kareler toplam1 arasindaki farki
bulmak suretiyle de elde edilebilir. Bunun geometrisi hakkinda daha fazlasi ilerideki

bolumde verilecektir.
5.6. BIR M MATRISININ SUTUN UZAYI VE SIFIR UZAYI

Bir M matrisinin, R(M) ile gosterilen, siitun uzayi, M” nin siitunlariyla tanimlanan tim

vektorlerin uzayidir. Uzaym boyutu M’ nin siitun rankidir ve Cr(M) ile gosterilir. Cr(M) ,

M’ nin lineer bagimsiz siitunlarimin sayisidir. (Bu nedenle M deki siitunlarin sayisi onlarin
tanimladig1 uzayin boyutunu asar.) M’ nin, N(M) ile gosterilen, sifir uzayi, Mv=0 olacak

sekilde tim v vektorlerinin olusturdugu uzaydan ibarettir. Yani, M’ nin satirlarina ortogonal

olan tiim vektorlerin sifir uzayini tanimlamak istersek, N(M') yazmaliyiz.
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lzdiisiim Matrisleri

24

I, n-boyutlu 6klid uzay1 (vani, ahsilmis n- boyutlu uzay) olsun. Q. £ " nin bir p-boyutlu

alt uzayi olsun. € | £ 7 nin geriyve kalani yani /" nin Q' ya ortogonal altuzayi olsun. P,

genel bir 7 -boyutlu Y vektoriini tamamen € uzayimna izdisiren bir 7X7 izdiisiim matrisi

olsun. (valniz Q uzayini hesaba katan ifadclerle basit olarak P yazacagiz.) Bu taktirde bir

takim ifadcler agagidaki gibi gosterilebilir.

~

1. Y tamamen Q da olmak iizere (Y € Q vazaniz), her Y vektori Y+e ve ec ()

bigimindg bir t¢k sckilde ifade cdilebilir.

Eser Y = PY isc. bu taktirde P toktir.

P tck olmakla beraber T 72 p matrisinin p tane siitunu ortonormal bir taban (tck
degildir) olusturmak tzere, P, P=TT" olarak yazilabilir.| Not: " nin bir tabani,
N’ nin uzaymi geren, vani Q7 nin her vektdriind, taban vektdrlerin bir lincer
kombinasyonu olarak ifade edebilmeye 1zin veren, vektorlerin bir kiimesidir. Bir
ortogonal taban, ig¢indcki vcktérlerinin timiiniin birinin digerine ortogonal oldugu
bir tabandir. Bir ortonormal taban, taban vektorlerinin uzunlugu 1 olan bir ortogonal
tabandir, yani v taban vektorleri i¢in v'v =1 dir. (uzunlugun karesi de 1 dir)|

P simetrik (P' = P) ve idempotent (P? = P) dir.

P’ nin vektorleri ©Q uzavini gerer, yani R(P)=Q dir.

1-P,Q' icin izdiigim matrisidir. Burada Q',/,” nin Q da olmayan ortogonal
kismudir.

Herhangi bir simetrik idempotent P 72x 72 matrisi, P™ nin siitunlar tarafindan gerilen

uzavayani R(P)’ ye bir ortogonal izdiisim matrisini gosterir.

1-7 ifadeleri, her ne kadar onlari regresvon kavramuna uvgun bir notasyona goére vermis

olsak bile, genel olarak herhangi bir Q igin dogrudur. Simdi 8 ve 9 ifadcleri regresvonla

iligkilendirileccktir. En kiigiik karclerle Y = X +& modclini uydurmayi diigiinclim. Simdi

Q=R(X), X’ in P tanc situnuyla tanimlanmig olacak vc bu nedenle regresyon

problemimiz igin tahmin uzayin: olusturacaktir.

8.

Q: X nx p matrisinin siitunlar tarafindan gerilen bir uzay olsun . (X'X)™,(X'X)
matrisinin herhangi bir g-tersi olsun. Bu taktirde P=X(X'X) X', Q i¢in bir tek

izdiigim matrisidir. Ne X° in ne de (X'X)  nin tek olmadigimi fakat
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P=X(X'X) X' matrisinin tek ve bu nedenle de Y =PY  nin tek olduguna
onemle dikkat edelim.

9. Eger Cr (X) =p , yani X’in siitunlan lineer bagimsiz iseler ve (X'X)" mevcutsa, bu
taktirde P =X(X'X)" X' ve R(X)=R(P)=Q dir.Bu tipik olarak saglanacak olan
durumdur. Bu ifadelerin ispatlan i¢in bu ifadelerin uygulanabilir sonuglan asagida
verilmistir (Seber 1977).Verilen bir Q tahmin uzay1 (ve boylece ister istemez, )
hata uzay1 i¢in) herhangi bir Y vektorii bir tek P = X(X'X) "' X'izdiigiim matrisi
vasttastyla, Q igine tek bir sekilde geri gekilebilir. X ve (X'X) tek olmadiklarinda
bile, P’ nin tek ve bu nedenle verilen bir Q igin Y =PY’ nin tek oldugu
gergekleri, geometrik olarak diisiiniildiigiinde tamamen agiktir. Verilen bir Q ve Y

i¢in Y’ nin Q iizerine Y’ y1 Q da tek olarak tanimlayan bir tek izdiigiimii vardir.

Q) ’nin nasil tanimlandigi| yani, X in nasil se¢ildigi ya da X'X singiiler oldugunda
(X'X)"  segiminin nasil yapildigi] veya Y ‘nin, b’ lerin bir Xb =X(X'X)' X'Y

fonksiyonu olarak nasil ifade edildigi mesele degildir. Sekil 5.13 iin 0,Y ve Y 'v1

birlestiren tiggeni, verilen € ve Y i¢in daima sabit kalir.

Sekil 5.13. Verilen € ve Y igin iiggen tektir.

5.7. EN KUCUK KARELERIN GEOMETRISI

[k boliimde goklu lineer regresyon modelini, Y = Xp+¢ matris denklemiyle sunduk. En

kiicik kareler tahmini yontemini modelden sapmalara dayanarak tamimladik. Simdi

asagidaki 6megi verelim.
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Ornek 5.7.1 : Bir istatistik dersinde 6grencilerin ev 6devi yapmasi donem ortasinda yapilan
simav i¢in, onlarnt sinava hazirlamaya yardim etmedigini iddia edilmektedir. Siniftaki 18

ogrenci i¢in, smav notu yve ev 6devi notu X, (dénem ortasina kadarki ortalama notlar)

asagidaki gibidir.

Cizelge 5.3: 18 ¢grenci icin siav notu ve ev 6devi notu

Bu 6mekten,

elde ederiz.Bu nedenle tahmin (6ngoérii) denklemi
y=10.73+.8726x (5.7.1)

ile verilirBu denklemle verilen regresyon dogrusu ve 18 nokta Sekil 5.14 de
grafiklenmigtir. Cizimde xdegisirken f egiminin y ‘nin degisim oram oldugu ve f;

sabitinin, x =0da ¥ ’ nin degeri oldugu hemen gorilmektedir.

Sekil 5.14 de beliren lineer egilim, ev 6devi ve test sonuglan arasindaki sebep ve sonucu
belirlemez. Her i =1,2,3,...,18 i¢in, var(s,) = o (sabit varyans) varsayimmin akla uygun

olacagi gozilkkmektedir.
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o) 20 4Q 60 20 100

Sekil 5.14. Ev 6devi ve test puanlar (notlar) i¢in regresyon dogrusu ve veri

[k olarak en kiigiik karelere neyin geometrik yaklasim olmadigini agiklamak énemlidir. Tki
boyutta, # tane (x,),). (X,,¥,),....,(X,,y,)noktasimin iki boyutlu bir sa¢ilim grafigini

(Sekil 5.14) olusturarak en kiigiikk kareler prensibini agikladik. Sonra da veriye en uygun

dogru olarak en kiigiik kareler dogrusunu gorsellestirdik. Bu yaklagim, (k -+ 1) -boyutlu

uzayda #- tane (X,,,X,,,... X, Y, ) s (X5, X500ees X0, Vo Jyois (X5, X 5,0, X, ¥, ) NOktasina

en uygun hiperdiizlemin uydurulmasina dayali ¢oklu lineer regresyonda, en kiigiik kareler

tahminini sunmak igin genellestirilebilir.

Bu yaklagim ¢oklu lineer regresyonu gorsellestirmede bir dereceye kadar yararli olmakla
beraber ¢oklu lineer regresyonda en kiiciik kareler tahminine geometrik yaklasim bu yiiksek

boyutlu genellestirmeyi igermez.

Asagida ele alinacak geometrik yaklasim onun matematiksel giizelliginden dolay: sevimlidir.
Omegin; tahmin edici, matris analizini kullanmaksizin ortaya konur. Ayni zamanda,
geometrik yaklagim istatistiksel ¢ikarsamaya (sonug elde etmeye) daha derin bir kavrayis
getirir. Cekirdek yumusatmasini igeren birkag ileri istatistiksel yontem (Eubank ve Eubank
(1999)), Fourier analizi, (Bloomfield (2000)) ve dalgacik (kiigikk dalga) analizi (Ogden
(1997)), bu geometrik yaklagimin bir genellestirmeleri olarak yorumlanabilir. Lineer
modellere geometrik yaklagim, ilk olarak Fisher Mahalanobis (1964) tarafindan 6nerildi.
Christensen (1996) ve Jammalamadaka ve Sengupta (2003) lineer istatistiksel modeli

nerdeyse tamamen geometrik agidan ele aldilar.
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5.8. PARAMETRE UZAYI, VERI UZAYI VE TAHMIN UZAYI

En kiigiik karelere geometrik yaklagim, biri (k+1) -boyutlu ve digeri 7 -boyutlu, iki yiiksek
boyutlu uzay ile baglar. Bilinmeyen P parametre vektorine, k+1tane f,,5,,....8,

regresyon katsayilarina, karsilik gelen eksenler ile birlikte, (k +1) -boyutlu uzayda bir tek

nokta olarak bakilabilir. Bu nedenle bu uzaya “parametre uzayi” (Sekil 5.15) diyecegiz. Aym

sekilde, y veri vektorine, n tane goézleme karsilik gelen eksenler ile birlikte #-boyutlu

uzayda bir tek nokta olarak bakilabilir. Bu uzaya “veri uzay1” diyecegiz.

Sekil 5.15. Temsil edici elemanlarla birlikte, parametre uzayi, veri uzayi ve tahmin uzay1

(5.1.1) ¢oklu regresyon modelinin X matrisi, X = {l,xl,...,xk } bigiminde onun £ + 1tane

siitununa dayanarak pargalanabilir. 1 dahil, X *in, siitunlarinin timii # -boyutlu (bilesenli)
vektorlerdir ve bu nedenle veri uzayindaki noktalardir. X’in rankimi k41 kabul
ettigimizden, bu vektorlerin lineer bagimsiz olduklarna dikkat edelim. X “in situnlarinin
tiim miimkiin lineer kombinasyonlar veri uzaymnin bir alt kiimesini olusturur. Bu kiimenin
elemanlari, b herhangi bir (k +1) vektor, yani, parametre uzayindaki herhangi bir vektor

olmak iizere,
Xb=5b,1+bx, +...+b,x, (5.8.1)

olarak yazilabilir. Gergekten bu alt kiime toplama ve ¢arpma altinda kapali oldugundan, bir

alt uzay statiisiine sahiptir (Harville 1997). Bu alt kiimeye X ’in siitunlar tarafindan tiretilen
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veya gerilen altuzay denecektir ve bu alt uzaya (6ngori) “tahmin uzay1” diyecegiz. X 'in

stitunlart tahmin uzay1 i¢in bir taban kiimesi olustururlar.
5.9. COKLU LINEER REGRESYON MODELININ GEOMETRIK YORUMU

(5.1.1) Coklu lineer regresyon modeli, Y ’nin, tahmin uzayindaki bir vektor ile yani
E(Y) = Xp ile rasgele hatalarin bir vektoriiniin, yani € ‘nun, toplamina, esit oldugunu, ifade

eder. (Sekil 5.16)

tahmin vzay
parametre uzay VEr uzayl

Sekil 5.16. Coklu Lineer Regresyon Modeline Iligkin Vektorlerin Geometrik liskileri

Problem, ne P ’nmn ne de €’nun bilinmemesidir. Bununla beraber, tahmin uzaymda

olmayan, Y veri vektorii bilinir. Ayrica E(Y) "nin tahmin uzayinda oldugu da bilinir.

Coklu lineer regresyon, geometrik olarak, tahmin uzayindaki E(Y) ’nin akla uygun bir

tahminini bulma ve sonra da parametre uzaymda bu tahmin ile ilgili vektorii belirleme iglemi
olarak anlagilabilir. (Sekil 5.16) E(Y)’nin tahmini Y olarak gosterilir ve parametre
uzaymdaki ilgili vektor P olarak gosterilir. Akla uygun (mantikl) bir geometrik diisiince

tahmin uzayinda Y ’ye en yakin olan noktayr kullanarak E(Y)’yi tahmin etmektir. Bu

disiince, tahmin uzaymmda Y~ ye en yakin Y ‘nin, € =Y-Y fark vektoriinin tahmin

uzayma ortogonal (dik) olmasi gerektigine dikkat etmek suretiyle bulunabildigini ortaya

koyar (Harville 1997). Ayrica, tahmin uzayi, X ’in situnlan tarafindan gerildiginden, Y
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noktasi: €, X in siitunlanina ortogonal olacak sekilde olmahidir. Béylece a'b=0" 1n bir

gcniglemesini kullanarak,

X'e =0

X'(Y-Y)=X'(Y-XB)=X'Y-X'XB =0 (5.9.1)
olacak sckilde Y’ vi aragtirinz. Bu isc
X'XB=X'Y (5.9.2)

normal denklemlerini ortaya koyar. Bu nedenle, sadece geometrik dasuneeleri kullanarak,

normal denklemleri ve sonug olarak ficn kiigiik karcler tahmin cdicisini clde cderiz. Sonra
da. Y yi. Xp=X(X'X)"'X"Y = HY olarak hesaplaniz. £=Y-XB=(T-H)Y, € nun bir
tahmini olarak alinabilir. &,(#—k —1)-boyutlu uzayda bir vektdr oldugundan, ¢°° vi, &°

nun karesi alinmis uzunlugunu (n—4% —1) degerine bélerek, tahmin etmek akla uygun

gorinmcktedir. Bagka bir deyisle, 6” nin akla uvgun bir tahmin cdicisi, ~(s*) =07 dekine

esit olan,

sS=Y'(U-H)Y (n-k-1) (5.9.3)
dir.
5.10. MERKEZILESTIRILMIS BICIMDEKI MODEL

Her bir yicin y, —f, | B,x, ... B.x, & 1=1,2,..,n modeli merkezilestirilen X

degiskenlerine gore,
Yoo BV Bixy U Bxy e T1=12,n
a- Blx,-X ) Px,-X, ).t filx,-X, )& (5.10.1)

olarak yazilabilir. Burada
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a P, pBX 1.1 BX,

(5.10.2)

ve X, — qu Sn,)=1.2,... k dir. Modclin merkezilegtirilmig bigimi, ctkili gézlemler igin
i—!

bir aragtirmada ve diger sczigleri temin ctmede, belirli hipotezlerin ifade cdilmesinde

vararhidir.  y,,,,..., ¥, icin merkezilestirilmis model matris formunda,

-(1,X )(“ J+a
y 2 Re BI

olur. Burada, B, =(f,,.... 5, )".
Xy, 'Yz ”'xlk-fk
/ Xy =X 0o Xy = X,
X, =(-2nx, = "
£ .
Xy = Xy oo X = X

ve X, dir. I-(7 n)J matrisine bazen “merkezilestirme matrisi” de denir.

X'Xfi =X'Y de oldugu gibi, (5.10.3) deki model ig¢in normal denklemler

a

(1’X°)'(1’X°)(ﬁ }= (1,X)'Y

1
dir. (5.10.5) in sol yanindaki (1,X,)'1,X_) ¢arpimi

t

(LX)(LX)=| . [(1,X)= UhTE
T AX )T X XX,

(n 0'
0 X;Xc

(5.10.3)

(5.10.4)

(5.10.5)

(5.10.6)

olur. Burada, X,  nn siitunlari toplami sifir oldugundan 1'X_ =0"dir. (5.10.5) in sag yani

1' n_;
(l,X‘_)'Y=[X,}Y={ J }olarak vazilabilir. Bu durumda en kigik kareler tahmin
¢ XY

cdicilen
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‘i_]qu 'IX'Y_HO' Yﬂ?
¢ -axoaxoraxov-( % T[T

/

(1 O ny \ [y
0 (XX)'AXY) (XX)'XY

veya

y (5.10.7)

(=8
~

B, =(X.X,)"'X"Y (5.10.8)

ile verilir. Bu tahmin cdiciler, (5.10.2) dcki & nin bir tahmin cdicisinden clde cdilen

ﬁ(; - d-/éiyl 'ﬁeyz -""'/ékyk “Yy-pXy- ﬁ]'i (5.10.9)

ayarlamasi ile birlikte, fi =(X'X)"X"Y alistlmis en kiigiik kareler tahmin edicisiyle aymdir.

merkezilesmis formunda ifade cttiimizde, uygun regresyon diizleminin (X, X,,...,X,, V)

noktasindan gegtigi agiktir. K7 : Hata Karcler Toplamim gostermek tizere, K7 igin,

mcrkezilestirilmig Y lar ilc sahip olunan merkezilestirilmis modcle uvarlavarak,

HK!'=Y'Y - ﬁ'X'Y ve csitligini ortaya kovacak olan

HKI'=> (v -5° -BX.Y (5.10.10)
=7

vi elde ederniz.

B, ve B, w1 émcklem varyanslan ve émeklem kovarvanslarina baglt olarak ifade etmck

icin (5.10.7)-(3.10.9) bagintilarin1 kullanabiliriz. Bu rasgele- x durumu igin elde edilecek

olan tahmin cdicilerle bu tahmin cdicileri karsilastirmada vararli olacaktir. Ilk olarak  x
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degigkenleri igin bir ¢meklem kovaryans matrisini ve  y ve X ler arasindaki ¢rncklem

kovaryanslarmm bir vektérini

2 W
S Sy St ¢
. . . 2 _
S.=| 1 i | s.=|” (5.10.11)
S, S, S, '
Sy

olarak tamimlariz.

Y nx1 6rneklem vektorii igin 6reklem varyansi

-

N

#
- —_ 2
z (J"i - .y)
=L l ve Xve Y nx16meklem vektorleri icin 6rneklem kovaryansi
n—

Z(’Xi _f)(yi _)_/)

2 o2
s, = l olarak tamimlanir. Burada s7,s,ve s, ler, yukaridaki 57 ve s ye
: " : :

I
benzerdirler; émegin, X, Zx,.,  nolmak iizere,
i—i

n

Z(X;J - “Tz)

2 i~

83 (5.10.12)
; n-1
z(xf‘.l '31)()‘:;‘2 ')_‘:2)
5, — L 5.10.13
2 n-1 ( )
Z(xi_? '73)()}7' ';)
S (5.10.14)

n-1

dir. Bununla beraber, X ler sabit olduklarindan bu émcklem varyanslan ve kovarvanslar

kitle varvanslarim ve kovarvanslarim tahmin ctmezler. Eger , x ler rasgele degigkenler olsa

idi. s7,s,,s, degerleri kitle parametrelerini tahmin cdeccklerdi. B, ve Boyi. S ve s,
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degerlerine dayanarak tahmin ctmek igin, ilk olarak. S_ ve s, degerlerini merkezilegmis

X matrisin¢e dayanarak asagidaki gibi vazarz:

XX
S, = e
- n-1
XY
s\'\.' =
- n-1

(5.10.16) daki XY " nin, (5.10.14) deki gibi > (x,

i1

(5.10.15)

(5.10.16)

-X,)(y, =) den ziyade, > (x, -X, )y,
i~

bigimindeki terimleri ihtiva ettigine dikkat edelim. > (x -X )(,-3) D (x,-X, )y,
=7

oldugunda hemen gésterilebilir.

(5.10.8), (5.10.15) v¢ (5.10.16) dan

B, =(n- ])(xlcxc )-1

xt

n-1 n-1 -1

. XY _ (x;xc ]" XY _ g
ve (5.10.9) ve (5.10.17) dan,

B, —a-BX=F-s,S.¥

clde cderiz.

i—f

(53.10.17)

(5.10.18)

Ornek 5.10.1: Asagidaki verileri géz éniine alalm. (5.10.17) ve (3.10.18) bagintilarim

kullanarak,
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tam modelde yani merkezilestirilmis modelde

L (64242 85455 (83636
P =528 = g 5455 12.4545j (9.7273}
3.0118
[—1.2855j
B,=y-s, Slx

4.3333
=7.5000-(3.0118,-1.2855)
8.5000

=7.5000-2.1246=5.3754
elde ederiz.Bu degerler yukaridaki degerlerin aynisidir.
5.11. NORMAL MODEL
Varsayimlar

Buraya kadar y,,,,...,V, rasgele deSiskenleri hakkinda normallik varsayimi yapmadik.
Simdi

Y ~ N (XB,c’l) dir veya €~ N, (0,6°I) varsayimini ekleyecegiz. Normallik varsayini
altinda, o;; = 0, iligkisizligin yan1 sira, y (veya €, ) degiskenlerinin bagimsiz olduklarii da

ifade eder.
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B ve ¢’ i¢cin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicileri

Normallik varsayim ile, en ¢ok olabilirhk tahmin edicilerini elde edebilinz. Olabilirlik

fonksivonu, L{B,c”)ilc gosterccegimiz, Y lerin ortak vogunlugudur. Ormcklemde verilen

.. 2. . . - - 2 .
Y ve xi¢in, L(B,o")yi maksimum vapan (en buvik kilan) bilinmeven Pve o nin

degerlerini aragtiracagiz.

Normal dagiim fonksiyonunun durumunda, difcransivelle pve & maksimum (cn ¢ok)
olabilirlik tahmin cdicilerini bulmak miamkindir. Normal dagilim bir ¢arpim vc bir dstcli

ihtiva cttiginden, L(B,c”)ilc calismak daha basittir. Cinkii L L(B,c”) vi maksimum

vapan ayni P ve o°degerleri igin L(B,o” ) de maksimum olur.

Teorem 5.11.1: Eger Y ~ N, (XB,c°T)isc. bu taktirde ﬁvc G°. B ve o igin miistercken

(birliktc) yeterlidir.
ispat: f(Y,B,c”) yogunlugu verildi. Ustclde
(Y-XB)'(Y - XB) = (Y- XB+XB- XB)'(Y - X + XB- XB)
=[ (Y- XB)+ X(B-B) [ (Y- XB)+ X(B-B)

elde etmek igin, Xﬁ " v1 bir ekler, birde ¢ikarinz. Bunu Y-Xﬁ ve X(|§-|3)ya gore acarak,

X'Xf} = X"Y normal denklemlerinden dolayi ikisi sifir olan, dort terim elde ederiz. Sonug;
(Y -XB)'(Y - XB) = (Y - XB)'(Y - XB) + (B-B)'X'X(B - B) (5.11.1)
=n6? +(B-B) X'X(B- B)

dir. Simdi, /() =1olmak tzere, f(Y, B, 02) = g(ﬁ,&z, B, cz)h(Y) big¢imindc olan,

f(Y,B.c")= 062 +B-BXX@-p) |/ 26°

el
(2'“02)!1/2 ¢
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A

olarak vazabiliriz. Bu nedenle, Neyman Carpansallima teoremine gore, p ve o , fve o

i¢in migtercken yeterlidirler. B ve 6 'nin Bve GziQil‘l miistcrcken yeterli, bagimsiz olarak
veterli olmadiklarina, yani, f(Y,B,c”)nin Z,(B, B)g2(62,02)h(Y) bigimindc ¢arpanlarina

bt 2 .« . ..
ayrilamadigina dikkat cdelim. s*> =no /(11—k—1) oldugundan, pve s* nin Pve o’ igin
migtereken veterll olduklanmi  géstermek icin, Teorem 3.11.1°7 rin kolaylikla

degistirebildigine de dikkat edelim. p ve o veterli olduklarindan, P ve o’ “yi tahmin etmek
icin onlan ¢meklemden ¢ikardiklan bilgiden ilerive gidebilen bagka tahmin ediciler yoktur.
Bu ncdenle  Pve §% "nin minimum varyans vansiz tahmin cdiciler (f daki her bir B,

minimum varyansa sahiptir) olduklar sagirtict degildir. Bu sonug asagidaki tcoremde verilir.

Teorem 5.11.2:Eger Y ~ N, (XB,o’1)isc. bu taktirde ﬁvc 5%, diger tim yansiz tahmin

ediciler arasinda, minimum varyansa sahiptirler.

Ispat: bkz. Graybill (1976)veya Christensen (1996)

Teorem 5.11.3: (Gauss-Markov Teoremi) Eger E(Y)=Xpve kov(Y)zazl 1se |§ ;-

7=0,1,2, ken kigik kareler tahmin edicileri diger tiim lineer vansiz tahmin ediciler

arasinda minimum varyansa sahiptirler. Bu tcoremin bir sonucu agagida verilmigtir.

Sonug 1: Eger E(Y)=XPBve kov(Y)=0c"7ise a'Bnmn en iyi lineer yansiz tahmin edicisi
a'ﬁdlr. Burada B ﬁ =(X"'X)" X"Y en kiigiik kareler tahmin edicidir ve a' =(a,,q,,...,a,)
dir.

Teorem S.11.4: Y = XB +¢ lincer modeli igin

S (y-xBy(Y-Xp)
n—k-—1

Y'Y BXY HKT
n—k—1 n—k—1

dir.
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Burada HK7T =(Y-XB)'(Y-XB)=Y'Y-B'X'Ydir Eger bu model icin E(g)=0.
kov(g)=c’1 ve E(z:i2 y=3¢%isc bu taktirde; &°. ¢ ’nin kuadratik vansiz tahmin

edicisidir.

Teorem 5.11.3 de, B 'min clemanlarnin diger tim lincer yansiz tahmin cdiciler arasinda

minimum varvansa sahip olacag1 agiklandi. Tcorcm 5.11.3 dc cklenen normallik varsayimi

A

ile, P nin elemanlan tim lineer vansiz tahmin ediciler arasinda minimum varvansa

sahiptirler. Tecorem 5.11.4° ¢ gore, s, tim kuadratik vansiz tahmin cdiciler arasinda

minimum varyansa sahiptir.

Tcorem 5.11.2 ve cklenen asagidaki sonug Teorem 5.11.3 nin sonucunun benzeridir.

Sonug 2 : Eger Y ~ N _(XB, o°1)isc. bu taktirde, ﬁ cn ¢ok olabilirlik tahmin cdicisi olmak

iizere, @'B ‘min minimum varyans tahmin cdicisi o' dur.

5.12. SABIT-x REGRESYONUNDA &’

(5.12.10) da, HKT =Y (3,-7)-BX.Yclde ctik. Bu nedenle GKT = (y,-¥)’

i=1 i

diizeltilmis genel karcler toplami

S0 7 = BX.Y 4 HKT
i=1

GKT  RKT - HKY!

(5.12.1)

olarak parcalanabilir. Burada RK7 = ﬁl'X;Y regresyon karcler toplamidir. (5.12.8) de.
XY =X X_B, cldc cderiz ve bunun ﬁl ilc garpimi |‘3IX(Y = ﬁ;X;XCI‘}l y1 verir. Bu taktirde

RKT =B X.Y

PXY ) ) (5.12.2)
RKT =B, X.XB, =(X.B,)(XB,)

olarak vazilabilir. Bu bigimivle, RKT nin |A31 - (/}1,/;’2,...,/;’,()'_\-'0 baglandig: agiktir. Genel

karcler toplaminin regresyona yuklenebilir (bagli) orani, determinasyon (belirleme) katsayist

veya ¢oklu kolerasyonun karesi olarak bilinen,
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_BXXG, _R7

. c GKT
Z(yf 'I92 7
i=1

dir. (5.12.3) deki oran model uyumunun bir dlgusidiir ve X * lerin Y yi ne kadar iyi tahmin

cttiginin bir belirtisidir.
(5.12.1) dcki pargalanma R igin degisik bir

Iyt gl
g =BXy-n" s (.12.4)
y'y-ny

ifadesine gétiren,
-3 =yy-ny =B'X'y-ny*)+(y'y-B'X'y)
i—]
= RKT | HKT
6zdcesligi olarak tckrar yazilabilir.

(5.12.3) veva (5.12.4) den clde edilen R pozitif karckokiine goklu kolerasyon katsayisi denir.

Eger x degiskenleri rasgele olsaidi, R bir kitle ¢oklu kolcrasyon tahmini olacaktir.
R’ ve R nin bazi 6zelliklerini kaydedelim:

I. R nin degisim arahg 0 < R° <7 dir. Eger ,é“hariq,, ﬁAj larn timii sifir olsa idi, R°
0 olacakti. (Siirckli veri i¢in bu olay 0 olasiliga sahiptir.) Eger tim y degerleri uygun

vizeye diigseydi, vani y, J,, i 1,2,...,nolsayd, bu taktirde R®  [olacakt.

2. R r_dir; yani ¢oklu kolcrasyon, gézlenen y,ler ve uygun ¥, lar arasindaki basit
Ty )

kolcrasvonu csittir.
3. Modclc bir x degiskeninin cklenmesi R’ ’nin degcrini artirir. (cksiltemez)
4. Eger B, — f, ...~ f, —Oise, bu taktirde

IR )~ K (5.12.3)
n-1
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dir. ﬁ}. ler 0 oldugunda, ﬁj larin sifir olamayacagina dikkat cdelim.

5. R°, xler karsilkl olarak ortogonal olmadikca, vani  j=migin
Z(xﬁ - ;_,')(x,.m -x,) 0 olmadikga, her biri bir tck sckilde bir X, ye baglanabilir
i—7

olan, £ tanc bilesenc parcalanamaz.

6. R’. Xler uizerindcki tam rank lincer déniigiimlere gore ve y iizerindeki bir 6lgck
(6lgit) degismesine gore degismez (fakat Y ve X 7 leri igeren ortak bir lincer
doniigime gore degisir. ) 3 ve 4 ozelliklerinde, cger k. # nin biyiik bir kesri isc,
R’ "nin anlamli olmayan biviik bir degerine sahip olmak mumkiindiir. Bu durumda

Y ‘yi tahmin etmeve katkida bulunmayan X 'lerin 6zel bir émekte 6yle olacagi

gorilebilir ve tahmin cdilen regresyon modcli kitle modclinin yararlt bir tahmin
edicisi olamaz. Bu egilimi diizeltmek icin R]ile gosterilen bir ayarlanmig R’
Ezckicl (1930) tarafindan oncrildi. R; " vi clde etmek igin, ilk olarak

B, — B, —...— B, — 0 durumundaki yanhiligin diizeltilmesi icin R* den (5.12.3) deki

o ri ¢ikarinz. Bununla beraber, bu diizeltme, P lar ¢ok oldugunda R’ yi
n—

olduk¢a kigik vapacakti, bu ncdenle, R’ — /oldugunda R’ — /olacak sckilde

baska bir degisiklik yapilir. Bundan dolayi Rf .

Lk |
e (K==)D R -k

n-k-1 n-k-1

(5.12.6)

olarak tanimlanir.

Ornek 5.12.1: Cizelge 5.3. de verilen veriler igin, R°“yvi (5.12.4) bagmusiyla ve Rj ‘yi
(5.12.6) ilc clde cderiz. ﬁ'X‘Y ve Y'Y "nin degerleri omeklerde verilirler.

wr < BXy -y _ 814.5410-12(7.5)
Vy-ny’ 840-12(7.5)°
1395410
~165.0000
R - (n-DR -k _ (11)(8457)-2
“ n-k-1 9

-

—.8114

olur. (5.10.15) ve (5.10.17) w1 kullanarak, (5.12.4) dcki R’ yvi érncklem varyanslan ve

omeklem kovarvanslarina davanarak asagidaki gibi elde ederiz:
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R BXXPB, S,S.(m-1)S . Sis. s, .Sis,.
2
Z(yi_y)Z Z()/i-)/—)2

(5.12.7)

Sekil 5.17. 0, y-y1ve y-ylarasindaki ag1 olmak iizere, 0 ‘nin kosiniisii olarak R ¢oklu
kolerasyonu.

R’ nin bu bigimi rasgele —x durumu igin R’ ile bir kargilastirma kolaylig1 getirecektir.
Geometrik olarak, R, ortalamaya goére diizeltilmis yve Yyarasindaki 0 agisinin
kosiniisidiir. y,,y, ¥y, mmn ortalamas: y.,yani V..V.....V ‘nin ortalamasinin aymdir.
Merkezilestirilmis bi¢cimleri sirasiyla y -yl ve y-yl dir. Onlarnn arasindaki ag1 Sekil 5.17
de gosterilmigtir. (X birinci siitununun bir katt oldugundan, ylnin tahmin uzayimnda
olduguna dikkat edelim.)

cos@ 'mn, (5.12.4) deki gibi verilen R’ pnin karckokiine esit oldugunu gostermek i¢in, iki

vektor arasindaki agmin kosiniisii i¢in  (5.12.8) bagintistm  kullaninz. Buna gore,
(y-yl)'(y-yl)
\/[(y-yl)'(y-yl)}[(ﬁ-.‘?l)'(&-;l)]

cost =

(5.12.8)
dir.
(5.12.8) bagintisin1 basitlestirmek i¢in, Sekil 5.17 de geometrik olarak da goriilebilen,

y-y1=(y-y1)+(y-Y) 6zdesligini kullamnz. ¥-y1 tahmin uzaymda oldugundan, bu
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ozdesligin sag vanindaki &-;1 ve y-y vektorleri ortogonaldirlar. Bu nedenle (5.12.8)

pay1

olarak vazilabilir. Bu durumda;
JE-n1)(-n1)
J[(y-§1)'(y-§1)]

olur ki, bunun (5.12.4) da verilen R’ nin karckokii olacagi kolayca gosterilir. Bu, (5.12.4)

cosf =

(5.12.9)

bagmtisini izleyen 6zellikle 2 ye cs degerdir, yani R= Yy dir.

(5.12.10) bagmtisini

bigiminde yazabiliriz. Burada RKT:Z()& 'g)z, Y: lar icin bir kareler toplamidir. Bu

i=1
taktirde (5.12.1) in asagisindaki (7K7" RKT | HKT parcalanmasi, basit lincer regresyon

icin bagka bir bagitiya benzer olan
;nl(yi ¥y = Z(y -y +Z(yi -3,
olarak vazilabilir.
5.13. LINEER MODELDE EN iYI LINEER YANSIZ TAHMIN EDICi

(EILYTE) NiIN BIR GEOMETRIK GORUNUM

Y=XB+e FK(E€)=0 D(e)=c’V model denklemini goz oniine alahm. € na hata

denirken XP terimi Y “nin sistematik kismudir. B “ya bilinmeyen olarak bakmak surctiyle,
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modcl;  sistematik kismm, X ’in situnlarinin bir bilinmeyen lincer kombinasyonu ilc

verildigini varsayar. Model denkleminin deneysel esdegeri
Y=XB+e=Y+e

dir. BuradaY =Xp sistcmatik kismm tahmin edicisi olan uvgun degerlerin vektoridir.

Tahmin cdilen e agiklanamayan kisim iken, Y ™ ya Y nin agiklanan kisnu diyecegiz.

Modecli vorumlamanin baska bir sckli asagida verilmigtir.

~ 2 . . . .
Hata kismi sifir (0) ortalama ve o“V varyansina sahip iken model; sistematik kismin
C(X) (X'in situn uzayr ) siitun uzayinda oldugunu varsavar. Bu yorumda vurgulama
“sistematik™ kisim olarak belirlenen vektor uzayi tzerindedir. Aciklayict degiskenlerinin

aynmsizh@ énemli degildir. Yeniden bir paramctreleme vektér uzaylanni korur ve bu

nedenle bu parametrelemeninY  ve e " nin aymi degerlerini tirctmesi beklenir. Bu yeniden
paramctreleme, cn iyi lincer yansiz tahminin vektor uzayr yorumundan 6grenilecck gok scv
oldugunu ortaya kovar. Bu kismin amaci tamamiyvle geometrik goriis agisindan en iyi

lincer yansiz tahmin cdiciyi degerlendirmektir,

5.14. VARYANSLARIN ESiT OLDUGU DURUM

V=1 olsun. Sckil 5.18 Y=XB+¢& avnigimmi agiklar. Y , Xp vc € sirasiyla OA, OP

ve PA dogru parcalan ile gosterilirler. Yatay diizlem C'(X)'1 gosterirken, diisey eksen
C(X)"uzayim gosterir. Gergekte bu uzaylarin her ikisi de ikiden daha biiyiik boyutlara
sahiptirler ve dzellikle C(X)', C(X) den daha biiyiik bir boyuta sahip olmaldir. G5z

oniinde canlandirmak i¢in, C'(X) ve (*(X) icin sirastyla 1 ve 2 bovutlarini seceriz. P

noktas1 etrafindaki renkli bolge baska bir rasgele denemede A noktasinin muhtemelen
eorilebildigi bolgevi gosterir. Bolgenin ¢ekirdegindeki daha karanlik golge orada olasilik

kiitlesinin daha yiiksek konsantrasyonunu (vogunlugunu) gésterir.

Model OP "nin yatay diizlem iizerindeki bir yerde uzandigini belirler. Tahmin problemi OP

vektorini belirlenmesinden ibarcttir. Sckil 5.19 (’(X) dizleminde B nin tim mimkin

verleri iizerinde BA dogrusunun uzunlugunu minimumlagtirmak suretiyle elde edilen OB

dogrusu ile gosterilen, XB 'nin cn iyi lincer yansiz tahmin edicisinin biregimini agiklar.
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Sekil 5.18. Esit Varyansl Lineer Modelin Bir Geometrik Goriiniimii

Sekil 5.19. Esit Varyansl Lineer Modelde EILYTE nin Bir Geometrik Goriiniimii

AB yatay diuzleme dik (ortogonal) oldugunda minimum uzunluk ortaya ¢ikar. Bu nedenle
Y=Y+e ayngiminda Y ve e ’ye karsilik gelen OB ve BA ’yi elde ederiz. Agik olarak,
Y C(X) iizerinde Y ’nin ortogonal izdiisiimiidiir. Bu nedenle Y € C(X) ve e e C(X)"
dir. B etrafindaki eliptik bolge XP icin tipik bir giiven bolgesidir. Bu bolge tamamiyle

C(D(Y)) =C(X) gergegine karsilik gelen C(X) diizleminde yer alir.
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Sekil 5.20. Lineer Modelde Kisitlanmis EILYTE nin Bir Geometrik Goriiniimii
5.15. LINEER KISITLAMALARIN ETKISI

Esit varyansli durumda AP =§& kisitlamasmin etkisi Sekil 5.19 un bir geniglemesi olan,
Sekil 5.20 de agiklanir. Bu diyagram (sekil) (Y - XA'(AA') &, X(I-P,.),c°1) “esdeger”
modeli baglaminda anlagilabilir. Gergekten Y = XPB+¢& modelinde P parametre vektorii

izerinde APp=§ kisitlamasi konuldugunda B=ATE+(I-AA)0 dir. pnmn bu degeri

Y = Xp +& modelinde yerine konuldugunda

(Y-XAT, X[I - A'A}O, 6°I) kisitlanmamis modeli elde edilir. Burada A™ = A'"(AA') dir
ve boylece (Y -XA'(AA')YE,X(1-P,.),c’I) kisitlanmis modeli elde edilir. Burada
P, =A'(AA') A dir. XA'(AA')E Y ’nin, kisitlamalardan dolayi, tam olarak bilinen bir
pargasidir. OO' dogru pargasi ile gosterilen bu vektor C(X) *in diizlemi tizerinde koyu bir
dogru ile gosterilen C(XP,,)diizleminde uzanir. Diger koyu dogru u e C(X(I-P,.)) olmak
iizere XA'(AA') {+u olarak yazlabilen tiim vektorlerin uglarmi geometrik gosterir. P

noktasi (burada OP bilinmeyen XPB dir) bu dogru tizerinde herhangi bir yerde yer alir. OO'

tamamen bilindiginden tahmin problemi orjini O' ye kaydirmak suretiyle basitlestirilebilir.
Bu yer degistirmeye bagli O' ve P den gegen koyu dogru C(X(I-P,.)) vektor uzaymi

gosterir. Tahmin problemi OP dogru pargasini bulmaya ya da bu dogru iizerindeki P
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noktasini bulmaya indirgenir. “Kisitlanmig™ en iyi lineer yansiz tahmin edicinin B'A nin
uzunlugu en kiigiik olacak sckilde bu dogru tizerindeki bir B' noktasinin bulmak suretiyle

elde edilir. B'A bu dogruya dik oldugunda ve ézellikle O'B' ne dik oldugunda bu basarilir.
Eger (Y-XA'(AA')E,X(I-P,.),c’I) modeline kisaca(Y ,X B,c°I) basvurursak bu

taktirde Y ,XPB ve e sirasiyla O'A, OB' ve B'A dogru pargalan ile gosterilirler.

Y L2 Finl F(4)
Sekil 5.21. Ortogonal ve Egik Izdiisiimler

XB*VektC')rii Y 'm C(X") iizerinde ortogonal izdiisiimidiir. OB' dogru pargasi , Ap=§

kisitlamasi altinda 'Y ’nin uygun degerleri olan Y,

i degerini gosterir. B'B dogru pargasina

Y, - Y veya e -e olarak bakilabilir. OB' ve B'B vektorleri sekilde agik olarak

gosterilmemiglerdir.
5.16. GENEL LINEER MODEL

Genel lineer modelde XP 'min EILYTE sine bir izdiisiim olarak bakmak igin ortogonal

izdisimden ziyade egik izdusimleri kullanmamiz gerekir. Eger A ve B ayni satir sayilarn

olan matrisler ise ve C(A) ve C(B) karsilikli olarak ayrik iseler bu taktirde C(A : B)deki
herhangi bir / vektorinin, I, € C(A)ve I, € C(B)olmak iizere tek bir [, +1, gosterimine
sahip olduguna dikkat edelim. (Eger /.+17. boyle bagka bir gosterim ise bu taktirde
[,-1.=1,-1. C(B)’ye ait oldugu gibi C(A) ya da aittir. Bu ise bu siitun uzaylarinin

karsilikli olarak ayrk olmadiklarimi ifade eder) Bu ayrisimi mimkiin kilacak olan bir

izdiisiim matrisine ihtiya¢ duyariz.
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(a)

(b)

Tamm 5.16.1: Eger her /e C(A:B) i¢in P, ,leC(A) ve (/ P, ;) eC(B)isc bir
P, matrisinc C(B)boyunca veya C'(B) "ve paralel olarak ("(A)iizerinde bir izdiisirici

denir. Burada P, A(B'A) B' matrisidir. Bu matris idempotenttir.

P

B/A

Gergekten PP, . = A(B'A)y B'A(B'A) B' = A(B'A) B' = P

AIB>

=B(A'By A’

matrisi de idemptenttir.

rank(A, )=m, rank(B_)=m

P, ..P,,=B(A'B)y A'B(A'B) A'=B(A'B) A'=P,,,Moorc Pcnrosc g-ters 1 vc 2
kuralindan bu saglanir.

Sckil 5.21, her iki uzayda | bovutlu olmak Gizcre bir siitun uzayi iizering ortogonal izdiigim

ve bagka bir uzay boyunca siitun uzayi iizerine egik izdisim arasindaki zith@ agiklar.

Asil fark P,/ ve P, I nin ortogonal olmasi gerckmezken, P,/ ve (I-P,)/ 'nin birinin
digerinc ortogonal olmasidir. (C(A:B)tam satir rankli oldugunda P, ,  tcktir ve
idempotenttir. Aksi halde P, ne tck ne de idempotent olabilir. Her hangi bir durumda
herhangi bir /e (C(A:B) i¢in P,/ izdisimi bir tancdir. I-P,,'nn P,  ‘nmn bir
secimi oldugu gerceklenebilir. Ayni zamanda, P, da B, (I-P,) veya C'(A)™ w1 geren
diger herhangi bir matris oldugunda, P, 'nin bir tek segimidir. $imdi P, "nin yararh bir

scgimini verceegiz.
Yardimci Teorem 5.16.1: A vc B ayni satir sayilarma sahip matrisler olsunlar.

C(A) ve (’(B)’nin karsihkl olarak aynk olmalar igin gerek ve veter sart
C(A)=C(A'(I-P,)) olmasidir.
EgerC(A) vc(‘(B) kargihkli olarak aynk iscler. bu taktirde  A[(I-P;)A] (I-Py)
(W(B) boyunca("(A) tizerine bir izdiisiracudiir.
ispat:  C(A) ve (W(B) ‘nin  karsihkhi  olarak aynk olduklarimi  varsayalim.
C(A'(L-P,)) = C(A'). Eger kapsama tam isc veya kesin isc k C(A')de C(A'(1-P,))

ve dik olan bir vektor olsun. Ak € (’(B) oldugu gorilir. ('(A) ve C(B) karsilikli olarak
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ayrik olduklarindan Ak (sifir) 0 olmak zorundadir. Cinkii ke((A')  oldugundan
At=Kk AAt=Ak=0 olmahdir. A'm formunda olan k mn kendisinin dc sifir
olacagim ifade cder. Tersine olarak eger C(A") < C(A'(I-Py)) isc herhangi bir T matrisi
igin A=T(I-P,)A olsun. Eger herhangi bir u, ve u, vektérleri i¢cin Au, = Bu, ise
Au, =T(l-P,)Au, =T(1-P,)Bu, =0 bagintisim elde ederiz. Bu nedenle C'(A) ve
C (B) kargilikli olarak aynktirlar. Bu (a) kisminin ispatim tamamlar. (b) vi ispatlamak igin
P,p =A|(I-Px)AI'(1-Py) olsun ve ! C(A:B) dc bir vektor olsun, /e C(A) ve
I, e (C(B) olmak iizerc ['nin tck bir / +/, gdsteriminc sahip oldugunu varsayalim.
P,/ € C(A) oldugunu gormek kolaydir. Ote yandan:
(I-P,)/=1-Al(1-PHA(1-Py)/

= [=T(-P)A|(I-P)A] (- P,)/]

=I-T(-P,), =1-1 =1, dir.

Yukarida T, A'=A'(L-P,)T olacak sckildc bir matristir. /, nin C'(B) dc olduguna
dikkat cdclim. Simdi bir cgik izdistricia kavramini kullanarak genel lincer modelde X “nin

en iyl lineer yansiz tahmin edicisini ele alacagiz.

Yardimcr teorem 5.16.2: M, paramctrcler izerinde bilinen  kisitlamanin - olmadigt

(Y,XB,5’V) lineer modeli olsun. Bu taktirde,
(g =CX)' :
(b) g, =C(V(I-P,)):
) e, e, =C(V:X)':
(d) e, +&,=R"dr.

Parametreler tzerinde bilinen kisitlama olmadiginda (a).(c) ve (d) kistmlarinin dogrulugu

i¢in (Scngupta vc Jammalamadaka 2003).
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(c) Kismini ispatlamak igin, £'Y nin M de bir EILYTE olmas igin gerck ve yeter sartin
onun(I-P,)Yilc iligkisiz olmasi gercktigine dikkat cdelim. Bu sart I'V(I-P )=0,

veya L e C(V(I-Py))' csitligine csdegerdir,

Uyarma 5.16.1: Eger parametre uzayr (zerinde bilinen kisitlama yoksa ve
Y, =L)Y,i=1,23,4gibi iseler bu taktirde ¢ =C(L,':L,"), & =C(L,,L,",\L}")

olarak tanimlanir(Sengupta ve Jammalamadaka 2003).
Yardimar teorem 5.16.3: (Y, XB,6°V) genel lineer modelini g6z Sniine alalim.

(a) Y cevap (tepki-gozlemler) vektori hemen hemen kesinlikle (neredeyvse kesin olarak)

C(V(I1-P,):X) uzayinda uzanir.
(b) C(V(I-P,)) ve C(X) karsilikli olarak aynktirlar.
(¢) XP " nin EILYTE si hemen hemen kesin olarak Poyie, Y vaesittir.

ispat:

(a) Hemen hemen kesin olarak 'Y e C(V : X) oldugundan, C(V:X)= C(V(I-P;):X)
gostermek yeter. C(V(I-P.):X) in C(V:X) de kapsandigi agikur. Ters kapsamayi
gostermek igin, /e C(V(I-Py):X)' olsun. X7 =0 oldugundan, ! vi (I-P,)m gibi
vazabiliriz. /'V(I-P,)=0 oldugundan dolayi m (1-P,)V(I-P,)=0 elde ederiz yani
m'(I-P)V=0 clde cderiz. Bu ncdenle I'(v:X)=0 dir.

C(VI-P.):X)' cC(V:X) oldugu gorilir.

(b) Kism1 A=V(I-P;) ve B=X se¢gmek suretiyle yardimer teorem 3.3.1. (a) kismindan
dogrudan dogruya goriiliir. Yardimer teorem 3.3.1.in (b) kismini kullanarak ve sonugta

olugan ifadevi, model (Y, XB,6°V) ve X cksik rankh oldugunda clde cdilen

e=Y-Y=V(- Px){(l -P V(- Px)}'(l -P)Y
Scngupta ve Jammalamadaka (2003) ifadesivle karsilagtirarak e = P\,ﬂ_PX ,Y clde cderiz. Bu

taktirde (c) kismu I-P,.,, 'nin P, ‘nin bir segimi oldugu gergeginden gorilir.
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Yardimer teoremin 5.16.2 uyarinca gozlem vektoriiniin ayrisimi ve tahmin ve hata uzaylarn

arasinda enteresan bir iligki vardir. Bu yardimer teoreme gore, Y tepkimesi Y, € C(X) ve
Y, € C(V(I-Py)) olmak iizere, Y, +Y, olarak bir tek sekilde ayrnistinilabilir. Bu, [ vektorii

tahmin uzayinda bulundugunda /'Y nin hemen hemen kesin olarak /'Y, ¢ esit oldugu
yardimci teorem 5.16.2 den goriiliir. Aymi sekilde [ , hata uzayinda oldugunda, hemen
hemen kesin olarak /Y=1Y, dir. Egik izdigimler hakkinda daha fazla bilgi i¢in Rao
[1974] ¢ bakimz. Sekil 5.22 muhtemelen V singiiler matrisli (Y,XB,c*V) genel lineer
modelinde Y “nin sentezini (biresimini) gosterir. Sistematik kisim yani Xp C(X)’1 gosteren

diizlemde uzanan OP dogrusu ile gosterilir. Eger 'V singiiler ise bu taktirde €, C(V)

uzayimda uzanir. Bu diizlem iizerinde P noktasi etrafindaki karartilmig bolge A noktasinin

baska bir rasgele 6rmeklemde muhtemelen goziikebildigi bolgeyi gosterir.

Sekil 5.22.Tekil lineer modelin bir geometrik goriiniimii
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C(V)'nin dizleminin O noktasindan gegtigini digiinelim. PA(g) bu dizleme paralel
oldugundan A ve P den C(V) iizerine indirilen A A ve PP dikmeleri ayni uzunluga
sahip olmalidir. Bu iki vektor sirastyla (I-PV)Y ve (I-PV)XP “y1 gosterir. Bu nedenle,

modelin singiilerliginden dolay1, kesin olarak A Aile bilinen P P, OP nin pargasidir.

Sekil 523 Genel lineer modelde EILYTE’ nin yapisii gosterir. C(V(I-Py)) nin,

dogrusunun C(X) diizlemine dik olmadigina dikkat edelim. Bu, C(X)" ckseninin C(X)’in

diizlemine dik oldugu Sekil 5.22 ile ¢elisir.

Sekil 5.23. Genel lineer modelde EILYTE nin bir geometrik gériiniimii

Xp nin EILYTE si, OA’nmn, C(V(I-Py)) boyunca C(X) dizlemi iizerine egik
izdiigiimiinii diisiirmek suretiyle elde edilir. Bagka bir deyisle B noktasi, C(V(I-Py))’ ¢

bir paralel dogru ¢izerek, bu dogrunun C(X) ’in diizlemini kestigi yere konur. C(V(I-Py)),
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C(V) dec kapsandigindan (igerildiginden), BA (¢ hata tahmini vektériine karsilik gelen
dogru) dogrusu bu dizleme paraleldir. Bu ncdenle, PB dogru pargast . P den gegen,

C(V)NC(X) ¢ paralel olan dogruda ver alirr PB. Xp nin tahminindcki hataya, vani

XPB - XPB ‘va karsilik gelir. Bu, D(XPB) ile gerilen uzayin, nigin ('(V)NC(X) oldugunu ve

D(e) ilc gerilen uzayin, nigin C'(V(L- P, )) oldugunu agik olarak gosterir.

Bunun i¢in asagidaki yardimer tcoremleri ifade ve ispat edelim.

Yardimct teorem 5.16.4: a) Eger Bncgatif definit (tanimli) degilse, bu taktirde
C(ABA') = ((AB),ve rank(ABA") = rank(AB) = rank(BA")diir.

b) Eger (; ](3:] negatif tanimhi olmayan bir matris ise, bu taktirde C(B)C C'(A)ve
C(B") = C(C)dir.

ispat: CC'niin, B nin bir rank- ¢arpanlamas oldugunu farz cdclim. Bu taktirde
C(ABA")=C(ACC'A") c C(ACC") c C(AQ) dir.

Bununla beraber, (C(AC)=C((ACHAC)')=C(ABA')dir. Bu nedenle yukandaki tim
siitun uzaylan aymdirlar. Ozcllikle, C(((AB)= C(ACC')=C(ABA")diir. Sonug olarak,
rank(ABA') = rank(AB) = rank(BA")diir.

b) kismini ispatlamak i¢in, TT' verilen negatif tanimli olmayan matrisin bir rank ¢arpanlar

T,
olsun ve [—lj T,. Aile am sayida satira sahip olacak sekilde T "nin bir pargalanmasi

2

olsun. Bu taktirde
— TT'TT') (A B
TT' T,L') \B' C
clde ederiz. Bloklart karsilagtirarak, A =T, T,' ve¢ B=T,T, cldc cderiz. Ayrica,

C(B)=C(T,T,") < C(T,)=C(TT,") = C(A) dir. Bu muhakemeyi transpozesi alinan matris

izerinde tekrarlayvarak, ((B') < C(C)elde ederiz.
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Yardimmci teorem 5.16.5: A ve B matnslerinin bilindiklerini farz edelim.

mea =l

a) Ax=Db denklemlerinin bir ¢éziime sahip olmas: icin gerek ve veter sart b e (C(A)

olmasidir.

b) Ax=b denklemlerinin bir tck ¢éziime sahip olmast i¢in gerck ve yeter sart b € C'(A)

ve rank(A)=n olmasidir.

Eger be(’(A)isc, Ax=bdcenklemlerine her ¢oziim Kb+(l-KA)c bigiminc sahiptir.
Burada K, A nin herhangi sabit g-tersidir ve ¢: keyfi bir vektordiir (Scngupta ve

Jammalamadaka 2003).

Yardimar teorem 5.16.6:Egcr uve vsonlu ortalama ve dagilim matrislering (varyans-

kovaryans matrislcrine) sahip rasgele vektorler iscler, bu taktirde
a)1 olasilikla kesin olarak [u - E(u)] e (/(D(u)),
b) C(Cov(u,v)) = C(D(u))dur.

ispat: Y=(I- Pl)(u))[u - E(u)] olsun. E(Y) =0ve D(Y)=0oldugunu goérmek kolaydir.

Bu nedenle HYH2 rasgele degiskeni

E(||Y||2 )=E(Y'Y)=E(izYY')=izE(YY")
=iz E[ {E(Y)+(Y -E(Y)} {E(Y)+(Y - E(Y)}']
= iz[E(Y)E(Y")]+izD(Y) =0

sartim saglar. Bu, olasilik tcorisinin standart bir muhakemesiyle sifir beklenen degerli
herhangi bir negatif olmayan rasgele degigskenin 1 olasilikla (kesin olarak) sifir olmasi
gereknigi gorilir. Bu nedenle Y vektorii 1olasihikla sifir vektdr olmalidir. Bu (a) kismini
ispatlar. (b) kismi yardimei tcoremin (b) kisminin, uve vnin birlestirilmis (birlesik) dagilim

D(u) cov(u,v)}

matrisine uygulamak suretivle elde edilir.(Yani, cov =
cov(u,v) D(v)

matrisine uygulayarak, cov(u,v)< D(u)oldugu goriiliir.)
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Yardimc: teorem 5.16.7: uve v, E(v)=0olacak sckilde, birinci ve ikinei mertecbeden

momentlere sahip olan rasgele vektorler olsunlar. Bu taktirde, w - Bv lincer birlegiminin v

ile iligkisiz olmasi igin gerck ve veter sart 1 olasilikla, Bv = cov(u,v) [D(v)]' v olmasidir.

Ispat: “Gerck”  kisem  gostermek  kolaydir.  “yeter”  kisnum  ispatlamak  igin,

cov(u-Bv,v)=0olsun. BD(v)=cov(u,v). veya D(v)B'=cov(v,u)oldugu goriliir.
Yardimer tcorem 5.16.2 nin ¢) kismina gére B Vcov(v,u)-(l-VV)G formuna sahip
olmalidir. Burada V=D(v)dir ve G herhangi bir matristir E(v)=0 oldugundan,
vardimcl tcorem 3.16.9 un a) kismu 1olasilikla, v e C(V)oldugunu ifade cder. Genelligi
yitirmcksizin, v *vi herhangi bir simetrik matris olarak scgebiliriz ve cov(u,v)v “nin degeri
g-tersin - scgimine  baglh  olmaz.  Sonu¢ olarak, V'B'= V'Vcov(u, v)-0Ovyani

Bv = cov(u, v)V dir.

Yardma teorem 5.16.8: (y,XP,6*V)modclinde tahmin cdilcbilir olan LX L7 (lincer

paramctrik fonksiyonu) vektérinii g6z éniine alalim. Bu L2/ nin EILYTE si
LXB = L[l -V(I-PO{(I-P)V(I- P, )}'J(l -P,)Y ilc verilir. Aynica EILYTE tektir.

ispat: LY nin, LXP "nin bir lincer yansiz tahmin cdicisi, ( LY77: s1) oldugunu ve kargilik
gelen EILYTE nin (I1-P,)Y ilc iligkisiz olmasi gercktigini bu nedenle onun tim LSF
(lineer sifir fonksivon) ler ile iligkisiz olmasi gerektigini belirtelim. Yardimer teorem (5.3.7)
de u=LYve v=(I-P,)Ykovarak, u-Bv lineer bilesiminin vile iligkisiz olmas: igin

gerck ve yeter sartin yardimer tcoremde verilen ifade olmasi gerektigini buluruz. Bu
niceligin ortalamasi E(u) = LXpoldugundan, u=LY, LXPnin (tck) EILYTE si

olmalidir.
Uyarma5.16.2 : C((1-P,)V)=Cov((I-P,)Y,Y)

ve C((1-P)V(I-Py))=C(D( - P,)Y) olduguna dikkat edelim. Yardimei teorem (5.16.6)
dan (I-P.)Y nin C((1-P.)V(I-P,)) de ihtiva edildigi gorilir, ve C((I-P)V).
C((1-P,)V(I-P,)) in bir alt kimesidir. Bu yardimer tcoremde verilen EILYTE nin

ifadesi g-tersin secimine bagl degildir (Sengupta ve Jammalamadaka 2003).
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Uyarma 5.16.3: Hcrhangi bir tahmin cdilebilir AP LA/ vektori AXXB gibi
vazilabildiginden, onun EILYTE si

Ap = AX [l V(- P){(I-P)V(I- l-"’x)}'](l -P)Ydr Asaidaki uyarmaya goro
vukanidaki ifadc, X nin scg¢imine bagh degildir.
Uyarma 5.16.4: E(?) = XPB oldugundan, yardimer teorem (5.16.6) ve (5.16.9) un
a) kismindan dolay1 1 olasilikla
Ye CX)
ecC(V(I-P,))
oldugu gorulir. (5.16.6) ve (5.16.9) vardimer tecoremlerinden

(XB-Xp)c CX)NC(Y)

oldugu da goériilir. Bu sonug hos bir vorumdur. EILYT nin bir sonucu bizi Y =Xp+e

vasitasiyle bilinmeyen Y =XB+egayngimma vaklastiir. Bu ayrigimdaki hata vani

(XB-XB) hatanin parcasi olmus olmakla beraber sistematik kisimda, vani Xpda

vanliglikla konulmug olan bir vektor olmali. Boyle bir “karigiklik” ligin vuku bulmasi igin

gerck ve yeter sart bu vektor ayni anda sistematik kismin siitun uzayia vani ('(X) ¢, ve €
‘nun siitun uzayma yani C'(V)’ye ait olmahidir. Eger C(X)ve C'(V)kargilikli olarak aynk
iseler bu taktirde bovle bir hatanin ortaya ¢ikmast miimkin degildir. Gergekten, boyle bir

durumda 1olasiiklaXf = XB dir. ynin cesitli alt uzaylara ait bilesenlere ayrilmasinin bir

geometrik yorumu vukanda incelenmigtir (Sengupta ve Jammalamadaka 2003).
Uyarma 5.16.5: V =Ioldugunda A igcin verilen ifade Gauss-Markov Teoremindcki gibi
AX'P.Y veyva A(X'X) X'Y ye sadelesir.

Bu vardimci tcoremde L =1 koymak surctivle clde cdilen, uygun degerlerin vektorii:
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V=[1-Va-P){a-POVA- PO} |a-P)Y (5.16.1)

dir. Bu ncdenle Aﬂ=AX"} dir. Boyleee, B 'nin asagidaki tahmin cdicisini agagidaki

formiille tanimlayabiliriz.

P

B

XV =X [ 1- V- P){-POVA-PO)Y |(1-P)Y (5.162)

Burada X' . Xin bir kevfi g-tersidir. Binacnaleyh tahmin edici genelde tek bir sekilde

tammlanmaz. Tek olarak tanimlanabilmesi icin gerek ve yeter sart X “in tam siitun ranka
sahip olmasidir ki; bu durumda B, p *mn EILYTE sidir. Eger X cksik rankli olsa bilc, f .

tahmin edicide bir musluk gibi kullanilabilir. Ozellikle, herhangi bir tahmin edilebilir AB

lincer parametrik fonksiyonunun (tck bir) EILYTE si AP ilc 6zdestir.(5.16.1) dc verilen Y

vi kullanarak, e hata tahmini vcktori:
e=Y-Y= V(I-P){(I-P)VI-P)} [(I-P)Y (5.16.3)
X X X X

ile verilir. Olas: singiiler lineer modelde XPB 'nin EILYTE sinin bir geometrik gériiniimii

vukarida verilmnistir (Sengupta ve Jammalamadaka 2003).
Dagilimlar

(5.16.1) ve (5.16.3) den,

D(Y) =07 V- V(- P) {(1-POV(- By} (1-PV |. (5.16.4)
D(e)=c?V [(l -PO){(I-P)V(I-P)} (1- PX)V], (5.16.5)

D(AB)= D(AXY)

, ] (5.16.6)
=’ AX'| V-V(I-P){(1-POV(I- )} (I- PV [(AX'Y

olduklar gorilir.

Yardimcai teorem 5.16.9: (Y, Xp, 6”V) lincer modeli igin
@) C(DY))=CX)nC(V) dir.
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(b) C(D(e))=C(V(I-Py))

ispat: (5.16.3) deki D(?) "min ifadesi dogrudan dogruya (' (D(\‘()) < C(V)oldugunu ifade
eder. Ayrica, (I-Py). D(\‘() ‘mn sifir olacag kolayca gorilur. Sonu¢ olarak,
(,' (D(i’)) < (C(X)ve gergekten (,,'(D(i’)) cCVYNCX) dir. Simdi 1 e (,,'(D(i"))| olsun,
bu nedenle [V -V(I-P){(T-P)V(I- PX)}‘ (I- PX)V]I =0 dir. /€ [C(X)mC(V)]l

oldugunu gosterecegiz. Bunu ispatlamak igin C'(X) ~C'(V) den bir m vektort alinz. m ‘vi

V! olarak ve sonrada X/, olarak yazanz. Boylece

I'm="0IVI =1 [V(I PO){(T-P)V(I-P,)} (I-P, )VJ Vi

= 1| V- PO {(1-POV(I- P} (1-P)V | XL, =0
dur.
Bu nedenle, (7 (D(Y)) c [C(X) F\C(V)]L dir. Bu (a) kismuni ispatlar.

D(e) nin (523) de verilen ifadesi C(D(e)) = C(V(I- Py))oldugunu belirtir. Ters
kapsama. vani C(V(I-Py))cC(D(e)). D(e) (I-P.)=c"V(I-P,)olmasi gergeginden

goruliur. Bu (b) kismini ispatlar.

Sekil 5.23 aym zamanda Xp ‘mn EILYTE sini elde etmek icin Y "nin “rasgele olmayan
kismimin” ayrilmasina gerck olmadigini da agiklar. Izdisimler, csit varvansh lincer model
durumunda aym sckilde ¢ok daha fazla is goriir. 'V singiiler oldugunda XB v1 bundan
ayrica biri deterministik ve biri stokastik pargaya ayirabiliriz. Deterministik par¢a 0 dan bu
izdiigimiin tabanina ¢izilen dikme iken stokastik parga OB nin C(V)NC(X) dogrusu
tzerindeki izdisimidar. Genel lincer modeldeki  kisitlamalar benzer tarzda goézden
gcgirilebilir, Singiler durumda bir divagram (sckil) ¢izimi ('(X) den C(X(T- P\ )) vave
sonra da C(V)C(X(T -R\. )) va gegisi izler iken boyutlarin birinin yok olmast nedeniyle

zor yapilir,
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6.SONUC VE ONERILER

Bu tczde lincer modcllerde kullanilan matris cebiri ve matrislerin genellegtirilmis tersleri
hakkinda gereken bilgiler verilerek: lineer modellerde en kiiciik kareler yonteminin

geometrisi agtklayict sckillerle birlikte sunuldu.

Bu tczde cle aliman konular temel istatistiksel kavramlarn bir takimi olup 6zcllikle lincer
modellerin geometrisi alaminda calisan arastirmacilara ve bu konuda doktora ve benzeri

aragtirmalar yapacaklara azda olsa bir katki saglayacaktir.
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