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OZET

MATRISLERIN GENELLESTIRILMIiS TERSLERINi HESAPLAMA
YONTEMLERI

Eda GUNEY

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2013
Yiiksek Lisans Tezi 106s.

Danigman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez c¢alismasi dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezin
amacindan bahsedilmistir. Ikinci béliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler
verilmigtir. Matrislerin genellestirilmis inversleri agiklanmis ve bir algoritma
verilerek orneklerle pekistirilmistir. Daha sonra Moore-Penrose tipi genellestirilmis
inverslerin 6zellikleri agiklanmis ve Orneklendirilmistir. Uciincii boliimde pargali
matrislerin genellestirilmis inversleri tlizerinde durularak baz1 arastirmacilar

A B)
C D
biciminde 2x2 tipinde pargalayarak bu matrisin Moore-Penrose tipi genellestirilmis
inversler i¢in bazi1 formiiller verilmistir. Dordiincii boliimde parcali matrislerin
Moore-Penrose inversleri lizerinde durulmustur.

tarafindan yapilan ¢alismalar incelenmistir. Ayrica MeC™" matrisini M = (

Anahtar Kelimeler: Kare Matris, Singiiler Matris, Nonsingiiler Matris, Bir Matrisin
Ranki, Determinant, Genellestirilmis Invers, Parcali matris,
Moore-Penrose invers, Hermitian Matris, Banachiewicz- Schur
Formu.
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ABSTRACT

THE METHODS OF CALCULATING GENERALIZED INVERCES OF
MATRICES

Eda GUNEY

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Natural and Technology
Department of Mathematics, 2013
MSc. Thesis 106p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis is consist of four chapters. In the first chapter, it is mentioned
about the object of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems
that were used in the thesis are given. Generalized inverses of Matrices are explained
and it’s reincforced with the examples with an algorithm. Than, some properties of
the Moore-Penrose generelazied inverses are explained and some examles are given.
In the third chapter, by considering the generalized inverses of partitioned Matrices,
some studies which are given by some researchers are expressesd. Moreover, some
formules are given for the Moore-Penrose generelazied inverses by taking any matrix

MeC™™ that is partitioned in the form of M = (g g)

Key Words: Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank of Matrix,
Determinant, Generalized Inverse, Partitioned Matrix, Moore-Penrose
Generalized Inverse, Hermitian Matrix, Banachiewicz-Schur Form.
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1. GIRIS

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(1949a, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik ¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki
caligmalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo
Inversi olarak adlandirdigi, en kiiciik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda
kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseuda
invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiini
saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat
gozlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kiiclik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda
olduk¢a yararhidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢alismasinda, lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢oziimiinde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermis
oldugu tanimdan ¢ok daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Béyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar

Rao(1961, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.

Genellestirilmis inversler lizerinde 1955° lerden itibaren ¢alisan baslica bilim
adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve
Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell
(1966) sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adli ders notlarinda g—inversi
kullanmistir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini
tanimlamistir ki bu invers bilinen g-inversten farklidir ve bazi uygulamalarda
kullanilir. Chernoff (1953), singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g-inversini g6z
Online almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina ragmen bazi tahmin
problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif
tanim1 saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma

olarak kabul edilir.1967 yilinda bir yaymninda Rao (1967), degisik amaclarla



kullanilmak tizere g—inverslerin bir siniflandirmasin1 vermistir. Bu c¢aligmalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (1968a,
1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1970) tarafindan gelistirilmistir.
Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b,
1969) ve Rao (1968) tarafindan yapilan bir dizi calismada ele alinmustir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin

cesitli uygulamalart Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley,

1971) adli kitapta verilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1: a. K bir cisim olsun. m,neM ve 1=% =m, 1=} sn olmak iizere biitiin

(i 43 swrali ikililerinin kiimesi 4 = M x M olsun.
fid — K fonksiyonu (4,/) — f(t./) = ay;
olarak tanimlansin. @, & I olacak sekilde secilen .= tane elemanin olusturdugu
1 @qg ™
T tmoon 2.1)

Gm1 Gmz - gy

say1 tablosuna [ cismi iizerinde tanimli 1, X 1t tipinde bir matris denir.

11 G1z e Gig
Am|F21 Bz e dyy (2.2)

fay @ wer Ce

matrisi kisaca 4 = [c;l;,l,]mmL seklinde gosterilir. Her(t,f), 1=t m, 1Sj<n

ikilisine karsilik gelen a,; elemanina A matrisinin (£, f)—inci bileseni denir.

b. m Xmn tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi {lizerinden segilen biitiin

A= [ﬁ’-’]mxn matrislerinin kiimesi KT ile gosterilir.

c.d= [rxl._,-] ve B = [k,_,-] wn X n tipinde her hangi iki matris olmak iizere, her (1.})

i¢in

By = &U, 1@ tgm ve 1z fxm ise buiki matrise esit matrisler denir.



d.4= [ﬁ,_,_-] m ¥ w tipinde bir matris olmak iizere, her bir g;; elemani sifira esitse 4

matrisine sifir matris denir.

e. 4 =[“?;-':| ve B= [E,Jf] m ¥ tipinde iki matris olmak lizere, A ve B

matrislerinin toplam, (i, f)—inci bileseni g, + b,; olan bir matris olup

2 K" X KN — BT
(4.B) — 4+ B = [ay] + [by]

A4B=|Gu Ty apt+h, .. ap+h,

Eomy, + 'hm:l. Bz + &mﬂ e B —I' &mn
seklinde tanimlanir.

f. ¢ € K bir skaler olmak iizere ¢4 € K matrisi (3 j)—inci bileseni ca,; olan bir

matristir. Yani

 EXEY — KD

€@y Cyg  we Clgy
Cflgy Flgg o Cflg

g,
o

(c,d] —recA =
iy Pz o Clyyy

olur. O halde her 4 € K matrisi i¢cin @ € £ olmak lizere, @4 = ¢t € E? matrisi,

m % 1t tipinde sifir matristir.

g. A= [rxﬁ] € K} ve B = [h}_;] € Ef olmak iizere, A ve B matrislerinin ¢carpimi

€ = [c;;] € K seklinde bir matristir ve



4 K X B — KT
(4,B) — A.B =€

[ay]-[By] = [ey5] = [ER=y @rcrg]: 15 tE5m, 15f5n
seklindedir.

Yani

B (@yobryy + 00 + qlﬂh‘ﬂl} wo (@yaby, 404 ﬂiph‘w}

[:ﬁmlh'u ++ %ﬁbﬂl} e Eﬁmlh‘ln + -+ ﬁmﬁh‘-ﬂn}
olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi icin birinci ¢arpanin

siitun sayisi, ikinci g¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi 4 ve E

matrislerinin carpimi A.F veya AF ile gosterilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanim 2.1.2: a. K = [, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, I cismi {izerinde tanimli

m X 1t tipindeki 4 matrisine bir reel matris denir.

b. K = @, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, E cismi iizerinde tanimli mz ¥ #z

tipindeki bir A4 matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999)

Tamm 2.1.3: a. Bir 4 = [mﬁ] y matrisinde e = 1 ise, 4 matrisine kare matris
TH A

denir.

gy @qg we gy

A=|% %z - Om (2.3)

g1  Ayg e Gy

kare matrisinde a,,, @55, ..., @,,clemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlar

denir.



b. Bir 4 = [pp”]nxn kare matrisinin @, @gg, ., &y, KOsegen elemanlar: disindaki

.

ttim elemanlari sifir ise yani, a,, = @ (= f) ise bu matrise kdsegen matris denir ve

A = Kb§{aq, @gqs we Byt ile gosterilir.

c. Bir kosegen matriste g, @as, v, iy, = &, k€ K ise bu matrise skaler matris

denir.

d. Kosegen iizerindeki elemanlar1 1 ve kdsegen disindaki elemanlart O olan = ¥ n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

seklinde gosterilir. Her hangi bir 4 € ' matrisi i¢in, [ A4 = AL, = 4 olur.

e. Bir 4= [a] matrisinden ayn1 numarali satirlar ve siitunlar kendi aralarinda
';‘. WL A

yer degistirilerek elde edilen A7 = [a,]

5 matrisine 4 matrisinin transpozu
AT

(transpoze matrisi) denir. Buna gire .4 ve B uygun matrisler olmak iizere

(A+B)" =AY + BY ve (AB)T =BTA"

esitlikleri saglanir.
f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = 4 ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagmtis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)



Tamm 2.1.4: a. {1,2, ..u} kiimesinin kendisi lizerine bir birebir ve drten bagintisi
veya es deger olarak 4.Z,..1 sayillarmm yeniden bir siralanmasina {12, .1}

kiimesinin bir & permiitasyonu denir. Bdyle bir permiitasyon

':I=(g1 2 TF}
1 [z - Ja
veya

¢ = fody ks 5 di=a(i)

ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi 5, ile gosterilir. 5 de
gelisigiizel bir ¢ permiitasyonu, ornegin & = j,,fa, v, j, diistinildiigiinde o da ¢ift
veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore & ya ¢ift veya tek permiitasyon
denir. O halde bir ¢ nin isareti

_E 1, eger o ciftise
TEET 11, efer o wekise

seklinde tanimlanir ve sgne ile gosterilir.

b. 4= [p;.‘. ] bir I cismi lizerinde tanimli kare matris olsun.
'F e

.qtu ﬂl: wer ﬂl?‘l
A=|Fa % oo Wy,

Bl Hmz o g

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak

lizere nn elemanin bir carpimu diisiiniilsiin. Boyle bir ¢carpim

Qg r Bagyr v« Oy



seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler
1, Z,..,1 dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi §, de bir & = },, };, wn,},, pPermiitasyonunu olusturur. Tersine, 5
deki her permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece 4 matrisi

bdyle n! ¢arpim kapsar.

A= [ﬂr_;] - kare matrisinin determinant1 det(4) veya |A4| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgne ile ¢arpilan veya n! tane carpimlarin toplamidir. Yani
|4l = Zg(Fgne) @y, Qg rome o8y,

veya
|4 = EEE_-;-“ (sgna) BrgiiprBagiairm r Tngind

seklinde n . mertebedendir.

A= [ﬂr ] matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.
':; W

c. 121 tipinde bir 4 matrisinin determinant1 kendisidir.
A =[a] ise, detfld) = |lal=a
olur.
d. 2x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 agagidaki gibi tanimlidir.

@93

_ #1142 _ %11
A= [z::. “22] =0 det{A) = ‘WE:L tag

= g fgg — Gygllgy

olur.



n > 2 i¢in bir kare matrisin determinanti, agagida gosterildigi gibi bir indirgeme
islemi ve mindrleri ile isaretli mindrleri kullanilan bir agilimla hesaplanir.
e. Bir 4= [“tf] - matrisinin bir @, elemaninin |M¢f| seklinde tanimlanan

mindrii, 4 matrisinden i—inci satirin ve j—inci siitunun atilmasi ile olusan

(e — 1) % (r — 1) tipindeki kare matrisin determinantidur.

f. Bir 4 = [a,] .y, Matrisinin bir g elemaninin mindril |%,;| olsun. 4 matrisinin
bir a;; elemanmnin 4,, seklinde gosterilen kofaktérii (isaretli mindrii veya es

carpani)

A = (=) |ar |

Cd

seklinde tanimlanir.

g.Bir 4= [r:rﬁ] e matrisinin determinanti her hangi bir satir (slitun) elemanlarinin

kendi kofaktdrleriyle carpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i

ve j (L = 1,23, ) igin

det(A) = Ifoy e A = Ziaa (=1 g M | (2.4)
det(A) = EE=Lﬂ’k,f"qk,f = EE:l(—ljk'i'Fﬁk;lMekl (2.5)
seklinde tanimlanir.

Her bir 1 i¢in, (2.4) ile verilen toplama, 4 matrisinin determinantinin i—inci satir
elemanlarina gore agilimi, her bir j igin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—inci siitun elemanlarina gore agilimi denir.



h. Bir 4 = [Hi‘}'] kare matrisi i¢in |4|=0 ise 4 matrisine singiiler (tekil)
MR
matris, |4| =0 ise, A matrisine nonsingiiler (tekil olmayan veya regiiler) matris

denir. (Branson R., 1999)

Tamm 2.1.5: a. Bir 4 = [gy]  matrisinde bir a,; elemaninin kofaktorii A,

R

olsun.
Ek(4) = [Atj]r = [4a]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore

Ay Ay f‘lmr Ay Ay o Ay
B(Ay = [#a 4z 7 Am| = |4 4w 1T 4w
sl gz v Agy Ay Agy " Apn

olur.

b. Bir 4 = [ay] .., Matrisi igin 4.8 = 8.4 =1, olacak sekilde bir & = [#:;]

]

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve 4~*= g ile gosterilir.

(Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.1: Bir 4 = [ﬂff] o matrisi ile bu matrisin ek matrisinin ¢arpimi bir

skaler matris olup

L © 0
AEK(A) = Ek(A).A = 4[| & 1 o 0w |4z, (2.6)
a o 1

ile verilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

10



@11 @3 e Oy [Agy Ay v Ay
ARR(e) = |2 “m o fGm))dn 4
gy, gz m Oy 1w A 't A

[ =] [ =]
[ =]

H ::hb
[ =)

Al & . @
=0 |4 -~ @

o o - |4l

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde

Ay Ay o Apg] [Gn @ e G
I Y -
“q:l.n Aﬂi‘} An& Bpy @y o= Gy
Al ¢ . @
=| 0 |4 v @
¢ o - |4
oldugu goriiliir. O halde
1 @ 13
AEK(A) = Ek(A).A=[4[|Y 1 AU
g @ 1
bulunur.
Teorem 2.1.2: Bir4d = [n:?_,] . nonsingiiler matrisinin inversi
AR
At = ﬁ.l:'k(ﬁlj 2.7)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: (2.6) bagmtisindan dolay: #Ek({A) = |4|f olur. Bu ifadenin her iki yan1 4%

ile carpildiginda

11



(A~A) Ek(A) = A~ Al = Ek({4) =|4|A" = Ek{4) =|4]4™t
olur. Ote yandan 4 matrisi nonsingiiler oldugundan |4| = @ olup

L
I4

At =—Ek(4)
elde edilir.

Teorem 2.1.3: 4 = [ﬁ‘*-"']nm nonsingiiler bir matris ve F we £ ¢arpima uygun

matrisler olmak lizere AF = A€ ise F = € olur. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
Ispat: 4B = AC esitliginin her iki tarafi soldan £~1 ile carpilmasiyla

AT AB = A™*4C yani B = ¢ elde edilir.
Teorem 2.1.4: a. Bir 4 = [ﬂr_r] e nonsingiiler matris olsun. 4~ matrisi tektir.

1

b. A nonsingiiler matris ise A~! matrisi de nonsingiiler olup (4™}t = A4 dir.

c. 4 ve B ¢arpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler olup

(AB) ™= B~*A™t dm.

d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (47)™* = (4~1)7 dir.

(Branson R., 1999)

Ispat: a. B ve ¢ matrislerinin 4 matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O

zaman AF = BA = [ ve A€ = ¢4 = [ olur. Buradan

C=Cl=C(AB)=(CA)B=IB =B

elde edilir.
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b. (A7)~ matrisi A™' matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A4 matrisi de A7%
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.
c. (AB)~* matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B A" (AB) =B YA A)B=B""IB=B"'B=1
ve

(AF)B A = A(BB ™ A =AIA™ =447 =1

yazilabilir. Béylece B~14~* matrisi de A& matrisinin inversi olur. Nonsingiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
d. (A7 )™+ matrisi AT matrisinin inversidir . Ayrica ¥ = [ oldugundan
F=1T = (47T = (A7 (A)"

olur. Bu durum, (4~!)T matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu gosterir.

Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden {47)™* = {4717 elde edilir.

Tanim 2.1.6: a. Bir 4 = [ﬁ? ]

T matrisi i¢in 4% = 4 ise, A matrisine idempotent

matris denir.

b. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli 4 matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.

c. € kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisi icin Cﬁ}r =4 ise A4

. . . . —aT
matrisine hermitian matris denir ve 4" = [_q } ile gosterilir.
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d. Bir A4 matrisi icin A4™ = 4”4 ise A matrisine normal matris denir.

e. 4= [r:;l._,]nmnonsingiiler bir matris olmak tizere, A4~'=4" (veya

AA" = AT4 = I) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

f.4d = [n:,l,] e bir matris olmak iizere, A~ = A7 ise 4 matrisine ortogonal (dik)

matris denir.

g. A= [ﬂﬁ]ﬁm reel simetrik bir matris olmak iizere, sifirdan farkli her x=R%

vektorii i¢in xT4x = @ (xTAx 20) ise, 4 matrisine Pozitif Tamimh (Pozitif Yar

Tanimh) Matris denir.

h. 4, « ¥ tipinde bir kare matris olsun. (4— AFlx =@ esitligini saglayan A

skalerine 4 matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de 4 matrisinin bir

ozvektorii denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.5: 4 ve B uygun matrisler olmak iizere

a. (A} =47
b. (41" = 4.
C.A+B)"=A"+ B".

d' [:ABJJ%! - B-%!Ai-_

esitlikleri saglanir. (Branson R., 1999)

Ispat: a. 4 = [ccf_;] m ¥ 1 tipinde bir matris olsun. Bu takdirde

A=l ve @ =&
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olur. Diger taraftan

#=la] ve @ =[]

oldugundan

@ =@

oldugu goriiliir.

b.A"= (A ]r oldugundan

T
“j*—([a} ) (AT)T =4
elde edilir.

¢. Hermitian matris tanimina gore

(A+B)y'=@TB) =(@+B) =(@) +(@) =a"+5
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore
r _—T r r
(4B) = (4B} = (AB) = (B) (4} =p&
yazilabilir.

Teorem 2.1.6: Reel simetrik bir 4 matrisinin pozitif tanimhi (pozitif yar1 tanimli)

olmasi icin gerek ve yeter sart, tiim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
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Ispat: 4 matrisi pozitif tanimli olmak iizere, A dzdegerine ve ilgili x dzvektdriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii igin Ax = 3x ve {dxx} =@ bagmtilan
vardir. O halde @ = {dx, x} = {dx, x} = Alx,x} olur. x bir 6zvektér oldugundan,

sifirdan farklidir ve dolayisiyla ix, xf pozitiftir. Bu durumda A = 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip

olsun. Bu takdirde bu x vektorii i¢in

Ax=Ax ve {dx.x} =0

bagntilart vardir. O halde

0 = {Ax, ) = (A, x} = Alx, x}

olur. x bir 6zvektdr oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla {x, x} pozitiftir. Bu
durumda 4 = @ olmalidir.
Tim (sifirdan farkli) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif

taniml1 (pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester, P.,

1969)

Tamm 2.1.7: a. x,,x,..x, vektorler kiimesi verilmis olsun. Zi=y @;x; = @ esitligi
ancak @,,@g, .., &, skalerlerinin timii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu

durumda x,,%;, ..x, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,

.

@, @y, ., @&, skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere Elt, ayx, =@

esitligi saglaniyorsa bu durumda x,,x., ...x, vektorlerine lineer bagimhdir denir.

b. A4 matrisim ¥ = tipinde bir matris olsun. A4 matrisinin siitun vektorlerini

Aoy Agrem Ay 1le, ve satir vektorlerini A, ,4; . A, 1le  gosterelim.
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A, , t=1.2,..,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz

vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, 4. . j = L1,Z,.. ,n

vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1.7: Bir matrisin iki satiriin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin

satir rankini degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizligi

degistirmez, Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.1.8: A¥ = @ ve BX = denklemlerinin ¢6zim kiimeleri ayni ise, o

zaman A ve B n ¥ = tipindeki matrislerin slitun ranklar1 aynidir. (Branson R., 1999)

Ispat: 4% = 0 sistemi

.'2'-1;511 + .'k’-:ﬁl: + rew + .'2’-”;51& = Et (2.8)

olarak yazilabilir. Burada A, A matrisinin i-yinci situnu ve & = [xq,%q, we,X,]"
olur. Benzer sekilde, Bx = @ sistemi

By & xg By et B, =0 (2.9)
olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A
matrisinin slitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Boylece

@ b olur. Bu durumda 4 matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir.

Genellik kaybedilmeden, bunlarin A4 matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir.
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(Eger degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.1.7° ye benzer sekilde A matrisinin slitun rankini degistirmez.) Ancak
a = & kabul edildiginden B matrisinin ilk g stitunu lineer bagimhidir. Béylece, hepsi

sifir olmayan oyle d,, @5, w.,d, vardir ki

&\ By +d; By +-+d, B, =0
olur. Buradan
d By + d By 4+ d B+ O0F 5 -+ 0B, =0
ve (2.9) sisteminin ¢éziimii olarak
X =y XTdy e X, T, Xgay THgp ==X, =0

bulunur. Bu ayn1 degerler (2.8) sisteminin de ¢oziimii olarak verildiginden

dl:ql'l'dg.lﬂg ++ dﬂ.ﬂﬁ =g

dir. Burada, belirtildigi gibi, d,,d,, ...,d sabitlerinin timi sifir degildir. Ancak bu

A, A, .. A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir geliskidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢aligma, B matrisinin

stitun rankinin da A4 matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.1.9: Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini

degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: 4 matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax =¢ ve Bx =0 homojen denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.1.8 yardimiyla 4 ve B matrislerinin siitun ranklart aynidir.
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Teorem 2.1.10: Herhangi bir A matrisi i¢in satir ranki siitun rankina esittir. (Branson

R., 1999)

Ispat: wm % s tipindeki bir 4 matrisinin satir rankimin r ve siitun rankmin ise ¢
oldugu kabul edilsin. + = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar ilk » satir1
lineer bagimsiz ve kalan mm — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde
yeniden diizenlenirse, Teorem 2.1.7 ve Teorem 2.1.8 yardimiyla bu islemin A
matrisinin satir ve silitun ranklarmi degistirmedigi goriiliir. 4 matrisinin satirlari

sirastyla 4., Ag, v A, 1le gosterilsin ve € ve D matrisleri

Ay -y
= AE ve = A:-Ii:
A A

olarak tanimlansin. O zaman A matrisi I:EI] bloklanmis matrisidir. Ayrica D

matrisinin her bir satir1 € matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, B = T'¢ olur. Ozel durumda eger
Apgy = dydy +dpdy + 0+ did,

ise 0 zaman [d,; dy, w., &,] vektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir n

boyutlu x vektorii igin

£x £x
A= 5] = el
* c
yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx =10 ise 4x = @ olur ve Teorem 2.1.8’

den dolayr 4 ve E matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlari =

boyutlu vektorlerdir. Bdylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani
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CET (2.10)

olur.

Yukaridaki durum AT matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacag1 goriiliir. Ancak, A7 matrisinin

siitunlar1 4 matrisinin satirlar1 oldugundan bu durum 4 matrisinin satir rankinin 4

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani

rec (2.11)

olur.
(2.10) ve (2.11) bagintilarindan # = ¢ oldugu goriiliir.

Tamm 2.1.8: Herhangi bir 4 matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir

ve rank(d4) veya r{4) seklinde gosterilir. (Branson R., 1999)

Teorem 2.1.11: A bir matris olmak tizere »{d) = »(4T) dir. (Hacisalihoglu H.H.,
1977)

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin stitunlar1 A7

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.1.10° dan istenilen sonug elde edilir.

Tamm 2.1.9: % X = tipindeki bir 4 kare matrisi i¢in eger (A} = n ise A matrisine

Nonsingiiler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, +{4) =z ise 4
matrisine Singiiler (Tekil) Matris denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tamm 2.1.10: a. 4 € KT, m ¥ u tipinde bir matris olsun.

N(A) = {x: dx = 0}
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seklinde tanimlanan kiimeye 4 marisinin null (sifir) uzay denir.

b. 4 & K, m X n tipinde bir matris olsun.

R(A) = {;m dx =5}

seklinde tanimlanan kiimeye 4 matrisinin ranj (siitun) uzayi denir. (Hacisalihoglu

H.H., 1977)

Teorem 2.1.12: Eger A, r rankli s ¥ = tipinde bir matris ise, bu durumda agagidaki

sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve { matrisleri vardir. [, v X r boyutlu birim matris

olmak tizere

1]
-
I
=
il

r=2 PAG = I.

b. m = @ u = FPAG@ = [[.0].

c.mhr,nhr#PﬂQ=[§§]. (2.12)
Ispat: Lancaster, P., (1969)

Teorem 2.1.13: Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki 4 ve B

matrislerinin rankini gecemez. Yani

r(AB) = min{r(4) , »(B)} (2.13)
dir. (Lancaster, P., 1969)

Ispat: AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlariin bir lineer

kombinasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzay1 A matrisinin siitun uzayimnin

alt kiimesi olur. Boylece ={AE) = r{A} esitsizligi bulunur. Benzer sekilde

r(AB) = r(F) esitsizligi de saglanir. Boylece r(AF) = min{r(A), »(B)} elde edilir.
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2.2 Genellestirilmis inversler

Herhangi bir 4 matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A4 matrisinin nonsingiiler

ve kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla

A¥=F (2.14)

lineer denklem sisteminin var olan tek ¢oziimii ¥ = 4™ -E seklindedir. Ayrica

A4l = 4"ta =1

sartint saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~ matrisi vardir.
Bununla birlikte 4 matrisinin kare matris olmadig1 durumlarda ya da A4 matrisinin

kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda 471
matrisinin 6zelliklerini de iceren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢6ziimii olabilir.

€}, kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli e ¥ = tipindeki tiim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir 4 € € matrisi icin asagidaki dort sarti (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir ¢ matrisine A matrisinin Moore-Penrose inversi denir ve 4%

veya AT ile gosterilir.

(i) AGA A,
(i) GAG = 4,
(i) (AG)" = A6,

(iv) (6A)" = GA. (2.15)
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Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa bu G matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya 4"'? ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine 4 matrisinin bir dis inversi denir ve 4'** ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan & matrisine ise 4 matrisinin bir yansimali
genellestirilmis inversi denir ve 4™%% veya 4 ile gosterilir.

2.2.1 Bir Matrisin Genellestirilmis Inversi I¢in Bir Algoritma

Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan, yani
AGAd = 4 (2.16)

olacak sekildeki G matrisine A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi)

denir.
Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.

Algoritma 2.2.1: 4 = [n:l.

_r] r rankli herhangi bir matris olsun.
L

1. Adim: r rankl1 A matrisinde, = x » tipinde nonsingiiler her hangi bir B alt matrisi
secilir.

2. Adim: Segilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.

3. Adim: 4 matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)%
matrisinin elemanlar1 yerlestirilir.

4. Adim: 4 matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise & denirse, ¢ matrisi A
matrisinin bir g—inversidir.
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Ornek 2.2.1: Algoritma 2.2.1 3 x 3 tipindeki

2 3 1
-1 5 €
4 6

matrisine uygulansin. 4 matrisi ranki 2 olan singiiler bir matristir.

A=

1. Adim: A matrisinin 2 x 2 tipinde bir nonsingiiler

& 3
B= [ 5]
-1
alt matrisi secilsin.

2. Adim: |B|= 10-(-3) = 13 # ¢ oldugundan B! mevcut olup

5/13 -3/1%

B--L=i_Ek[B'j=1f13.|:'i _3]=|:1f13 Z/13

|8 Z

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

5/13 171

LT -
(7% _[—3;13 2/13

bulunur.
3. ve 4. Adimlar: Bulunan {F~1)" matrisi 4 matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin

elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlari
stfir alinir. Boylece

5/13  1/13
-3/13 Z/13 a

& &

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak

5/13 —3/13
1/1% 2/13 ﬂ
Q Q

o=
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matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi 4 matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten
Z 3 1) J8f13 -3/13 1 0
AG=|-1 5 @f.|1/13 2/13 ¢g|=|0c 1 ©
& 6 & ) Z2 O
olup
AGAd =

1 @ 2 3 1
g 1 @€.]-1 5 &x|=
2 @ 4 6

oldugu goriiliir.

2 3 1
-1 5 g|=4
& 6

Verilen 4 matrisinin bagka bir 5 alt matrisini secerek, secilen bu yeni E alt
matrisine Algoritma 2.2.1 uygulansin.

1. Adim: 4 matrisinin ranki 2 oldugundan E matrisi

_s o
#=[g 4l
seklinde segcilsin.

2. Adim: |F| = 1¢— 2= 12 = @€ olduundan

1/5 o

Bt =L Ek(B) = 1;1-::.[ 2 g] = [_3#{5 1/

|&| —G
bulunur. Boylece

BT = [1;5 —3;5:|

a LAE
elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda

(O 0
D 145 —3;5]
0 0 172

olur.
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5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda

0 0 0
¢ 1/5 EF]

¢ —-3/5 1/2

=

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi .4 matrisinin bir g—inversi olur. Ger¢ekten

2 3 1 -::-::mz
AE=—15EI.EI le-
4 6 t}—:-:;&w
Ve
c:-::1
AGA=|o 1 15--:: 15--::A
¢ a

oldugu goriiliir.

Sonug 2.2.1: Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g—inversinin tek olmadigin1 gosterir.
Bu nedenle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2.2: 2 x 3 tipindeki

4= [—11 : _11

dikdortgen matrisi alinsin. 4 matrisinin rankinin 2 olacag agiktir. Algoritma 2.2.1 4
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda F alt matrisi
_r1 1
#=[2,
olarak segilebilir.
2. Adim: |[B|=14+1= 2= golup

1/2 —-1f

Bl =— Ek{B) = 133[} _11] = [1;2 1/2

IEI

ve dolayisiyla
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v [ 12 1F
(B 13r_|:_1ﬁ 1/

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

152 152
=142 152 &
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

1/2 -1/
1/2 1/ 21
) )

&=

matrisi E matrisinin bir g-inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten

1/2 -1/ T
152 lézzl—[ﬁ ﬂ

46 = 11 : _11]'

\~

Aed = [; ﬂ[—ﬁ : _11] = [—11 : _11] =4
oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.3: 5 x 2 tipindeki

e

1

|

(%]
N e

dikdortgen matrisi alinsin. 4 matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.2.1 A
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda E alt matrisi
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_[3
Sl A
olarak secilebilir.

2.Adim: |[B|=3—0= 3= Qolup

t=gm@ =1y JJ=[z; 1]

ve dolayisiyla

(517 = |:1§3 zig}

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

[0 13 ¢ ¢ @

6“&3;3100

matrisi A matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten

1 1 & 1 1 @
¢ 1
P A AR O I
g 2 /3 1 0 g 3 2 0
—1 2 & 549 2 o

Ve
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g 1 1 @ 1 1 1 1
¢ 1 o o of| 3 @ 3 0
AGA=|0 @ 1 ¢ @¢f.|-2 1|=|—-2 1|=4
g 4% z o0 o/| O 2 a0 =z
g 5/3 2 @ -1 2 -1 2z

oldugu goriiliir.

Algoritma 2.2.1 rank1 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in agsagidaki sekilde
uyarlanabilir.

Algoritma 2.2.2:

1. Adim: 4 matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 7 olarak segilir.

2. Adim: Segilen bu elemanin inversi bulunur.

3. Adim: Bulunan bu invers A4 matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4. Adim: 4 matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

Ornek 2.2.4;

sff s

olarak alinsin. 4 matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2.2 4 matrisine uygulansin.
1. Adim: F = [3] alinsin.

2. Addim: 51 = [1/3] olur.

1) 1)
3. ve 4. Adimlar: Buradan |:l.l 1/3 m olacaktir.

1]
5. Adim: Bu sekilde elde edilen 7 = E 1/ 3] matrisi A matrisinin bir g—inversidir.
L]
Gergekten
g @
so=[2 4o wel-[ 3
i 1



Ve

ey JB S 9-F ¢ 3

olur.

Ornek 2.2.5: 3 x 4 tipindeki

1 2 3 4

2 4 a6 8

3 6 9 1

matrisi alinsin. 4 dikdortgen matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2.2 A4 matrisine
uygulansin.

A=

1. Adim: B = [8] segilsin.

2. Adim: =t = [1/8] olur.

0
3. ve 4. Adimlar: Buradan I 1 fﬁ] elde edilir.
L)

s s =]
L s <ee]
L s wee]

0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen & = g g matrisi 4 matrisinin bir
0 0

HTeoos

8
g—inversidir. Gergekten

1 2 3 <« g g g o 1/2
AG=|2 4 6 8 g o ol = g 1 ¢
6 91 0 1/8 © 0 3/2 0
ve
g 1/2 o)1 2 3 4 1 2 3 4
AGA=|0 1 @]z 4 6 @|=|2 4 6 8|=4
¢ 3/2 0llz & 9 1 3 6 ¢ 1

olur. 4 matrisi 3 ¥ 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.
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Sonug 2.2.2: Genel olarak 1 rankli ve 1 X s tipindeki matrislerin m.n tane g—inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tim
elemanlarini sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger 4 matrisi

Aip
Han

@19  Gqg
A=|% ¥

Qg Gz " gy

seklinde 1 rankli bir matris ise, 4 matrisinin

Eﬂuj-l E[ nm EI:'

l-ncisi; | @ @ == @

e 0 v @

E[ E[ nm EI:-

2-ncisi; [:'ﬂ':l;lil)-j:“ ¢ -8

6 ¢ - o
e 0 - ¢
(m.n)-ncisi; | & & - g
o (Bl

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.

Teorem 2.2.1: Eger A matrisi gn % @ tipinde sifir matris ise, A% matrisi % ¥ m

tipinde sifir matristir.

Ispat: Acik olarak A* = @ alindiginda Moore—Penrose sartlarmin saglandig1 goriilir.

Teorem 2.2.2: Her A matrisi icin Moore—Penrose sartlarint saglayan bir A matrisi

vardir.

Ispat: Eger 4 = @ ise Teorem 2.2.1° den 4% = 0 oldugu aciktir. 4 == © olsun. 4

matrisinin r rankli oldugu kabul edilsin. Bu durumda 4 matrisi
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A = Fo (2.17)

seklinde parcalanabilir. Burada B matrisi mm ¥ r tipinde + % 0 rankli ve £ matrisi
r ¥ tipinde v » @ rankli matrisler olup, B*F ve €&" carpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi

A* = c°(CC*) (B B)1B" (2.18)

olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(i) AATA=(BC)C (CC™) (B "B) *B"(BC)

= B(eC(cc )1 (BB)" (B "B)C = BC = A,

(i) A*44* = co(cc*)y (B B) 1B (BCIC (CC™)~L(B*B)1B*

= ¢(ec)y~ (B R) (B RY(CCT e (BB BT

= € (€C*) (B B) "B = 4%,

(i) (A4A*)" = [(BCIC(CC™)~*(B"B)~*B"|" = B(B"B)Y *(CC™)~*(CcC™)B*

= B(B*B)~1B* = B(CC™)(cCc*)~ (B B) "1 B*

= (BCIC*(CC*) (B B)*B" = AAY,

(iv) (A*4)" = [e*(ce*)y (B B)~ B (BC)]"

= C*(B*B)(B"B)~*(CC)~tC

= *(cc) e
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= C*(CC™)" (B B) (B B)C

= (0 ) (B'B) 1B (BC) = AT 4
oldugu goriiliir.

Teorem 2.2.3: Herhangi bir 4 matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek

A" matrisi vardir. Yani her 4 matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.

Ispat: 4 matrisinin Moore—Penrose sartlarini saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi A7 ve 47 olsun. Bu durumda

42 = 42447 = 4H(AADY = ALGAD"A" = AT (AT CARTAY
= A3 (ADY'A"(AE)°A" = A3 (AAT)(A42)" = ATAKAAL = ALaA
= ATA(AZAAY) = (ATAY(ATA)°AT = A"(A7)'A°(AZ)A}

= (AATA) (A7) A7 = AT(AZ)°A7 = (AJA)°A7 = A A4

[T
(58
i
e
(=5

oldugundan AT = A7 olur. Yani A* matrisi tektir.

Teorem 2.2.4: a. m X n tipindeki bir 4 = [a;;] matrisinin tim elemanlar: 1 ise bu

takdirde

dir.
b. @, 1 % 1 tipinde ve @ = @ olan bir siitun vektorii ise bu durumda a*

q_-i _ [:q.aq.:]_lq."'
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seklindedir.

c. @, 1¥ ntipinde ve @ = 0 olan bir satir vektérii ise bu durumda a*

at = a"{aa™)"?

seklindedir.

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen A% matrisinin Moore—Penrose sartlarini

sagladigin1 gostermek yeterlidir. Bu durumda
() aa*a =A(=a" Ja=a—(ad) =4 mu=4,
i) 4% a4t = (2 e Y= ey (an Y= o
(i) 4*a4* = (24" Ja(at = (@ (a )= mn(ar )
= _Aﬂ } A'l'
(iii) (44%)" = (440 } = A——4" = 44*,
. davi — f L 02 — 1 saa_ ak
(iv) (44 = (ar4) = 2ava=4%4
oldugu goriiliir.
b. a* matrisi Moore-Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten
(i) aa*a = ala™a) ta"a = ala"a) (a"a) = a,
(i) gt aa® = (a"a) ta"a(a"a) ta® = (a"a) Ha"a)(a"a) ta®
- (q_aq_:[—:l.q_a - q_-i,
(i) (@a*)" = [a(a"a)"*a"]" = a(a"a)*a" = aa®,
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(iv) (a*a)" = [(a"a) ta"a]" = (a"a} ta"a =a’a

oldugu goriiliir.

c. a™ matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

() aa*a = aa"(aa™) e = (aa")(aa™) " a = a,

(ii) a* aa® = a*(aa”)raa"(aa”)™! = a*(aa™) Y (aa ) (aa™)
= a"(aa")"* = a*,

(iil) (ma*}* = [aa*(aa"}™]" = aa*(aa")™! = aa®,

(iv) (a*a)" = [@"(za®) " a]" = a*(aa”)"*a = a*a

oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.6: 4 =

1 1
1 ﬂ matrisi verilmis olsun.
1

11]

m=3,n=2ve.-€.“=|:1 11

olarak alinirsa

s_ 3 ,._afl 1 1]_[1/6 1/6 1/6
A =s _ME 1 _[15:5 1/6 1/

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(i) 44* = 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1;3]
1/3 1/3 1/

i 1
1/6 1/6 1/6] _
1 }]'[1;& 1/6 1;a]'l
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AAtA=

1/3 1/3 /311 1 1
1/3 1/3 1;§].I1 ﬂ=[1 :.]=ﬁl,
1/3 1/3 1731 1 1

1 1
1z 1
1 1=
LER Y

1/6 1/6 1/6

(ii).p‘-1*ﬁa=[1ﬁ_iL 1/6 1/6)"

ataat = [1;'2 1/ .|:1fﬂ 1/6 1/6] _ |:1fa 1/6 1;3 —at

1/2 1/ 1/6 1/6 1/6] li/e 1/6 1/

1/3 1/3 1531 1/3 1/3 1/3
(ili) (AA™)" = |1/3 1/3 1{ﬂ =’133 1/3 1;‘ﬂ=ﬁlﬁl*,
1/3 153 1f 1/3 1f3 1f

e W2 L/2T L2 147 .
(iv) (A7A)" = [1;2 1/ ‘[1;2 uj.]“*1 4

oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.7: ¢ =

1
?] olsun. Bu durumda

1 -1
¢'={ﬁ*‘¢]"'ﬁ“=([1 z 3].[?]) J1 2z 3]

=[14]"%[1 2 3] =[1/14].[1 2 3] =[1/14¢ 1/T 3/14]

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1] 1/14 1/7 3414
() aat = Iz 1414 147 3/14] = | 1/F  2/7 3—;?]
3. 3/14 3/T 9414

1/14 1/ 3/147 [1
aa¥a=|1/7 2/7 3;:@].[5]=
3/14 3/T 9/14

1
z| =a,
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1
(i) e*a= [L/14 1/7 3;14].[§]= [1]
ataa® = [1].[1/14 1/7 3/14] = [1/14 1/7 3/14] = a*,

(ili) (ma®)" = | 1/ 2/T 3/7

3/14 3/7 9/14

1F  2fF 37

1/14 1/7 3{14]*’
3/14 3/7 9/i4

1/14 1/7 3/14
]=cm;"

(iv) (a7a]"= [1]"=[1]=a"a
oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.8: a= [1 2] alinirsa

a' =a"(aa*) L = [2-[[1 3]-[;}}_1= BJ 8] B = [;ﬁ]

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

(aa® =11 21[777] = L

aata=[1].[1 2]=[1 Z] =a

wwen [0 2-[2 72

=[5 L[]

a._-l-

(iii) (@a*y" = [1]* = [1] = aa*,

1/5  2/5]°  [1/5 2/5] _ .
| =z el

. .i Bl _— - DPRIE KD
(iv) (a™a) [E 5 a5 /5 4/5 =9 ¢ oldugu goriiliir.
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2.3 Moore—Penrose Tipi Genellestirilmis inverslerin Ozellikleri

Teorem 2.3.1: A herhangi bir matris olmak iizere

(A* = (a%)y

esitligi gecerlidir.
Ispat: (2.17) bagintisindaki gibi 4 = B¢ olsun. 4* = €*B* oldugundan

A* = ¢ (CC) (B B) BT

alinirsa

(A7) = BB B L(CC*)1C

olur ki bu da 4* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Ger¢ekten

(i) A°(A)* 4" = C'B B (B*B)H(CC*) "t CC B = €"B" = 4",

(i) (A)*A°(4)* = B(B°B)~*(CC*)*CC B B (B B)~*(CC*)*C

= B(B B (cc*) 1 = (AN*,

(i) [A"(A)*]" = [(c B )B(B"B)~H(CcCc*) ] = [c*(cc)~tc]*

= 00" = ¢ (BB)(B*B)"LCC™) ™0 = AT (AT,

(iv) [(A)7 4] = [B(BB) "M (eC)re(C )] = [B(B B) "B

= B(B"B)™*B* = B(B"B) ™ (CC*)*(CC) B = (A7) 4°

olur.
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Boylece

(AT = B(B"B)~H CC™) 0 (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagmtilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1

(A7 =@y
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.2: Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani her hangi bir 4 matrisi i¢in

(4*)* = 4
olur.

ispat: Moore—Penrose invers tanimindan

(1) AF(AT)FAT = AT4A" = 47,

(i) (AT1FAT (AT T = 4dTa =4 = (4™)7,
(iii) [4* Eﬂ-ij-i]a = [ATA]"= AtA= Ai(ﬂ-lj-i-,

(lV) [(A'l':['l'ﬂ'l']ﬂ = [AA'|:|%!= ﬁlﬁl-* = (A'l"l'l'ﬂ'l'

oldugu gortiliir.

Teorem 2.3.3: 4 matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki 4 matrisinin rankina

esittir. Yani

T(4) = r(4%) (2.22)
dir.
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Ispat: Teorem 2.1.13 44%*4 = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda

r(A) = r(AAT4) = min{r(4), r(AT)} = r(4™) (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 2.1.13 A%AA® = A% Moore-Penrose sartina

uygulanirsa

(A™) = r(ATA47) = minfr(4), v(A™)} = r(4) (2.24)

elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolay1 (2.22) bagintis1 saglanir.

Sonug 2.3.1: 4 matrisinin ranki r ise, 4%, 44%, A%4, 4474, A*4A% matrislerinin

her birinin ranki da r dir.

Teorem 2.3.4: A simetrik ve idempotent matris ise, A% = 4 olur.

Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan

(AA*A=AAA = A’A=AA =4 =4,

(i) A*AA* =AddA = A"A = AA= A" =4 =4",

(iii) [44%]" = [AA]" = [4%]" = A" = 4 = 4% = 44 = 447,

(iv) [4*4]" =[A4]" = [4*]" = 4" =4 =4* =44 = 474

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.5: B = Kds{by . bog, w B, 156, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kosegen elemam &,, = € ise b3 ve

b, = 0ise “0” olan bir kdsegen matristir.
Ispat: B* matrisinin Moore—Penrose sartlarin sagladig1 agik¢a goriiliir.
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Ornek 2.3.1;

300
p=|¢ ¢ ¢ 0
0 0 4 0
& o o 1

seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose inversi

1/3 0 @ i
a L1 I 1
{ ¢ o 1
matrisidir. Gergekten
300 @ 1/3 © @ 11 1 ¢ @
g O 4 g7 o g 14 @ g o 1 @
g & ¢ 1 1 & o 1 ¢ o o 1
ve
1 ¢ @ 3 o @ F O @
o |0 O @ @O © O O _ | o @ @ _
DO°B=1s o0 1 0|'lc 0 2 o/lo 0 & P
g ¢ o 14w g g 1 ¢ o @ 1

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.6: a. A, mt ¥ w tipinde tam satir rankl1 bir matris ise, bu durumda
A% = 450441 ve A4t =1,

olur.

b. 4, m X = tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda

AT =A%)t ve 4*A =1,
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olur.

Ispat: Teoremde verilen 4% matrislerinin Moore—Penrose sartlarni sagladigin

gostermek yeterlidir. Buna gore
a. (i) AAYA = AA(AA")TA = (AA(AAT ™A = 4,
(ii) A*A4* = A (A" TAAT(AAY) ™S = AT (AAT) L (44T (AA™)
= A" (A4 = 4%
(iii) (AA*)" = (A" (A4 )" = ((AA) (A4 ) ==
= (AAI(AAT) ™t = AAT(AA™) T = AA®,

(iv) (ATA)" = (A (AA)"LA)" = A"(AA") T4 = 474

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

b. (i) AA* A = ACATA)TA"A = A(ATA) " AA) = 4,

(ii) A*AA® = (A"A) TATA(ATA) 14" = (ATA) M (ATA) (A%A) AT
= (A"A)~1A" = A%,

(i) (AAT)" = (A(ATA) A% = A(A°4) 24" = 44T,

(iv) (ATA)" = ((A"A) T AA)" = ((AA) QA = =1

= (A"4)"H(A°4) = (A" *A"A = 4% 4

oldugu goriiliir.
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Ornek2.3.2: 2x3 tipindeki bir A4 — [2 i ﬂ matrisi alindiginda rank(4) = 2

oldugu agiktir. Yani 4 tam satir rankli bir matristir. O halde Teorem 2.3.6a’dan

dolay1

1 13 11 [* O 11 7
corare e 3 G B
1 L 1

[ o - ]
1 —1/10 35140

olur ve

=Ly

—1/10 3/10
;J’ 245 —1;5-]
—1/10 3/10

AA*=[;

oldugu goriiliir.

1
3 :_ZJ matrisi verilmis olsun. Bu durumda

0

Ornek 2.3.3: 3x2 tipinde bir 4 =

rank(4) = 2 oldugu agiktir. Yani, 4 tam siitun rankli bir matristir. O halde
Teorem 2.3.6b’den dolay1

af ) e

A"l' - Eﬂﬂﬂj—lﬂﬁ= (
1

-1 —_
S A | A N
- [—4535 13435 —1,??:|
BT -1/7 T
olur ve
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1
—4/35 13/35 —1;'?] 1 ﬂ
T4 = = = i
il Y R Y2 i [0 &
g 1
oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.7: & # © ve £ = § matrisleri sirasiyla m %+ ve v X n tipinde matrisler

olmak uzere ¥ rankli olsun. Bu durumda

(BC)* =C*B* (2.25)
esitligi gerceklenir.

Ispat: Teorem 2.3.6’ya gore

¢t =g(ccyt ve #t = (@B lET

olur ve buradan
CTRT = Y (e0TyT(BEYYTIET
elde edilir. Bu deger zaten (2.18) bagmtisindan dolay: (BC3* matrisidir. O halde

C*B* = (BC)* oldugu goriiliir.
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3. PARCALI MATRISLERIN GENELLESTIRILMIiS INVERSLERI

3.1. Giris

C™" Kompleks sayilar cismi {izerinde tanimlanan mxn tipindeki tiim
matrislerin kiimesini gostersin. A%, #{4), R(A) sembolleri sirasiyla A e
matrisinin eslenik transpozunu, rankini ve siitun uzayim gostersin. 4 ve B uygun
tipten matrisler olmak lizere X = [4 B], ile A ve FE olusturdugu bir satir blok

matrisi gostersin. Benzer sekilde € ve £ uygun tipten matrisler olmak {izere

- [g] » 1lle € ve D olusturdugu bir siitun blok matrisi gostersin.

AsC™™ Bel™"  ceC™ ve pe™ olmak iizere 2x2 tipindeki bir M blok

matrisini
_[4 B
M= E.I:| (3.1)
seklinde ifade edelim.

AeC™"  matrisinin AT ile gosterilen Moore-Penrose inversi asagida dort

matris esitligini saglayan bir tek olarak belirli X ™™ matrisidir.

(1) AXA= 4,
(2) XAX =X,
(3) (AX)" = AX,
(4) (XA)* = XA.

Ayrica By =L, —AAT ve I} =L, — AT4 iki ortogonal izdiisiim olsun. Bir X
matrisi eger £, ...} —yinci esitlikleri sagliyorsa buna A matrisinin i, ..., {}-inversi
denir ve Al ile gosterilir. 4 matrisinin A‘nin biitiin [i, w, j}-Inverslerinin ailesi

EA':“'*'-":'} ile gosterilir. 4 matrisinin sik kullanilan bazi genellestirilmis inversleri
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ALY 4022 40130 ve 4014} dir. Ozel olarak 4% inversine A4 matrisinin g-inversi
veya genellestirilmis inversi de denir ve 4~ veya A9 ile de gosterilir. Ayrica {1,2}-
inverse 4 matrisinin yansimali g-inversi, {1,%}-inverse 4 matrisinin en kii¢iik kareler

g-inversi {14 }-inverse ise 4 matrisinin minimum norm g-inversi de denir.

Eger (3.1) ifadesindeki A4 matrisi kare ve nonsingiiler bir matris ise bu takdirde

M matrisi

L, 04 0 L, A1
= 3.2
- [L:A'* E][El E—L:A'*B][-:r E:E] (3-2)
seklinde pargalanabilir. Bu pargalanis literatiirde Aitken blok - kdsegenlestirme
formiilii olarak adlandirilir. Ote yandan, eger hem M matrisi hem de A matrisi

nonsingiiler matrisler ise §= B — {4~'*5 Schur Komplementi de nonsingiiler olup

M matrisinin inversi

i Ee = '151 4™ [ - E‘}
" [it L [-:: s-l] -CA™ I

JATr 4+ ATBS 04T —47tpsTY
_[ —§=log=t g=1 ] (3-3)

seklinde yazilabilir. Bu forniil literatiirde nonsingiiler matrislerin inversi igin

Banachiewicz ters alma formiilii olarak da bilinir. (3.1) de verilen 4 ve M
matrislerinin her ikisi de singiiler oldugunda (3.2) ve (3.3) te verilen iki formiil ve
bunlarin ¢esitli sonuglar1 pargali matrislerin  genellestirilmis inverslerinin

incelenmesinde ve benzeri uygulamalarda da genis bir sekilde kullanilmaktadir.

5= P — A B olmak iizere (3.1) deki alt matrislerin genellestirilmis inversleri

cinsinden (3.3) ifadesinin bir benzeri
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- - — ':f.-llnf{:' ':fl....‘..:l‘..:' Ei‘?l.
WA, g =[fn A 3}[—‘1 I," M ; E'}
: ] b I8 g stdfl-ggl? p

_ l'_.51':E‘-""\l'.:';-:' —I. '.51':tﬂ'!'.ﬁgsl:tﬂlvﬁﬂﬁl':b“v.ﬁ _'gl':falv.ﬁﬁs':bnv_ﬁ 3 4
_|: _S':falv.ﬁcﬂ':fmv.ﬁ S':fmw{:' ] ( ’ )

ile verilir. (3.4) denklemine A matrisinden tiiretilen Banachiewicz-Schur formu
denir. (3.4)’ ten goriildugi gibi NEA':*“"'-{’,S':*'“-{’ } matrisi, A% P ye §lieft
matrislerinin se¢imine bagli olarak degissecektir. {Mlzf-l (iefd | g Cbenef }} kiimesi tlim

N[A-&mﬁr S'Zﬁ--v.-’-'-'}’ lerin ailesini gostersin. (3.4) ifadesinin sag tarafi inverslerle

genellestirilmis inverslerin yer degistirmesi sonucu elde edilmesine ragmen, bunun

M matrisinin bir I3, ...,j}-inversi olmasi gerekmez. Bu durumda (3.1) de verilen M
matrisinin  genellestirilmis inversleri ile (3.4)’teki N(A'==# §4%=27  matrisi
arasindaki iligkileri incelemek ilgingtir. Ozellikle N(A4 el gt} matrislerinin
(3.1) ile verilen M matrisinin genellestirilmis inversleri olmasi i¢in gerek ve yeter
kosullar1 vermek onemlidir. Baz1 ¢aligmalarda {i, ...} nin bazi 6zel se¢imleri i¢in
NEA Umefd _;':ﬂ--v.ﬂ'} ve M arasindaki iligkiler ortaya konulmustur. Bu baglamda

iyi bilinen bir sonucun & = D — CATE olmak iizere

MT=N(AT.ST) & R(B) & R(4),R(C") S R(A",R(CT = R(S) ve

R(BY) € R(5*) (3.5)
oldugu gosterilebilir. Bu durum Baksalary, J.K. ve Styan, G.P.H. tarafindan ortaya

konulmustur. Benzer calismalar A. Ben-Israel, P. Bhimasankaram, F. Burns, G.

Marsaglia ve Y. Tian tarafindan da yapilmistir. 3% ve NCA'”:',S'H:'_] arasindaki
iligkiler

mm Ir Ir Ir
AI::I:‘IJ_MI;:I;'T[M\:IJ — Ncﬂ‘ﬂr S ":L:'}]
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— manfr(M) — r(A) —r[C, D], r(M}—T(;’l}—r[ﬁ, @) (3.6)

T TRLTE ¢ ¢ ¢
ﬂl:l;:l Ml:ﬂT[M\ﬂ_ NCA*HFS*ﬂ}]
o o|+rfs § 2
=r|d B|+r -7 —v[C. D] — 2r(A) (3.7)
c D g ¢ P

rank formiilleri de dikkate alinarak asagidaki sekilde verilebilir. Her iki rank

esitliginde de sag taraflar sifira esitlenerek asagidaki durumlar elde edilir:

(a) NiA ':ﬂ,S':ﬁ), M’nin bir {1}-inversi olacak sekilde 4'¥ ve S'¥ matrislerinin

mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(M) = minfr(4) + r[c, D], r(d) ++ [ﬂ} (3.8)

esitsizliginin saglanmasidir.

(b) {w(a',s ™Y} = (a7 olmast icin gerek ve yeter kosul

2 O B =TEA:I+T[C,E]?ET:;1 g‘=r(fl:l+-r (3.9)
[ c D

veya buna denk olarak

R:EE;;‘J‘*] ER[E:_] ve R[CE;,H] =g[]]

olmasidir.

Daha 6nceki caligmalardan bir genellestirmesi olarak bu calismada

Jg el ﬁcﬂrjﬂ,ﬁﬁﬂ? },..‘.}5-} (3.10)

ifadesinin matrislerin {1,2}-, {1,3}-, {1,4}-inversleri ve Moore-Penrose inversleri

olmasi i¢in bazi rank formiilleri verilmis ve
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ENEA ':f.-nl.-.-"::"_s':fnlu}?}].ngM':fmu}?}. = Ef’ (31 1)

{nCat-d sl Y} o pglimd) (3.12)

bagintilarin1 karakterize etmek i¢in rank formiilleri kullanilacaktir.

(3.10) ile ilgili rank esitliklerini olusturmak i¢in parcalanmis matrisler i¢in rank
formiillerinin genisletilmesine ve genellestirilmis Schur Komplementlerine ihtiyag

duyulur.

Lemma 3.1.1(Tian,2004) 4 eC™™ Hel™¥ ¢ e0™™ ve I ¢L'™¥ olsun. Bu takdirde

v[4,B] =v(4) 4+ v(B - AAYB)Y = (B) + v(A - BB'Y4), (3.13)

r[5] = v+ r(c— cAPa) = r(C) + r(a- ac®c) (3.14)
E;l Ej= B — BB — 1}

rlp gl = 7B +r(C) +e[(ty - BB)A((E, - €W (3.15)
A - 0 B — AA'WE

T[C g_ﬂﬂ}_l-r[ﬂ—ﬂﬁl':ﬂfl p—cA¥g (3.16)

esitlikleri saglanir.

Lemma 3.1.2 (Tian, 2004) M matrisi (3.1) de verildigi gibi olsun. Bu durumda

[ci [acg_““

olmak tlzere

f:ll g‘] 'I’n_'l"(ﬂ:]—'r’l:c g]r['g §:|

& o

T;‘E?{El—Eﬁiﬂa}=r@1+rlﬂﬂ]+r[u]+ f.v-[ U Ii._ g] "

4 0
e B
€ o

(3.17)
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"e¥ (D — CAPE) = min {r[C,D], » [g} r [‘;1 g] — r(4)}, (3.18)

Mhr(p-caPBl=1 [ ] +7[C, D] +v(4) + max{r, rp} (3.19)

8% r(D — CAPB) = minfr(4) + r(2), r[C, D], Liﬂ [:;1 5] r(A))

(3.20)
a4 4 0
(D - cAp)y = [£A AF]_[7] ¢ fo 3] (3.21)
€ D
"5 r(D - €APYB) = minfr [A A AE —r(A) v [31} (3.22)
o (D - CAOBY = r[6,D] + v ‘qj: o —r[ﬁ g g} (3.23)
"5 r(D - €A*B) = min{r[c, D], v ;1*' g] — r(A)} (3.24)
r(D— CATB) =r [A;if“ A;ﬂ — v (A), (3.25)

esitlikleri saglanir.

Asagidaki Lemma, (3.17), (3.19), (3.21) ve (3.23) esitliklerindeki B ve €

matrisleri yerine birim matrisleri koymak suretiyle kolayca elde edilir.

Lemma 3.1.3 4 ™" ve B £L™™ olsun. Bu takdirde
(A — D} = (4 — ADA), (3.26)

i p (A% — D) = manfr(4 — APA), v(D) + r(A) — r(DA) — r(ADY}
(3.27)
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i e[4S — D} =r(47DA - A7), (3.28)

i v{a4 - P} = v (DAA" - 4%, (3.29)

esitlikleri saglanir.

3.2. Banachiewicz-Schur Formlariyla Parcalhh Matrislerin Genellestirilmis

Inversleri

Oncelikle '+ — pr(4ld& g4 fark; icin iki rank formiilii verilecektir.

Teorem 3.2.1 5= 2 —cA®™F olmak iizere M ve N(A™¥, %) matrisleri

sirastyla (3.1) ve (3.4) ifadelerinde verildigi gibi olsun. Bu takdirde

7 = r(M)— 2r{d) —r(D),

= (M) —r(d)— r[C. D],

Ty =r(Ml—r(d)—Tr [Eﬂ

4 0
_ A @ B _ _ _
=T Ig g] + c EI] r I:gJ r[€, D] — 2r(4)

& g

T I R

olmak tuzere

alom pptead T|MPH — N(ARF, §99 )| = max{r, 1,15, 0} (3.30)
mex M e[MR — n(a1R, sUDY] = minfs,, 5} (3.31)

esitlikleri verilir. Bu nedenle de
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(a) N(A ':u},ﬂ':“}}, M ‘nin bir {1,2}-inversi olacak sekilde A%% ve §@&

matrislerinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

r(M) < min {20(4) + v(D), r(4) -~ [ﬁ}  7(A) + #[€, D1} (3.32)
esitsizliginin saglanmasidir.
(b) {w(a* 327 o (M) olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.9) bagmtisinin
saglanmasidir veya bunun yerine
T(,Hj=r:g1+ r[C. 0] —r[B] ve T[El g] =Tm gj = riA) + r(D)
(3.33)

esitliginin saglanmasidir.
Ispat: [16]’da gosterildigi gibi

ar[a? = na"?, =34 =r(M) - v —r(@ - ca“PB), (334

dir. Boylece
ate e M = N(a%, SURY] = v () - r(4) - JEEr(@ - caVr),
(3.35)

tes em Mt — N(48P, SURY = o (M) - r(4) - Har(D- CAVE)

ey A

(3.36)

elde edilir. (3.19) ve (3.20) ifadeleri (3.35) ve (3.36) ifadelerinde yerlerine yazulirsa
(3.30) ve (3.31) ifadeleri elde edilir. (3.30) esitliginin sag tarafinin sifira esitlenmesi

1y 2 0, i = 0 veny = 0 olasimu verir, yani (3.32) esitligi elde edilir. (3.31)’ nin sag
tarafinin sifira esitlenmesi ise &, = 0 veya 5, %= 0 oldugunu verir. (3.7) ifadesinden

£ % @ isitsizliginin (3.9) a denk oldugu goriiliir. Her bir parcanmin negatif olmamasi
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halinde (3.31) esitligindeki s, say1s1 li¢ parcanmin toplami olarak
5 = (? [ 9)-rta—rt2)) 4 (f.» 2 B vt —r@) | 5 0+ r@) ~rl] - [2]
bi¢iminde yeniden yazilabilir. Bu durumda s, = 0 alinmasi (3.33) esitligini verir.

Teorem 3.2.2 M ve N (A':m, S':u:') matrisleri sirastyla (3.1) ve (3.4) te verildigi
gibi olsun. B takdirde

¥ = v[4,B] + r[C,D] — & [AEA A;ﬂ,

1 =71[4,B] +r[C. D] —r(A)—1r [g]
4 0] o
¥ g g] TI_EJ (Al

olmak tlizere

51'3*‘?-}‘1:':'3'-‘3 = T[M':"-E:' - NE:A':"'E:', 3'::"-3:'}] = mas{r .1 (3.37)
E;E‘ ..:Hi;:f‘[ﬁ‘fl:w -N A':m, SI:L-E:'}] =1 +1, (3.38)

esitlikleri saglanir. Bu nedenle

(a) N Eﬁl LAk S';W) matrisi M nin bir {1,3}-inversi olacak sekilde 4% ve 512

matrislerinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

&(5) =R, R[4 A]n2[S] = O)verle, 0] = [7]
olmasidir.

(b) fmw(att2, UYL g eael183 olmast icin gerek ve yeter kosul
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R(E) SR(). R[2 AR [S] = 0} ve m(cE) SR (OR)

olmasidir.

Ispat Asagidaki esitlik [16]’da gosterilmistir.
el - (4%, sV = o[4,B] + 7[C, 0] - r(4) - (2 - €44¥E)

(3.39)

(3.21) ve (3.22) ifadeleri (3.39) esitliginde yerine yazilirsa ile (3.37) ve (3.38)
ifadeleri elde edilir. (3.37) esitliginin sag tarafi sifira esitlendiginde

N(AR®, 03 g 18y olacak sekilde 4™¥ ve 5% matrislerinin meveut

olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

TLH,B']+TLE,EF]=T[A;‘{ ‘{:ﬂ ve  rlaBl4e[c,0] sr() + r[7]

(3.40)

esitliginin elde edilmesi oldugu goriiliir. Ote yandan

r[4,B] +r[C. D] =v(d) +r[C.D] = v [AEA Azﬂ

oldugunu belirtelim. Bu durumda (3.40) ifadesindeki birinci esitlik

A4 AT

R(B) = R(A) ver | 7] = rlaan47B1 4 ric, 21

[ B

olmasina ve ikinci esitsizlik ise

v[€, D] = r[ﬂ
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olmasina denk olacaktir. (3.37) esitliginin sag tarafini sifira esitlersek ve bu taraftaki
iki terinin negatif olmadigin1 da goz Oniinde bulundurursak (b)’yi elde ederiz.

Asagidaki teorem benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.3 M ve N (A':l"’:, S'm} matrisleri (3.1) ve (3.4)’te verildigi gibi olsun.

Bu durumda

_ AL [B]__[A4" B

TL_T.C]+T[5. "leas 5:]’
[A B .

Ty =T_C]+T‘|:E-—TRH}—T[E,E],
Fi L - -

5=ty « pl —1r.C.B] —r(4)

olmak tlizere

,qlimT T; = r[MR = R(AE O] ey, 1),
r

:Eﬂ ;ﬂ, r[pH — p(alt4, g0 = gy

esitlikleri gerceklenir. Boylece

(a) N(4 (142 3'21.-43') matrisi M matrisinin bir {1,4}-inversi olacak sekilde A% ve

5% matrislerinin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter kosul

AAT Bl _
R(C*) = R(A™), R[ma] r"m[g] = {0} ve v [Eﬂ = r[€,D]
ifadelerinin saglanmasidir.

(b) fw(a®®, s ('} olmast igin gerek ve yeter kosul
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]
R(c) SR, REA|NR[D] = (@) ve R(EE) = REE
ifadelerinin saglanmasidir.

(3.4) ifadesinin Moore-Penrose inverse denk olan 6zel bir durumu § = I — CATE olmak

lizere
t _[AT +ATBSTCAT —-ATBS
N(AT, 8T) |: Ceteqt i (3.41)
seklinde ifade edilir.

N(AT, §7) ve M matrisinin 4, .., j}-Inversi arasindaki iligkiler asagidaki teoremlerde

verilmigtir.

Teorem 3.2.4 M ve N(AT, 1) matrisleri sirastyla (3.1) ve (3.41)’de verildigi gibi

olsun. Bu durumda

e . i i -
oM - Nlat, 7)) = IMT[M 3 _ n(at,51)] = (M) - T[Acif Aﬂﬁ‘]

Tl‘lﬁ'.l‘l

(3.42)

esitlikleri saglanir. Boylece agsagidaki ifadeler birbirine denktir.
(a) (AT, $7) matrisi M matrisinin bir {1}-inversidir.

(b) 8(AT, $T) matrisi M matrisinin bir {1,2}- inversidir.

(©) r(M)=r(A)+r(D—CAT)

@) =[5 4]

(e)ﬁ[‘éiz Bl = mea)ve = = [ﬂaﬁ g‘] R(M®).
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Ispat: (3.26) ve (3.27) ifadelerinden

i e [MY — N(AT, ST)] — r[M — MN(AT, STM], (3.43)

i v [M — N(AT, ST)] = max{r[M — MN(AT, STIM].r[N(AT, ST)]+
r(M)Y — r[MNCAT, ST)] —r[N(AT, STIM]}
(3.44)

sonucu elde edilir. Ayrica § = I — CATE olmak iizere

r[MN(ATST)] = v[W (AT, 5TIM] = r(4) +r(5)

ve

r[M — MNCAT, sTIM] = v (M) — r(4) — v (5)

oldugu kolayca dogrulanir. Bu iki esitlik ve (3.25) ifadesi (3.43) ve (3.44) deki

yerlerine yazilirsa (3.42) ifadesi elde edilmis olur. Ote yandan

r(PAG) =1(4) = R(AF) = R{A") ve R(AQ) = R(4)

oldugu goz 6niinde bulundurulursa bu sonucun (d)’ye uygulanmasi bize (d) ve (e)

nin birbirine denk olacagini gosterir.

Teorem 3.2.5 M ve N(AT, $7) matrisleri sirastyla (3.1) ve (3.41)’de verildigi gibi

olsun. Bu durumda

f ( = ATA4A" A°
[ M — N (AT, ST)] = r[4,B] +r[C,D] —*r|: CA® 53] (3.45)
esitligi gergeklenir. Boylece agagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) (AT, §T) matrisi M matrisinin bir {1.3}-inversidir.
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(b r[* A4 AF] =48] 4 #[C.D].

© [ﬂ;i'f“ Azﬂ = r[A°44°, A°B] + ¥[CA", D], v[C.D] = r[CA".D] ve

r[4, 8] = v[A"AA%, A°B]

d=Rr [A;‘f'q‘ﬂa] NR [A;E] = {0}, R(B) = R(4) ve R[C, D] = R[CA",D]}.

Ispat: (3.28) esitliginden

i e [MD — N(AT, ST)] = #[MEMN(AT, ST)— M7 (3.46)

sonucu elde edilir. Bunun sonucu olarak

AAT 5531}[ - 'i']
T = A
MNAT,ST) [EAT sst ll-cA™ |

MMNATST =M = —M*[[.,; - MNCAT.ST)]

_ _Mﬂ{ﬂrﬁ + g, BSTCAT —EEES"'-l

—E,CAT E,
oldugu kolayca dogrulanir.

Hatirlanacagi gibi elementer blok matris islemleri bir matrisin rankini

degistirmez. Bu nedenle elementer blok matris islemleri yardimiyla

r[ M MN(AT, ST — M¥] =¢ (Me- [E& + E;BSTCAT -E,BS TD

—E.CAT E,

=r(e[3 2))

_ [Eﬁa E,
“TlEc ED

- r[g'g?g] — (A — (8} [(3.13) ten)
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= rf4228] —r(a) - ()

= r[4,0]+r[€,D]— v(4A) — (D — caAtD)
esitlikleri tiiretilebilir. Boylece (3.25) yardimiyla (3.45) esitligi edilebilir. Ayrica

. [ﬂ*’;‘-lﬁl*‘

a7 AT < rl4aas, 48] + r[CD*, D] < v[4,B] +r[€.D]

oldugunu belirtelim. Bu esitsizliginin (b)’ye uygulanmasi sonucu (b) ve (c)’ nin denk

oldugu goriiliir. (c) ve (d)’nin denkligi ise aciktir.

Asagidaki sonug benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.6 M ve N(AT, £T) matrisleri srasiyla (3.1) ve (3.41) ifadelerinde

verildigi gibi olsun. Bu takdirde
ki "44" A"
(14 _ = ATAA
piaa M —N(4T5T)] T[c]'“"[g] Py
esitligi saglanir. Bu nedenle asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) ¥(AT, ) matrisi M matrisinin bir {1.4}-inversidir.
orfes Fl=rlel o)
O ) [ 5, e 7] - ]

) R[A;iﬂ Ne [“1;‘51 = {0}, R[B",4, D] = R[B*, D] ve R(C™) = R(A).

3.3 Parcah Hermitian Matrislerinin Genellestirilmis inversleri

M matrisi bir Hermitian matrisi olsun. A= AR QTN BedTER ve

I = D"e{™™ olmak lizere M matrisinin bir parcalanisi
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M- [;ﬂ, g] (3.47)

seklinde verilsin. § = D — B*4Y=}g olmak iizere halinde M matrisinden tiiretilen

Banachiewicz-Schur formu

el gty = [ALFT? 4 QlimeBl pglind grglinadd  — glbndd pglinedd
NEA FS } [ _S':fmu_ﬂgi"ﬂ':hmf} Sl:t.'l”-'.l{:.
(3.48)

seklindedir. Kisim 3.2 de elde edilen sonuglarin (3.47) ve (3.48)’ye uygulanmasiyla

asagidaki sonugclar elde edilir.

Teorem 3.3.1: M ve N IZA 3 g ':'-}} matrisleri sirastyla (3.47) ve (3.48)’de verildigi

gibi olsun. Bu takdirde

g r[M® — (A, 5] = man{r(M) — v(4) — r[B°.D].0}

L TRLTE

) ) ] 4 0
A M.;mT[M‘JJ - NEA"L}; 3""}}] = ET[ g—J - Zr(A) — Zr[B", D]

@ B*
esitlikleri gerceklenir. Bundan dolay1

(a) N(A™, §"} matrisi M matrisinin bir {1}-inversi olacak sekilde 4™ ve §'

matrislerinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

r(M) = min{2r(4) + r(D), r(4A)+ r[B". D]} (3.49)

esitsizliginin saglanmasidir.

(b) {N (A", $U )2 1M} olmasi igin gerek ve yeter kosul

r[f g 2] =rAY+riED]

esitliginin dogru olmasidir.
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Ispat: ¢ = B* alinarak (3.6) ve (3.7) esitliklerinden istenilen sonuca ulasilir.

Teorem 3.3.2: §= p —p*A' B olmak iizere M ve N(A'*¥ sW2¥) matrisleri
(3.47) ve (3.48)’de verildigi gibi olsun. Bu takdirde

n = viM)— Zr(A) — (D],
1y = v(M) —r(d) —r[B°D],

A @

= —_ o _
£q Er[ﬂ B p 2r[B*, D] — 2r(A),

sa=2 [0 2] 4w(a) - 20(4) — v(D) - 20[B",D].

olmak tuzere

il f10 Ik - Fua
o M.:u:ﬁ"[“"‘"‘} - n(AY® s UY] = manfny ,n,0)
?;‘f} ;ﬁ}""[”':“} - N(A%2, 549Y] = mings,, 5.}

esitlikleri gerceklenir. Bu nedenle

(a) & E;‘-l'::""ﬁ, S'::l""}} matrisi M matrisinin bir {1,2}-inversi olacak sekilde 4**% ve

§'42} matrislerinin mevcut olabilmesi igin gerek ve yeter kosul

(M) = min{2r(A) + (D) v(A) + r[B". D]} (3.50)

olmasidir.

(b) {w(4 (12 3':1""‘}}]- = {}'+¥7 olmast i¢in gerek ve yeter kosul

TEM)=T[§1—T(D]V6T|E;1 g—_l =7r(A) + v(D)

olmasidir.
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Ispat: ¢ = Bralinarak Teorem 3.2.1 den istenilen sonuca ulasilabilir.

Teorem 3.3.3: M ve N(A'*% g@2¥y matrisleri (3.47) ve (3.48)’de verildigi gibi

olsun. Bu takdirde

- _ A2 A
v = r[4,B] +v[5. D] —r[* DE‘}

1 = r[4,B] —r(4d),

A

0 El—r[g] —r(4)
BZ‘I

olmak iizere agagidaki esitlikler gerceklenir.

=T

Tl

‘q,;wml;wf‘[ﬁ‘qu - NEAI:L&};S I::L‘a:l}] = mEI:i‘ET'j_,T:}

ot ;E P[MOD _ N(A1D) SUDY] =, 4o

Bu nedenle

(a) N(A'™®, 521} matrisi M matrisinin bir {1,3}-inversi olacak sekilde 4" ve

5423 matrislerinin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter kosul

®(5) s ®(4) ve R[A | NR[7] = (03
olmasidir.

(b) {w(a’s?, 22 o ga(220y olmast icin gerek ve yeter kosul

®() = Ry ve B2 [N [7] = (@)

olmasidir.
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Ispat: ¢ = B* aliarak Teorem 3.2.2” den istenilen sonuca ulasilabilir.

(3.48) ifadesinin Moore-Penrose inverse karsilik gelen o6zel durumu

2 = p — B AE olmak lizere

t _[AT + ATBSTBAT —ATBST
N(AT, 8T) |: Catgegt e (3.51)

dir. Bu durumda W(AT, £T) matrisi ile M matrisinin {i,...,j}-inversi arsindaki

iligkiler asagidaki teoremlerde verilmistir.

Teorem 3.3.4: M ve N(AT, $T) matrisleri sirastyla (3.47) ve (3.51) de verildigi gibi

olsun. Bu takdirde

[0 - N Gan ST = T [0 - atsh)] = o) - o[£ 4]

esitligi saglanir. Bu nedenle asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(a) NCAT. §7) matrisi M matrisinin bir {1}-inversidir.
(b) N(AT, ST} matrisi M matrisinin bir{1,2}-inversidir.

(c) (M) = r(4) + r(P — B ATE) dir.

(d) r(M) = r "1; AB] dir

) R [ ;L; g] = R(M) dir.

Ispat: € = B* alinarak Teorem 3.2.4 ten sonuca ulasabiliriz.

Teorem 3.3.5: M ve N(AY, 7} matrisleri sirastyla (3.47) ve (3.51) de verildigi gibi

olsun. Bu takdirde
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;ﬂ,r[mmﬂ - N(AT,5T)]= ;iﬂ r[M — NCAT,5T)]

_ . JA" _ ¥ 4
g+l -l %
esitlikleri saglanir. Bu nedenle asagidaki ifadeler denktir.

(a) N(AT, §7) matrisi M matrisinin bir{1,3}-inversidir.

(b) N(AT, ST} matrisi M matrisinin bir{1,4}-inversidir.
A 4 A B ..
(c)r ‘4 B ﬂrl:B*‘] +T|:D:| dir.

(d) R[E*‘LZ] n® [*F] = (o}, ®(8) = R(4) ve R(5".D] = R[B"A, D] dir

Ispat: ¢ = B* almarak Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.2.6 teoremlerinden istenen sonug

elde edilir.

(3.47)’deki Hermitian matrisin nonnegatif definit oldugunu farz edelim. Yani

M = UU" olacak sekilde birr U matrisi mevcut olsun. Bu durumda R(E} & R(4),

R(B) & (D) olup herhangi bir 4 inversi i¢in § = B — B*"A'YB = D — B°ATB

esitligi saglanir.

Teorem 3.3.6: M ve N(AT, $T) matrisleri sirastyla (3.47) ve (3.48) de verildigi gibi

olsun. M nin nonnegatif definit oldugunu farz edelim. Ayrica § = D — B"ATB

olsun. Bu takdirde
(a) {n(a, s} < {ar'*") kapsamast daima dogrudur.

(b) (WA, 52271 < (3'+*] kapsamasi daima dogrudur.
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(c) Asagidaki ifadeler denktir.
()f{w(a's2?, g1l o 13022 kapsamast dogrudur.
(ii) {414}, g4} o (ps (140} kapsamasi dogrudur.

(iii)MT = N (AT, §T) dir.

) % [ 2] nx[] = qo dir.

Bir A kare matrisinin herhangi bir {i,...,j}-inversine 4’min Hermitian {i,...,j}-
inversi denir ve eger bu matris Hermitian matris ise ,-‘-]_IE:""':’ ile gosterilir. Herhangi
bir 4 Hermitian matrisinin verilen herhangi bir {i,...,j} kiimesi i¢in daima bir
Hermitian{i,...,j}-inversi oldugu kolayca gosterilebilir. (3.47)’ deki A Hermitian

matrisinden tiiretilen Hermitian Banachiewicz-Schur formu, § = D — E‘*‘;‘-l;:’”"ﬂ B

olmak iizere,

R - - 5 (S -
N[A':*"”ﬁ,s':*"“ﬁ} _ Ay + Ai'?. BS, ) B°A; —4, ) BS,
k k _3:’""-’?3*;1:“"'-’?" S;f“"'f"

(3.52)
olarak tanimlanir.
3.4 Simirh Hermitian Matrisinin Genellestirilmis inversi

(3.47) ifadesinde D = ¢ alindiginda AeC™™ nonnegatif definit ve Bel™"

olmak tizere

b = [;lﬂ g] (3.53)

elde edilir. Bu matris matris teorisinde ve 6zellikle regresyon analizindeki pek ¢ok
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problemde genis bir sekilde ortaya cikar. § = —FF*‘A:E:“'"""}H olmak lizere M ’den

tiretilen Banachiewicz-Schur formu

Almed] + Al gllnd) e glleef) 4] p glined )

WAleR, 5 o) = _ glhend g (e gltendd

(3.54)
bi¢iminde olacaktir.

Bu boliimiin 2. Kisminda verilen sonuglarin (3.53) ve (3.54) matrislerine

uygulanmasi bize asagidaki sonuglar verir.

Teorem 3.4.1: M ve n{A™", '] matrisleri (3.53) ve (3.54)’de verildigi gibi olsun.

Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(a) N(A™, 3™} e {M'~] olacak sekilde 4™ ve 5 matrisleri mevcuttur.

(b) { N[,él':ﬂ, 5 ':i}}] = ':i}} kapsamasi saglanir.

)N E.-El':m}, 5'213}} € {M ':1‘3}} olacak sekilde .43 ve g(33 matrisleri mevcuttur.
d) {§ EA (18 S';W}]- = {M :I..&}} kapsamasi saglanir.

(e) N(A™42, §U4Y} g [3f'340] olacak sekilde 4™+ ve 14} matrisleri meveuttur.
() (w4, 324 < {3 ***} kapsamasi saglanur.

(g) MT= N(AT, §T) dir.

(h) R(B) = R(4) dir.

Teorem 3.4.2: M ve N(A'*, £} matrisleri (3.53) ve (3.54)’de verildigi sekilde

olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.
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(a) N(AW=2, § 022 g (3422 olacak sekilde A= ve §72 matrisleri mevcuttur.
(b) {N E,al R S':“}}}E {8 ( ’*""‘}} kapsamasi saglanir.
(c) 1A, 2] = Zr(A) — v(B) veya R(B) = R(A) dir.

Eger (3.1)’deki D matrisi kare matris ve nonsingiiler ise bu durumda (3.1) de
verilen M matrisi

= [k 59'1] A—BR™'C 0 [ b 9] 3.55
M[-} L T ol e 3 (3.33)

seklinde de parcalanabilir. Eger (3.1)’de verilen M ve D matrislerinin ikisi de
nonsingiiler ise bu takdirde T = 4 — BD~1¢ Schur Komplementi de nonsingiiler
olup bu durumda da Af matrisinin inversi

-1 =l m-1
T T-1BD (3.56)

Mt =
-p~igr-t p-i4 p-icr-ipp-t

olarak yazilabilir. Simetriden dolayr, M matrisinden tiiretilen bagka bir

Banachiewicz-Schur formu T = 4 — Bp ‘=& ¢ olmak {izere

(el led? = T (feed? — b} gy (e
KED rT } [_El:fﬂlv_ﬁcnrl:f,.vﬁ Dl:fm“;l.':l + Dl:t'.'v'ﬁCTI:t"W'ﬁEDI:t"'F'ﬁ

(3.57)

olarak verilir.

(3.3) ve (3.56) ifadeleri 6zdes olmalarina ragmen (3.4) ve (3.57) ayni olmak

zorunda degildir. Onceki kisimlardaki sonuglar1 (3.57) uygulamak suretiyle M ve

K IzE.I L } arasindaki iliskiler hakkinda degisik sonuglar ¢ikarilabilir. Ayrica
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NEAI:hI“ﬂFSI:hI“ﬁ) = E’Eﬂ':tﬂ'“ﬁ,ir":t"”ﬁ} (3.58)

esitliginin saglanmasi i¢in veya bunlarin alt matrisleriyle ilgili egitliklerin saglanmasi
icin gerek ve yeter kosullarin verilmesi s6z konusu olabilir. Par¢ali matrisler ve
bunlardan tiiretilen Banachiewicz-Schur formlar1 hakkinda yukarida verilen tiim
sonuclar blok matrisler ve onlarin genellestirilmis inversleri ile ilgili degisik

problemlerin incelenmesinde de kullanilabilir.
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4. PARCALI MATRISLERIN MOORE-PENROSE INVERSLERI iCIN
OZEL FORMLAR

4.1. Giris

Daha 6nceki kisimlarda belirtildigi gibi €™ Kompleks sayilar cismi iizerinde

tanimlanan mxn tipindeki tiim matrislerin kiimesini gostersin. A%, +(4), R(A)

sembolleri sirasiyla AeC™ ™  matrisinin eslenik transpozunu, rankini ve siitun

uzayini gostersin.

MM e .. A e o . . . - o .
Al matrisinin A7 ile gdsterilen Moore-Penrose inversi asagida dort matris

esitligini saglayan 4T ™" matrisidir.

(1) AATA =4,

(2} ATAAT =41,

(5) (4at)" =44,

(4) (ATA)" = ATA.

A" matrisinin tek oldugu ve A matrisinin satir (siitun) rankli olmas1 durumunda

AT matrisinin formu ile AT inversinin gesitli 6zellikleri 2. Bolim de detayli bir

sekilde tartisilmist. Oncelikle asagidaki lemmayi verelim.

Lemma 4.1.1: Bir ¢eC™™ matrisinin AeCT™™ matrisinin Moore-Penrose
genellestirilmis inversi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart G4 nin R{A) lizerine bir

dik izdiisiim olmas1 ve R(G™) & RiA) olmasidir.

Ispat: R(A®) iizerine bir dik izdiisim ATA olarak ifade edilebildiginden Lemma
4.1.1 in ispat1
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G m AT @ GA = AT4 ve bir LeC™™ icin ¢ = EA4® 4.1)

oldugunun ispatma indirgenmis olur. " =" yoniindeki ispat k= AT(AT)* alinarak

kolayca goriliir. " <" yoOniindeki ispat ise (4.1) in sag tarafindaki iki sartin

LA"A = ATA esitligine yol agmasina dayanur.

Bu bolimde ise A«C™™ biciminde bir matris alip, bu matrisi bloklara
parcalayarak Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversinin hesaplanmasinda

kullanilan bazi metotlar verilecektir.

4.2 Satir Blok Matrislerin Moore—Penrose inversleri

Genellestirilmis inversler teorisindeki 6nemli ¢alismalarin basinda blok parcali

matrislerin genellestirilmis inversleri ve bunlarin 6zellikleri gelmektedir. En basit
blok parcali matris satir blok parcali matrislerdir. Bu kisimda 4,e@™ "™ ve

AyeC™™ n = n, + n,, olmak iizere

A= (4, 4,)L™" (4.2)

biciminde satir blok parcali matrisini ele alacagiz ve bu matrisinin Moore-Penrose
genellestirilmis inversi igin ¢esitli formlar gelistirecegiz.

Teorem 4.2.1: 4eC™" matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun ve P,el™ " ve
Qt-_-'fﬂmm matrisleri F; =ﬁlfﬁlg ve Q=1 —F, , :=12 olacak sekilde
belirlenmis dik izdiisiimler olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

(@) R(A,)INR(A,)=1{0},

(b) R{AD = R(AQ,,

(c) R(A3) = R(AZQ,).

(d) R(A1P;) S R{AIQ).
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(e) R(A3R,) = R(A3Q,).
Ispat: R(A4;@,) = R(A]) ve R(A5@,) = R(A}) asikar olan icerme bagmtilarindan

(b) ve (c) de verilen kosullar sirasiyla +{@A;7 = v(4,} ve +(@d;) = v (45}

esitliklerine karsilik gelecektir.

r((Apdy)) = v(A) F r(@A;) = rld) +r(@4,)

esitliklerini
r((Ag: ) = r(d )+ v(4)) — Boy[R(A) NR(A)]
ile birlestirirsek (g} & (k] ve (¢} = (d)] oldugu gorilir. Ayrica (b)}=>(d] ve
(] = (d) oldugu agik¢a goriliir. Ote yandan (d) ve (e) de verilen kosullar sirastyla
RIAT((Fo: o)) = RATH:) ve RIAZ((Fy ¢y ]) = KAz ) (4.3)
ifadelerine denktir. Fakat (B, @) (F;:¢.)" =P, + &, =1I,, t =1,2 oldugundan ve
uygun boyutlu matrisler i¢cin R[ELL™) = R(KL) olacagindan (4.3) deki i¢ermeler
(b) ve (c) deki sartlarla ¢akigacaktir. Sonug olarak (b} <= (d} ve (e} = (&} oldugu
goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.
Teorem 4.2.2: AeC™" matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun ve B,&L™™ ve

e C™"™ matrisleri P; = ﬁlf.ﬁlf ve &, =, — B, , 1= 1,3 olacak sekilde belirlenmis

dik izdiisiimler olsun. Ayrica

_ [Eié':*‘-:.?ﬁl (4.4)
(@ud)T
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
(a) €=4T,
(b) &=a"

(©) R{dy NR(Ay) = {0}
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Ispat: Genellestirilmis invers ve Moore-Penrose invers tanimlarindan (&)= b

oldugu aciktir. Ayrica (4.4) te verilen G matrisi i¢in AGA = 4 esitliginden

(A (A T+ A (QA,)T)A, = A, 1= 12 (4.5)
elde edilir.
(@407 = (@24,)7¢; ve (AT = (GG, (4.6)

oldugundan 4G4 = 4 esitligi

(A (G AT A, = Ay ve A(G,A40TG 4, = 4, 4.7)
oldugunu gosterir. Acikca goriliir ki bunlar Teorem 4.1.1 in (b) ve (c) ifadeleriyle

aynidir ve boylece Teoremin (b} = (¢} kismu saglanmis olur. (4.6) dan G matrisi

icin GA carpiminin

, . |
s = | (@A) @A, g ]

u (4-A2)T¢ 4,

formunda yazilabilecegi goriiliir. Bu nedenle (64)* = 64 = (GA)" ve GAA"= A"

elde edilir. Bu da gosterir ki G4 matrisi R{4") lzerinde dik izdiisiimdiir, yani

GA = AT4 dir. Ote yandan her KeC™" matrisi i¢in (E*ET)E" = ET oldugundan,
Ly = (414", L = —(A1G4)™A7(47)

Ly = —(A3¢ud;)"45(AT), Lo = (424"

e

olmak lizere L matrisini

_ &1 512}
5-[521 - (4.8)

seklinde alalim. Bu durumda P, ve P, matrisleri daha 6nce verildigi gibi olmak iizere
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"=

(A1) AL — (A1QA)TALR, | _ [(A1€240741¢; | _
(AZQuA)TATP, + (A3Q A7) A7) [(A3Q1 407454,
elde edilir. Sonug olarak R(G*) & R(A) elde edilir. Buradan da GA = ATA esitligi

dikkate alinirsa (¢} =2 (&) oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.3: AsC™" matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun ve B,eC™ ™ ve

QeC™™ matrisleri B, = ﬁl,ﬁl! ve @ =L, — P, ,t=13olacak sekilde belirlenmis

dik izdiisiimler olsun. Ayrica

—_ AI _Al'qiﬁgl-‘qij'r] (49)

LAl - ala (ga)?
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
(a) H=4",
(b) & =a4",
(© R{A)NR(4;) = {0}
Ispat: Genellestirilmis invers ve Moore-Penrose invers tanimlarindan (a)=>(b)

oldugu agiktir. Ayrica (4.9) te verilen H matrisi igin AHA = A esitliginden P, ve P,

yukarida tanimlandig1 sekilde olmak tizere

(Py — Prda (@A) + Py — PoA (G A4, = Ay, 1= 12 (4.10)
elde edilir. (4.6) esitlikleri goz oniine alindiginda (4.10) esitligindeki iki sart
PiA;(@42) @Ay = Pidy ve Fodi(QaA,)1Qpd, = Fod, (4.11)

oldugunu gosterir. Acikca goriliir ki bunlar Teorem 4.1.1 in (d) ve (e) ifadelerindeki

icerme bagintilar1 olarak yeniden ifade edilebilir ve bdylece Teoremin (k) = (c)
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kismi saglanmis olur. Sonug olarak Teorem 4.1.1 deki (a} == (d} ve (a) <= (&)

durumlarn dikkate alinarak R(A,} N R{A,;) = {0} ise

AYa (B AN A, — ATA, ve ATy (@A) T@ A, — AT, (4.12)

oldugu goriiliir. Buradan (4.6) ve (4.10) ifadeleri birlikte diisliniilerek H.4 matrisi

t
A= [;11;11 0 ]
0 Ala,

formunda yazilabilecegi goriiliir. Ote yandan (HA)* = HA = (HA)" ve HAA = A"
elde edilir. Bu da gosterir ki HA matrisi R{4") lzerinde dik izdiislimdiir, yani

FHA = ATA dir. Bunun sonucu olarak (4.8) de verilen L matrisi

Liy = (A140)" + AT Ag(45QiA)T 45 (A1) Lna = AAS(45G140)"
Loy = —A]A1(A1GeA)", Loy = (454,07 + AJA; (1G240 A7 (A7)
olmak iizere

_ [E11 51:]
L= |:E'2:L Lqg

seklinde alalim. Bu durumda @, ve @, matrisleri daha 6nce tanimlandig1 gibi olmak

uzere

A7 + ATAz(A5Q,4,) AR, — A 4, Eﬂ;&ﬂ:}*ﬂ?]
|~ A7A, (A7 QA TA] + A +414, (A41G,4,) T 4T P,

(4] — 414, EAEQLAE:ITAE@:L] e
4] — a4, (41 @445,
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elde edilir. Bu durumda da Lemma 4.1 den (g} = (a) oldugu goriiliir ki bu da

Teoremin ispatini tamamlar.

Sonug 4.2.1: AeC™" matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun ve @, L™ daha

once tanimlanan dik izdiistimler olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler denktir.

(a) R(A)NRA,) = {0}
(b) (quéln;)T = ‘511 - *511‘512 (gn.*élz:ﬁ
(©) (@)™ = A7 —ala (Gap?

Ispat: Moore-Penrose inversin tekligi géz oniinde bulundurulursa Teorem 4.2.1 ve

Teorem 4.2.2 den kolayca gosterilebilir ki eger (a) sart1 saglamirsa yukarida

tanimlanan & ve H matrisleri yardimiyla (b) ve (c¢) sartlar1 da saglanir. Tersine olarak
(4.6) esitlikleri dikkate alindifinda (b) deki esitlik 4, ile (c) deki esitlik ise 4, ile
sagdan carpildiginda (@,4,)7¢ 4, = ATA, ve (0.4070.4, =AlA, esitlikleri
veya bunlara denk olarak R(A7@,) = R(A]) ve R(A3Q,) = R(AL) elde edilir. Bu

nedenle de Teorem 4.2.1 deki (a) = (B ve (g} = (€} oldugu goriiliir.

Dogal olarak akla agagidaki gibi bir soru gelebilir. Eger ¢ ve H matrisleri yukarida

tanimlandiklar1 sekilde olmak iizere Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3 yine gecerli

midir? Ote yandan G matrisinden @, = I, ve @, = I, alinirsa ve Teorem 4.2.3 de

ise H matrisinden ﬁllﬂg(ﬁiﬁlgj* =0 ve ﬁl:ﬁl:,_(i;:ﬁlj_ﬁ = @ alinirsa M matrisinin

Moore-Penrose inversi

_(4
¥ = (AI) (4.13)

seklinde olur mu? Bu sorunun cevabi genel olarak hayir olacaktir. Ornegin, (4.2) ile

verilen 4 matrisinde 4, ve A, matrislerini
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a=(g) vea=(3)

olarak alalim. Bu durumda kolayca gortiliir ki R({4,) n R({4;) = {0} dir. Ancak

1 o
z 2

matrisi 4 = (4,: 4.) matrisinin Moore-Penrose inversi degildir. Yani ¥ # AT dir.

Bununla beraber, hangi sartlar altinda R(&,) N R(4;) = {0} kosulunun ¥ = AT

esitligini sagladig1 sorusu akla gelecektir. Bu surunun cevabi ortogonal komplement

notasyonu yardimiyla asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2.4: 4eL™""™ matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun ve U matrisi (4.13)

de verildigi gibi olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

(a) U=AT,
(b) U =4l

(c) R{A,) = R~-(4,) veyabuna denk olarak R{4,) = R=(4,),
Burada R~ gosterimi (.} siitun uzaymn ortogonal komplementini gosterir.

Ispat: Genellestirilmis inver ve Moore-Penrose invers tanimlarindan (a)=> ‘b
oldugu acikca goriliir. Ayrica (4.13) formundaki U/ matrisi i¢cin (b) de verilen

AA = A esitligi
B, = ﬁl,ﬁl?,t = 1,2 ile belirlenmis dik izdiigiimler olmak {izere

P4, =0,i=12 1] (4.14)

oldugunu gosterir. (4.14) esitligini ﬂ.:,.i = 1,2 ile soldan carparsak
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Ald.=0, t=12; t=} (4.15)
elde edilir. (4.15) deki sartlar alternatif olarak R{A;) S R=(4,), i =12 i=]

bi¢iminde de yazilabilir ki bu da teoremin (k) == () kismmin ispatidir. Teoremin
(c) bendinde verilen her iki icermenin dogrulugunu gostermek icin asagidaki

iligkilerin saglandigini1 gostermek yeterlidir.
Ala,=0e (44N (44T =0 =4,4%047 =0=4l4, =0

Sonug olarak &4 carpimi

- :
YA = Flﬂl o ]
0 A4,

seklini alir. Ote yandan Moore-Penrose tammmindan (HA): = U4 = (HA)" ve
HAA" = A" oldugu goriiliir. Bu esitlikler ise &4 min R(4" ) {izerine dik izdiisiim
oldugunu yani UA =AT4 oldugunu gosterir. Ustelik her KeC™™ igin
(X *ET)&" = K7 oldugundan L matrisinde Ly, = (Aj4,)7, £, =0, Loy =@ ve

Lo, = (A5A,)T alinirsa LA® = U elde edilir. Boylece Lemma 4.1.1 e gore (¢} = (a]

oldugu da gdsterilmis olur. Bu ise Teoremin ispatini tamamlar.

Bu konuda diger bazi teoremleri ispatsiz olarak asagidaki sekilde verelim.

Teorem 4.2.5: AsC™" matrisi (4.2) deki gibi parcalanmis olsun. Bu takdirde

LK

AsT™™ matrisinin Moore-Penrose inversi ¢ = (£ —ﬁllﬁlljflg ve

-1
K= t:f +(I-crC)az(AlY ATA,(r - c’fc:[}

olmak tizere
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T T T t
AT = (Ap 4T = (*‘11 — AJA,CT - Ala (- CTC)RA (AT Al (F - ﬂzgn)

T+ (I — cTC)RAz (AT Al (- 4,c™)

(4.16)
bi¢imindedir.

Ispat: Teoremin ispat1 icin R.E. Cline (1964) e balimz.

Teorem 4.2.6: A=C™™ matrisi (4.2) deki gibi pargalanmis olsun. Bu takdirde

A=sC™™ matrisinin Moore-Penrose

= El att

T = . T =
A= (A dy) (Aaiﬂldamldiﬁ*

bi¢imindedir.
Ispat: Teoremin ispat1 i¢in Yongge Tian (2005) e balimiz. (4.17) ifadesi

AT = A"(AATT esitliginden elde edilir.

Teorem 4.2.7: A«C™™ matrisi (4.2) deki gibi parcalanmis olsun. Bu takdirde

AsT™™ matrisinin Moore-Penrose inversi
S=E; dyve T = AlAF;,
E, =L —AATver; =, — ATA

olmak tuzere

-1faT _ aTa ot
4T - dlast) ) s

AT = (A AT =
(e ) (T*‘(En+TT“}'1EAI—AIAEST}+S*

bi¢imindedir.
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Ispat: Teoremin ispat1 icin Yongge Tian (2005) e balimiz.

Teorem 4.2.8: AsC ™™ matrisi

=)
seklinde siitun par¢alanmis olsun. Bu takdirde A4sC™™ matrisinin Moore-Penrose

tipi genellestirilmis inversi A'(A4,) ve W (4,) swrastyla 4, ve A, matrislerinin sifir

uzaylart ve Puoga  Preas Ve Prrpaynarray Uil altuzaylar dzerlerindeki dik

izdiisiimler olmak tizere
4.3t
AT = [AL) = E“ﬁ’ 0} + EPJ‘P‘Z&—_} - P@“ﬁ&;}nﬁeﬁiﬁa})c‘pﬁiﬁ—_} + Pﬁﬁ:ﬁa}}TE_‘qI”qD

= (0: AT} (Partay — Brtapnacian W Bovtay + Paviay ) (-AL:AT) (4.19)
bigimindedir.
Ispat: Teoremin ispat1 icin A. Ben-Israel (1967) e baliniz.
4.3 Ucgensel Blok Matrislerin Moore—Penrose inversleri

Calismanm bu kismida MeC™ ™ matrisini

_ (A B
M=(o o (4.20)

biciminde 2x2 tipinde parcalayarak Moore-Penrose tipi genellestirilmis inversler igin

formiiller gelistirecegiz. Oncelikle M matrisinin alt blok {icgensel olmasi &zel
durumunu, yani
A @

M=(3 . 4.21)

olmasi durumunu ele alalim.

79



Lemma 4.3.1: M matrisi (4.21) deki gibi parcalanmis bir matris olsun. Bu durumda

= (47 B)
g cLt
dir. Burada E = BE* 4 €C" olmasi i¢in gerek ve yeter kosul AB* = @ olmasidir.

Ispat: Lemma’nmn ispati icin

- fAT Ea*grj
=
A
oldugunu varsayalim. Moore-Penrose sartlarindan birincisi goz Oniine alinirsa
buradan
BATA=LLTB=R (4.22)

elde edilir. L nin tanimindan K(L} & 2 (B} oldugu goriilir. Dolayisiyla LETE = B
dir. Ciinkii 4 ve B matrisleri i¢in A (A) & A (F) olmas: i¢in gerek ve yeter sart
BATA = B idi. Boylece (4.22) den BAT4 =0 ve dolayisiyla da BAT =0 olacag
goriiliir. Fakat BAT=0 olmasi 4B" =0 olmasina denktir. Bu ise gerekliligi
tamamlar. Yeterlilik i¢in AT = A"(AA")™=(A"4)TA" esitligini kullanacagiz. Bu
durumda yukarida verilen M matrisi i¢in MT = M*"(MM™)T yazilabilir. Bdylece

AB* = @ oldugundan

A Ot rAT BTy fAAT 0 T
[3 c} _[0 c*}[ @ BB*‘+EC*‘}
yazilabilir. Buradan da istenildigi gibi

M= [.41“(,41.51”')* 5“5*}
0 (Al Al

elde edilir.
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Lemma 4.3.2: M matrisi (4.21) deki gibi parcalanmis bir matris olsun. Bu durumda

yt = (KTA* &'TB*‘)
] ct

dir. Burada K = 4"4 + B"B olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B*{ = 0 olmasidir.

Ispat: Gereklilik i¢in Moore-Penrose sartlarindan birincisi gz oniine alinirsa, bu
durumda BETK = €TCB = B oldugu goriiliir ki bu da B*C = ¢ oldugunu gosterir.

Yeterlilik ise yine AT = A"(A47)'=(A"A)TA" esitliginden goriiliir.

Teorem 4.3.1: M matrisi (4.21) deki gibi parcalanmis bir matris olsun. Bu durumda

M matrisinin Moore-Penrose inversi

Mt = [5%1“— KTB°CF K'B" - ﬁTﬁ*cH)
F H

seklindedir. Burada
E =A*A+ BB,
D = —AKTBC,
E =¢C - BK1B"C,
T = D°D + E"E,
§=K"B*C(I - TTT),
F=TTp"+ (- TTT)(I + 5°5)"LC*BRT(RTA" — KB CT DY),
H=TE"+(—TTT)(I+5"5)*C"BKT(KTB"— KB"CTE")

dir.
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Ispat: Cline (1964), eger U¥™ = @ ise, bu takdirde

€ =V —UUTV ve ¢ = [[ 4 (I — gTeyw=(utyum(r — vty (4.23)

olmak tizere

(+V)T=uT+ (I -UTWV)I[ET+ (I— eTa)qve(uTI"uT(I - vaeT)] (4.24)

oldugunu gdostermistir. Burada

H=(‘; g}ve L-’=(g g

Alinirsa M = U+ ¥ elde edilir. Ayrica U¥*= @ oldugundan Cline tarafindan

verilen teorem uygulanabilir. Lemma 4.3.2° ye gore K = 4”4 4+ B"F olmak iizere

31_]‘.&'1}13 5'75-'“)
« O 1]

elde edilir. Boylece

o= [u —AETBC )
¢ ¢ -—BETBC

olur. B = —AETE"Cve E =€ — BETB"C alinirsa
_ D
€= [g E{}

yazilabilir. Bylece Lemma 4.2 ve G&T = ((&*}T)* gerceginden T = D"D 4+ E'E

olmak tizere

L 1
gr = iTTgf‘ TTE*‘}

olacaktir. Buradan da
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=676 = {!i ! —E:E'rr')

ve dolayisiyla da

TR - TT
HTVQE—GTG)={E K ‘”Ei r TJ)

ve § = KTB*C(I— TTT) olmak iizere

r 1} k
¢- (o goss)

Ve

- VGt = (—EE{TB*‘ = EﬂTTE*‘}

elde edilir. Bunun sonucu olarak

ur(I— Vet = [:HTA*‘— ETBCT'D” KB — 5*5“{:?*5“)
Q Q
ve dolayisiyla da
F=TTD"4 (F— TTT)(I + §°5)"C*BRT(RTA" - KB CTTDY),
H=TYE"+ (- TT)(I+55)"*CBEY(K'B" — KTB*CTTED™)
olmak tizere

6T+ (-Gt gV (uTrut(i—veh) = @— :3;}

\%

[— Y- [.E —ETEC
o F ¢
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yazilabilir. Bu durumda

(F—utv)[6T + (I — €TG)@V (UM UT(I —veT)] = [:_HTfEF _ETfEH)

olur, buradan da

A oy _ T_[:ETA*—ETETF HTE*‘—ETB*‘EH)
[H o) =ev)t= - ;

elde edilir.

Bu noktada asagidaki esitliklerin saglandigini belirtelim.

() T=c"E

(i) Eger B = I+ 5°5 ise TTTR™* = R7ITTT
(iii) DA+ E°B =0

(iv) F=TTD"+ R™*§"(KTA" = KTB°CTTD")

(v) H=TTE*+R™*S°(K'B" —KTB'CTE")

Simdi M matrisi (4.21) deki gibi parcalanmis bir matris olmak iizere T
matrisinin iist blok liggensel veya alt blok iiggensel olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari

g6z Online alalim. Bu durumda asagidaki iki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.3.1: M matrisi (4.21) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu durumda
. X ¥
= "ET4"= "=
Mo=(, L)oSKA =0 ven =0
olur, burada daha 6nce tanimlandig1 gibi
E=4"A4+ BB,

E— —AETEC
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§=ETBC(i— 71T}
dir.

Ispat: Teorem 4.3.1 dan
~_fX¥ T _
M= o z} e F =0
yazilabilir. Fakat yukarida verilen (iv) esitliginden
RF = RTTD" 4+ §"KT4"— §°KTB°CTTD" (4.25)

elde edilir. F nin  tanimm  géz  Online  almrsa (7)) &= N(D)

olacagindan TF = TTTD* = D* bulunur. Boylece F =@ olmas1 2" = @ oldugunu
gosterir. Ote yandan (4.25) ten

SETA =0vep =0&=F=0

elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

Sonuc 4.3.2: M matrisi (4.21) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde
=% Ve rey g 2008y ve 2e(e7y < 20189
¥ E " ‘
olur, bu durumda
- (4
c TB.el’r C ’r

bulunur.

Ispat: Teorem 4.3.1 den
C (X YV ptpe— wtme
=y ,)=KE =ET3°CH
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yazilabilir. Eger KTB*=K1B°CH ise KETB"=EKT3"CH ve buradan da
B* = B*CH elde edilir. Boylece TH = TTTE® = E* olup buradan da C*EH = E* ve
dolayisiyla da €*CH = €* yazlabilir. AT = A"(A4")T=(4"4)TA" esitligi dikkate
alinirsa CTCH = €T ve CH = €CT yazilabilir. Bu nedenle B® = B*"CH = B*CCT ve
N(E=mN(B) elde edili. Ote yandan kolayca gosterilebilir ki eger

ETB*=KTB'CH ise H = TTE" ve F = T'TD" olacaktir. Boylece (iii) den
FHE+HB=TTD'A+TIE'B=TT(D*A+ E*B) =0

elde edilir. Yani
FE =—HE (4.26)

olur. Buradan 5&tA°A — sEtECrA = BEYTA'A — FETEC(—HE) yazilabilir. Bu

son terim BFETE = B ile aynidr.

Sonug olarak (BETA"A — BETE"CFA)JATA = BATA dan # = BATA veya buna
denk olarak M(A) S M(B) elde edilir. Ote yandan N(4) & N(B) ve

(0" = A (B*) ise bu takdirde

T 0
ut=( 4
—-ctpAT gt

oldugu kolaylikla elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

44 M= [i', g} Blok Matrisinin Moore—Penrose inversleri

Calismanin bu kisminda MeC™ " matrisini (4.20) de verildigi gibi ¥ = ['é g}

(4.20) biciminde 2x2 tipinde parcalayarak Moore-Penrose tipi genellestirilmis

inversler icin formiiller gelistirecegiz. Bununla ilgili olarak
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T[El §}=T[2}+T[§}=TEA Bl +r(c D) (4.27)

rank toplamsallik sarti altinda Moore-Penrose invers i¢in ¢esitli ifadeler elde

edecegiz. Asagidaki onemli teoremi vererek ise baglayalim.

Teorem 4.4.1: M matrisi (4.20) deki gibi parcalanmig bir matris olsun. Bu durumda

M matrisinin Moore-Penrose inversi

pt =(R'T(.4*‘—F.’Fj[ Rt - F.'FE)
F H
seklindedir. Burada

E=A"A+C7C,

E=A"B+ D,

R=B- AEKTE,
5=P-CETE,
L=RR+5°S,

T= KTE(I - L'E),

F— LTR" 4 (I — EYE)(I + T*TY"Y(RTE)"RT(A" — ELTR™),

B =L18"4 (I — LTEY(I + T*T) Y RTEY'KT(C* — ELTS™)
dir.
Ispat: Cline (1964), eger UV = @ ise, bu takdirde
E=V—GUT ve @=[+{-T@W (U UV(I-V6e"™"
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olmak tlzere

(UF+v)T=UT 4 (- UTVI[ET 4 (I - eTG)QUe(UT*uT(I - vaT)]

oldugunu gostermistir. Burada

H-[i_,l ﬁ}ve V-[g g

almirsa M = U + I elde edilir. Ayrica V" = 0 oldugundan Cline tarafindan verilen

teorem uygulanabilir. Lemma 4.3.2° ye gore K = A" A 4+ £°C olmak lizere

o s

- 18'd" E

=" nh)
%

elde edilir. Boylece E = A"D 4+ B"C olmak lizere

€ = [l.t 5—.&1515)
¢ DD—=EBHEE

olur. R = B— AKTE ve 8 =D — BETE oldugundan

i=( )

yazilabilir. Boylece Lemma 4.3.1 ve GT =((G")T)* oldugundan L = R*F + §°%

olmak tizere

ETgpe  ETg®

olacaktir. Buradan da

I-6T6 = [; f—&f.’ff,:[

dir ve dolaysiyla da T'= KTE(F — LTL) olmak iizere
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g T
T - (TG =
PW(iE-€6 =0y o)

elde edilir. Ote yandan

¢= [ét (I+ ﬂ?*r}'ﬂ-}
veE

gL —vety = (HT(A*‘;EETR*‘ HT(E*‘; ELTS**)

ve dolayisiyla da
F=LR"+ (] —EYEY(I+ T°T)V"YETE)"KET(A"— ELTR™),
H=L18"+(F= LTI+ T*T) Y (KTEYKT(C* = ELTS™)
olmak tizere
et 4 (I - gt@)av(uTyrut (I — vet) = (;’, _E;

Ve

-utv= (1 —KE)
0 I

yazilabilir. Bu durumda

(F— uTv)[6T + (£ — eta)qv (un) uT(f— ver)] = {:‘H;EF ‘HEZEH}

olur, buradan da

A BT _ _(ET(A*=EF) K'(C*=EH
[c: D _Eu—fvﬂ_{ EE’ ) EH j)
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elde edilir.

J = [+ T°T olsun. Bu durumda asagidaki esitliklerin saglandigini belirtelim.
(vi) JEY=iT= LT " 'LTL=[TL=[FL]
(vil) £ = DS +B"R

(viii) B*A + §°C =0

(ix) BF =RL'R*

(x) &REH =RL'E"

(xi) SF=SLR*

(xii) SH =SL18*°

(xiii) FA + HC = [~1T*

(xiv) FB+ HD=LTL+ -]t

(xv) (FA+HC)"=K'E—-KTE(FB + HD)
(xvi) 7P — LTR*— [T *T*KET(A"— EF) =0
(xvil) J7'B = LT&* — 7 T*RT(C* — ER) — O

Yukaridaki esitlikler asagida verilen igerme bagintilarindan kolayca goriilebilir:

W(E) = N(AD. N(E) = W(C), N(E)= W(ET), N(L) S X(R) ve

(L] = WN(E)
Bu nedenle yukarida verile (i) esitliginden F ve H matrislerini
F=LIR"4 [T*T*KT(A"— ELTR"), (4.28)

H =L'§"+ [AT*K(C* — EL'SY) (4.29)

olarak yeniden yazabiliriz. Ayrica (i)-(xii) esitlikleri kullanilarak Cline tarafindan

verilen teorem kullanilmadan da direkt olarak
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A B
M=
g D
matrisinin Moore-Penrose inversinin

yt — (&'1’&1*‘ —-EF}y ET(c+- EH)
F H

seklinde oldugu gosterilebilir.

Bu durumda asagidaki iki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.4.1: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu durumda

ut=(1 T)erEtaT=0 ve BO=c¢

dir.

Ispat: Teorem 4.3.1 den

M’f-[ﬁ g}e-hff-&

yazilabilir. Fakat F nin tanmm goz Oniline almirsa A(E) = N(R)

olacagindan LF = LLTR® = R* bulunur. Bdylece F =@ olmasi & = g oldugunu

gosterir. Ote yandan (4.28) den
F=0=TKTA"=0 ve R"=0

elde edilir ki buda ispati tamamlar. Burada belirtelim ki F =@ olmasi L= §*§

oldugunu dolayisiyla
ET5° = (§°5)18" = 8T ve § = 8T+ [ TR (C"—EST)
esitliklerinin saglandigini belirtelim.
Sonuc 4.4.2: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde
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yt = [:HT —ELTR™) KT(c"— EE-T.S“})
LTR*™ LT§*®

dir.

Ispat: T = @ oldugunu varsayalim. Bu takdirde yukaridaki Teorem 4.4.1 ve (4.28)
ve (4.29) esitliklerinden

T*KT(A* = ELTR*) = @, (4.30)
TEYCc - EE'S") =0 (4.31)

elde edilir. (4.30) ve (4.31) ifadelerini soldan sirasiyla B ve C ile carpar ve taraf

tarafa toplarsak (ii) yi de dikkate alarak
T*ETE(F - ETE) =0 (4.32)

yazilabilir. Bu nedenle T*T = @ ve dolayistyla T'= 0 oldugu goriiliir. Boylece de

ispat tamamlanmis olur.

Onerme 4.4.1: Asagidaki sartlar denktir.

(a) T=0 (4.33)
(b) MWL) = HTE) (4.34)
(c) N(L) S N (D) ve W(L) & N(B) (4.35)

Ispat: T matrisinin tanimi dikkate alinirsa H(K) = N(E™) oldugundan T = @

olmast i¢in JTL) = N(E] olmasinin gerek ve yeter sart oldugu kolayca goriiliir.

Simdi (4.33) ifadesinin saglanmasi i¢in (4.35) in saglanmasinin gerek ve yeter sart

oldugunu gosterelim. Farz edelim ki T'= @ olsun. Bu takdirde (L) & J(R)

oldugundan
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B—BLTL=PB(I— LTL) — AT = B(I - LTL) — AKTE(I - LL)
=(B-—ARETE}I-ETL}=R—RETL =0
elde edilir. Benzer sekilde (L) & (&) oldugundan
D—DEVE=D(I—LTE)—€CT =§—-S§SLTL=0
yazilabilir. Ote yandan B = BLTL ve D = DE'L oldugunu varsayalim. Bu takdirde
I=EKETE(E—LTL) = ET(A B+ ¢ —LTL) =40
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonuc 4.4.3: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde

. _frtas gig* _
M _(LTE“ LT;,W)'@E_&

dir.

Ispat: E = @ oldugunu varsayalim. Bu takdirde yukarida verilen her bir matris

tanimindan ve Teorem 4.4.1 dan

M~_[Etﬁl“ ETL'“)
Etge  ETD*

oldugu kolayca goriiliir. Tersine olarak

M - [:ETA“ ﬁ"n:“)
Ltge  Eptoe

oldugunu varsayalim. Bu durumda da yukarida verilen R ve 5§ matrislerinin

tanimindan ve Teorem 4.4.1 dan
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LYE*ETAY — JTAT*ET(A" — ELTR") =0, (4.36)

LTE*RTCS — FPIT*ET(C*— EL1§¥) = 0,

(4.37) elde edilir. (4.36) ve (4.37) ifadelerini soldan L'L ile ¢arpar ve Teorem 4.4.1

un sonunda verilen (i) ifadesini de dikkate alarak
ETEeRTA*=0 (4.38)
Ltetrtet=Q (4.39)

yazilabilir. (4.38) ve (4.39) ifadelerini sirasiyla 4 ve C ile sagdan ¢arpip taraf tarafa

toplarsak LTE*KTE=0 oldugu gériilir. Ote yandan M (K} & X (E™) oldugundan
ELT =0 (4.40)
olur. Bu nedenle 8TEF = @ ve K EH = & clde edilir. Buradan da
E1E[ireRgt s — 0 (4.41)
ETEfATRTC =0 (4.42)

elde edilir. (4.41) ve (4.42) ifadelerini sirasiyla 4 ve C ile sagdan carpip taraf tarafa
toplarsak ETEf~1T* — 0 oldugu goriiliir. (4.40) dan T — KTE yazlabilir. Ote
yandan 7T = J = j~* oldugundan ETE(F —F™*} =@ olacaktir. Buradan
ETE = ETEJ™! ve dolayisiyla (KETE)(KTE)" = € elde edilir ki bu da KTE = 0 yani

E = @ olmasi demektir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonuc 4.4.4: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde
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=g
FIT ET4" FITKTACT

Tras — gFr-lmept Troe _ pr-lmeprtos
MT:(&' (A" = EJ*T*KTA*y ET((C EJ ~T*KT¢ ) L
dir.

Ispat: L = @ olsun. Bu takdirde it = @ olacaktir. Boylece Teorem 4.4.1 den

Mt = ET(A" - EJ"'T*RT4*y EY(C*-EJ-'T*RTC*
FATeRTAr JATTRTACT

oldugu kolayca goriiliir. Tersine olarak M T Moore-Penrose inversinin

yt = ET(A"=E["*T*KT4"y KT(C*-E[*T*K'C*
J rPTETA J rPTETACT

oldugunu varsayalim. Bu durumda ise Teorem 4.4.1 den
IER* = T*K'EL'R",

JETS m TeRTEETS®

(4.43)

(4.44)

oldugu goriiliir. TEY =@ olsun. Buradan [ matrisinin tamm dikkate almirsa

RT“ = 0Qve R§"=0 olacaktir. Boylece (4.43) ve (4.44) ifadelerini sirasiyla R ve §

ile sagdan ¢arpip Teorem 4.4.1 den sonra verilen (i) esitlikleri kullanilirsa

RE'R*= ¢, SL'R*=0@

RETS*=0, SL1§*=0

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak

L=LLTL=(R'R+ S SILR'R+5°5)=10

olur ve bdylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.4.5: M matrisi (4.20) deki gibi parcalanmig bir matris olsun. Bu takdirde

. (&’rm* —-Ef-iregta" EY(c*-E[iroRYCT)

= T
LTB* 4 _F-lT“f{TA?" Etp* 4 .f_lT sEt40* ) =3 =DL'L ve

R = BLTL dir.

Ispat: § = DLIL ve B = BLTL oldugunu varsayalm. Bu takdirde SETL = DETL ve

RITE = BLTL olacaktir. Boylece R ve § matrislerinin tanimlarindan
ARKTELTE =@ (4.47)
CETELTE =0 (4.48)

oldugu goriiliir. Boylece (4.47) ve (4.48) ifadelerini sirasiyla 4A* ve €* ile soldan

carpip taraf tarafa toplarsak ELTL = @ oldugu goriiliir. Bu durumda EL? = & elde

edilir. Buradan da Teorem 4.4.1 den

Mt = ET(A"—EJ*T*KTA™) KT(C"—EJ'T°KTC™)
LTB® 4 [~iTRT4" LTp* 4 F~lr=RTAC®

oldugu goriiliir. Tersine olarak

t— KT(A" —E} *T°KTA") KT(L°—E}] *T°KTC)
LTp® % Firegt4* ETD* 4 AT R TACT

oldugunu varsayalim. Bu durumda Teorem 4.4.1 ve Teorem 4.4.1 den sonra verilen

(1) esitlikleri kullanilirsa
L1g* = L1R*™ - ;T K TELTR" (4.49)

EYD* = E1§°— [-T*ETELYS® (4.50)

esitlikleri elde edilir. Bu takdirde LTT* =0, ML) = W(R) ve N(L) & N5
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oldugundan (4.48) ve (4.49) ifadeleri soldan [ ile carpilira LLTB® =R" ve

LETD" = 3* esitliklerine ulasilir. Bu nedenle B = BLTL ve § = DLTL elde edilir. Bu

ise ispatt tamamlar.

Sonuc 4.4.6: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde

Mt = [ﬁlT + ATBHCAT —ATEH}
—IcAt It

olmast igin gerek ve yeter sart (A} & N (C). (A" S N(B") N(H) = N (C)

N(ET) < N (B") olmasidir. Burada H = (D—CATE)T dir.

Ispat: MT Sonuc 4.4.6 da verildigi gibi olsun. Bu takdirde Teorem 4.4.1 den

ETA"—KTEF = AT+ ATBHCAT 4.51)
K1¢*— EYER = -ATBH (4.52)
F = —HCAT (4.53)

yazilabilir. (4.51) ifadesini K ile soldan ¢arpip 3 (E) & 2 (C) ve W (E) = N(E")

gergekleri dikkate alinirsa
€*=(E—- EATB1H (4.54)

elde edilir. Boylece W(H) & (™) olur. Ote yandan F nin tanimindan L[ = R*

olur ve bdylece
B = E°RTA" — EHCATY (4.55)

oldugu goriiliir. Buradan da (4™} = 7 (B") elde edilir. Ciinkii A*X = @ olmasi

ATX = @ olmasim saglar. Simdi Zi = (DP=€ATB)T oldugunu gosterelim. H 1n
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tammindan EE = §* olacaktir. Boylece €= LH + EKTC" almir. Bu nedenle
N(H) S (€™} oldugundan 2v(E}) = A (2*) bulunur. Teorem 4.4.1 den sonra
verilen (ix) yani FB + HD = LTL 4+ I — [~% esitliginden

[H(D-CATB)]" = H(D — CATR) (4.56)
elde edilir. (4.50) bagintis1 ve 2H = SETF* esitliginden

(B—CATB 8 = SLTs*+ CLiCt (4.57)

ve buradan da
[(B—CATR)YH]" = (D—-CATB)H
oldugu goriiliir. Bunun sonucunda
H(D-CATB)H = (LTL+ -V )H=H + [ 'T*A'BH
=H4+H(C—CATA)A'BH = H (4.58)

elde edilir. Ote yandan (D=CAYB)H(D=CATE)= (SLTS"+ CLTCT)(D=CATE),

(i1), (1) ve MN(A™) = A(€™) ifadeleri goz Oniine alindiginda

(D-CATEIR(D —CATE) = FLT(L - R*C) - SET-R*AJAE + CRTE"D - CRTR-4"4l4TE
=SICKTE €ATBmD CAE (4.59)

oldugu goriiliir. (4.55)-(4.58) den HT=(D—CATE} ve dolayisiyla da

H = [0=CATE)?T elde edilmis olur. Ayrica (FA+ HC)" =EK"E —EKETE(FF + HE)

esitliginden FA + HC = [K"E — KTE(FB + HD)]* ve buradan da

[ETE— ETEHHT)" = H(C — CATA) oldugu goriiliir. Bu esitligin her iki yam1 H* ile

soldan carpilirsa ETH(C —CATAl =0 bulunur. Bu ise BTH(C—CATA) =0
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olmasi demektir.  Bu nedenle N((H"IT)=N(H) & (")  oldugundan
€ — CATA = @ olacaktir. Bylece &(4) = N(€) elde edilir. Buradan da
FA+HC=0 (4.60)
oldugu goriiliir. Bu esitlik ve (FA + HC)" = KTE —KTE(FB + HD) esitligi dikkate
alindiginda KTE — ETEFE + KTEHED = @ olacaktir. Yani (4.51) ve (4.42) ye gore
ATB + ATBHCA™B —ATBHD =0 ve buradan da ATB =ATBEHT clde edilir.
Ayrica  N(A™) = N (€™ oldugundan bu son esitligin her iki yan1 4 ile soldan

carpilirsa B = BHET elde edilir ki buda A(HT) & 2°(B) olmas1 demektir.

Sonuc 4.4.7: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde

—¢T T T T
(e e

olmast igin gerek ve yeter sart (€} & N (4}, IW(CT) S WD) W(F) & W(4A%)

JC(FT)y = W(E) olmasidir. Burada F = (C=ACTD)T dir.

Sonuc 4.4.8: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde

_ 1
M'I‘ = ( F FRI } 4.62
-pt¢F DY+ pYCFBDT (4.62)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart N (D) & N(B), W[D") & WN(C") W(F} = W(F")

N (FT) S 2(C) olmasidir. Burada F' = (A—EPTC)T dir.

Sonuc 4.4.9: M matrisi (4.20) deki gibi par¢alanmig bir matris olsun. Bu takdirde

- _ —HDET H )
M [E"’ | ETABDET B AH (4.63)
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olmasi igin gerek ve yeter sart N(8) = W(D), N(B") = N(A") N(H] = N (D)

H(IFT) & N[A) olmasidir. Burada if = (€—DETA)T dir.

4.4.7- 4.4.9 sonuglarinin ispatlart1 Sonug¢ 4.4.6 nin ispatindan elde edilebilir.

Cinkii U ve V uygun mertebeden iiniter matrisler olmak {izere eger F = UMV

seklinde ise, bu takdirde PT=V*MTH" olacaktir. Ornegin Sonug 4.4.8 i diisiinerek
_(A BY. . _0 1 _(U ¢
M= [E E‘] ile uygun sekilde parcalayarak U { AL ¥ f r 'EF} secersek

P = UMV = EI i: olacaktir. Bu takdirde Sonu¢ 4.4.6 kullanilarak PT inversi
kolayca elde edilir. Bu durumda bloklarin uygun bir 6zdeslestirmesi yapilarak

MT = PTE den Sonuc 4.4.8 elde edilir.

Ornek 4.4.1: M matrisi asagidaki sekilde verilsin. Yukarida verilen metotlari

kullanalim.

1 0 1 1
M=l 1 -1 ©

1 1 & 1

Lo, LW , _fAa B .
olsun. M matrisini & = " 1} olmak iizere M = [ o EI} seklinde parcalayalim. Bu

durumda Teorem 4.4.1 u uygulayarak

T | : T 1
Ei=11 o}t fa=[_1 1}, R=0,, f£=0, ve L=0,, alam Bu

durumda E=0,,, oldugundan Sonu¢ 4.4.4 yi uygulayabiliriz. Sonu¢ 4.4.4 de

verilen notasyonlar altinda
. 1 1 2 1
T'=EK TE’ == =
(G o) ver=( 2

1 €

olacag kolayca goriilebilir. Sonug olarak basit bir hesaplamayla
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1 1

=3 .:[ B

1 i -

— 18 ki 16
=1 ¥ i _1
1E bl 1=

1 1

B 0 B

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda
inversi mevcut olmayan matrisler i¢in gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin
genel durumda ¢oziimiinde kullanilan ve bilinen anlamdaki invers 6zelliklerini de
saglayan genellestirilmis invers ad1 verilen bir kavram ele alinmigtir. Bu amagla bir
matrisin genellestirilmis inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose
tipi genellestirilmis inversi tanimlar1 verilerek bu inverslerin ¢esitli 6zellikleri ortaya
konulmustur. Ayrica her hangi bir matrisi 2x2 lik blok matrise parcalayarak cesitli
durumlarda bu matrislerin ayr1 ayr1 genellestirilmis inversleri ve bu inversleri

hesaplama yontemleri verilmistir.

Yapilan bu c¢alismalara ilaveten daha degisik parcalanmis matrislerin
genellestirilmis inversleri icin hesaplama yontemleri gelistirilebilir. Ayrica bu
inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak tizere bilgisayar programlar tiiretilerek bu
programlardan veya algoritmalardan faydalanilabilir. Elde edilen bu genellestirilmis

inversler lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimlerine uygulanabilir.
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