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OZET

k- POTENT MATRISLERIN LINEER KOMBINASYONLARININ
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Hatice ASLANCI
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 98s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Birinci boliimde g¢alismanin amacindan
bahsedilerek bir giris verilmistir. Ikinci boliimde ¢alismamizda gerekli olacak temel
tamm ve teoremler ifade edilmistir. Ugiincii bélimde k-potent matrislerin lineer
kombinasyonlarinin tersinirlikleri incelenmistir. Dordiincii boliimde ise idempotent
matrislerin lineer kombinasyonlarinin tersinirlikleri ele alinmistir. Besinci béliimde sonug
ve Oneriler verilmis ve altinc1 boliimde ise tezde yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Matris, Kare Matris, Singililer Matris, Nonsingililer Matris,
Idempotent Matris, k-Potent Matris, Rank, Determinant, Bir
Matrisin Inversi, Genellestirilmis Invers, Moore—Penrose invers.



ABSTRACT

INVERTIBILITY OF THE LINEAR COMBINATIONS OF
k-POTENT MATRICES AND ITS SOME APPLICATIONS

Hatice ASLANCI

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 98p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, it is given an introduction and the
aim of the thesis. In the second chapter, basic definitions and theorems in this thesis stated
and proved. In the third chapter, the invertibility of some linear combinations of k-potent
matrices are considered, In the fourth chapter, the invertibility of some linear
combinations of idempotent matrices are considered. In the fifth chapter, it is given some

results and propositions and references that used in this thesis are listed in sixth chapter.

Key Words: Matrix, Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Idempotent
Matrix, k-Potent Matrix, Rank, Determinant, Inverse of a Matrix,

Generalized Inverse, Moore-Penrose Inverse.
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1. GIRIS

Giliniimiizde elementer matris cebiri, teorik matematik, istatistik, istatistik i¢in oldugu
kadar sosyoloji, kimya, fizik egitimi ve elektrik miihendisligi gibi ¢esitli teknik
alanlar i¢inde gerekli matematiksel temel bilginin ayrilmaz bir kismi1 haline gelmistir.
Matris hesab1, 19-uncu yiizyil ortalarindan beri bilinmektedir. Ingiliz matematik¢i
Sylvester, 1850 yilinda ‘matris’ kavrammi kullanmistir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini
Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi dzelliklerden
faydalanmis fakat matris ismini kullanmamustir. Yine bir Ingiliz matematikgisi olan
Cayley, 1858 yilinda ¢ok meshur olan ‘Memorie On The Theory Of Matrices’ isimli
calismasinda matris cebirinin modern esaslarini gostermistir. Daha sonralar1 fransiz
Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler ilizerinde

durmuslardir.

Bir singiiler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(1949a, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik ¢aligmaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, 6nceki
calismalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiiler matrisin Pseudo
Inversi olarak adlandirdigi, en kiiiik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢6ziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarimin hesaplanmasinda
kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseudo
invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiini
saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat
gbozlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kiiciik kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda
olduk¢a yararlidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢aligmasinda, lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢6ziimiinde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermis
oldugu tanimdan cok daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao

(1962, 19654, 1965h, 1966, 1967)’ nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.



Genellestirilmis inversler lizerinde 1955 1i yillardan itibaren c¢alisan baslica bilim
adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve
Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell
(1966) sayilabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adli ders notlarinda g—inversi
kullanmistir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini
tamimlamigtir ki bu invers bilinen g—inversten farklidir ve bazi uygulamalarda
kullanilir. Chernoff (1953), singiiler nonnegatif tanimli bir matrisin g—inversini géz
Oniine almistir ki bu invers, bir g—invers olmamasina ragmen bazi tahmin
problemlerinin incelenmesinde yararlhidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif
tanimi saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma
olarak kabul edilir.1967 yilinda bir yayminda Rao (1967), degisik amaglarla
kullanilmak iizere g—inverslerin bir siniflandirmasini vermistir. Bu ¢aligmalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (19683,
1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1971) tarafindan gelistirilmistir.
Genellestirilmis inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b,
1969) ve Rao (1967) tarafindan yapilan bir dizi ¢alismada ele alinmustir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin
cesitli uygulamalari Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley,

1971) adl kitapta verilmistir.

Matrisler tizerine yapilan bu ¢aligmada Benitez, J. ve Thome, N. (2005); Benitez, J.,
Liu, X., Zhu, T.(2010) ve Baksalary, J.K.(2004) tarafindan verilen ¢aligmalarda ele
aliman k-potent Matrislerin Lineer Kombinasyonlari detayli bir bigimde ele
almmistir. Ayrica iki idempotent matrisin, bir idempotent matris ile bir tripotent
matrisin lineer kombinasyonlarinin nonsingiilerligi ve idempotentligi ile ilgili bir dizi

kriterler verilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Temel Kavramlar

Tammm 2.1.a. K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i<m, 1<j<n olmak {iizere biitiin

(i,j) swralt ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
fiA— K

fonksiyonu

(1)) — f(i,)) = ayj

olarak tanimlansin. aj;€ K olacak sekilde segilen m. n tane elemanin olusturdugu

a1 1 a12 en aln
21 422 - 4 (2.1)
Ami amz - Amn

say1 tablosuna K cismi {izerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

a11 a12 e aln
dmi1 Am2 - dmn

matrisi kisaca A = [aij]mxn seklinde gosterilir. Her (i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen aj; elemania A matrisinin (i, j)-yinci bileseni denir.

b. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir K cismi iizerinden segilen biitiin A =
[aij]mxn matrislerinin kiimesi K7" ile gosterilir.

C.A= [ai]-] ve B = [bi]-] m X n tipinde her hangi iki matris olmak tizere, her bir (i,j)
ikilisi igin aj; = by, 1 <i<m ve 1 <j < n ise bu iki matrise esit matrisler denir.

d A= [aij] m X n tipinde bir matris olmak iizere, her bir aj; eleman sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e.A= [ai]-] ve B = [bi]-] m X n tipinde iki matris olmak {izere, A ve B matrislerinin

toplamu, (i, j)—yinci bileseni aj;; + bj; olan bir matris olup
+: KI' x K" —» KT

(A, B) — A+B= [ai]-] + [blj]



A+B= apq + b21 gy + +b12 L b2n

ami +bmi amz+bmy . apmn +bmn
seklinde tanimlanir.

f. c € K bir skaler olmak iizere cA € KJ' matrisi (i,j)—yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani

o Kx KD — K™
ca;q4 c€aq;z ... Caip
(¢A) — cA=|21 €22 .. Cdom
(o O o O o B

olur. O halde her A € K matrisi i¢in 0 € K olmak {izere, 0A = 0 € K" matrisi,

m X n tipinde sifir matristir.
g.A= [ai]-] € Ky' ve B = [bi]-] € K® olmak iizere, A ve B matrislerinin ¢arpim
C= [ci]-] € K" seklinde bir matristir ve
o K x K — K
(ALB) = A.B=C
[ai]- [by] = [ey] = [Eksawbygl. 1 <i<m, 1<j<n
seklindedir, yani
(allbll + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B=
(am1b11 + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)

olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi igin birinci ¢arpanin
siitun sayisi, ikinci carpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B

matrislerinin ¢arpimi A. B veya AB ile gosterilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanmm 2.2.a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi {izerinde tanimli

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999)



Tamm 23.a. Bir A= [a;]  matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris

denir.
a11 a12 en aln

A =321 422 - Qzn (2.3)
apy QApz -+ App

kare matrisinde a;;,a,,, ..., a,, clemanlarina kosegen(esas Kosegen) elemanlari
denir.

b. Bir A= [ai]-]nxn kare matrisinin a;;,a,,, ...,a,, kosegen elemanlar1 disindaki
tiim elemanlar sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kosegen matris denir ve

A = Kos{ay1,a2, ... ,app} ile gosterilir.

c. Bir kosegen matriste a;1,a55, ...,ay, = K, k € K ise bu matrise skaler matris

denir.

d. Késegen tizerindeki elemanlart 1 ve kosegen disindaki tiim elemanlari O olan n X

n tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 - 0
Ih=1]: :

0o - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K" matrisi i¢in, [,,A = Al,, = A olur.
e. BirA = [ai]-]mxn matrisinden ayni numarali satirlar ve siitunlar kendi aralarinda

yer degistirilerek elde edilen AT = [aij]nxm matrisine A matrisinin transpozu(veya

transpoze matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler olmak {izere

(A+B)T = AT + BT ve (AB)T = BTAT

esitlikleri saglanir.

f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

g. Ave B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif) matrisler denir.(Hacisalihoglu H.H., 1977)



Tamim 2.4.a. {1,2, ...n} kiimesinin kendisi iizerine birebir ve orten bir bagint1 veya
buna esdeger olarak 1,2,...,n sayilarinin yeniden bir siralanmasma {1,2,...,n}

kiimesinin bir ¢ permiitasyonu denir. Boyle bir permiitasyon

1 2 .. n
=Gy o )
veya
6 =juj2 dn o+ Ji = 0(D)
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin timiiniin kiimesi ise S, ile gosterilir. S, de
gelisigiizel bir o permiitasyonu, Ornegin ¢ = jq,j,, ..., j, diisiintildiigiinde ¢ da ¢ift
veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore ¢ ya c¢ift veya tek permiitasyon

denir. O halde bir o nin isareti

_{ 1, eger o ciftise
SENC =11, eger o tekise

seklinde tanimlanir.

b.A= [ai]-]nxn bir K cismi tizerinde taniml1 kare matris olsun.

a11 alz aln
A — 321 322 a2n
dmi1 9m2 - 9dmn

matrisinin her satirindan ve her siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak
Uzere n elemanin bir c¢arpimi digiiniilstin. Boyle bir carpim aqj,,ayj,, ... ,an;,
seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yilizden alt indisler
1, 2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S, de bir o =j4,j3,...,jn permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,
deki her permiitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi

bdyle n! carpim kapsar.

A= [aij]nxn kare matrisinin determinanti det(A) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile ¢arpilan veya n! tane ¢arpimlarin toplamidir. Yani

|A| = Z(sgnc)aljl,azjz, -
o



veya

|Al = Z (sgn6)ase(1), @26(2)s -+ » Ano(n)

GESp

seklinden mertebedendir.

A= [aij]nxn matrisinin determinant1 asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.

c. 1 x 1 tipinde bir Amatrisinin determinanti kendisidir.
A = [a]ise, det(A) = |a| = a
olur.

d. 2 x 2 tipinde bir Amatrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlidir.

a1 dg2
Az Ay

a1 adg
dzq Ay

A=| | = deta) = |

| = dqqdpp —4djgpdng
olur.

n > 2 i¢in bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme

islemi ve mindrleri ile igsaretli mindrleri kullanilan bir a¢ilimla hesaplanir.

e. BirA = [a--] matrisinin bir a;; elemanimin |M| seklinde tanimlanan minorii,
1] ij ij

A matrisinden i—yinci satirin ve j—yinci siitunun atilmast ile olusan (n — 1) X (n — 1)

tipindeki kare matrisin determinantidir.

f. Bir A= [a;] _ matrisinin birajelemanmm mindrii [M;| olsun. A matrisinin bir
nxn

ajj elemaninin Aj; seklinde gosterilen Kofaktérii(isaretli minorii veya es ¢arpam)

Ay = (=DM, | My

Seklinde tanimlanur.

g. Bir A= [ai-] matrisinin determinant1 her hangi bir satir(siitun) elemanlarinin
Jnxn

kendi kofaktorleriyle ¢arpilip bu garpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i

vej(i,j = 1,2,3,...,n)igin
det(A) = Y1 ik Aik = Zpq (1) Kay [ M| (2.4)

det(A) = Yo a. Agj = 2poy (=D ag My (2.5)



seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinindeterminantinin i—yinci satir
elemanlarina gore agilimi, her bir j i¢in, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—yinci slitun elemanlarina gore agilimi denir.

h. BirA = [a;] _ kare matrisi i¢in|A| = Oise A matrisine singiiler(tekil) matris,
Hnxn

|Al= 0 ise, Amatrisine nonsingiiler(tekil olmayan veya regiiler) matris denir.
(Branson R., 1999)

Tanmm 2.5. a. Bir A = [aii]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktérii A;; olsun.

EK(A) = [Ay]" = [A;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore

Ay Ay o Aplt A Ay o Ay
Ek(A) = [A21 Az = Am| =|A Az A
Anl An2 Ann Aln A2n Ann

olur.

b. Bir A = [ai]-]nxn matrisi i¢in A.B = B.A =1, olacak sekilde bir B = [bi]-]

nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A"l = B ile gosterilir.
(Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1: Bir A = [a]  matrisi ile bu matrisin ek matrisinin garpim bir skaler

matris olup
1 0 0
AEk(A) =Ek(A).A=A||0 1 01 =Al1, (2.6)
0 0 1
ile verilir.(Hacisalihoglu H.H., 1977)
ai1 A1z . A1n] [Ayp Ay 0 Apg
ispat: AEK(A) = (%21 322 o | (A Az o An
an1 Anz - annl [Ayp Ayp 0 App



Al 0 - 0
—lo A - 0

0 0 |A|

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde

Ayn Ay 0 Ay ay1 4adq2 ... Qdqp
Ek(A).A = Ay Ay 0 App| @21 A2z . Az
Aln A2n Ann dpn1  dpz - dpn

Al 0 e 0

—10 JAl - O

0 0 o |A]

oldugu goriiliir. O halde

o O

= |A|In

10
AEk(A) = Ek(A).A= |A|[0 1
0 0

Uy

bulunur.

Teorem 2.2: Bir A = [a;| _nonsingiiler matrisinin inversi

A= ﬁ.Ek(A) (2.7)
dir.(Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: (2.6) bagintisindan dolayr A.Ek(A) = |A|l olur. Bu ifadenin her iki yam1 A™?
ile ¢arpildiginda

(A"A).Ek(A) = A1|A|l = Ek(A) = |A|A™'l = Ek(A) = |A|A™?
olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |A| # 0 olup

A1 =21 Bk
Al A)

elde edilir.

Teorem 2.3. A = [aij]nxnnonsingiiler bir matris ve B ve C carpima uygun matrisler

olmak iizere AB = AC ise B = C olur.(Hacisalihoglu H.H., 1977)
Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A1 ile ¢arpilmasiyla

A~'AB = A~'AC yani B = C elde edilir.



Teorem 2.4.2. Bir A = [a;| _nonsingiiler matris olsun. A=* matrisi tekir.

b. A nonsingiiler matris ise A~* matrisi de nonsingiiler olup (A=)~ = A dur.

c. A ve Bgarpmaya uygun nonsingiiler matrisler ise AB matrisi de nonsingiiler
olup (AB)™! = B71A™! dur.

d. A nonsingiiler bir matris ise AT matrisi de nonsingiiler olup (AT)™* = (A=H)T dir.
(Branson R., 1999)

Ispat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsm. O
zaman AB = BA =1ve AC = CA = I olur. Buradan

C=Cl=C(AB) =(CA)B=IB=B
elde edilir.

b. (A71)"1 matrisi A~ matrisinin inversidir. Ayn1 zamanda A matrisi de A™!
matrisinin inversidir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.

c. (AB)~! matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica
B-'A~1(AB) = B~1(A"'A)B=B-lIB=B !B =1
ve

(AB)B™1A"1 = A(BB"H)A 1 = AIA"l = AAl =1

yazilabilir. Boylece B"*A"matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingiiler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.
d. (AT)~ matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica 1T = I oldugundan
[=1T = (AA_l)T — (A—l)T(A)T

olur. Bu durum, (A~1)T matrisinin AT matrisinin bir inversi oldugunu gosterir.

Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (AT)™* = (A™1)T elde edilir.

Tamm 2.6.a. Bir A = [aij]nxn matrisi icin A> = A ise, Amatrisine idempotent

matris denir.
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b. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisinin elemanlarmin yerlerine
eslenikleri yazilarak elde edilen matrise Amatrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A
ile gosterilir.

c. C kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli A matrisi i¢in (K)T = A ise A matrisine
hermitian matris denir ve A* = (K)T ile gosterilir.

d. Bir A matrisi i¢gin AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

e.A= [aij]nxnnonsingﬁler bir matris olmak iizere, A~ = A* (veya AA* = A*A =)
ise A matrisine birimsel(unitary) matris denir.

f.A = [aij]nxn bir matris olmak tizere, A~! = AT ise A matrisine ortogonal(dik)

matris denir.

g.A = [ai]-]nxn reel simetrik bir matris olmak fiizere, sifirdan farkli her xeR}

vektorii icin xTAx > 0 (xTAx>0) ise, A matrisine Pozitif Tamimli(Pozitif Yar

Tanimh) Matris denir.

h. A,n X n tipinde bir kare matris olsun. (A —AI)x = 0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin bir
ozvektorii denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.5. A ve Buygun matrisler olmak {izere
a (A) =(An.

b. (A*)* = A.

c.(A+B)"=A"+B"

d. (AB)" = B*A".

esitlikleri saglanir. (Branson R., 1999)

Ispat: a. A = [a;;] m x n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde

A=[a]ve @) = [a]

olur. Diger taraftan
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AT = [a5] ve (AT) = [aj]
oldugundan

— T

(AT) = (3)

oldugu gortiliir.

—\T
b. A" = (A) oldugundan

T
) = ((K)T) = (ANT=A

elde edilir.

. Hermitian matris tanimina gore

(A+B)=(A+B) =(A+B) =(A) +(B) =A" +B°
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore

(AB)’ = (AB) = (AB) =(B) () =B'A"

yazilabilir.

Teorem 2.6. Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yari tanimli)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: A matrisi pozitif tamimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x dzvektdriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektorii igin Ax = Ax ve (Ax, x) > 0 bagintilar1 vardir.
O halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = Mx,x) olur. xbir 6zvektér oldugundan, sifirdan
farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.

A matrisi pozitif yar1 tanimli olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine sahip
olsun. Bu takdirde bu xvektorii igin Ax = Ax ve (Ax,x) = 0 bagintilar1 vardir. O
halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = Mx,x) olur. x bir 06zvektor oldugundan, sifirdan

farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidir.
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Tiim (sifirdan farkli) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif tanimh

(pozitif yar1 tanimli) olacagi benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester, P., 1969)

Tamm 2.7.a. Xq,Xy,...X, vektorler kiimesi verilmis olsun. YL, a;x; = 0 esitligi
ancak ajg,a,,...,a, skalerlerinin tiimii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
durumda x4,X,,...X, vektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,
ay,ay, ..., ay Skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere »;L;ajx; =0

esitligi saglaniyorsa bu durumda X4, X, ... X,, vektorlerine lineer bagimhdir denir.

b. Amatrisi m X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin siitun vektorlerini
A A, . Ay ile, ve satir vektorlerini Aq,, Ag,, ... , Ay ile gosterelim. Aj, i =
1,2, ... ,m vektorleri arasindan olusturulan en biiylik lineer bagimsiz vektorler
kiimesinin eleman sayisina Amatrisinin satir ranki, A, j=1,2,..,n vektorleri
arasindan olusturulan en biiyiik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin eleman sayisina

ise Amatrisinin siitun ranki denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.7. Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankin1 degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektorlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez . Yani satir rankin1 degistirmez.

Teorem 2.8. AX = OveBX = 0 denklemlerinin ¢6ziim kiimeleri ayni ise, o0 zaman A

ve B n X n tipindeki matrislerin siitun ranklar1 aynidir. (Branson R., 1999)

Ispat: AX = 0 sistemi

X1A1 + X2A2 + -+ XnAn =0 (28)
olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci siitunudur ve X = [x4,X5, ..., X,]T
olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi

X1B1 + X2B2 + -4+ Xan =0 (29)

olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
stitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiik kabul edilsin. Boylece a > b olur.

Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
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kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a siitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.7°ye benzer sekildeA matrisinin siitun rankini degistirmez.) Ancak a > b
kabul edildiginden B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimhidir. Boylece, hepsi sifir

olmayan 6yle d4,d,, ..., d, vardir ki

d;B; +d,B, +--+d;B, =0

olur. Buradan

d,B; +d,B, + -+ d,B, + 0Byyq + -+ 0B, =0

ve (2.9) sisteminin ¢6ziimii olarak

X1 =d1Xp =dy .. Xag=daXay1 =Xap2 ==X, =0

bulunur. Bu ayni degerler (2.8) sisteminin de ¢6ziimii olarak verildiginden
d;A; +dyA, + -+ dA, =0

dir. Burada, belirtildigi gibi, d4,d5, ..., d, sabitlerinin tiimii sifir degildir. Ancak bu

Ay, A,, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eligkidir.

AveB matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢alisma, B matrisinin
stitun rankiin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklari esit olmalidir.

Teorem 2.9. Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini

degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat. A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢oziim kiimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar1 aynidir.

Teorem 2.10. Herhangi bir Amatrisi igin satir ranki siitun rankina esittir. (Branson
R., 1999)

Ispat. m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankimin r ve siitun rankinin ise c
oldugu kabul edilsin. r = c oldugu gosterilecektir. Amatrisinin satirlart ilk r satir1
lineer bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde

yeniden diizenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin
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satir ve siitun ranklarini degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlar1 sirasiyla

Ay A, ... Ay, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri

Al Ar+1
C= AZ veD = Ar+2
Ar Am

olarak tamimlansin. O zaman A matrisi [](j:)] bloklanmis matrisidir. Ayrica D

matrisinin her bir satir1 C matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger
AI‘+1 = dlAl + dZAZ + -+ dI'AI'

ise 0 zaman [d,, d,, ..., d.]Jvektorii T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir n

boyutlu x vektorii i¢in

e 5 -

yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise Ax = 0 olur ve Teorem 2.8’den
dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlari r boyutlu

vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den biiyiik olamaz. Yani
C<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi icin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinin
AT matrisinin satir rankindan biiyiik olamayacagi goriiliir. Ancak, AT matrisinin
stitunlart Amatrisinin satirlart oldugundan bu durumA matrisinin satir rankinin A

matrisininsiitun rankindan biiyiik olamayacag1 anlamina gelir. Yani
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagntilarindan r = c oldugu goriiliir.

Tamim2.8. Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir. (Branson R., 1999)

Teorem 2.11. A bir matris olmak iizere r(A) = r(AT) dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
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Ispat. A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlar1 oldugundan, Teorem 2.10’dan istenilen sonug elde edilir.

Tamim 2.9. n X n tipindeki bir A kare matrisi igin eger r(A) = n ise A matrisine
Nonsingiiler(Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(A) < n ise A
matrisine Singiiler(Tekil) Matris denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tamm 2.10.a. A € KT, m X n tipinde bir matris olsun.

N(A) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye Amarisinin null (sifir) uzay denir.
b. A € K', m X n tipinde bir matris olsun.

R(A) ={y:Ax =y}

seklinde tanimlanan kiimeye A matrisinin ranj(siitun) uzayi denir. (Hacisalihoglu
H.H., 1977)

Teorem 2.12. Eger A, r rankli m X ntipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak lizere
am=n=r= PAQ = 1.
b.bm =r < n = PAQ = [I,0].

P 2.12)

c.m>r,n>r=>PAQ=[O 0

Ispat: Lancaster, P., (1969)

Teorem 2.13. Carpmaya uygun A ve B matrislerinin ¢arpiminin ranki A ve

B matrislerinin rankini gecemez. Yani
r(AB) < min{r(A), r(B)} (2.13)
dir.(Lancaster, P., 1969)

Ispat. AB matrisinin her bir siitunu A matrisinin siitunlarinm  bir lineer
kombinasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzayi A matrisinin siitun uzayinin
alt kiimesi olur. Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) <
r(B) esitsizligi de saglanir. Boylece r(AB) < min{r(A), r(B)} elde edilir.
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2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A matrisinin nonsingiiler ve

kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla

AX =B (2.14)
lineer denklem sisteminin var olan tek ¢dziimii X = A™1B seklindedir. Ayrica

AA™Y = 4714 = |

sartim saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A™! matrisi vardir.
Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A matrisinin
kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda A~!
matrisinin 6zelliklerini de iceren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢6zliimii olabilir.

Cyt, kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tim matrislerin
kiimesini gostersin. Bir A € C;' matrisi igin asagidaki dort sarti (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A*

veya AT ile gosterilir.

(i) AGA = A,

(i) GAG = G,

(i) (AG)* = AG,

(iv) (GA)" = GA. (2.15)

Eger G matrisi sadece (i) sartini sagliyorsa bu G matrisine A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya AW ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya A, ile gosterilir.
2.3. Bir Matrisin Genellestirilmis inversi i¢in Bir Algoritma
Moore—Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan, yani

AGA = A (2.16)
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olacak sekildeki G matrisine A matrisinin bir g-inversi (genellestirilmis inversi)

denir.

Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.
Algoritma2.1: A= [aij]mxn r rankli herhangi bir matris olsun.

1. Adim: r rankli A matrisinde, r X r tipinde nonsingiiler her hangi bir B alt matrisi
secilir.

2. Adim: Segilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.
3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)T
matrisinin elemanlar: yerlestirilir.

4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlariin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A
matrisinin bir g—inversidir.

Ornek 2.1: Algoritma 2.1 3 x 3 tipindeki

2 3 1
-1 5 0

4 6 2

A=

matrisine uygulansin. A matrisi ranki 2 olan singiiler bir matristir.
1. Adim: A matrisinin 2 X 2 tipinde bir nonsingiiler
_[12 3
B=%
alt matrisi secilsin.

2. Adim: |B| = 10-(—3) = 13 # 0 oldugundan B~ mevcut olup

5/13 —3/13

pr= g =1l =[5

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

5/13 1/13

B™'=|23/13 2/13

bulunur.
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3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)T matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlart
stfir alinir. Boylece

-3/13 2/13 0

5/13  1/13 0]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir 6nceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak

5/13 =-3/13 0
G = [1/13 2/13 0]
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.
Gergekten

2 3 171 [5/13 -3/13 0 1 0 O
AG=|-1 5 0f.|1/13 2/13 0|=]|0 1 0

4 6 2 0 0 0 2 0 0
olup

1 0 0112 3 1 2 31
AGA=1|0 1 O0f.]-1 5 0|=(|-1 5 0|=4

2 0 0l1L4 6 2 4 6 2
oldugu gortiliir.

Verilen A matrisinin baska bir B alt matrisini segerek, segilen bu yeni B alt matrisine
Algoritma 2.1 uygulansin.

1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan B matrisi
_[5 0

b= [6 2]

seklinde segilsin.

2. Adim: |[B| =10 -0 =10 # 0 oldugundan

-1 _ 1 _ 2 01_ [ 1/5 0 ]
B~ = - Ek(B) = 1/10. [_6 5] =375 1,2
bulunur. Boylece

-3/5

i [1/5
(B 1)T_[ 0 1/2
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elde edilir.
3. ve 4. Adimlar: Bu durumda
0 O 0
[0 1/5 —3/5]
0 O 1/2
olur.
5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda
0 0 0
G = [0 1/5 0 ]
0 —-3/5 1/2

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gergekten

2 3 1110 0 0 0 0 1/2
AG=|-1 5 0|.|]0 1/5 0 =]lo 1 o

4 6 2110 -3/5 1/2 0 0 1
ve

0 0 1/21[2 3 1 2 3 1
AGA=10 1 0 |.]-1 5 0o|l=|-1 5 0|=4

0 0 1 4 6 2 4 6 2
oldugu goriiliir.

Sonug 2.1: Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g-inversinin tek olmadigini gosterir.
Bu nedenle bir matrisin tanimli birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

Ornek 2.2: 2 x 3 tipindeki

o1 —1]
E_[1 -1 1

dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.1 E
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi

o 2

1 -1
olarak secilebilir.

2. Adim: [M|=—1—1= —2 =+ 0olup
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M'1=fm-EkEMj=—1fz.[i _11] [HE 1;2]

1/2 —-1/2
ve dolayisiyla

wror=[2 2

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

1/2 1/2 0
[1}2 -1/2 n]
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

1/2  1/2
G=|1/2 —1f2]
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten

EG=[1 ! _1]FE —11f}22]=[1 ﬂ]

1 -1 1
0 0 0 1
ve
EGE:E D].[l 1 —1]:[1 1 _1]=E
1111 -1 1 1 -1 1
oldugu gortiliir.

Ornek 2.3: 5 x 2 tipindeki

1 1
N
E=|-2 1
5 2]
-1 2
dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi aciktir. Algoritma 2.1 E
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi M = [_02 %] olarak secilebilir.

2. Addim: [M| = —-4—-0= —4 =+ 0olup
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L ~ -2 11_[-1/2 1/4
Ml_M.Ek(M)——l/‘l-[O 2]—[ 0 1/2

ve dolayisiyla

M7 = [_1%2 122]

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

0 0
| o o
i—1/2 0|
—-1/4 1/2
L=
bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

G_[o 0 —-1/2 1/4 0
10 0 o0 1/2 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten

(1 1 [0 0 -1/2 3/4 0]
EG=—21.[000 1/20=oo 1 0 0
0 2 00 O 1 0
-1 2 0 0 1/2 3/4 0
ve
[0 0 -1/2 3/4 0r1 1 1 1
[0 0 —-3/2 3/4 0|[ 3 01 [3 01
EGE =|0 o 1 o oll-2 1l=1-2 1l=E
lo o 0 1 oHo zJ lo zJ
0 0 1/2 3/4 oll-1 2 -1 2

oldugu goriiliir.

Algoritma 2.1 ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak i¢in asagidaki sekilde
uyarlanabilir.

Algoritma 2.2:

1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 B olarak segilir.
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2. Adim: Segilen bu elemanin inversi bulunur.
3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.
4, Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

Ornek 2.4: A matrisi

2 6 4

A=[1 3 2

olarak alinsin. A matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2 A matrisine uygulansin.
1. Adim: B = [3] alinsin.

2. Adim: B~! = [1/3] olur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan 0

[O 1(/)3 8] olacaktir.
0 O
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [0 1/3| matrisi A matrisinin bir g—inversidir.
0 O
Gergekten
0
2 6 4 0 2
1 3 2 [0 1/3] 0 1
0
ve
[0 2112 6 2 6 4
aca=[g 37 3 2=0 3 2l=4
olur.

Ornek 2.5: 3 x 4 tipindeki

1 2 3 4
L=(2 4 6 8
3 6 9 12

matrisi alinsin. L dikdortgen matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2 L matrisine
uygulansin.

1. Adim: M = [8] secilsin.

2. Adim: M~1 = [1/8] olur.

0 0 0 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan [0 0 0 1/8] elde edilir.
0 0 0 O
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matrisi L matrisinin bir

0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 8
0

©Soc oo

0
0
0
1/8
g-inversidir. Gergekten

1 2 3 8 8 0 1/2 0
LG = [2 4 6 ] 0 ol = [O 1 0]
1/8 0

3 6 9 12 0 3/2 0
ve
0 1/2 O 1 2 3 1 2 3 4
LGL = 2 4 6 8 =2 4 6 8|=L
0 3/2 O 3 6 9 12 3 6 9 12

olur. L matrisi 3 X 4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug 2.2: Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g-inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tiim
elemanlarimi sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi
bulunur. Eger A matrisi

A1 A1z 0 Qip
A=]|%1 Q22 * Q2n
Am1 Amz " Qmn

seklinde 1 rankl1 bir matris ise, A matrisinin

[(a;)™" 0 0]
1neisi;| 90 0
0 O 0l
0 0 0]
2-ncisi; (a;)™" 0 0
0 O 0
0 0 0
(m.n)—ncisi; | 0 0 - 0
0 0 (amn) ™

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.
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2.4. Moore—Penrose Inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarmi
saglayacag: aciktir. Yani A~ = A% olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi i¢in bir A" matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.14: Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, A* matrisi n x m tipinde

sifir matristir.
Ispat: A* = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandig: goriiliir.

Teorem 2.15: Her A matrisi igin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir A* matrisi

vardir.

Ispat: Eger A = 0 ise A* = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankl

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi
A = BC (2.17)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC* carpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi
At =c*(cc)y"Y(B*B)1B* (2.18)
olarak secilirse, A* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

()  AA*A = (BC)C*(CC)™Y(B*B)~1B*(BC)
= B(CCH)(CC)~Y(B*B)~1(B*B)C = BC = 4,
iy A*AA* =C*(CC)"Y(B*B)"1B*(BC)C*(CC*)~1(B*B)~'B*

= Cc*(cc*)"Y(B*B)"Y(B*B)(CCH(CcC*) Y (B*B) 'B*
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=Cc*(CC)Y(B*B)"1B* = A™,
(iii) (AAD)* =[(BC)C*(ccH™Y(B*B)™B*]* = B(B*B)~*(ccH)~1(cC*)B*
= B(B*B)™'B* = B(CC*)(CC*)"'(B*B)~'B"
= (BC)C*(CC*)™(B*B) 'B* = AA™,
(iv) (A*A)" =[c"(cCc)~'(B*B)"'B*(BO)]
= C*(B*B)(B*B)~*(CC*)™'C
= c*(ccMIc
= C*(CC*)"Y(B*B)"Y(B*B)C
=C*(CC*)™Y(B*B)™1B*(BC) = A*A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.16: Herhangi bir A matrisi i¢in Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek

At matrisi vardir. Yani her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.

Ispat: A matrisinin Moore—Penrose sartlarim saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A3 olsun. Bu durumda
AT = ATAA] = AT (AAD)" = AT (A])"A" = AT (A1) (A4 A)
= AT (A])'A"(A3)"A" = AT (AA]) (AAZ)" = ATAATAA] = ATAAS
= ATA(A3AA3) = (ATA)"(A3A)" A3 = A"(A])'AT(A})"A}
= (AATA) (AD)'A7 = A"(A3)°A3 = (AJA)'A} = AJAAS = A3
oldugundan A = A% olur. Yani A* matrisi tektir.

Teorem 2.17. m X n tipinde verilen bir A matrisinin Moore—Penrose inversi n X m

tipinde bir matris olacaktir.

Ispat: AA™ matrisinin simetrik ve dolayisiyla kare olmas1 ger¢eginden ispat goriiliir.
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Teorem 2.18: a. Eger m X n tipindeki bir A = [al-j] matrisinin tiim elemanlar1 1 ise

bu takdirde A* matrisi

At =4
mn
seklindedir.
b. Eger a, n x 1tipinde ve a # 0 olan bir siitun vektorii ise bu durumda a™*
at = (a*a)_la*
seklindedir.
c. Eger a, 1 x ntipinde ve a # 0 olan bir satir vektorii ise bu durumda a™*
at =a*(aa*)™?!
seklindedir.

Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen AT matrisinin Moore—Penrose sartlarimni

sagladigini gostermek yeterlidir. Bu durumda
i 4 =A(2 g — A1 (44 =41 -
()AA*A=A(-=A" JA=A——(A'A) = A—.m.n=A4,
.. 1, 1T o\ 1 . 1,0\ 1 1
(i) A*A4* = (HA )A(HA ) = (4°4) (HA )=—.mn. (—A )
(X a4« Y _ g+
- (m.nA ) =47
+)* L * i — L * +
(iiii) (44™)* = (Am.nA ) = A—— A" = AA",
(iv) (A*A)* = (LA*A)* = —A"A=A%A
mmn mn
oldugu goriiliir.
b. Iddiada verilen a* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten
() aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,

(i) ataat = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) " (a*a)(a*a) ta*
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= (a*a)'a* = a",

(iii) (aa™)* = [a(a*a) " a*]* = a(a*a)"la* = aa™,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) ta*a = a*ta

oldugu goriiliir.

c. Verilen a* matrisi Moore-Penrose sartlarini saglar. Gergekten

() aa*a = aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*) ta = a,

(i) ataat = a*(aa*)taa*(aa*)"! = a*(aa*)"1(aa*)(aa*)?!
=a*(aa*) ' =a",

(iii) (aa™)* = [aa*(aa*)"]* = aa*(aa*)"! = aa™,

(iv) (ata)* = [a*(aa*)"ta]* = a*(aa*) ta =ata

oldugu goriiliir.

Ornek 2.6: A = [1 1 ﬂ matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 1
m=2n=3veA" =1 1
1 1

olarak alinirsa
L . 1 1 1/6 1/6
+ - A — —
AT = m.nA =3 [1 1] = [1/6 1/6]
1 1 1/6 1/6

matrisi istenen Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6 1/6
L R T A
TR
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1/3
1/3]
1/3
1/6 1/6
1/6 1/6|=
1/6 1/6

1/6 1/6 1/3 1/3
(i) A*A = |1/6 1/6] [i 1 1 [1/3 1/3
1/6 1/6 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31 [1/6 1/6
A*AA* =|1/3 1/3 1/3”1/6 1/6]=[
13 173 173) li/6 176
. i~ [1/2 1721 [1/2 1721, ..
(it)) (447) "[1/2 172) =172 1/2]"AA ’

1/3 1/3 1/317 11/3 1/3
av)(A+A)*::[1/3 1/3 1/3] ::[1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.

Ornek 2.7: a = B] olsun. Bu durumda

at = (a*a)” a—(l 2]. [2]) [1 2]

=[5]"Y[1 2]=[1/5].[1 2]=1[1/5 2/5]
matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/5 2/5
2/5 4/5

wa=lys il LI=l]=e

(i) a*ta = [1/5 2/51[;]::

a)aa+::[;]¢1/5 2/5] =

1/3
1/3
1/3

=A*A

ataa* =[1].[1/5 2/5]=[1/5 2/5]=a",

. T1/5 2/51° _[1/5 2/5]
(iff) (aa™) “[2/5 ass] =lass ass) =

(iv) (@*a)" = [1]" = [1] = a”a

oldugu gortiliir.
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Ornek2.9:a=[1 2 1]alinrsa

1
at =a*(aa*)™ ' = [2] . ([1 2
1

1
1]. [2
1

matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten

1/6
Naat=[1 2 1].[1/3
1/6

aata=[1].[1 2 1]=[1

1/6
(i)a*a = [1/3‘.[1 2 1] =
1/6

1/6 1/3 1/6]

a+aa+=[1/3 2/3 1/3

1/6 1/3 1/6]

(iii) (aa®)" = [1]" = [1] = aa™,

1/6 1/3 1/6
(iv) (aTa)* = [1/3 2/3 1/3

1/6 1/3 1/6
oldugu gortiliir.

]
2 1] =a,

1/3 2/3 1/3

[1/6 1/3 1/6]
[1/6 1/3 1/6

1/6 1/6
.[1/3] _ [1/3] o
1/6 1/6

]* [1/6 1/3

) <[]

1/3

1/6]
1/6

1/6
1/3 2/3 1/3] =ata

1/6 1/3 1/6

Teorem 2.19: A herhangi bir matris olmak {izere

(4t = @Ay

esitligi gegerlidir.

(2.19)

Ispat: (2.17) bagintisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan

At =c*(cc)"Y(B*B)"'B*
alinirsa, bu durumda

(A*)* = B(B*B)~1(CC*)~'C
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olur ki bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gergekten
(i) A*(A")*A* = C*B*B(B*B)*(CC*)"'CC*B* = C*B* = A",
(i) (A")*A*(A")* = B(B*B)~1(CC*)"*CC*B*B(B*B)~*(CC*)"'C
= B(B*B)~'(CC)™'C = (A)*,

(iii) [4"(A")*]" = [(€*B")B(B*B)~*(CC)TC]" = [c*(cCH~'cr

= C*(CC*)™'C = C*(B*B)(B*B)™1(CC*)™1C = A*(A")*,
(iv) [(A)*A*]" = [B(B*B)~'(CC*)™*C(C*B")]" = [B(B*B)'B']"

= B(B*B)™'B* = B(B*B)"}(CC*)™1(CC*)B* = (A")*A®
olur. Boylece
(A)* = B(B*B)"1(CC*)™'C (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1
(A)F =A%)
oldugu gortiliir.

Teorem 2.20: Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani her hangi bir A matrisi i¢in (A™)™ = A olur.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimindan

(i) A*(A*)*A* = AT AA* = A%,

(i) (AH) AT (AH)* = AA*A = A = (41",

(iii) [AT(AD)'] = [ATA]" = ATA = AT (A")*Y,

(iV) [(ADTAT]" = [AAT]" = AAT = (AD)TA +T

oldugu goriiliir.
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Teorem 2.21: A matrisinin Moore—Penrose inversinin ranki A matrisinin rankina

esittir. Bagka bir deyisle

r(A) =r(4Ah) (2.22)
esitligi gerceklenir.

Ispat: Teorem 2.13 AA*A = A Moore—Penrose sartina uygulandiginda

r(4) = r(AATA) < min{r(4), r(4")} < r(4") (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde Teorem 2.13 A*AA* = A™ Moore—Penrose sartina

uygulanirsa
r(A*) = r(A*AAY) < min{r(4), r(AH)} < r(4) (2.24)
elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolayi (2.22) bagintis1 saglanr.

Sonu¢ 2.3: A matrisinin ranki r ise, At, AAY, ATA, AATA, ATAAT matrislerinin

her birinin ranki da r dir.

Teorem 2.22: Eger A matrisi simetrik ve idempotent matris ise, A* = A olacaktir.
Ispat: Moore—Penrose invers tanimimdan

(i) AATA = AAA = A%A = AA = A% = A,

(i) ATAAT = AAA = A’A=AA=A*=A= A",

(iii) [AAT]* = [AA]* = [A2]" = A* = A = A% = AA = AA*,

(V) [A*A] = [AA]* = [A*]* = A" = A= A% = AA = A*A

oldugu goriiliir.

Teorem 2.23: B = Kos{by1,byy, ... , bpn} ise, B matrisinin Moore—Penrose inversi
B™, i—yinci satir1 ve i—yinci siitununda yer alan kosegen eleman1 b;; # 0 ise bj;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir késegen matristir.

Ispat: B* matrisinin Moore—Penrose sartlarimi sagladigi agik¢a goriiliir.
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Ornek 2.10:

2 0 0 0
o1 0 0
D=10 0 0 o
00 0 3

seklinde verilen D matrisinin Moore—Penrose inversi

=
SO =k O
o O O O
220 o9

matrisidir. Gergekten

DD* =

S OO N
O O O
S OO O
w oo o
SO = O
S O O O
pimo o9
Il
S OO K
SO O
o OO O
_ oo O

ve

S oonN

DD*D =

cocor
cor o
ococo o
R oo O
coconN
ocor o
ocooco o
w oo o
oor o
ocooco o
w oo o

I

i

oldugu gortiliir.

Teorem 2.24: a. Eger A, m X n tipinde tam satir rankli bir matris ise, bu durumda
AT = A*(AA")™! ve AAT =1,

olur.

b. Eger A, m X n tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda

AT = (A"A)71A* ve ATA =1,

olacaktir.
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Ispat: Teoremde verilen A* matrislerinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladigini

gostermek yeterlidir. Buna gore

a. (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AAY) 1A = 4,

(i) ATAAY = A" (AA*)TTAA*(AAY) 71 = A*(AA") "1 (AA") (AAH) T
= A*(AA") T = AT,

(iii) (AAT)* = (AA*(AA)™ ) = ((AAHAAHY D) =T =1
= (AA")(AA") ™ = AA*(AA")1 = AAY,

(iv) (ATA)" = (A*(AA")1A) = A*(AA) 1A= AT A

oldugu goriiliir. Benzer sekilde

b. (i) AATA = A(A*A)"1A*A = A(A*A)"1(A*A) = A,

(i) ATAAY = (A*A)TTAAATA) 1A = (A*A) 1A A) (AT A) 1A
= (A*A)71A* = AT,

(iii) (AAT)* = (A(A*A)71A*)* = A(A*A) 14" = AAT,

(iV) (A*A)° = ((A"A) L A°A)" = (A" A) (@A) =1 =1
= (A*A)"1(4%A) = (A*A)"1A"A = A*A

oldugu goriiliir.

2 1 2
1 1 2

oldugu agiktir. Yani A tam satir rankl1 bir matristir. O halde Teorem 5.11a’dan dolay1

2 1] 2 1IN 2 1 -1
b e et 2 1 2 _ 9 7
A = A (A4t = ([1 . 2].[1 1]) —[1 1].[7 .

Ornek 2.11: 2x3 tipindeki bir A = ] matrisi alindiginda rank(4) = 2

11
2 21 2 2 2 2
2 1] 5 4
o R N A :[16/5 13/5]
2 2l 32/5 26/5
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olur.

2 1
2 0] matrisi verilmis olsun. Bu durumda
1 1

rank(A) = 2 dir. Baska bir deyisle, A matrisi tam siitun rankli bir matristir. O halde

8 -1
;(1) 2 2 1
1 0 1

Ornek 2.12: 3x2 tipinde bir A =

eewnrne(f 2

IR AN

32 1 0 1
_[7/3 2 4/3
~18/9 2/3 5/9

oldugu goriiliir.

Teorem 2.25: B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde matrisler

olmak tizere r rankli olsunlar. Bu durumda

(BO)t =CctB* (2.25)
esitligi gerceklenir.

Ispat: Teorem 2.24’¢ gore

c*=c*(CCc*)™' ve B* = (BB*) !B

olur ve buradan da

C*B* = C*(CC*)~Y(BB*)"'B*

elde edilir. Bu deger zaten (BC)™* matrisidir. O halde

C*B* = (BC)*

oldugu goriiliir.
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Tamm 2.11. AeC™™ olsun. rank(AX*1) = rank(A¥), kosulunu saglayan en kiigiik k
pozitif tamsayisina A matrisinin indeksi denir ve Ind(A), ile gosterilir. Eger Ind(A) =

k ise
AKTIAD = Ak APAAP = AP, AAP= APA (2.14)

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir tek AP € C™™ matrisi vardir. Bu AP matrisine
A matrisinin Drazin inversi denir. Ozel olarak Ind(A)< 1 oldugunda AP matrisine A
matrisin grup inversi denir ve A* ile gosterilir. Acikca goriilmektedir ki Ind(A)= 0
olmasi igin gerek ve yeter kosul A nin nonsingiiler olmasidir. Bu durumda AP = A~!
yazilir. k = ind(A) olmak iizere A™ = | - AAY ile \V'(A¥) iizerindeki R(AX) boyunca

iz diisiimii gosterecegiz.

M= [é g] 2 x 2 lik blok matris olmak iizere M nin Drazin inversi 6zel sartlar

altinda formiiller veren pek ¢ok calisma mevcuttur. Bu sartlardan bazilar1 asagida

siralanmustir.

(i) rank(M) = rank (A) ve Ind(A) = 0,

(i) B=0(veyaD =0),

(i) BD=0,CD=0veBC=0

(iv) BD =0,CD = 0 (veya BC = 0) ve C nilpotent,

(v)  A™B = 0,DA™ = 0veC — DAPB nonsingiiler ya da sifir,
(vi) AA™B = 0,DA™B = 0veC — DAPB nonsingiiler ya da sifir,
(vii) AA™B = 0,DA™B = 0,BDAAP = 0veCDAAP = 0

(viii) A =1IveCD = 0 (veya BC = 0)
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3. Kk-POTENT MATRISLERIN LINEER KOMBINASYONLARININ
TERSINIRLIGI

3.1. Giris

H ve K ayrilabilir sonsuz boyutlu kompleks Hilbert uzaylari olsun. H den K ya tiim
smurli lineer operatorlerin kiimesini B(H,K) ile ve H=K olmasi durumunda B(H ) ile
gosterelim. AeB(H,K ) i¢in o(A) , P(A) , N(A) sirasiyla A nin spektrumu, ranj1 ve
sifir uzayini1 gostersin. U kapali alt uzay iizerindeki 6zdeslik operatoriinii I, ile veya
yanlis anlasilma sdz konusu degilse I ile gosterelim. P € B(H ) operatoriine P2 = P
ise idempotent , P3 = P ise tripotent ve k >2 bir pozitif tamsay1 olmak iizere PX = P

ise bir k-potent operatdr adi verilir. Te B(H) i¢in T nin grup inversi
TT# = T#T, T*TT# = T# |, T = TT#T

esitligini saglayacak sekilde varsa tek olan T#e B(H) dir. Eger T grup tersinir ise
P(T) kapalidir ve T™ spektral idempotent matrisi T™ =1 — TT* ile verilir. Grup
tersinir bir T operatoriiniin H =P(T) @N(T) uzay ayrisimina gore operatdr matris
formu T = T;® 0 ile verilir. Burada T;,B(P(T)) de tersinir olup bu durumda T# =
T;1® 0 olacaktir. Herhangi bir P € B(H) operatérii icin P =1 ve P=1-—
P alisilmis notasyonlarmi kullanacagiz. Pozitif bir k>2 tamsayist i¢in lineer K

kompleks koklerinin kiimesi

2mi
Wy = exp(%),i=v—1

olmak iizere
Qy = {Wp, W, ..., Wy
ile gosterilecektir. Ayrica keyfi bir pe< i¢in

-1
#:H ) x+0
K { 00 x=0"

gosterimini kullanacagiz.
k-potent matrislerin lineer kombinasyonlari ge¢mis yillarda incelenmistir.

(1) P; ve P, idempotent matris,
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(2) P, idempotent , P, tripotent matris,
(3) P, ve P, degismeli tripotent idempotent matris,
(4) P; idempotent , P, k-potent matris

durumlan i¢in ¢;P; + c,P, seklindeki bir lineer kombinasyonun ne zaman bir
idempotent (veya bir tripotent veya bir grup involutive matris) oldugunu belirleme
problemi sirasiyla [1-7-23-27] de c¢alisilmistir. Benitez ve Thome genellestirilmis
izdiisimleri  k-genellestirilmis iz diislimlere genisletmis ve degismeli k-
genellestirilmis izdiistimlerin bir lineer kombinasyonunun yine bir k-genellestirilmis
izdisim oldugu tim durumlari siralamistir. Bu ¢alismanin amaci bazi k-potentler
tizerine belirli komutatiflik &zelliklerinin saglanmasi sarti altinda k-potentlerin ve
carpimlarinin kombinasyonlarinin k-potentligini, grup tersinirligini ve tersinirligini
karakterize etmektir. P; , P, sifirdan farkli k-potentler , c;,c, € X({0}, c;eX ve s de
0 < s < k — 1 kosulunu saglayan bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda ciP +
c,P, — cgPFPX~175 seklindeki kombinasyonlarn Szelliklerini inceleyecegiz. ilk

olarak bazi kanonik ayrisimlari ortaya koyalim.

Lemma 3.1. Eger PeB(H) bir k-potent ise bu takdirde P( P) kapalidir ve
P(P)=P (P?)=...=P(PX), N (P)=N(P?)=...=N(P¥)

olmak iizere PX~* idempotenttir.

H =P( P)®&N( P) uzay ayrisimini kullanarak P yi 2x2 lik operator matrisi formunda

(A0 inirdi k-1
P= (0 0), Ae B(P( P)) tersinirdir ve A" =1 (3.1)
olarak yazabiliyoruz.

Lemma 3.2. PeB(H) matrisinin bir k-potent matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

asagidaki 2 sart1 saglamasidir.

() o(P)c= {0} Uy,
(i)  SPS™! = ¥ cop) DLE(L),

olacak sekilde tersinir bir s operatorii mevcuttur. Burada @ ortogonal direkt toplami

reo(P)
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olacak sekildeki E()\) ortogonal izdiisiimleri gosterir.

Keyfi sonlu komutatif sifirdan farkli {P;}iZ, k-potent matris ailesi i¢in
o(I[i21 P){0}uQy 1 ve o(cily + ¢ XiZ i Pcicr + coh s Ae {0}y 4}
oldugunu belirtelim. Ote yandan keyfi AeQy_; Ve ¢, ,c,eX1{0} i¢in

1 + A0 A= —cq/cy

oldugunu belirtelim. Dolayisiyla

k-1
¢y + ¢ [12, B, tersinirdir < (— z—:) =1

olacaktir. Herhangi bir k-potent P matrisi grup tersinirdir. Eger P2 = P ise P* =P,
eger k>2 olmak iizere PX = Pise P* = PX=2 dir. Ayrica asagidaki Lemma y1

verebiliriz.

Lemma 3.3. T;, Ty, Tse B(H) grup tersinir ve degismeli operatorler olsun. Bu
takdirde

e =(I-THIA-THUA-T3), e, = A-THI-THTF,

e3 = (I =THTFA-TF), ey = (1 -THTITS,

es = Tr(I =T~ T3), e = T (I = T)TS,

e; = T (1= T3), eg = T{T; TS 3.2)

idempotent olup

H= @ 8 Ple), Thiei=1, eiej=eje; =0, i) i,j=18 (3.3)

dir.

3.2. Degismeli k-potentlerin karakterizasyonlari

Bu kisimda belirli komutatiflik 6zelliklerinin saglanmasi sart1 altinda grup tersinir ve
k-potent operatorlerin lineer kombinasyonlarinin tersinirligini, grup tersinirligini ve
idempotentligini karakterize edecegiz. ® ile sifirdan farkli k-potentlerin ailesini
gosterelim ve Py, P,, P; birt digerlerinin skaler kat1 olmayacak sekilde sifirdan farkli

k-potentler olsun.
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Teorem 3.1. Ty, T,, T;€B(H) grup tersinir ve degismeli operatorler ve e;, i = 1,8

(3.2) ile verilmis olsun.
®=aT, + bT, + cT; , abeX {0}, ceX

seklindeki bir lineer kombinasyon olsun. Bu takdirde ® nin tersinir olmasi igin gerek

ve yeter sart
# b C b # C # C #
LT (ST, +5Ts) ey, 14 2T ey, 1+ 5T{ Toes, 1+ STH Tyes, (3.4)

ifadesinin tersinir ve eg = 0 olmasidir.

Ispat: e;, i= 1,8 (3.2) deki gibi tammlanmis olsun. H = @iflP(ei) uzay

pargalanigini kullanarak e; nin i-yinci blogunda 1 ve digerleri 0 olan bir blok
kosegen operatér oldugunu ve X, Yj,Z;,1€ {1,2,3,4},j € {1,2,5,6},1 € {1,3,5,7}

tersinir olmak tizere

T =X1©X,@X;0X,00000 000,

T,=Y12Y, 200 00Y;:®Y,@ 00, (3.5)
T:=2, 0D Z3;®0DPZL;® 0D Z,D0,

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle

TY = X{1@X;1eX31@X; '@ 020 0@ 080

TI=Y71®Y;1® 0@ 0@Y; @Y, @080 (3.6)
TI=Z27'®@ 00 231 0 ®Z:;'® 0 ®Z;1®0

dir. Buradan
(D:aTl + bTZ + CT3 = (aX1 + bY1 + CZl)el + (aXZ + bYZ)EZ + (aX3 + CZ3)€3

+aX,e, + (bYs + cZs)es + bYgeq + cZse; + Oeg (3.7)

elde edilir.

1+T1#(§T2+§T3)e1=(1+§X;1Y1+§x;121)@1@1@1@1@1@1@1,
b b
[+-T{T,e, = 1D (1 +=-X;1Y, |PIDIDIDIDIDI,
d 1 d
45T Tye; = 1010 (1+5X5'%; )@ 101010101, (3.8)
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C
b

C

|
* b

TiTies = 10101010 (1+-Y5% )@ 10101,

oldugunu belirtelim.(3.7) ve (3.8) den ® nin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
eg = 0 ve (3.4) bagintisinin saglanmasidir.

Sonug¢ 3.1. P;, P,, P; € ® k-potentler ve @ de

()7 #u () e ()

olmak iizere

®=aP; + bP, + cP;, a,beX{0}, ceX

seklinde bir lineer kombinasyonu olsun. Bu takdirde @ nin tersinir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul 1+ Pf* (g P, + §P3) e, matrisinin tersinir ve eg = 0 olmasidir.

Ispat. Teorem 3.1 in ispatindaki notasyonlar1 kullanalim. (— g)k_l + 1 ve PfPe,
k-potent oldugundan —%eEQk_lu{O} ve o (PfPe,)cQy {0} oldugu goriiliir.
Bu nedenle —%I — P{*P,e, tersinirdir yani I+§P{&“P2e2 tersinirdir. Benzer sekilde
[+ gPl#P3e3 ve [ + %PZ#P3e5 nin de tersinir oldugu goriiliir. Sonu¢ Teorem 3.1 den
kolayca elde edilir.

Teorem 3.1 de T; = 0 olsun. Bu takdirde e; = 0,i €{1,3,5,7}, ej,j €{2,4,6,8}

sirasiyla
er = (-THU-T5), e; = U=TNTF, e3 = TT1-T7), ey = T{'T7, (3.9)

olarak yeniden yazilabilir. Asagidaki sonuglar teorem 3.1 den tiiretilmistir.

Sonug 3.2. P;, P,eB(H) grup tersinir ve degismeli operatérler, e{, i = 1,4 (3.9) daki

gibi tamml1 ve @’ de
(D, = aP1 + bPZ ,a,bEXD{O}.
bi¢iminde bir lineer kombinasyon olsun. ®' niin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter

b . .. . <
kosul I+;P1# P,e| niin tersinir ve e, = 0 olmasidir. Buna ilaveten eger P, P,

L p\k-1 : .
matrisleri k-potentler ve (— ;) # 1 ise bu takdirde
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@' tersinirdir <>ej, = 0<N (P;) NN (P,) = {0} (3.10)
olacaktir.

Ispat. Teorem 3.1 de P; = 0 ve Sonug 3. 1 de ¢ = 0 aliarak iddia dogrulanur.
Hatirlatma 3.1. Teorem 3.2.1 in ispatma gore Sonug¢ 3.2 de verilen P, P, ve @'

matrisleri sirasiyla (-Bi f P(e{) uzay ayrisimina gore

1
P,=X,®X, D00,
P,=Y,000Y,®0,

@' = (aX, + bY,)®aX, ® b, ® 0

ye dondisiir. P, P, nin k-potent olmasi durumunda

ey = 0 PF + (1— P 1)P, tersinirdir <> P, + (1 — P{1)P, tersinirdir,

Sonug 3.2 de Py, P, nin tripotent operatorler, a=1,b=-1 olmas1 6zel durumunu Liu’nun

calismasinda ispatlanmustir.
Sonuc¢ 3.3. P;,P,eX™" iki degismeli tripotent olsun. Bu takdirde P, — P, nin

nonsingiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul I, — P;P, ve P; + (I, — P?)P, nin de

non singiiler olmasidir.
Asagida verilen sonuglar k-potentlere genellestirilmistir.

Teorem 3.2. P,,P,,P; € ® k-potentler ve e;,i = 1,8, (2) deki gibi taniml1 olsun. ®
ise ®=aP; + bP, + cP;, a,b,ceX seklinde bir lineer kombinasyon olsun. Bu
takdirde ® her zaman grup tersinirdir. Ozel olarak k = 2 ise ® nin m- potent olmasi

icin gerek ve yeter sart

((@a+b+c)™=a+b+ce #0,

(a+b)™=a+b, e, # 0,
(@a+o)™=a+c e; # 0,
1(b+c)™=b+c, es =0, (3.11)
am =g, e, =0,
b™ = b, eg 0,
\c™ =g, e; # 0,
ve
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" = (a+b+0)*e; + (a+b)e, + (a+ ) *e;
+a*e, + (b + c)¥es + b¥e, + c¥e, (3.12)
olmasidir.

Ispat. Teorem 3.2.1 in ispatindaki notasyonlar1 kullanalim. k-potentlik durumunda

[-P = Pik_l, i =123 oldugunu hatirlayalm. (3.7) den X;,Yj,Z; Kk-potentleri

X%(_l = I, ij_l = I, Z%(_l = Ip i€{1p2r3r4}i j€{1'2'5;6}1 l € {1'3'5'7} Olmak ﬁzere

®=(aX; + bY; + cZ;)e; + (aX, + bY,)e, + (aX5 + cZ3)e; + aX, e,
+ (bYs + cZg)es + bYgeq + cZse,

oldugunu biliyoruz. Lemma 3.1.2 ye gore k-potent operatér kdsegenlestirilebilirdir.
X1, Y1, Z, srasiyla X,ve Y,; veya Xjzve Zs; veya Ysve Zs k-potentler ve karsilikli
olarak komutatif olduklarindan bunlar es zamanli olarak kosegenlestirilebilirdir. Bu
nedenle dyle bir S tersinir operatdrii vardir ki S;X;S7%,S;Y;S71,S,Z,S7t in her
birisi kdsegen operator olup onlarin kdsegen elemanlari asal garpanlarla Q. e aittir.
Boylece aX; + bY; + cZ, grup tersinirdir. Benzer sekilde aX, + bY,, aX; + cZ;,
gYs + cZs de grup tersinirdir. Eger k =2 ise bu takdirde (3.7) deki X;,Y;j,Z;

operatdrleri 6zdeslik operatorii olup (3.11) ve (3.12) saglanr.
Sonug¢ 3.4. P;,P,e® sifirdan farkl iki farkli idempotent olsun ve @’ de

®' = aP, + bP,, a,b € X{0} seklindeP; ve P,nin bir lineer kombinasyonu olsun.
@' niin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki ii¢ durumdan herhangi

birinin saglanmasidir.

(i) a:]., b:]., P1P2 = O,
(i) a=1, b=-1,BP, = 0;
(iii) a=1, b=1, P,P, = 0.

ispat. Teorem 3.2 de m = 2 ve ¢ = 0 alinarak elde edilir.

3.3 ¢;P; + ¢ P, — c3P{PX"17S Formundaki Kombinasyonlarin Ozellikleri
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P, ve P, iki k-potent matris olsun. Oncelikle c;P; + c,P, — (c; + c,)PK=P, lineer
kombinasyonunun ¢ekirdeginin ¢4, c, € X(1{0} larin se¢iminden bagimsiz oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.3. P, ve P, iki k-potent matris ve c;,c, € X(1{0} olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler gerceklesir.
() NP, —P,) = N(c;P; + 3P, — (¢q + 2)P'P,)

(i) Eger P, ve P, matrisleri komutatif ise bu takdirde herhangi bir 0<s<k pozitif

tamsayisi icin,
NP, —P) = N(C1P1 + P — (¢ + Cz)Pf'P}_S) NN(PSPX=s — P,)
dir.

ispat. (i) Lemma 3.1 e gére Ac B(P(P,)) matrisi tersinir ve AK~1 = I olmak iizere P,

ve b,

n=(3 0 n=( %) 619
ile verilir. Buradan

pp= ("5 )

ve

c,(A—-X) —clY>

c;Py + ;P — (cp + Cz)P1k_1P2 = ( 7 c, W

elde edilir. Bu durum N(P, — P,) = N(c; P + c,P, — (¢1 + ¢;)PF'P,) oldugunu
gosterir.

(i) P, ve P, matrisleri komutatif matrisler oldugundan bunlar ayn1 zamanda
kosegenlestirilebilirdir ve dolayisiyla p(A, ) =A—p, qApw) =cA+cp—
(c; + )RS, r(h, ) = A3pk=s —p, ile verilen

AT ( Qe {0Dx(Q—1 {0} >X icin
p(Lw =0 qhw) =0 ver(h,w =0 (3.14)

ifadesinin saglandigini ispatlamak yeterlidir. Bu durumda
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(@) A=p=0,
(b) =0, u=0,
(c) A=0, u=0,

(d) A#0, p#0 dort durumu goz Oniine alnarak (3.14) in saglandigi goriiliir.

Dolayisiyla (i) ispatlanmais olur.

P;, P, matrisleri sifirdan farkli k-potentler olsun. (3.13) bagintisina goére P;P, =0

A 0

)7 c2W> ve P; +

0 -
7 W) y1 saglar. Dolayisiyla ¢;P; + c,P, = (
A 0
0 W

tersinir olmasi igin gerek ve yeter kosul P; + P, — P,PX=1 nin tersinir olmasidir.

esitligi P, = (5

P, — P,Pk1 =( ) elde edilir. Boylece cy,c, X0} icin ¢,P, + c,P, nin

P; P, # 0 durumu i¢in agagidaki teorem verilir.

Teorem 3.4. P, P,, P,P,#0 ve k>3 olacak sekilde sifirdan farkli k-potentler olsun.

1, C,€X{0}, c3eX ve 0<s<k-1 pozitif tamsayisi igin

(i) Eger PY~'P; = PX71P, ve (c; + )Xt = cktise

¢, P, + c,P, — c3PSPX17S tersinirdir < P, + P, — P,PK~1 tersinirdir.

(i) Eger PX='P, = PF7'P,ve (¢ + cp)K 1 = cktise

1Py 4 Py — c3PPPXT 1S ve YK2ck27i(¢ Py + ¢,P,)! + cKT2PSPR-1S
den en az birisi tersinirdir.

ispat. (i) (3.13) ile eger PP, = PX1P, ise

Y=0, Xk 1A =X # 0, YK2Zwizxk-2-1 =0

oldugu sonucunu ¢ikartiriz. P, matrisi k-potent ve

(X 0y _ Xk 0 \_.x
PZ - (Z W) - (Z}(Z—OI Wizxk—l—i Wk)_PZ’

oldugu i¢in
X ve W k-potentler ve Z=y X Wizxk=1-1 yani X2 = XA,

Z = Y wizxk1-i = (R wizxk-2-1)X + wk-1z = wk-17 (3.15)
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ve
7 = 2%;_01 Wizxk—l—i — Zxk—l + W(Z{(;OZ Wizxk—Z—i) — Zxk—l (316)
dir.

P +P,— PRl = (5 0)

0 W (3.17)
oldugunu belirtelim.

P(P,) = P(X)®N(X) ve N(P,) = P(W)&N(W) oldugundan P, ve P, 4x4 lik

operator matris seklinde yazilabilir:

A, A, 0 O X, 0 0 O
A, A, 0 O 0 0 0 O
P, = 2 1 P, = 1
1 0 0 0 0 2 Zy, Z, W; 0/ (3.18)
0 0 0 O Zs Z, 0 0

Xkt = [ve WK1 = I dir. X2 = XA dan biz A; = X, ve A, = 0 elde ederiz.

X - o -
A= ( Al : ) tersinir ve A¥=' = Joldugunu belirtelim. Boylece A; tersinir ve
2 1

AX~1 = I dir. (3.15) ve (3.16) ile

k-1 _ (1 0Y(Z1 Zz)_ (21 Zz) _ k—1_(Zl Zz) I 0
w Z_(0 0)(23 Zo) \13 Z, S = L3 14 (0 O)
elde ederiz. Bunu Z, = 0,Z; = 0,Z, = 0 takip eder. Boylece (3.18) ile

C1P1 + CZPZ - C3P15P2k_1_s =

(Cl + CZ)XI - C3[ 0 O 0
1Az — 3 Xig ALAXTP Ay 0 O ) (3.19)

C2Z1 0 C2W1 0

0 0 0 0

olacaktir. A;, X; ve W;tersinir k-potentler oldugu durumda
((C1 + c)X; — C3I)- ([(cy + c)X 1572 + [(c1 + c)X1 15 3¢,
+[(cy + )X ¥ %2 + -+ 572D = ((c1 + )kt — cl3‘"1)l (3.20)

esitligi elde edilir. (c; + c)¥ '#ck~* den (c; + c,)X; — c;l ifadesinin her zaman
tersinir oldugunu elde ederiz. Simdi (3.19) ifadesi ¢;P; + c,P, — csPFPS17S

tersinirdir ancak ve ancak N(W)=0 oldugunu ima eder. (3.17) den
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N(W)=0<W tersinirdir <P, + P, — P,PX~1 tersinirdir.

Buradan c;P; + c,P, — c3PSPX17S ifadesinin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul P; + P, — P,PK~1 ifadesinin tersinir olmasidr.

(ii) Eger (c; + ¢,)¥ ' = ck1ise (3.20) den (c; + ¢,)X; — c3l ve

[(c1 + c)Xa 172 + [(c + )X ¥ s + [(q + )X, 15 cf + -+ c5721
islemcilerinden birinin tersinir olmadigimi ve bu durum ise

1P + P, — caPFPF 1 TSVeRICE ¢5 27 (¢ Py 4 ¢ Py)! 4 ¢S T2PSPY TS
islemcilerinden birinin tersinir olmadigini ifade eder.

Hatirlatma 3.2. (1) Teorem 3.3.2 deki (i) sikki ¢; P, + c,P, — c3PFPX=17S matrisinin
tersinir olma sartinin ¢;P; + c,P, — c31 matrisinin tersinir olma sartinin esdeger

oldugunu gosterir. Benzer sekilde ayni teoremin (ii) sikki ise
1Py + P, — 3 PYPX 1S ve X2 k7271 (¢y Py + ¢, P,)t + cK2PSPRTS

operatorlerinden en az birinin tersinir olmama sartiyla c;P; + c,P, — 3l ve

%‘;02 cX=271(¢;P; + c,P,)! operatorlerinden en az birinin tersinir olmamasi sartiyla

yer degistirebildigini gosterir.
(2) Teorem 3.3 nin (i) sikkinda eger P, tersinir ise bu durumda (3.18) ve (3.19)

bagmtilarindaki 2. ve 4. satir ve siitunlar kalkacaktir. Boylece P; = (X1 0

0 0)veP2=

X, 0 _ppk-1_ (K ) . . 3
<Z1 W1) olacaktir. Buradan da P; + P, — PP = ( 0w, nin tersinir oldugu
aciktir. Bdylece c;P; + c,P, — c3p15p2k—1—s — <(C1 + )Xy — c3l 0 ) matrisi

C2Zq ;W

her zaman tersinirdir. Ote yandan
((e1 + )"t = 5D (g + €)Xy — D™

= [(c, + CZ)Xl]k_Z + [(c; + CZ)X1]k_3C3 + [(cy + Cz)X1]k_4C§ + -+ (313(_21

k-2 .
= kY (o + eXy)'
i=0

ve
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1
(c1Py + ;P — c3PFPYT175)

((c1 + )Xy — C3I)_1 0
T\ =WZ (g + )Xy — D)7t éwfl

I 0 ((c1 + )X — D7 0
= (—W;121 1) 0 2wyt

C2

oldugunu belirtelim. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak

(c1Py + c,P, — c5PFPK175) ™"

2—-i

k— .
= [1+ PX2(P, — PP, [ ST P RS (e + )P

(cp+c)k"1—c

Lpk2(1 - plk—l)] (3.21)

elde edilir.

(3) Teorem 3.3 iin (i) sikkinda eger P, matrisi tersinir ise bu durumda P; ve P,
XY (A O\, o1 .
P, = (Z W) veP, = (O 0) ile gosterilebilir. Burada A~ = 1 ve AeB(P(P,)) dir.

PX=1p, = PX~1P, sart1 Y = 0 ve X = A olmasmi saglar. P; matrisinin tersinir olmasi

A ve W nin tersinir k-potent olduklarmi gosterir. Boylece P; + P, — P,PK~1 =
(A 0

7 W) = P, tersinirdir. Bu durumda

(C1 + Cz)A - C3I 0 >

c1Pp + P — Cspfpzk_l_s = (C1Z _ C3DAk—1—s C,W

AS 0 )
D WS
matrisidir. (c; + c;)¥ '#c5™? oldugundan (c; + c;)A — csltersinir olup direkt bir

matrisi de tersinirdir. Burada herhangi bir D operatorii i¢in P} =(

hesaplamayla

—1
(cyPy + 3P, — c3PSPF179)

= 2PN (1= PEY) o+ |1 = SR (1= P (o Py — esPEPETT9) |

C1

[ P i + | (322)

(c1+cx)k"1—¢
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esitligi elde edilir.

Sonu¢ 3.5. P;, P, sifirdan farkli tripotentler olmak iizere bunlardan birisi tersinir
olsun. PZP, = PZP;Ve ¢, ¢, € X{0},c;3 € X olsun. Eger (c; + ¢;)?=c? ise c,P; +
cyP, — c3P P, veya c;P; + c,P, + c3P, P, tersinir olamaz. Eger (c; + c;)? # ¢ ise

c1P; + ¢, P, — c3P, P, tersinirdir. Ayrica eger P; matrisi tersinir ise

1
(1P + P, — 3P P) 7t = C—(Pl — P, P?)
1

1
+ [—— (P, — P,P? P, — c;P,P P? + + P
(¢, + cp)2 —c§( C1( 1 1P3)(c1 Py — 3P Py)) (e3P + (¢ + c3)P)

dir. Eger, P, matrisi tersinir ise 0 zaman
(c1Py + P, — c3P P) ™! = [1 + P, (P, — P,)PY]

1
X
(c;+cy)?—c

1
5 (C3PY + (¢ + ¢)Py) + C_Pz(l - PP)
3 2

olacaktir.

P;,P, matrisleri Sonug¢ 3.3.1 in sartlarim1 saglasmn. Bu durumda (c¢;P; + c,P, —

c3P;P,) 1 in iki gosterimi asagidaki gibi verilebilir.
(1) Eger P; nonsingiiler ise
[(cy +¢2)? = c51(ci Py + P, — c5P P) ™
= (1 + )Py + c3PF + il coc3(PF — PiPy)
+erted (P, — PiPY) + (¢ + cicp — ¢3) (P — P PY) (3.23)
olacaktir.
(2) Eger P, nonsingiiler ise
[(c; + c2)? = c51(ci Py + P, — c3P P,) 7"
= (¢; + )P — c3(2P7 = PiP,) + ¢ (cf + ¢ — c3)(P, —P,PY)  (3.24)

dir. (3.23) ve (3.24) formiillerinin Sonu¢ 3.3.1 deki formiillerden oldugunu
belirtelim. Ote yandan Teorem 3.3 deki formiiller (3.21) ve (3.22) formiillerinin 6zel

durumlart olup k = 3 ve 0 < s < k — 1 herhangi bir pozitif tamsay1r olmak {izere
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herhangi k-potentler igin gergeklenir. Ustelik sonug¢ 3.3.1 de eger c; = 0 ise Sonug

3.3.1 e doniisiir.

Sonug¢ 3.6. P;, P, sifirdan farkli tripotentler olmak {izere bunlardan bir tanesi tersinir
olsun. PZP, = PZP; ve c¢q,c, € X{0} olsun. Bu takdirde c,P; + c,P, nin tersinir
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul c; + c;#0 olmasidir. Bu durumda eger P

nonsingiiler ise

(1P + Pt =

P, + ~1p, (I — P?
c1+c2(1 c¢1 Py ( 7))

ve eger P, nonsingiiler ise

1
C1+C2

(1P + Pt = (P; + c1¢; P, (1 = PY))

olacaktir.

Ispat. Sadece P, nin tersinir olma durumunu goz oniine alalim. Diger durum ayni
sekilde ispatlanabilir. P, nin tersinirliginden PZ = 1, P, = P2P, ve P? = P,P, oldugu

goriiliir. Bu durumda sonug 3.3.1 e gore

_ 1
(c1Py + cP) ™ = [(1+ Pp(P, — PZ)P12]X[ +c)P + C_ZPZ(I - Plz)]

1 (C
(cr+cz)2 M1

¢, +c

1
== [I - P12 + P2P1]X [Pl +

P, I—PZ]
—— »(1 - P?)

2

1 +
= oo PP+ 2 R (- PD)]

Cc1+Cy

1
Cc1+Cy

[P, + C1¢2_1 P, (I - P12)]

dir. PX"'P, = PX"'P,, cy,c, € X({0}, c; + cp# 0 olmak iizere Py, P, iki k-potent

matris (k>3) olsun. Bu durumda P{ = P=2 ve P} = PX=2 olacaktir. Boylece (3.19)

bagintisindan
(cr+c)Xy 0 0 o0
cmvans( S8
0 0 0 0
elde edilir.
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Teorem 3.5. P;,P,,PX"'P, = PY"'P, olacak sekilde sifirdan farkli k-potentler
olsun. ¢, ¢, € X[{0},c3 € X olmak tizere c; +cy#c; ve s de 0<s<k—1

olacak sekilde bir pozitif tamsay1 olsun. Bu takdirde
¢, P, + ¢, P, — c3PSPXS tersinirdir < P; + P, — P,PX~1 tersinirdir.

ispat. PX=1P, = PX=1P, ise Teorem 3.3 iin (i) sikkinin ispatindan A, X, W, tersinir

k-potentler olmak tizere

(1 + ¢y —c3)Xy 0 0 o0
S—1 i k—1-i
(P, + Py — ciPSPE—s = | Ciflz —Xisg A1AXi T a0 0} 355
Cy7Z1 0 c,W; 0
0 0 0 0

elde edilir. c; + c,#c5 oldugundan
c,P; + c,P, — c3PSPX=S tersinirdir
N (W)={0}
W matrisi tersinir

& P, + P, — P,PK~1 matrisi tersinirdir.
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4. IDEMPOTENT MATRISLERIN LINEER KOMBINASYONLARI
4.1. iki idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarinin idempotentligi

@ bir cisim ¢q,c; € @ sifirdan farkli cismin elemani P;,P, ® cismi {izerinde iki
farkli idempotent matris yani P; = P2, P, = P} ve P; # P, olsun. Bu kisimda P, ile
P, nin lineer kombinasyonlarinin idempotentlik 6zelligini sagladigi tim durumlarin
karakterizasyonu problemine ¢6ziim aranacaktir. Bununla ilgili olarak idempotent
matrislerin lineer kombinasyonlarinin idempotentligiyle ilgili asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.1. P, P, sifirdan farkl iki idempotent matris c4, ¢, sifirdan farkli skalerler

olmak tlizere
P = C]_Pl + C2P2 (41)

formundaki lineer kombinasyonunu goz oniine alalim. Bu durumunda P matrisinin

idempotent oldugu dort durum s6z konusudur.
(@) PP, = PPy ;

()cy,=1,c,=1,PP, =0;

(ic; =1,c, =—1,PP, =Py;

(iii) C1 = _1,C2 =1 ,P1P2 = Pl;
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(b) P1P2¢P2P1 , Cl € q)D{O,].} ’CZ = 1 - C1 ) (Pl - Pz)z = 0

Ispat. Direkt bir hesaplamayla (4.1) deki P matrisinin idempotent olmasi igin gerek

ve yeter sart
Cl(l - Cl)Pl - C1C2P1P2 - C1C2P2P1 + Cz(l - CZ)PZ = O (42)
esitliginin saglanmasidir.

Bu nedenle teoremin yeterlilik kismi1 kolayca elde edilir. Gerekliligin ispati ise (a) ve
(b) durumlarina karsilik olarak sirasiyla PP, = P,P; ve P;P,#P,P; esitliklerinin
gosterilmesine doniigiir. Bu durumda (4.2) ifadesini 6nce P; ile sonra da P, ile soldan

carpmak suretiyle sirasiyla

Cl(l - Cl)Pl + Cz(l - 2C1 - CZ)P1P2 = O, (43)
c2(1—cx)P +¢1(1 — ¢y — 2¢,)P P, = 0, (4.4)

esitlikleri ve (4.3) esitligini P, ile sagdan (4.4) esitligini ise P, ile soldan garparak
[c1 + ¢z — (c1 + ¢2)?]P P, = 0, (4.5)

esitligi elde edilir. Bu durumda (4.3) ve (4.4) ten kolayca goriiliir ki P;P, = 0 ise
P,;#0, P,#0 ve c;#0, c,#0 durumlar1 géz Oniine alinarak hem c; in hem c, nin 1’¢
esit olmas1 gerektigi dolayisiyla (i) ifadesinin saglandigi goriiliir. Ote yandan eger

P, P,#0 ise (4.5) esitliginden

Cl + Cz = 1 (46)
veya
Cq + C, = 0 (47)

oldugu goriiliir. Bu takdirde (4.3) ve (4.4) esitlikleri (4.6) dikkate alindiginda
C1C2 (Pl - P1P2) = O ve C1C2 (PZ - P1P2) == O (48)
ve (4.7) dikkate alindiginda

ct(1—=cy)(P,—PP)=0vec;(1+cy)(P,—PP,)=0 (4.9)
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oldugu goriiliir. P;#P, varsayimi go6zoniine alindiginda PP, =P, ve P,P, =P,
esitliklerinin her ikisi de ayn1 anda saglanmaz. Sonu¢ olarak c¢; # 0,c, #
0 oldugundan (4.9) sartlar1 saglanirken (4.8) sartlarinin asla saglanmamasi i¢in gerek
ve yeter kosul c; =1 (dolayisiyla ¢, = —1) ve P;P, =P, olmasidir ki bu (ii)
durumudur ya da c¢; = —1 (dolayisiyla c, = 1) ve P;P, = P; olmasidir ki bu ise (iii)

durumudur.

Simdi tekrar (4.2) gerek ve yeter sartina donelim. Bunu P; ile soldan ve sagdan

carpmak suretiyle sirasiyla

ct(1—=c)P +c,(1 —c¢; — )PP, — ¢4, P PP = 0,

(1 —cy))P + (1 — ¢y — )PPy — ¢y, P PP =0

elde edilir. Bu nedenle

c2(1 —c¢y —c)(PP, = PPy) =0, (4.10)

esitligi saglanir. Ote yandan (b) durumunda c, # Osart1 P;P,#P,P ;sart1 ile denk
oldugundan kolayca goriiliir ki (4.10) esitligi (4.6) esitligine denktir. (4.6) esitligi
(4.2) de yerine yazilirsa

C1C2(P1 - P1P2 - PZPI + Pz) = O,

esitligi elde edilir. Burada c;c,#0 olacagindan (b) deki son kosul saglanmis olur ve

bdylece teoremin ispati tamamlanur.

P, ve P, idempotent matrislerinin diger fonksiyonlar: literatiirde genis bir sekilde
calisilmistir. P; ve P, nin hermityen olmasi durumundaki idempotent durumlar1 i¢in

bakiniz [2,5].

Sonug 4.1. Teoremin varsayimlari altinda P = ¢, P; + c,P, matrisinin idempotent bir
matris olmast i¢in bir gerek sart P;P,ve P,P; carpimlarinin her ikisinin de bir

idempotent olmasidir.

Ispat. Yukaridaki teoremin (a) kisminda bu sonucun iddias1 acikca verilmistir. (b)

durumunda
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Pl - P1P2 - P2P1 + PZ = 0, (411)

alir ve (4.11) ifadesi P, ile soldan carpilirsa P, = P;P,P; esitligi elde edilir ki bu da

P, P, ve P,P; in her ikisinin de idempotent oldugunu gdsterir.

Tersi durum P, P, matrislerinin kompleks matrisler ve farklarinin da bir hermityen
matris olmasi 6zel durumuyla ilgilidir. Bu iddia ag¢ik¢a hem P; hem de P, nin

hermityen oldugu durumla uyusmaktadir.

Sonug 4.2. Q4, Q, sifirdan farkli iki farkli kompleks idempotent matris olmak {izere
Q; — Q, farki hermityen olsun. Ayrica a4, o, sifirdan farkli sayilar olmak iizere Q =
a1 Q; + a,Q, lineer kombinasyonu verilsin. Bu takdirde Q matrisinin de idempotent

oldugu ti¢ durum s6z konusudur:

(i) Q=Q;+Q;veQ;Q; =0=0Q;Q,
(ii) Q=Q;—Q;veQ;Q; =Q; =Q;Q4,
(i) Q=-Q; +Q,veQ;Q;, =Q; =Q;Q;.

Ispat. Yukarida verilen teoreme gore (b) de verilen ifadenin Q; — Q, farki bir

hermityen matris olmasi durumunda saglandigii  gostermek  yeterlidir.

(Q; — Q,)? = 0 esitligi ayn1 zamanda (Q; — Q,)(Q; — Q,)* = Oseklinde yeniden
ifade edilebileceginden Q; — Q, nin hermityen oldugu bir gercektir. Bu nedenle

Q; = Q, asikar durumu hari¢ bu durum imkansizdir. Basit bir 6rnek olarak

P1=(8 (1))ve P2=((1) (1))

matrislerini géz Oniine alalim. Her iki matris de idempotent oldugundan P;P, = P,
ve P,P, = P, esitliklerinden P, P,#P,P; olmak iizere (P, — P,)? = P, — P,P, — P,P, +
P, = 0 oldugu goriiliir. Bdylece teoremin (b) kismi saglanir. Ote yandan sifir ve

birden farkli herhangi bir c skaleri i¢in

P=cy D)ra-of D=0 1)

formundaki her matris de idempotenttir.

Ikinci bir ornek olarak
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Q=(1 Jvee=( )

alinirsa Sonug 4.2 deki varsayimlardan Q; — Q, farkinin bir hermityen matris oldugu
kolayca goriiliir. Bu durum hem Q; in hem de Q, nin hermityen matris olmasini
gerektirdiginden daha zayif bir kosuldur. Dolayisiyla sonug 4.2 deki kosullar Q;Q,

ve Q,Q; carpimlarinin her ikisine de karsilik gelir.

4.2 Bir idempotent Matrisle Bir Tripotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarinin

Idempotentligi

Bu kisimda A bir idempotent matris ve B de bir tripotent matris olmak tizere C =
c1A + c;B seklindeki lineer kombinasyonun bir idempotent matris olmasini

karakterize eden bazi ifadeler verilecektir.

A € X, bir idempotent matris, B € X,, , bir tripotent matris yani A> = Ave B3> =B
olsun. Bir idempotent matrisin ¢ok kullanigh bir 6zelligti BB, = 0ve B,B; =0

olmak iizere B; ve B, idempotent matrislerinin farki olarak yazilabilmesidir.[7]

Bu kisimda A ve B matrislerinin lineer kombinasyonlarinin bir idempotent matris

olmast durumlarini karakterize eden problemlerin tam bir ¢oztimii verilecektir.

B nin tripotentliginin iki 6zel versiyonu vardir. Bunlardan birincisi B nin bir
idempotent matris olmasidir ki bu durumda B, = 0 olmak iizere Bnin B = B; — B,

biciminde B, ve B, matrislerine parcalanisidir.

Bu takdirde bir 6nceki kisimdaki teorem C = c;A + ¢,B matrisinin C = C? esitligini

saglayabilmesi i¢gin tam olarak dort durumun varligin ifade eder.
()cp,=1,c, =1, AB; =0=B4A,

(i)cy =1, c, = -1, AB; = B; = B4A,

(ili)c; = =1, c, =1, AB; = A = B4A,

iv) cq, c,#0, ¢ + ¢, =1, AB;#B;A, (A —B;)? = 0.
()1 2 1 2 1 1 1
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—B nin idempotent bir matris olmasi1 oldugu ikinci 6zel versiyon B; = 0 olmasi
anlamina gelir. Bu takdirde ayni1 teoreme gore C = c;A + ¢, B matrisinin idempotent

oldugu diger bir durum s6z konusudur.

()c;=1,c, =-1, AB, =0=B,A

(i)c; =1,c, =1, AB, =B, =B,A

(ili)c; = =1, c, = -1, AB, =A=B,A

(iv) ¢q, €20, ¢; —cy = 1, AB,#B,A, (A—B,)? = 0.

Yukaridaki bilgiler 15181 altinda asagida hem B, in hem B, nin A sifirdan farkli
idempotent matrisler olmast goz Oniine alinacaktir. Bu durumda B = B; — B,
matrisine bir esasli tripotent matris ad1 verilecektir. Problemin genel ¢oziimi Kisim 2
de verilmistir. Kisim 3 te ise 2 ilave sonug¢ ve bazi durumlar ele alimmistir. Bunlardan
birincisi C = ¢;A + c,(B; — B,) lineer kombinasyonunun idempotentliginin A ve
B; + B, idempotent matrislerinin iki miimkiin ¢arpimlarinin idempotentligi ile nasil

bir iliskisinin oldugunu aciklar.

2. sonug ise A — B; ve A — B, farklar1 hermityen oldugundan nasil bir ¢6ziimiin s6z
konusu oldugunu gosterir. Bu varsayimlar A, B;, B, matrislerinin hermityen olmasi

durumuyla acik bir sekilde ortiisiir.
Teorem 4.2. A € X,,, sifirdan farkli bir idempotent matris, B € X, , ,

seklinde tek tiirli olarak pargalanmis esasli bir tripotent matris olsun. Burada B; €

Xnn Ve B, € X, , sifirdan farkli matrisler;

B, =B?, B,=B%, B;B,=0=B,B; (4.12)
olacak sekilde verilmis olsun. Yani c;, c,€X sifirdan farkli olmak iizere
C=cA+c,B; —c,B, (4.13)

olsun. Bu takdirde C matrisinin bir idempotent matris olmas1 i¢in asagidaki durumlar

saglanir.
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ve asagidaki kosullardan herhangi birisi saglanir.
(@) =1,c, =1, AB; =0, AB, =B,,
(a)c;=2,¢c,=1, A=B,,

(@az)cy =1, ¢c; =-1, AB; =B4,AB, =0,
(ag)c1 =2, ¢, =-1, A=By,

1 1
(35)C1:§» C2 =73, A =B; +B;,

N |-

(@as) 1 =3, C2=—%, A=B;+B,,

(b) AB; # B;A, AB, # B,A

sartlarinin yaninda asagidakilerden birisi saglanir.
(b)cy=2,¢c,=1 (A—By)?*=0,

(b2) ¢y = %: C = —%: (A—B;)* =By,

(c) AB; # B;A, AB, = B,A

nin yaninda asagidakilerden herhangi birisi saglanirsa
(cDe1=2¢,=-1 (A-B)*=0,

(c2) ey = %» C2 = %' (A—-B;)? =B,

(d) AB; # B;A, AB, #B,A,

ve c¢; = 1 olmak tizere c,

(A—B;)? —(A—B2)*> = c;(B; + Bp)

denkleminin bir ¢oziimiidiir.

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Ispat. A = AZesitligi ve (4.12) sarti gdzoniine alindiginda direkt bir hesaplama

yapilarak (4.13) de verilen C matrisinin idempotent olmas1 igin gerek ve yeter sartin

c1(1 —c;)A —cyc,(ABy + B;A) + ¢4, (AB, + ByA) +¢c,(1 —¢,)By —

Cz(l + CZ)BZ =0

esitliginin saglanmasi oldugu goriiliir.
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Ispat1 (4.14)-(4.17) de verilen kosullara uygun olarak dért kisimda ele alalim. (4.14)
sartlar1 altinda (4.19) esitligi

Cl(l - Cl)A - 2C1C2(AB1 - AB2)+ Cz(l - CZ)Bl - Cz(l + C2)B2 == 0 (420)

formuna indirgenir. (4.12) gozoniine alinirsa (4.20) denklemi sirasiyla B; ve B, ile

sagdan carparak
Cl(l - Cl - ZCZ)ABl + Cz(l - CZ)Bl = O (421)
Cl(l —Cq + ZCZ)ABZ - Cz(l + CZ)BZ = O (422)

esitlikleri elde edilir. Boylece B; # 0, B, # 0 ve c, # 0 oldugundan

AB; =0 =>c¢c, =1 (4.23)
AB, =0 =>¢c, = —1 (4.24)
elde edilir.

(c1 +¢c3)(1 —c4 —cy)AB; =0, (4.25)
(c1 —c3)(1 — ¢4 +c3)AB, =0, (4.26)

esitliklerinden kolayca goriiliir ki
ABl * O:Cl + Cy, = 0 Veya C1 + C, = 1, (427)
ABZ * O:Cl —Cy = 0 Veya Ci—C = 1, (428)

dir. Bu durumda (4.23) ve (4.24) ifadeleri AB; = 0 ve AB, = 0 esitliklerinin ayni
anda saglanamayacagini gosterir. Ikinci ihtimal AB; = 0 ile AB,»#0 ifadelerini
birlikte ele almaktir. Bu takdirde (4.23) ve (4.28) den c, = 1 olmas1 gerektigi ve
ayrica ¢; = 1 veya ¢; = 2 oldugu gorilir. Her iki durumda (4.22) sarti AB, =
B,esitligini saglar. Fakat bir sonraki adimda (4.20) A = B, olmasim gerektirir. Bu
durumlar (a;) ve (a;) deki sartlarin gerekliligini gosterir. (a3) ve (a,) teki sartlarda
benzer sekilde elde edilebilir. (4.24) ve (4.27) dikkate alindiginda AB,#0 ile
AB,#01m birlikte ele alinmasi ¢, = —1 oldugunu ve dolayisiylac; = 1 veyac, = 2
olmas1 gerektigini gosterir. Her iki durumda da (4.21) sarti AB; = B; esitligini
saglar. Fakat bir sonraki adimda (4.20) A = B; olmasin gerektirir. Son olarak AB;#0

ile AB,#0 1 birlikte gbz oniine alalim. ¢;#0 ve c,#0 oldugundan (4.27) ve (4.28)
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denya c;=5,c,=> yadac;=2 ,cp=— oldugu goriiliir. Her iki durumda da (4.21)
ve (4.22) kosullar1 AB; = B; ,AB, = B, esitliklerini saglar ki bu durumda (4.20) a
gore A = B; + B, elde edilir. Buise (as) ve (ag)daki kosullarin gerekligini gosterir.
(a1)-(ag)daki sartlarin yeterliligi (4.20) un basit bir dogrulanmasiyla asagidaki
sekilde elde edilir. (a,)de A = B, esitligi AB; = 0 olmasin1 (a,) de A = B; esitligi
AB, = 0 olmasin ve (as) ve (ag) da ise A = B; + B, esitligi hem AB; = B; hem
de AB, = B, olmasin1 gerektirir. Béylece ispat tamamlanmis olur. Ispatin geri kalan

kisminda

¢, (1 —cy)AB; — ¢;¢,(ABy + B;ABy) + ¢4¢,B, ABy + ¢,(1 — ¢,)B; =0, (4.29)
c;(1 —-c¢)B;A—cycy(BjA + B;AB;) + c¢4¢;,B1AB, +¢c,(1 —¢,)B; =0, (4.30)
c¢;(1 —c¢;)AB, —cyc;B1AB, + ¢ic,(AB, + B,AB,) —c(14+¢,)B, =0,  (4.31)
c;(1 —c;)B,A—cyc;B,AB; 4+ ¢ic(B,A + B,AB,) — (1 + ¢,)B, =0, (4.32)

esitliklerini kullanacagiz. Bu esitlikler sirasiyla (4.19) bagintisini B; ile sagdan B ile
soldan B, ile sagdan ve B, ile soldan ¢arpmak suretiyle elde edilir. (4.29) ve (4.30)
ile daha sonra da (4.31) i (4.32) ile birlestirirsek

Cl(l - Cl - Cz)(ABl - BlA) - C1C2(B1ABZ - BzABl) = 0, (433)
Cl(l - Cl + Cz)(ABZ - BzA) - C1C2 (BlABz - BzABl) = 0 (434)

esitlikleri elde edilir. c;#0 ve (4.11) deki B matrisinin pargalanisindaki B; ve
B, matrislerinin farkliligi g6z oniine alinirsa (4.15) de verilen ifadedeki (4.34) {in

acik bir sonucu olarak

cp—c,=1 (4.35)
elde edilir.(4.29) esitliginde B;AB; = AB,, B,AB; = 0 ifadeleri yerine yazilirsa
c;(1—c¢; —2¢;)AB; +¢c,(1—¢,)B; =0 (4.36)
ve dolayisiyla bu ifadeyi A ile soldan carpar ve (4.35) bagintisini kullanirsak
(1-c)(1—2¢)AB; =0 (4.37)
elde edilir. 1 —c; =0 ile (4.35) i birlestirdigimizde c, = 0 olacagindan (4.37)

esitligi AB; = 0 veya AB;#0, ¢; = %, Cy = —% olmasini gerektirir. c,# 0 oldugunda



ise (4.36) bagintisindan eger AB; = 0ise c, = 1 ve (4.35) e gore c; = 2 oldugu
gortliir. Boylece (4.19) gerek ve yeter sart1 A— AB, — B, A+ B, =0 formunu ele
alir. Bu ise bir taraftan AB; = 0 saglarken diger taraftan (A — B,)? = 0 seklinde

yazilabilecegini gosterir. Boylece (b;) durumunda gerekliligin ispati tamamlanmis
olur. Ote yandan AB;#0 ve ¢, = %, Cy = —% oldugunda (4.36) nin agik bir sonucu

AB; = B; olur. Bu durumda ise (4.19) sarti1 A — AB, — B,A + B, = B; formunu alir
ki bu agik¢a (A — B,)? = B, seklinde yazilabilir. Bu durumda (4.12) ve (4.15) in
birinci kismi gbéz Oniine alinirsa AB; = By oldugu goriilir. Bu ise (by) nin
gerekliliginin ispatidir. (b,) ve (b,) nin yeterliligi ise direkt bir hesaplama ile
goriilebilir. Ote yandan (4.13) ifadesindeki C matrisi C = c;A + (—c,)(B, — B;)
seklinde yazilabileceginden (c) nin ispati (b) nin ispatina benzer sekilde c, yerine
—c, alip B, ile Bynin rolleri degistirilerek yapilabilir. (d) nin ispati i¢in Oncelikle

(4.33) 1 B, ile sagdan veya (4.34) ii B; ile soldan carparak

c;(1—-c¢;)B;AB, =0 (4.38)
elde edelim. Daha sonra da (4.33) i B, ile soldan (4.34) i ise B; ile sagdan ¢arparak
c;(1—¢;)B,AB; =0 (4.39)

elde edilir. Ayrica (4.33) ve (4.34) den (d) durumunda B;AB, = B,AB; esitliginin
saglanmadig1 goriiliir. Bu nedenle (4.38) ve (4.39) dan kolayca goriiliir kic; =1
olmalidir. c,#0 oldugunda (4.19) bagmtisindan problemin (4.17) ye ilaveten AB; ve
B, matrislerinin hem B;AB, # B,AB; hem de

AB; + B;A— AB, —B,A— (1 —¢,)B; + (1 +¢,)B, = 0 (4.40)

ifadelerini saglayacagi durumlarin karakterize edilmesine donistiigi goriliir.
Boylece (d) deki sartlarin gerekliligi (4.40) ifadesinin uygun bir sekilde yeniden
diizenlenmesiyle yeterliligi ise direkt bir hesaplamayla goriilebilir. Bu ise ispatin geri

kalan kismini1 tamamlar.

Simdi Teorem 4.2. de istenen sartlar1 saglayan matrislerin mevcut oldugu onbir farkli
durumun her birini gosteren asagidaki 6rnegi géz oniine alalim. (4.14) de karakterize

edilen (a) durumundaki 6rneklerin olusturulmasi kolaydir:
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o 0 0 100 0 0 0
A=|0 o 0),B,=(0 1 0),B,=[0 0 0}, (4.41)
0 0 P 0 0 0 0 0 1

matrisleri igin esitligini saglamak yeterlidir ki bu matrisler o, Be{0,1} oldugunda
idempotenttirler ve dolayisiyla B;B, =0 = B,B;, AB; =B;A ve AB, =B,A
esitlikleri saglanir. Boylece oo = 0,3 =1 oldugunda (a;) ve (a,) deki sartlar
gerceklenir. Ote yandan oo = 1,B = 0 oldugunda (a3) ve (a,) teki sartlar ve o =

B = 1 oldugunda ise (ag) ve (ag) daki sartlarin saglandigi goriliir.

(b) durumu igin

1 00 0 0 0 100
A= —100,Bl=<000,32=000 (4.42)
0 0 0 0 0 1 0 0 0

10 0 1 0 0 0 0 0
A=(0o 1 0o),B,=(0 0 0|,B,=|0 1 0], (4.43)
0 0 0 0 0 0 0 1 0

ticliilerini goz Oniine alalim. Bu durumda bu matrisler idempotent olup BB, = 0 =
B,B;, AB; = B;A, AB,#B,A olup (4.42) durumunda (A—B,)?2=0 ve (4.43)
durumunda ise (A — B,)? = B; oldugu goriiliir.

(c1) ve (cy) yi karakterize eden sartlar B, ile Bynin yerlerini degistirmek tizere (b;)
ve (by) yi karakterize eden sartlara denk oldugundan (d) durumu hakkinda yorum
yaptlamamistir. Hem (c;) in hem de(c;)nin degerlerinin tek tiirlii olarak belirli
oldugu durum diger durumlardan farklidir. (d) de c, nin degeri (4.18) matris
denkleminin bir skaler ¢6ziimii olarak goz oniine alinirken sadece c; bilinmektedir(1

e esit oldugu).

Yukaridaki durumda denklemler gergekten bir ¢dziime sahiptir. Oyle ki

A= (1 o) 8= o)2= (o )

matrisleri goz oniine alimirsa B;B, = 0 = B,B;, AB;#B;A, AB,#B,A oldugundan

(4.17) varsayimi saglanir ve (4.18) bagintisi

G 00 -G 2DQ 2)=el )

formunu alir ve boylece tek ¢oziim olarak ¢, = —1 elde edilir.
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Asagida idempotent matrislerle ilgili olarak A ve B? = B; + B, matrislerinin yer

degistirilmesiyle elde edilen ayni tipte bir problem verilecektir.

Teorem 4.3. Teorem 4.2 nin varsayimlar1 altinda (4.13) formundaki C matrisinin
idempotent olmasi i¢in bir gerek sart A(B; + B;) ve (B; + B,)A ¢arpimlarinin her

birinin bir idempotent matris olmasidir.

Ispat. Teorem 4.2 nin (a) maddesinde verilen durumda (4.14) sartlar1 A ve B; + B,
nin komutatif oldugunu gosterir. Bu durum A(B; + B;) ve (B; + B;)A carpimlarinin
her birinin bir idempotent matris olmasi igin yeterlidir. (b) durumunda AB; = B;A

ve B;B, = 0 = B,B; carpimlarinin bir sonucu

(B; + B,)A(B; + B;) = B;AB; + B;AB, + B,AB; + B,AB, (4.44)
ifadesini ve dolayisiyla

(By + B,)A(B; + B,) = B;AB; + B,AB, (4.45)

esitligini saglamasidir. Ote yandan (b;) ve (b,) de verilen A — AB, — B,A + B, =0
ve A—AB, —B,A+ B, =B, sartlarindan her birisi sirasiyla B,AB, = B, i
sagladigindan  (4.45) ifadesi (B; +B,)A(B;+B,) = BjA+ B, =AB; +B,
formuna doniisiir. Boylece teoremin iddiasi kolayca saglanir. (¢) durumunda ispat
yukaridakine benzer sekilde yapilabilir. Sonug olarak (4.18) esitligini 6nce B; ile

soldan sonra B, ile sagdan ¢arpmak suretiyle

BiAB; =~ (1 — c;)B;ve B,AB; = - (1+ ¢)B, (4.46)
elde edilir. Eger (4.46) bagmtilar1 (4.40) esitliginde yerine yazilirsa

AB, + B;A — AB, — B,A — 2B,AB, + 2B,AB, = 0 (4.47)
elde edilir. (4.47) ifadesi A ile soldan ve daha sonra B; ile sagdan ¢arptigimizda

AB; = (AB; + AB,)AB;, i=1,2 (4.48)

elde edilir. (4.48) ifadesi (4.44) de yerine yazilirsa A(B; + B;) nin idempotentligi
goriiliir. Benzer sekilde (4.47) ifadesini B; ile soldan carptigimizda ve A ile sagdan
carparak

B;A=B;A (B,A+B,A), i =1,2, (4.49)
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elde edilir. (4.49) esitligi (4.44) de yerine yazilirsa (B; + B;)A 'nin idempotentligi
gosterilmis olur. Bu kismin ikinci sonucu teorem 4.4. de verilmistir. Bu durum ise

A — B; ve A — B, farklarmin bir hermityen matris yani

olacak sekilde A, By, B, matrislerinin her birinin hermityen matris oldugu durumuyla
ortiisiir. Teorem 4.4 iin ortaya konulmasindaki esas rol asagidaki Lemma ile verilir.
P, P, idempotent matrislerinin P;.P, carpimmin sifirdan farkli 6z degerleri
(P, — P,)? matrisinin 6z degerleriyle ve tersine olarak (P, — P,)? nin &zdegerleri
P;. P, carpiminin 6z degerleriyle nasil bir iliskiye sahip oldugu bu Lemma da verilir.
Bu Lemma P;, P, nin idempotent olmalarina ilaveten hermityen olmalart igin de

genellestirilebilir.

Lemma 4.1. P, P, € C, , idempotent yani P, = P?, i = 1,20lsun. Eger A # 0 sayisi
(P, — P,)? matrisinin bir 6z degeri ise bu takdirde I-A da P,.P, matrisinin bir 6z
degeridir. Tersine olarak eger u#0 sayisi P;. P, matrisinin bir 6zdegeri ise 1-u de

(P, — P,)? matrisinin bir 6z degeridir.

Ispat. Farz edelim ki 2 sayis1 (P, — P,)?nin bir 6zdegeri olsun ve u#0 buna karsilik

gelen 0z vektorler yani

(_Pf)z)z u=\u (4.51)

olsun. Bu esitligi P;ile soldan ¢arparak

P;P,Piu = (1-2)Pju (4.52)
elde edilir. Eger Pju # 0 ise (4.52) dan kolayca gorilir ki 1-1 degeri P;.P,
matrisinin bir 6z degeridir. Ote yandan eger P;u = 0 ise bu takdirde (4.51)

(P, — P,P,)u = 2Au (4.53)

seklini alir. Ote yandan P,u vektorii sifirdan farkli olmalidir. Aksi takdirde (4.53)
A#0 varsaymmiyla g¢elisecektir. Sonug olarak (4.53) esitligini P, ile soldan g¢arparak
P,P,P,u = (1 — A)P,u elde edilir. Boylece 1-4 sayisi P,P; matrisinin bir 6zdegeri

olmus olur ve dolayisiyla P; P, nin de bir 6zdegeridir.
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Teoremin ikinci kismi benzer sekilde ispatlanabilir. Farz edelim ki p, P;P, nin bir
0zdegeri ve v#0 buna karsilik gelen bir 6z vektor yani P; P,v = pv olsun. Bu esitlik
P; ile soldan carpilir ve p#0 varsayimi goz Oniine alinirsa v = P;v oldugu goriiliir.

Buradan P, P,P,v = pP; v veya buna denk olarak
(P, = PP,P)v=(1—p)Pv (4.54)

elde edllll’ Fakat P1 - Plpzpl = (Pl - P2)2P1 Oldugundan (454) eSlthgl (Pl -
P,)?P,v = (1 — p)P,v seklinde yeniden yazilabilir. Ote yandan P,v=v # 0

oldugundan 1-u sayist (P, — P,)? matrisinin bir 6zdegeridir.

Teorem 4.3. A € C,, sifirdan farkli bir idempotent matris ve By, B, € C,, , (4.12)
sartlarin1 saglayan sifirdan farkli matrisler olmak iizere A — B; ve A — B, farklar
hermityen olsun. C matrisi c;, c,™C sifirdan farkli olmak tizere A, By, B, nin (2.3)
formundaki bir lineer kombinasyonu olsun. Bu takdirde C matrisinin idempotent

oldugu tami tamina alti durum s6z konusudur:

(i) C=A+(B;—B,) ve AB; = 0=B;A, AB, =B, = B,A,

(i) C=2A+(B;—B,) ve A= B,

(i) C=A-(B; —B,) ve AB; = B; =B;A, AB,=0=B,A

(v) C=2A-(B;—B,)ve A=B,;

(v) C=-A+-(Bi—B;)ve A=B;+B,

(vi) C=2A—2(B,—B)ve A=B;+B,

Ispat: ilk olarak (i)-(vi) deki sartlar1 kesin olarak saglayan matrislerin mevcut
oldugunu belirtelim. Bu durum (i)-(vi) durumlarinin teorem 4.2.1 deki (a;) — (ag)
durumlanyla cakistigir ve (4.41) deki tiim matrislerin hermityen oldugu gercegine
dayanir. Dolayisiyla eger A, B;, B, matrisleri (4.50) deki ikinci varsayim altinda
(b1),(by),(c1),(c3),(d) durumlarinin  her birinin  saglandigin1  ispatlamig
oluruz.(4.50) deki ikinci varsayim altinda (b,) deki (A — B,)? = 0 esitligi

(A—B,)(A—B,)" =0 (4.55)

ile yer degistirilebilir.
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K herhangi bir kompleks matris olmak iizere KK* = 0 & K = 0 gergegi (4.55) ye
ygulanirsa A — B, = 0 elde edilir. Fakat bu durumda AB, = B, = B,A olur ki bu
da AB, # B,A varsayimiyla celisir. Benzer sekilde (b,) de (A — B,)? = B; esitligi

(A-B,)(A—-B,)" =B, (4.56)
ile yer degistirilebilir.

Herhangi bir K kompleks matrisinin G(K) ile gosterilen siitun uzayi

C(K)=G(KK") (4.57)
ozelligine sahip oldugundan (4.56) ve (4.57) nin bir sonucu

G(A—B3) =T(By)

dir. B; matrisinin bir idempotent matris oldugu varsayimi goz oniine alinirsa burada
B;(A—-B,)=A- B, (4.58)

elde edilir. Fakat (A — B,)? = B, ve AB; = B;A sartlarindan B;A = B, oldugu ve
dolayistyla B;B, = 0 olacagindan (4.58) esitligi A = B;+B, ye doniisiir. Buradan

B,A olmasi varsayimiyla ¢elisir.
(c) durumundaki ispat ise (b) durumuyla ilgili olan ispata simetriktir. Dolayisiyla
(A—By(A— B)"—(A—=B3)(A— By)" = c;(By + By) (4.59)

esitliginin saglandigiin gosterilmesi kalir ki bu da durum (4.50) ilave varsayimlari

altinda (4.18) sartinin degisik bir versiyonudur. (4.59) nin asikar bir sonucu

c2(By + By) = C3(By +By)” (4.60)
esitligidir. B;+B, matrisi idempotent oldugundan ranki izine esittir. Ote yandan

B; 4B, nin idempotentligi (B;+B,)* in idempotentligine denktir. Sonug olarak
iz(By + Bz) = r(By + Bz) =r[(B; + B3)"] =iz[(B; + B3)"]

ve boylece (4.60) in her iki tarafinin da izi alinirsa c, = ¢, elde edilir. Bu ise C nin

(sifirdan farkli) bir reel say1 olmasi1 demektir. Boylece
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oldugu goriiliir.(4.60) ile verilen 6zel durumda Teorem 4.2.1 in (d) kismindaki (4.18)

sart1 i non negatif definit matris i¢eren
(A—By)(A—By)"=(A—By)(A—By)" + c;(By + B2)(By + By)” (4.62)
esitligi seklinde yazilabilir.(4.62) de c,nin 1 veye -1 oldugu ayr1 ayr1 goz Oniine

alman iki durum s6z konusudur. Birinci durumda (4.46) bagintisindaki ilk esitlik

B;AB; = 0 seklini alir. Dolayistyla (4.50) deki birinci varsayim altinda
B;(A—By)(A—-By)"= B, =(A-B;)(A—By)'B;

elde edilir ve (4.61) esitligi ve (4.12) varsayimindan

B;(B; + B2)(By + Bz)" = By = (By + B3)(B; + B2)"B;

olur. Sonug olarak c, = 1 olmak {izere (4.62) yi B; ile soldan ve sagdan ¢arparak
B;(A—B2)(A—By)"=0=(A—-B;)(A—B;)"B;

ve dolayisiyla

Bi(A—By) =0=(A—B;)B;

esitligi elde edilir. Bu nedenle (4.12) ye gore B;A = 0 = AB; olur ki bu da (4.17)
deki birinci sartla gelisir.

¢, = —1 olmast durumunda (4.61) esitligi
(A— By)(A— By)*=(A—By)(A—By)"+ (By + By)(By + By)"

seklini alir ve (4.46) daki ikinci esitlik B,AB, = 0 a doniistiigiinden yukaridakine
benzer bir diisiinceyle B,A = 0 = AB, elde edilir ki bu da (4.17) deki ikinci sartla
celigir.

sirasiyla iki veya ti¢lii pargali matrisleri gostersin. (4.62) ifadesi

(A—B;)(A—By)" = (A— By : /c;(By + By))(A— By i \/c3(By + By))”
formunda yazilabileceginden (4.57) den

C(A—B;) =C[(A—B;,: B; +B,)] (4.63)
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elde edilir. (4.12) deki B; ve B, matrislerinin 6zellikleri dikkate alinirsa G (By +

B,)=G(B1)® G (B,) oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.20) esitligi
esitligine denktir. Ote yandan G (A — B;)c G [(A: B;)] ifadesi gbz 6niine alinirsa

(4.64) deki siitun uzay1
r(A—B;) =r[(A: B, : B,)] (4.65)

rank esitligiyle yer degistirilebilir.

r(B;) =r; ,i = 1,2 olsun. Bu durumda B; matrisi r; tane 1 e esit 6z degere sahiptir.
Dolayistyla (4.46) daki birinci esitlik B;A By in % (1 —c,) ye esit ry 6z degere sahip
oldugunu gésterir. Fakat AB? = A B; matrisi B;A B; matrisi ile ayn1 6zdegere sahip
oldugundan c,#1 varsaymm altinda yukaridaki Lemma dan (A — B;)? matrisinin de
1—% (1-cy = %(1 + c,) ye esit olan ry tane 6zdegere sahip oldugu goriiliir. (4.50)
varsayimlarmin  birincisi (A — B;)? matrisinin r[(A — B;)?] = r(A — B;) rankh
nonnegatif definit bir matris oldugunu garanti ettiginden ve (4.65) ve (4.12) ye gore
r(A—B;) >r[(B;:By)] =r; +1;

oldugundan (A — B;)? matrisi ilaveten m tane pozitif 6zdegere sahip olmalidir.
Dolayistyla r; < m < n — r; olmak tizere

r(A—B;)=r;+m (4.66)

esitligi saglanir. Boyle bir ilave 6z deger A ise bu takdirde Lemma le gore AB; in
1 — A 6z degerine sahip oldugu bilinmektedir. Bu ise (A — B;)? matrisinin 1 = 1
olmadik¢a tami tamina rq tane sifirdan farkli 6z degere sahip olmasiyla gelisir. Bu

nedenle (A — B;)?matrisi %(1 + c,) ye esit olan rytane 6zdegere ve 1 e esit olan m

tane 6z degere sahip olacaktir ve dolayisiyla
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iz[(A—B)? =5r;(1+ ;) +m (4.67)

dir. Ote yandan iz(AB,;) =iz(AB?) =iz(B;AB;) ve iz (B))=r(B;) =r;

oldugundan (3.3) iin birinci kisminin bir sonucu olarak
iz(ABy) = 2 (1 — c)iz(By) = 5r1(1—c5)
yazilabilir. Buradan iz(A)=r(A) ve iz(AB;) = iz(B;A) oldugundan
iz[(A—B;)?] =r(A) —r;(1 —cy) +r; =r(A) + ryc, (4.68)
elde edilir. (4.67) ve (4.68) birlestirilirse

r(A) = §r1(1 —¢,)+m (4.69)
oldugu goriiliir. Eger (4.46) bagntisindaki birinci esitlik c,# — 1 olmak iizere
saglanirsa bu takdirde 2(1 + c;)~*(B; — AB,;) matrisinin bir idempotent matris

oldugu gosterilebilir ve dolayisiyla (4.46) ya gore
r(B; — AB;) =iz[2(1 + ¢;)"1(B; — AB;)]

= 2(1 + ¢;) [iz(B;) — iz(B;AB,)]

=201+ )7 r — sl —c)l =1 (4.70)
elde edilir. Bir idempotent matris kendisinin genellestirilmis inversi oldugundan
r[(A:B;)] =r(A) + r[(I1-A)B;] =r(A) +r(B; — AB;) (4.71)
esitligi saglanir. (4.69) ve (4.70) i (4.71) de yerine yazarsak
r[(A:B;)] = ;rl — %rlcz + m (4.72)

elde edilir. (4.65) in bir sonucu r(A — B;) = r[(A : By)] dir. Dolayisiyla (4.66) ve
(4.72) ye gore buradan c, = 1 elde edilir ki bu c, # 1 varsayimiyla celigir. Eger
c, <0 (fakat c, # —1) ise yukaridakine benzer bir durum (4.62) esitligine

uygulanirsa (4.46) bagintilar1 sirasiyla
(A=B2)(A—=By)" = (A—=By)(A—By)" + (=¢c2)(By + B3)(By + By)”

ve
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BzABz =

N | =

[1 - (_CZ)]BZ ve BlABl ES

N =

[1+ (=c2)]By
seklinde yazilabilir. Bu ise ¢, = —1 olmast demektir ki bu da bir diger ¢eliskidir.

Simdi da ¢4, c,€X sifirdan farkli kompleks sayilar A bir idempotent matris ve B de
bir k-potent matris olmak iizere C = c;A + ¢, B seklindeki lineer kombinasyonun bir
idempotent matris olmast problemini ele alalim. A ve B matrislerinin degismeli
olmas1 durumunda bu problemin ¢6ziilebildigini daha 6nce ifade etmistik. k sayisinin

2 veya 3 olmasi durumu daha dnce ele alinmaisti.

A € X, bir idempotent matris, B € X, , bir k-potent matris yani A*> = A ve Bk =B
olsun. B k-potent matrisinin sifirdan farkli en az iki 6zdegere sahip oldugunu
varsayalim. Aksi durumda P2 = P olmak iizere B = AP yani C = ¢;A + c,B = ;A +
c,AP olmasi durumu Baksalary (2000) tarafindan ¢aligilmistir.

Teorem 4.4. A € X,,, sifirdan farkl bir idempotent matris, B € X, ,, sifirdan farkli
bir k-potent matris, c;,c, X sifirdan farkli olmak iizere C = c;A + c,B, AB = BA
ve C2 = C olsun. A ve B matrislerinin sirasiyla A'@0 ve B'@®0 ile esanli olarak
benzer olmadiklarin1 varsayalim. Ayrica B matrisi ¢; # 0 # ¢, 6zdegerlerine sahip
olsun. Bu takdirde &yle bir S nonsingiiler matrisi mevcuttur ki ¢;S™1AS +

c,S7IBS = S71CS ifadesi asagidaki lineer kombinasyonlardan biri formundadur:
u [ O 1 vl 071_70 O

o r=le wl=l 1)

o[l 0 —1ful 07_70 O

wty ol+v g l=lo b

a-wfy o+ 5 al=lo 7

I 0 0 v 0 0 0 0 O
0 I o|l+vt| o 0 o|l=[0 I 0f eger 2lkise
0O 0 O 0 0 vl 0 0 I
I 0 0 etul 0 0 0 0 O
elo 1 o|l+etu| 0 w o0]|=|0 I 0|  eger 6|lkise
0 0 O 0 0 eul 0 0 I
k 1, V3. ,.
buradau,v”'”\/T,uivs=zi?1dlr.
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Ispat. A ve B ile esanli benzerlik déniisiimleriyle A =1,®0 alalim. AB = BA
oldugundan B = B;®B, yazlabilir. B¥*! = B oldugundan hem B; hem da B,
matrisleri kosegenlestirilebilir. A = 1,0 olmak iizere A ve B ile esanli benzerlik
doniisimleriyle ff*! = pg; olmak iizere B = kos(By, Bz, ..., Bn) alalim. Yani
Bi "A/1 veya Bi = 0 olsun. A ve B dik olduklarindan C = diag(yy,V2, -, ¥n) V€

C? = C esitliginden y4,¥>, ..., ¥, 0,1} oldugu goriiliir. Bu nedenle

17 " f1 ] r V1T
U ol Prode, =1 7 gm0y u ¥, im0, *)
O Br+1 )/T‘-I—l
L(- L 6, | L Yn -

yazilabilir. Ciinkii  f,44,...,0n Ve ¢y lerin her birisi sifirdan farkli oldugundan
Yrs1 = - = ¥n = 1 olacaktir. Boylece (*) denklemini c¢; ve ¢, ye gore bir lineer
denklem sistemi olarak diisiinebiliriz. Bu sistem ¢oziilebilir oldugundan en fazla iki
lineer bagimsiz denklem vardir. Ote yandan A # 0 ve B matrisi en az iki sifirdan
farkli dzdegere sahip oldugundan lineer bagimsiz denklemlerin sayis1 ikidir. Iki
lineer bagimsiz denklemi sabit tutalim. Bu durumda asagidaki durumlar so6z

konusudur:
Durum 1: Lineer bagimsiz denklemler

c1+cu=20
c1+cv=0

},(u¢v)

formunda olsun. Bu durumda ¢, = 0 olur ki bu durum imkansizdir.

Durum 2: Lineer bagimsiz denklemler

c1t+tcu=1
c1+cv=0

},(uiv)

1 .
formunda olsun. Bu durumda ¢; = vf—u ve ¢ =— olur. (*) dan her i =1,..,r

icin —— + 2L {01} ve her j =7 +1,...,nicin -~ = 1 elde edilir. Bu nedenle
v-u u—-v u-v
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her i=1,..,rigin f; =v veya f;=u ve her j=r+1,..,nigin B =u—v

oldugu gortiliir.

Eger r = n ise gerektiginde B nin 6zdegerlerini yeniden diizenleyerek

_ 1 0 _wl 0
A_[O I]'B_[O ul]
alimir. Eger r <n ise bu takdirde pB; =eu, v=¢"'u olur ve u=pg;+v ve

w, B, v™ V1 oldugundan 6|k dir. Yine gerekli olmasi durumunda B matrisinin
Ozdegerlerini yeniden diizenleyerek

I 0 0 eul 0 0
A=|0 I 0|, B= 0 ul 0

0O 0 O 0 0 eul
alinabilir.

Durum 3: Lineer bagimsiz denklemler

ci1tcu=1
c1tcv=1

},(uiv)

formunda olsun. Bu durumda yine ¢, = 0 olacaktir ki bu durum imkansizdir.

Durum 4: Lineer bagimsiz denklemler

cg+cu=0
sz=1

},(uiv)

formunda olsun. Bu durumda ¢; = —uv~! ve ¢, = v~! olacaktir. (*) dan her i =
1,..,ri¢in —uv™* +v7'B;™{0,1} ve her j =r+1,..,n i¢in v7'B; =1 oldugu
goriiliir. Boylece heri =1,...,ri¢cin5; =uveyaf;=u+v veherj=r+1,..,n
i¢in B; = v elde edilir.

Eger her i =1,...,r igin §; = u ise gerekli olmasi durumunda B matrisinin
0zdegerlerini yeniden diizenleyerek

=l ol e=[5 .l

elde edilir.
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Bi; = u+ v olacak sekilden az bir i € {1,...,r} nin varhgm kabul edelim. Eger
Bi#0ise u=e¢e"1p,,v=¢p; ve BuveE Vi oldugundan 6|k olacaktir. Yine
gerekli olmasi durumunda B matrisinin 6zdegerlerini yeniden diizenleyerek

I 0 0 e gl 0 0
A=lo 1 o], B=| o pI o
00 0 0 0 eBl
elde edilir ve boylece ¢c; = —uv™t = ¢, ¢, = v~ = £71p; alinabilir. Eger S; =0

ise u=-v, ¢c; =1, c, = v~ olup k tektir. Bu durumda gerekli olmas1 durumunda
B matrisinin 6zdegerlerini yeniden diizenleyerek

I 0 O —vl 0 O
A=|0 I 0|, B=]0 0 0]

0 0 O 0 0 wI
elde edilir.

Durum 5: Lineer bagimsiz denklemler

g t+cu=1
cv=1

}, (u#v)

olsun. Bu durumda ¢; =1—uv~!ve ¢, = v~ ! olur. Bdylece (*) dan her i =
1,..,r igin 1—uv™t+v7'B;™{0,1} ve her j=r+1,..,n i¢in B; = v oldugu
goriilir. Bu nedenle heri=1,..,r i¢cin f; =uveyaf; =u—v ve herj=r+

1,..,ni¢in B; = v elde edilir.

Eger her i =1,..,r igin fB; =u ise gerekli olmasi durumunda B matrisinin
0zdegerlerini yeniden diizenleyerek

_ 1 0 _Jul 0
A_[o 0]'3_[0 vl]
elde edilir. Eger f; = u — v olacak sekilde bir i € {1, ...,7} sayis1 varsa bu takdirde

Bi=¢tu, v=ceuolup u,pB;,ve1 oldugundan 6|k olacaktir. Boylece gerekirse
B matrisinin 6zdegerlerini yeniden diizenleyerek

I 0 O elul 0 0
A=|0 I 0|, B= 0 ul 0
0 0 O 0 0 eul

veburadandac, =1 —uv 'l =¢, ¢, =v~ ! = 1u"! elde edilir.

Durum 6: Lineer bagimsiz denklemler
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C2u=1
cv=1

}, (u#v)

olsun. Bu sistem ¢oziimsiizdiir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ozel olarak ¢, Ve c, sifirdan farli reel sayilar olsun. A ve B sifirdan farkli kompleks
matrisler olmak iizere c;A + c,B = C matrisi A2 = 4, B**1 =B, AB =BA, A+ B ve
C? = C olsun. Bu takdirde B? = B veya B® = B olacaktir. Ger¢ekten k =1 olmasi
0zel durumu Baksalary(2000) tarafindan calisilmistir. k > 1 oldugunu varsayalim.
Teorem4.3denc; = ¢; vec, = ¢, olup {u, v} = {1,—1} oldugu goriliir. Bu nedenle

B matrisi kosegenlestirilebilir oldugundan B3 = B elde edilir.

4.3. Degismeli Tripotent Matrislerin Lineer Kombinasyonlari

1, Cx€ X sifirdan farkli kompleks sayilar ve Ty, T,eX,, n-mertebeli degismeli
sifirdan farkli kompleks matrisler, yani T, = T , T, = T5 ve Ty T, = T,T; olsun. Bu

kisimdaki ¢alismamizin amaci T; ve T, nin
T = C1T1 + C2T2 (473)

formundaki bir lineer kombinasyonunun da bir tripotent matris oldugu tiim durumlari
karakterize etmektir. Benzer bir problem sifirdan farkli P, = P?, P, = P idempotent

matrislerinin
P = C1P1 + C2P2 (474)

lineer kombinasyonunun da ne zaman bir idempotent matris oldugu problemidir. Bu
problem Baksalary tarafindan c¢alisilmistir. Eger P;P, = P,P; ise bu takdirde P =
P, + P, (idempotentir ancak ve ancak P,P, = 0) ve P = —P, + P, (idempotenttir
ancak ve ancak P;P, = P;) seklinde ifade edilen klasik durumlar hari¢ (4.74)

formunda higbir idempotent P matrisi mevcut degildir.

Bu kisimda T, nin Ty in bir skaler kat1 olmasi1 6zel durumu ele alinacaktir. T; ve T,
matrislerinin sifirdan farkl tripotent matrisler olmasi varsayimi altinda T, = T; veya

T, = —T; seklinde iki miimkiin durum s6z konusudur. Bunlardan birincisi de (4.73)
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de tanimlanan T lineer kombinasyonu T = (¢; + c¢,)T; formunu alir ve dolayisiyla

bunun tripotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart

C, = —(C Veya C, = —C1 + 1 Veya Chp = —C — 1 (475)
veya buna denk olarak sirasiyla T =0, T = T;,T = —T; olmasidir. ikinci durumda

ise T = (c; — ¢)Ty ve dolayisiyla T = T3 olmast icin gerek ve yeter sart
C; = ¢ veyac,=c;—1veya c, =c;+1 (4.76)

veya buna karsilik olarak T = 0, T = T;, T = —T; olmasidir. Sonug olarak T, nin T;

in bir skaler kat1 olmas1 durumu ayrica goz oniine alinabilir.

Teorem 4.5. Sifirdan farkli ¢;,c, € X kompleks sayillar1 T;T, = T,T; komutatiflik
ozelligini saglayan sifirdan farkli T, T, € X tripotent matrisleri i¢in T,bunlarin T =
¢, Ty + ¢, T, formundaki bir lineer kombinasyonlari olsun. Bu durumda T, # T; ve

T, # —T, varsayimi altinda T matrisinin tripotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(@c, =1,c,=—-1veya ¢; =—1,c, =1ve T?T, =T,T?

(b)c; =1,c,=-2veya ¢; = —1,¢c, =2ve T{T, =T, = T|T#

(©)c;=2,c,=—1veyac; = =2, c, =1ve T?T, =T, = T, T?

(dc;=1,c,=1veya c¢; = —1, c, = —1ve T?T, = -T,T?

(€)c,=1,c,=2veya c¢c;=-1,¢c, =—-2ve T?’T, =T, = T, T?

f)c;=2,c,=1veya ¢; = -2, ¢, = —1ve TiT, = -T; = =T, T?

@cy = % c, = % veya ¢, = % c, = —% veya c; = —%, Cy =% veya c; = —%,
c, =— % ve T?T, =T, T,T2 =T,

olmasidir.

Ispat: T,, T, tripotent matrisleri komutatif oldugundan (4.73) formundaki bir

matrisin T3 = T esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart

(c3 — )Ty +3c2c,TT, + 3¢, 3Ty T2 + (c3 — )T, =0 (4.77)
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olmasidir. (4.77) i 6nce T ile ve daha sonra da T{ ile garpmak suretiyle

(Cf - Cl)TlTZZ + 3C%C2T12T2 + 3C1C%T1T22 + (Cg - CZ)TZ == 0 (478)
ve
(Cf - Cl)Tl + 3C%C2T12T2 + 3C1C%T1T22 + (Cg - CZ)leTZ == 0 (479)

elde edilir. (4.77) , (4.78) ve (4.79) ile birlestirilirse (¢ — ¢;)(T; — T,T2) = 0 ve
(c3 — ¢)(T, — TZT,) = 0 elde edilir ve bdylece ¢; # 0, ¢, # 0 oldugundan (4.77)

denklemi i¢in asagidaki dort durum s6z konusudur;

c, €{—-1,1}, c, € {—-1,1}, (4.80)
o €{-1,1}, c,e{-1,1}, T2T,= T, (4.81)
¢ e{-1,1}, c,e{-1,1}, T,T2= T, (4.82)
g {—11}, ce{-11}, TiT,=T, T,T?2=T, (4.83)

(4.80) durumunda (4.77) in iki uyarlamasi s6z konusudur. Bunlardan birincisi
T2T, — T;T? = 0 olmas1 durumudur. Buise ¢; =1, c, =—1vec, =—-1,¢c, =1
ikililerine karsilik gelir. Digeri ise TZT, + T;TZ = 0 olmas1 durumudur. Bu ise ¢; =
1,c; =1 ve ¢; = —1,c, = —1 ikililerine karsilik gelir. Bu gozlem (a) ve (d)
siklarinin saglandigin1 gosterir. (4.81) durumunda (4.77) bagintisinin saglanabilmesi

icin gerek ve yeter sart

Cl = _1, Cz e{_l y 1 }, T12T2 = TZ ve 3C2T1T22 = (C% + Z)Tz (484)
veya
¢, =1, ce{-1,1}, TET, = T,ve3c,T,Tf =—(c2+2)T, (4.85)

kosullarinin saglanmasidir. (4.84) ve (4.85) ifadelerindeki son sartlar1 T; T, ile ¢arpar
ve T? = T, esitligi kullanilirsa bu durumda sirastyla 3¢, T, = (¢ + 2)T,T# ve
3¢, T, = —(c3 + 2)T,T? esitlikleri elde edilir. Bu ise (4.84) durumunda

(c2—3c, +2)(TyT? + T,) =0ve (c2 + 3¢, + 2)(TyTZ —T,) =0 (4.86)

76



denklemlerine (4.85) durumunda ise

(c3+3c, +2)(TyT# +T,) =0ve (c5 — 3¢, + 2)(Ty T —T,) =0 (4.87)
denklemlerine yol agar. ¢, ¢{—1, 1} varsayimi altinda
c5—3c;+2=0cc,=2Vvecs +3c, +2=0c, = -2

oldugu goriiliir. Bu nedenle (4.86) sartlar1 tam olarak iki durumda saglanir. Birincisi
c, =2ve TyT? = T, olmasidir ki bu (b) nin bir kismudir. Ikincisi ise ¢, = —2 ve
T, T = —T, olmaisidir ki bu da (e) nin bir kismidir.(4.87) sartlarmin benzer analizi

(b) ve (e) kisimlarinin ispatini tamamlar.

(4.82) ve (4.81) in bir ve iki alt indislerini yer degistirilerek elde edilen simetrik bir
uyarlamasi oldugundan (c) ve (f) karakterizasyonlar1 (b) ve (e) ye karsilik olarak elde
edilir. Son olarak (4.83) durumunda (4.77) de T, T? = T, ve T2T, = T, alinirsa

(c3 +3c,¢2 — )Ty + (c3 +3c2c, — )T, =0 (4.88)
elde edilir. Ote yandan (2.14) ifadesini T, T, ile carparak
(c3 +3c;¢2 — )T, + (3 +3c2c, — )T, =0 (4.89)
ve (4.88) ifadesini (4.89) ifadesi ile birlestirerek
Yi(Ti +T,) =0ve (T, —T,) =0 (4.90)
esitlikleri elde edilir. Burada
Yi=c3 +c3+3c?c, +3c,c2—¢c; -,

=(cg+c)(cg+c+1D)(cp+c; —1) (4.91)
ve
Y2 =c¢3 —c3 —3c?c, +3c,¢3 —¢; + ¢y

=(c;—c))(cg—ca+ (e —c, — 1) (4.92)
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seklindedir. T, # T; ve T, # —T, oldugundan (4.90) daki iki esitligin ayn1 anda
saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart y; = 0 ve y, = 0 olmasidir. Bu ise (4.91) ve
(4.92) ye gore

e e{(33) G2 (52) (-3 (4.9

ifadesine denktir. Bu ise (g) sikkinin dogrulugunu gosterir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Sunu da belirtelim ki (b) ve (c¢) deki matris sartlar1 (a) daki sart1 agik olarak saglar.
Dolayisiyla eger T?T, = T, = T;T# (T, # T; ve T, # —T; olmak iizere) ise (4.73)
formunda tam olarak dort lineer kombinasyon mevcut olup bunlar tripotent

matrislerdir:
T=T1_T2,T= —T1+T2,T=T1—2T2V8T= _T1+2T2 .

(d) nin (e)ile (d) nin (f) ile birlestirilmesinden elde edilenlere benzer tartismalar (a)
nin (c) ile birlestirilmesinden de elde edilebilir. Ayrica eger T, = T; ise (a), (b), (c)
ve (g) deki matris denklemleri asikar saglanir ve dolayisiyla tepremin bu kisminda
listelenen on (cq,c,) ikilisi (4.75) de verilen durumlarin 6zel bir durumu olarak
ortaya ¢ikar. Agik¢a gorilir ki T, = —T; ise (d)-(g) deki matris denklemlerine ve
(4.76) de verilen ifadelere bagvurarak benzer bir hatirlatma yapilabilir. Kisim I de
belirtildigi gibi Baksalary P;, P, € X, , nin iki farkli idempotent matrisi komutatif ise
bunlarin (4.74) formundaki bir lineer kombinasyonunun tripotent olabilecegi sadece
ti¢ klasik durumun mevcut oldugunu gostermistir. Bunlar P =P, + P,, (PP, =
0 olmak sartiyla) P = P, — P, (P, P, = P, olmak sartiyla) ve P = —P; + P, (PP, = P;
olmak sartiyla) dir. Ayni tipte ilave sartlar altinda bu galismanin temel sonucunu ele

almak daha ilging goriiliir.

Sonug¢ 4.4. Sifirdan farkli c; , c, € Xkompleks sayilar1 ve T, T, = T, T; komutatiflik
ozelligini saglayan sifirdan farkli Ty, T, € X, tripotent matrisleri i¢in T, bunlarin
T =c¢;T; + ¢, T, formundaki bir lineer kombinasyonlar1 olsun. Ayrica T, # T; ve

T, # —T, olsun. Bu takdirde
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(@ T,T, =0 olmasi durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak
(c1, ) e{(1L,1),(1,-1); (-1, 1), (-1,-1)}

(b) T,T, =T, olmast durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak T,
idempotent  ve (cq,cy)e{(1,—-1),(—1,1),(1,-2),(—1,2)} veya -T,
idempotent ve (cq,cy)ef{(1,1),(—1,-1),(1,2),(—1,—2)} veya T; idempotent
ve T; = TZ ve (cq, ¢,) ikilileri (4.93) te verildigi gibidir.

(c) T,T, =T, olmast durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak T;
idempotent ve (cq,c)e{(1,-1),(—1,1),(2,—1),(—2,1)} veya —T; idempotent
ve (cq,¢c)e{(1,1),(—1,-1),(2,1),(—=2,—1)} veya T, idempotent ve T, = T?
ve (cq, cy) ikilisi (4.93) da verildigi gibidir.

Ispat (a) sikki teoremin sadece (a) ve (d) durumlarinin gz éniine alinmastyla elde
edilir. T,T, =0 sart1 Ty # 0, T, # 0 sartiyla bir ¢eliski olusturmaz. Ayrica eger
T,T,=T, ise T’T, =T, ve T;T? = T? oldugu aciktir. Bu esitlikler sirasiyla
teoremin (c) ve (f) siklarindaki Ty # T, ve T; # —T, ifadeleriyle gelisir. Halbuki geri
kalan durumlar asagidaki sonucun (b) sikkiyla uyumludur.(c) sikki teoremin

ispatinda verilen durumda (b) ye simetrik olarak elde edilir.

A = A3 fakat A # A* ve A # —A?olmasi durumunda bir A € X,,, matrisine esasl

tripotenttir denir.

Sonug 4.4 den eper T, # Ty, T, # —Ty ve T,T, =T, = T,T, veya T, T, = T, = T, T,
sartlarim1 saglayan sifirdan farkli Ty, T, matrislerinin her ikisi de esasl tripotent ise
bu takdirde T = c;T; + c,T, lineceer kombinasyonlarinin tripotent oldugu higbir
miimkiin durumun bulunmadig1 gériiliir. Genelde bununla beraber T, = TZ ve T, =

TZ varsayimlari altinda teoremin igeriginin analiz edimesi oldukea ilgingtir.

Sonug 4.5. Sifirdan farkli c; ,c, € X kompleks sayilar1 ve P;P, = P,P; komutatiflik
ozelligini saglayan sifirdan farkli P, P, € X, , idempotent matrisleri igin P matrisi
bunlarm P = c¢,P; + c,P, formunda bir lineer kombinasyonu olsun. P, # P;

varsayimi altinda P matrisinin idempotent bir matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(a)(clr Cz)E{(l,—l), (_111)}

(b)(cy,c2)e{(1,-2), (-1,2)}ve PP, =P,
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(C) (ClJ CZ)E{(Z' _1); (—2,1)} ve P11:)2 = Pl
(d) (cq,c5)e{(1,1), (-1,-1)}ve P,P, =0
olmasidir.

Ispat. P, = —P, esitlisi P, = P = (=P,)? =P, esitligini sagladigindan ve
dolayistyla P; = 0 = P, oldugundan P, # —P; varsayimi fazlaliktir. Verilen sonucun
(a)-(d) siklart T, =P, = P2 ve T, =P, = P} alinmak suretiyle teoemin (a)-(d)
siklarindan kolayca elde edilir. Teoremin (e) ve (f) siklarindaki matris sartlart
sirastyla P, =0 ve P, = 0 a karsilik geldiginden ispat tamamlanmis olur. Ote

yandan (g) sikkindaki sart P, = P; e karsilik gelir ki bu durum varsayimlarla ¢elisir.

4.4. dkisi Aynk Ug¢ Idempotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarinin

Idempotentligi

C kompleks sayilar kiimesini Cnn kompleks matris A;,A,,As; sifirdan farkli

idempotent matrisler A, , A3 ayrik yani
A; =A% 1=123 ve AyA; = 0= AsA,, (4.94)
oldugunu varsayalim.
Bu ¢alisma ¢y, ¢, c5 €C sifirdan farkli y = (¢4, ¢, c3) olmak tizere
C= A1+ A, + c3A5 (4.95)

seklinde verilen A;,A,,A; iin bir lineer kombinasyonunun bir idempotent matris

olabilecegi tiim durumlar1 karakterize etme problemiyle ilgilidir.

Teorem 4.6. A; , A, , A3 € Cnn (4.94) sartlarini saglayan sifirdan farkli matrisler C ise
(4.95) formunda bir lineer kombinasyon olsun. Ayrica C,ve C; sirasiyla C—{0} ve
Co —{1} kiimelerini gostersin. Bu takdirde C nin bir idempotent matris oldugu tim

durumlan karakterize eden liste asagida verilmistir.
(a) A1A2 == AZAll A1A3 == A3A1, (496)

olmak iizere (a;)-(a;() da verilen tiim durumlar
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(a) AjA, =0, AJA; =0 vey = (1,1,1);
(a) AJA, = A,, AJA; =0vey =(1,—-1,1);
(a3) AjA; =0, AjA; = Az vey = (1,1, -1);
(a4) A1Az = Ay, AjAz =Azvey = (1,-1,-1);
(ag) AJA, + AjA; = A ve y=(-1,1,1);
(ag) AjA, = A; — A; veyay =(—1,1,1)yaday = (—1,1,2);
(a;) AJA; =A, —A,veyay=(—-1,1,1)yaday = (—1,2,1);
(ag) A, =A;veyay=(c;,—¢3,1), c; €Cyyaday =(cy,1— ¢4,1), ¢; €Cy;
(ag)A; =A;veyay=(c;,1,—c;), c; €ECyyaday=1(c;,1,1 —c¢c;), c;€C,
(a10) Az + A3 = Ay veyay = (cy, —¢y, —¢1), €,™Cy
yaday = (c;,—c,1—c1), ¢ €Cyaday=(c;,1—¢4,—¢q), ¢4 ECy

yada Y: (C1,1—C1,1—C1), Cl E(Cl

(b) A1A2 - A2A1, A1A3 * A3A1, (497)

olmak tizere (b;) — (b3) de verilen tiim durumlar

(by) (A; —A3)* = AjA, vey = (—1,1,2);

(by) (A; — As)z Ovey=1(c;,1,1—c¢y1), ¢; €C;
(b3) (A; —A3)? =A,veyay=(c;,1—cy,—¢1),¢; ECy

yada Y: (C1,1—C1,1—C1), Cl € Cl

(C) A1A2 #* A2A1, A1A3 = A3A1, (498)

olmak iizere (c;) — (c3) de verilen tiim durumlar
(c) (A1 —A)* = AjAz vey = (=1,2,1);

(c2) (A1 —A))*=0vey=(c;,1—c;,1),¢; €ECy
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(c3) (Ar —A)> =Azveyay = (c;,1—¢,—¢1), ¢ €G
yaday=(c;,1—¢;,1—c¢4),c; €EC,

(d) AA, # AA;,  AjAs # AsA, (4.99)
olmak tizere (d;) — (d;) de verilen durumlar
(d) (A1 —A)*+(A1—A3)*=A vey=(c,1—c,1—cp)c EC
(dz) ¢4 + ¢y + c3 = 1 olmak tizere

c16(A; — A)? + cic3(Ay — A3)?2 4+ cyc3(A, +A3) =0 (4.100)
dir.

Ispat. (4.94) varsayimi altinda direkt bir hesaplamalarla gosterilebilir ki (4.95)

formundaki bir C matrisinin idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
c1(1 = c)A; + (1 — c)A; + c3(1 — ¢c3)Az

= 16 (A1A, + AzA ) + cic3(AAs + AzA ) (4.101)
olmasidir.

Teoremde verilen 18 durumdaki sartlarin yeterliligi (4.101) kriterinin direkt
saglanmasiyla ortaya ¢ikar. Gerekliligin ispati ise (4.96)-(4.99) de ayr1 ayr1 belirtilen
dort kisimda verilir. (4.96) sartlar altinda (4.101) Kkriteri

Cl(l - Cl)Al + C2(1 - CZ)AZ + C3(1 - C3)A3 = 2C1(C2A1A2 + C3A1A3) 4102)

seklini alir. (4.102) den (a3), (a7), (ag) un sirasiyla (a,), (ag), (ag) ile benzer oldugu
2 ve 3 alt indislerini yer degistirerek goriiliir. (a) durumundaki ispat bdylece yedi
duruma indirgenir. Birinci kisim (a;,) ve (ag) durumlariyla ilgilidir. Bu durumda

kolayca gosterilebilir ki A, + Az = A; ise (4.102) ifadesi
(ci+c)(—c;—c))Ay+ (g +c3)(1—cy —c3)A3 =0 (4.103)

e doniisiir. A, ve A; lin ayrikligi géz Oniine alinirsa (4.103) in bir sonucu c, =

—Cq, ¢; =1 —c¢; esitliklerinden birisinin ¢z = —c;,c3 = 1 — ¢; esitliklerinden
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birisinin saglanmasi gerektigidir. Boylece (a;q) gerceklenir. Benzer sekilde A, = A,

ise bu takdirde (4.102) esitligi
(Cl + Cz)(l - Cl - CZ)AZ + C3(1 - C3)A3 = 0 (4104)

ifadesine dondisiir. Yine A, ve A; {in ayrikligindan (4.104) den c, = —c4,¢c, =1 —
c, esitliklerinden birisi c; = 1 olmasin1 gerektirir. Boylece (ag) elde edilir. (4.94)
esitlikleri goz Oniine alinarak(4.102) yi once A, ile daha sonra da A; ile sagdan

carparak
ci(l—cy —2¢)A A+ ci(1—c)A; =0, i=23 (4.105)

elde edilir. (4.105) bagintisindan A;A, = 0 ve A;A; =0 1ise c, =1,c3 = 1 oldugu
kolayca goriiliir ve (4.102) ¢;(1 — c;)A; = 0 a doniisiir. Bu nedenle ¢; = 1 olur ki
bu da (a;) deki sartlarin ispatidir. Diger bir ihtimal A;A, # 0 ile A;A; = 0 ifadesini
birlestirmektir. (4.105) ifadesini A; ile soldan ¢arptigimizda

(c;+c¢c)(1—cy —c)AA =0, i=2,3, (4.106)

elde edileceginden (4.105) ve (4.106) esitliklerinden c; = 1 olmasmin ¢, = —c; ya

da c, = 1 — ¢; olmasini sagladigi goriiliir. Bu durumlarin her birinde (4.102) ifadesi
(1 =c)(A —A1Ay) + (1 — ) (A — A1A;) =0 (4.107)
formunda yazilabilir.

Eger c; =1 ise bu takdirde c, = —1 olmalidir. Bu ise (4.107) nin A;A, = A,

olmasina denk oldugunu gosterir. Bdylece (a,) deki sartlar tamamlanmis olur.

Ayrica belirtelim ki eger c, = 1ise ¢; = —1 olmak zorundadir. Bu ise A;A; =0
ile degismeli olan A;A, = A, esitligine (4.107) nin uygulanmasinin (as) 1 6zel
durumu oldugunu gosterir. Ote yandan eger c¢; # 1ve c, # 1 ise (4.107) yi soldan
A, ile ve sagdan A, ile ¢arptigimizda A;A, = A; ve A;A, = A, elde edilir. Bu
nedenle A, = A, olur ki bu da (ag) de verilen durumdur. (4.106) in diger bir sonucu
ise sudur; Eger A;A, # 0ve A;A; # 0isec, = —c; Ve ¢, = 1 — ¢, esitliklerinden
birisi c; = —c; ve c3 = 1 — ¢4 esitliklerinden sadece birinin saglanmasini gerektirir.

C; = —Cy Ve c3 = —c; i¢in (4.102) bagintist
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(1=c)A1— (1 +c)Ay +A3z) +2¢,(A1A, + A1A3) =0 (4.108)
bagintisina denktir.

Eger c; = 1 ise (4.108) den

AjA, + AjA; = A, + Az (4.109)

elde edilir.(4.109) u 6nce A, ile sonra A; ile sagdan carptigimizda A;A, = A, ve
A A; = A; elde edilir ki bu da (a,) deki sartlar1 tamamlar. Ayricac, = —1 ise bu
durumda (4.108) esitligi

AlAZ + A1A3 = Al (4110)

esitligine doniisiir. Boylece (as) karakteristigi kurulmus olur. Ote yandan c; # 1 ve
c; # —1ise (4.108) iin A, ile sagdan carpilmasi (4.110) i verir ve (4.108) ile (4.110)
birlestirilerek A; + A; = A, esitligi elde edilir. Bu ise (a;q) ile verilen durumla

ortiigiir. ¢, = —cq Ve c3 = 1 — ¢4 i¢in (4.102) bagintist
(1 - Cl)(Al + A3 - 2A1A3) - (1 + CI)AZ + 2C1A1A2 = 0 (4111)
esitligine denktir.

¢, in birden farkli olmas1 gerektiginden (4.111) i Aj ile sagdan garparak A;A; = As
elde edilir. Eger ¢c; = —1ise (4.111) den A;A, + 2A;A; = A; + A3 ve dolayisiyla

AlAZ = Al - A3 (4112)

elde edilir. Bu esitlik A;A; = Az esitligini ve dolayisiyla (ag) matris iligkisini
sagladigindan (ag) ifadesini tamamlamak i¢in y=(-1,1,1) i y=(-1,12) ye
eklemek yeterlidir. Ayrica eger c; # —1 ise (4.111) y1 A, ile sagdan carparak
A1A, = A, elde edilir. Boylece (4.111) ifadesi A, + A; = A; formuna doniisiir. Bu
ise (aio) ile verilen durumdur. Son olarak c, =1—c; vecz=1—cyisec; # 1

olacagindan (4.102) bagintis1 da

Al + Az + A3 == 2(A1A2 + A1A3) (4113)
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bagintisina denk olacaktir. (4.113) i sirasiyla A, ve Aj ile sagdan garparak A;A, =
AZ ve A1A3 = A3 elde edilir. Béylece (alo) da Verllen AZ + A3 = A1 esﬁhgme
ulasilir. (4.97) sartlar1 altinda (4.101) kriteri

c1(1 —c)A; + (1 —c)A; + c3(1 —c3)A3
== 2C1C2A1A2 + C1C3 (A1A3 + A3A1) (4114)

formunu alir. A ile soldan ¢arpilan (4.114) den eclde edilen esitligi Aj ile sagdan
carpilan (4.114) den elde edilen esitligi ¢ikararak

(1 - Cl - C3)(A1A3 - A3A1) = 0 (4115)

elde edilir. A;A; # A3A; oldugundan (4.115) nin bir sonucu c; = 1 — c; olacaktir.

Buise c; # 1 oldugunu gosterir. Boylece (4.114)
Cl(l - Cl)(Al - A3)2 + Cz(l - CZ)AZ - 2C1C2A1A2 = O (4116)

esitligine doniislir. Ayrica A3;A;A, = A3A;A; = 0 oldugundan (4.116) i A, ile
sagdan carparak

Cl(l - Cl - 2C2)A1A2 + Cz(l - CZ)AZ = O (4117)

elde edilir. Bu nedenle A;A, = 0 ise c, = 1 olacagi agiktir. Bu durumda (4.116)
AjAs + AzA; = A, + A; esitligine doniisiir. Boylece (b,) sartlar1 saglanmis. Ote
yandan eger A;A, # 0 ise (4.117) yi A, ile soldan garparak c; ve c, ninyac, = —¢;
ya dac, = 1 — ¢, esitligini saglamasi1 gerektigi goriilir. Eger c, = —c, ise (4.117)

esitligi
esitligine dontisiir.

(4.118) tin birinci ihtimali c; = —1 ( ve dolayisiyla ¢, = 1) olmasidir ki bu durumda
(4.116) (b,) de verilen matris bagintisina doniisiir. Diger bir ihtimal ise A;A, = A,

olmasidir. Bu durumda (4.116) in bir sonucu

Ay —A3)* = A, (4.119)
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tir. (4.119) esitligi A;A, = A, sartim1 sagladigindan (bs) de verilen diger durumlar
yok olur. Ustelik c, = 1 — ¢, ise (4.117) A;A, = A, ye doniisiir. Bdylece (4.116)
ifadesi (4.119) seklini alir bu da (bz) tGin sartlarii tamamlar. (c;) — (c3)
karakteristikleri (b;) — (b3) de ““2°” ve ““3” alt indislerini degistirerek kolayca elde

edilir.

(d) durumundaki ispat igin (4.101) esitligini 6nce A, ile ve daha sonra A; ile soldan

ve sagdan carparak elde edilen esitlikleri birlestirirsek

c1(1—cy — c2)(A1Az — AzAq) = c1c3(A3A1A; — AzA 1A3) (4.120)
ve
c1(1—cy —c3)(A1A3 — AzAy) = c1C2(AzA1A3 — A3AAy) (4.121)

elde edilir. c; # 0 oldugundan (4.99) sartlar1 altinda bu esitliklerin bir sonucu eger
AAA; = AsALA,, (4.122)
saglanirsa ¢, = 1 — ¢ ve c3 = 1 — ¢4 olmasidir. Boylece (4.101) kriteri

Ay + A, +As = AjA, + AA; + AjAs + AsA, (4.123)

formunu alir. Bu ise (d;) deki matris esitliginin bir diger ifadesidir. Bu esitlik
A,AA; =0 ve AzA A, = 0 esitliklerini saglar boylece (4.122) gerceklenir. Ote
yandan A; ile sagdan c¢arpilmis (4.120) i A, ile sagdan carpilmis (4.121) den
cikardigimizda

c1(1—c; —c; —c3)(AzA1A5 — A3A1A;) = 0

elde edilir. Bu nedenle eger (4.122) esitligi saglanmazsa c;,c,C3,¢; + ¢, +c3 =1
esitligini saglamalidir. Bu sart altinda (4.101) kriteri (4.100) formunda yeniden

diizenlenebilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.7. Teorem 4.6 nin varsayimlar altinda (4.95) lineer kombinasyonunun bir
idempotent matris olmasi i¢in bir gerek sart A;(A, + Az) ve (A +Az)A,
carpimlariin her birinin idempotent olmasidir. Teorem 4.4.1(a) da verilen durumda

(4.96) sartlart A; ve A, + A; iin komutatif oldugunu dolayisiyla A; (A, + A3) ve
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(A, + A3)A; in carpimlarinin her birinin bir idempotent matris olmasi igin yeterli

oldugunu gosterir.

(b) durumunda A;A, = A,A; in bir sonucu

(A, +A3)A(A, + A3) = A,A1A; + AzA A (4.128)
dir. Ustelik (b;) — (b3) de verilen

(A; — A3)? = A4, (A — A3)? =0, (AL —A3)* =A,

sartlarinin her birisi A;A;A; = A3 oldugunu gosterir. Dolayisiyla (4.128) ifadesi

(Az + A3)A1(A; + A3) = AjA; + A = AzA; + A

formuna doniisiir. Bu da gosterir ki teoremin iddiast dogrudur.(c) durumundaki ispat
yukaridaki ile benzer oldugundan benzer sekilde yapilabilir. Sonug olarak (4.123)
bagintisinin A,A Az = 0 = A3AA, esitligini sagladigi Teorem 4.6 nin ispatinda
belirtilmis olup (4.128) esitligi (d;) durumunda da gegerlidir. (4.123) ifadesinin
diger sonuglart A,A;A, = A, ve A;A;A; = Aj esitlikleri oldugundan

(A +A3)A (A, +A3) = A, +Ag

olup A; (A, + A3) ve (A, + A3)A; carpimlarinin her ikisi de idempotenttir. Sonug
olarak A, ile sagdan ve soldan c¢arpilarak (4.100) den elde edilen esitlikleri
birlestirerek

C2c3[A1(Ay +Az) — (A, +A3)A] =0

elde edilir. Bu durum baglangigta belirtildigi gibi A; ve A, + A3 iin komutatifliginin
A{(A, + Az) ve (A, + A3)A; in her ikisininde idempotentginden daha kuvvetli bir

ozellik oldugunu gosterir.

Bu kismin ikinci sonucu A4, A,, A; matrislerinin A; — A, ve A; — A3 hermityen

matrisler yani
Al - Az = (Al - Az)* ve Al - A3 = (Al - A3)* (4129)

oldugu 6zel durumlara karsilik gelir. Bu varsayim A;,A,, Az lin kendilerinin

hermityen olmas1 durumunda acik olarak saglanir.
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Teorem 4.8. A;,A,,A; €Chn (4.94) ve (4.129) sartlarinm1 saglayan sifirdan farkli
matrisler C —{0}ve C,—{1}olsun. Bu durumda A;, A, A5 {in (4.95) formundaki bir

lineer kombinasyonu olan C matrisinin idempotent olabilecegi tam1 tamina 12 durum

mevcuttur:

(i) C=A;+ A, + Az durumu olup bu durumun ger¢eklenmesi i¢in gerek ve yeter
kosul A;A, =0=A,A;, AA; =0=AzA; ile birlike ¢, =c,=cs=
1 olmasidir.

(i) C=A; — A, + A; durumu olup bu durumun gerg¢eklenmesi igin gerek ve yeter

kosul A1A2 = Az,A1A3 =0 |Ie blr“kte Ci=C = 1, C, = -1 OImaSldlr.

(iii) C = Ay + A, — A3 durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve yeter
kosul A1A2 =0= A2A1, A1A3 = A3 = A3A1 ||e bll’|lkte C1=C = 1, C3 = -1

olmasidir.

(iv) C = A; — A, — A3 durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve yeter

kosul A1A2 = AZ ,A1A3 = A3 ile bll’"kte 1= 1 ,C3 = Cp = -1 OlmaSIdlr.

(v) C = —A; + A, + A3 durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve yeter

kosul A;A, + A;A; = A; ile birlikte ¢c; = —1,¢; = ¢3 = 1 olmasidur.

(vi) C = —A; + A, + 2A; durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve
yeter kosul A3¢A1 ) A1A2 = Al _A3 |Ie blrllkte 1 = _1, Cy = 1, C3 = 2

olmasidir.

(vii) C = —A; + 2A, + A3 durumu olup bu durumun gergeklenmesi i¢in gerek ve

yeter kosul A,#A4,, AjA3 = A, — A, ile ¢; = -1, ¢c; = 2, ¢3 = 1 olmasidur.

(viii) € = A, + A3 durumu olup bu durumun ger¢eklenmesi i¢in gerek ve yeter kosul
™ Cy ve A; = A ile birlikte ¢, =1, c3 =1 — ¢, olmas1 veya A, = A, ile
birlikte c; = 1 — ¢4, c3 = 1 olmasi ya da A, + A3 = A, ile birlikte c, =1 — ¢y,

¢c3 =1 — ¢y olmasidir.

(ix) € = A, durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve yeter kosul A; =
A; ile birlikte ¢;™ C, ve ¢, =1,c3 =—c;olmas1 veya A, + A; = A, ile

birlikte c;™ C; ve ¢, = 1 — ¢4, ¢3 = —c; olmasidir.
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(X) € =A; durumu olup bu durumun ger¢eklenmesi i¢in gerek ve yeter kosul
AZ = A1 |Ie blrllkte ClTM (CO ve Cy = —(C,C3 = 1 olmasi ya da AZ + A3 = A1 |Ie

blr“kte ClTM (Cl ve Cr = —C,C3= 1-— C1 olmasidir.

(xi) € = 0 durumu olup bu durumun gergeklenmesi igin gerek ve yeter kosul c;™ C,

ve AZ + A3 = A1I|e bll’|lkte Cyp = —C,C3=—C olmasidir.

(xii) C = ¢1(A1 — A3) + ¢, (A, — A3) + A3 durumu olup bu durumun gergeklenmesi
icin gerek ve yeter kosul c¢;,cy, c3€Cy Ve ile birlikte ¢c; +c, + c3=1

olmasidir.

Ispat. Oncelikle C nin teoremin ( i)-(xi)ye kadar kisimlarinda verilen durumlarinin
teorem 4.6 nin (a,) — (a;o) durumlarinda karakterize eden sartlarin bir sonucu
oldugunu belirtelim. Ustelik (ag), (a;) durumlarinda (4.95) lineer kombinasyonu
sirastyla (v), (vi) ve (v),(vii) formlarindan birini alirken (a,) — (as) durumlari (i)-(v)
siklarina karsilik gelir. (ag) — (ag) durumlarini Karakterize eden sartlarin her ikisi
bir ¢;™ C, ve igin ¥ = (¢,—¢;,1) ve y = (¢, 1, —c; ) oldugunda (x) ve (ix) e
karsilik gelir. (ag) durumunda c;™ C, olmak tizere y = (¢;,1 — ¢;, 1) oldugunda ve
(ag) durumunda c¢;™ C, olmak tiizere y = (¢;,1,1 — ¢4 ) oldugunda bunlar (viii) e
denktir. Ote yandan ¢;™ C, olmak iizere y = (¢q,—c;,—c; ) oldugunda (a;,)
ifadesi (xi) ifadesine; c;™ C, olmak tiizere y = (¢q, —c;,1) oldugunda (a,,) esitligi
(X) esitligine; ¢;™ C; olmak tizere y = (¢;,1 — ¢;,—c; ) oldugunda (a,,) ifadesi
(ix) ifadesine ve ¢;™ C; olmak tizere y = (¢y,1—c¢;,1—c;) oldugunda (a,,)
ifadesi (viii) ifadesine karsilik gelir. Son olarak (xii) ifadesi ise (4.95) de c; =1 —
c; — c, almarak elde edilir. Teorem 4.6 nin (d) durumunda ifade edilen ¢y, ¢y, c3

hakkindaki sartlar gegerlidir.

(4.124) ve (4.127) ifadesindeki matrislerin her birisi hermityen oldugundan (i)-(Xii)
durumlarmin her birisi ger¢ekten ulasilabilirdir. Sonug olarak eger A;, A,, A5 (4.129)
sartlarin1 saglarsa Teorem 4.6 daki (b;) — (b3), (c1) — (c3) ve (d;) durumlari
gergeklenir. (4.129) nin ikinci kismina gore (b;) — (b3) teki her bir matris esitligi M,

0, A, veya A A, = A, A i gostermek lizere

(A —A3)(A; —A3)" =Mve (A, —A3) (A, —A3) =M (4.130)
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e yol agar. (4.94) varsayimlart altinda (4.130) deki esitligi sirasiyla A3 ve A3 ile
sagdan ve soldan carparak ve daha sonra da elde edilen esitligi A3 ve A3 ile sagdan

ve soldan garparak
(A3A; — A3)(A3A; — A3)" = 0ve (4143 — 43)" (4145 —A3) =0 (4.131)
elde edilir.

Herhangi bir K kompleks matrisi KK* = 0K = 0&K*K = 0 kosulunu
sagladigindan (4.131) den A;A; = A3 = A3A; elde edilir ki bu durum (4.97) nin
ikinci kismiyla celisir. (¢) durumunda ispat (b) durumundaki ispatla simetriktir.
Dolayisiyla geriye (d;) durumunu gbéz Oniine almak kalir. (4.129) varsayimlari

altinda (d;) deki matris esitligi A; in hermityen oldugunu gosterir ve bu nedenle
(A1 —A2)(A1 —A2)" + (A1 —A3)(A1 —A3)" = A4 (4.132)
(A1 — A2)"(Ay — Az) + (A1 — A3)" (A1 — A3) = 4 (4.133)

alternatif formlarinda ifade edilebilir. Herhangi bir K kompleks matrisinin siitun

uzay1 C(K) = C(KK™) dzelligine sahip oldugundan (4.132) ve (4.133) den

C(A; — A1 A; — A3) = C(4,) (4.134)
Cl[(A; — A)": (A1 — A3)"] = C(4)) (4.135)
elde edilir. Fakat A; ve Aj iz distimler oldugundan (4.134) ve (4.135) in sonuglar1
A4 — A) = A, — A; ve (A; — ADA, = A, — A;, =23 (4.136)

dur. (4.136) esitligi gosterir ki Ay, A, A3, A1A; = A; = A;A,, @ = 2,3 esitliklerini
saglar. Bu ise (4.99) varsayimiyla agik bir ¢eliskidir. C nin (xii) formundaki bir
idempotent lineer kombinasyonunun belirli durumlarinin ulagilamaz oldugunu
belirtmek dnemsizdir. Ornedin eger c;, ¢,, c5 reel sayr olarak kabul edilirse ¢; ¢, >
0,c1¢63>0,cy¢c3>0 olmast ¢;¢5, >0, c1¢3<0, c;¢3<0 olmast ve ¢y ¢y <
0,c1 c3 > 0, ¢; c3 < 0 olmasi durumlart imkansizdir. Dolayisiyla Teorem 4.8 in son
kismina karsilik gelen C matrisi yalnizca ¢; ¢, < 0, ¢4 ¢3 < 0, ¢, c3 > 0 oldugunda

bulunabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda k-potent matrislerin ¢esitli lineer kombinasyonlarinin tersinirligi
ve tersinin mevcut olmasi durumunda ters hesaplama yontemleri incelenmistir.
Bununla ilgili olarak dncelikle bazi temel kavramlar verilmis ve kare olmayan ya da
kare oldugu halde bilinen anlamda inversi mevcut olmayan matrisler igin gelistirilen
ve lineer denklem sistemlerinin genel durumda ¢dziimiinde kullanilan ve bilinen
anlamdaki invers ozelliklerini de saglayan genellestirilmis invers adi verilen bir
kavram ele alinmistir. Bu amacla bir matrisin genellestirilmis inversi, yansimali
genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose genellestirilmis inversi tanimlari verilerek

bu inverslerin ¢esitli 6zellikleri genel bilgiler baslig: altinda ortaya konulmustur.

Ayrica bazi k-potentler lizerine belirli komutatiflik 6zelliklerinin saglanmasi sarti
altinda k-potentlerin ve c¢arpimlarinin kombinasyonlarinin k-potentligini, grup

tersinirligini ve tersinirligini karakterize etme problemi ele alinmistir. ¢;, ¢, sifirdan
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farkli cisim elemani, P;, P, ise cisim tizerinde iki farkli idempotent matris yani P; =
P?, P, =P? ve P, # P, olmak iizere P; ile P, nin lineer kombinasyonlarinm
idempotentlik 6zelliginin saglandigi tiim durumlarin karakterizasyonu problemine
¢oziim aranacaktir. Bununla ilgili olarak oncelikle idempotent matrislerin lineer
kombinasyonlarinin idempotentligi incelenmistir. Daha sonra A bir idempotent
matris ve B de bir tripotent matris olmak iizere C = c;A + ¢, B seklindeki lineer
kombinasyonun bir idempotent matris olmasini karakterize eden bazi ifadeler
verilmistir. ¢y, c;€ X sifirdan farkli kompleks sayilar ve Ty, T,eX,,, n-mertebeli
degismeli sifirdan farkli kompleks matrisler, yani T; = T , T, = T3 ve Ty T, = T,T;
olmak tizere T; ve T, nin T = ¢; T; + ¢, T, formundaki bir lineer kombinasyonunun
da bir tripotent matris oldugu tim durumlar1 karakterize etmektir. Son olarak
C1,Cy,Cc3 € C sifirdan farkli elemanlar olmak {izere C = c;A; + A, + c3A3
seklinde verilen A; ,A,,A; iin bir lineer kombinasyonunun bir idempotent matris

olabilecegi tiim durumlar1 karakterize etme problemi ele alinmistir.

Yapilan bu caligmalara ilaveten {i¢ ya da daha fazla k-potent matrisin lineer
kombinasyonlarimin tersinirlikleri ve k-potentlikleri incelenebilir. Ayrica degisik
tipte pargalanmis matrisler i¢in bloklarin k-potentlikleri ile matrisin kendisinin k-
potentligi arasindaki iligkiler arastirilabilir. Ayrica iki idempotent matrisin, bir
idempotent matrisle bir tripotent matrisin ya da iki tripotent matrisin lineer
kombinasyonunun grup tersinin veya Moore-Penrose tersinin hesaplanmasinda
kullanilmak {izere cesitli algoritmalar ve bilgisayar programlar tiiretilerek bu
programlardan veya algoritmalardan faydalanilabilir. Elde edilen bu bulgular lineer

denklem sistemlerinin ¢éziimlerine uygulanabilir.
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