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𝕂𝑛
𝑚       : 𝕂 cismi üzerinde tanımlı 𝑚 × 𝑛 tipindeki tüm matrislerin kümesi 

ℂ𝑛
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𝑟(𝐴)  : A matrisinin rankı 

𝒩(𝐴)  : 𝐴 marisinin null (sıfır) uzayı 

ℛ(𝐴)  : 𝐴 marisinin ranj (sütun) uzayı 

𝑃(ℛ(𝐴))  : 𝐴 matrisinin ℛ(𝐴) sütun (ranj) uzayının yansıtıcısı (izdüşümü) 

𝐴− veya 𝐴(1) : A matrisinin genelleştirilmiş inversi (iç inversi) 

𝐴(2) : A matrisinin dış inversi 

𝐴0 veya 𝐴(1,2) : A matrisinin yansımalı genelleştirilmiş inversi 

𝐴†  : A matrisinin Moore–Penrose tipi genelleştirilmiş inversi 

𝑋𝐿
−  : 𝑋𝐿

−. 𝑋 = 𝐼  şartını sağlayan 𝑋 matrisinin bir sol inversi 

𝑋𝑅
−  : 𝑋. 𝑋𝑅

− = 𝐼   şartını sağlayan 𝑋 matrisi 
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1. GİRİŞ 

 

Günümüzde elementer matris cebiri, teorik matematik, istatistik, istatistik için olduğu 

kadar sosyoloji, kimya, fizik eğitimi ve elektrik mühendisliği gibi çeşitli teknik 

alanlar içinde gerekli matematiksel temel bilginin ayrılmaz bir kısmı haline gelmiştir. 

Matris hesabı, 19-uncu yüzyıl ortalarından beri bilinmektedir. İngiliz matematikçi 

Sylvester, 1850 yılında ‘matris’ kavramını kullanmıştır. 1853 yılında İngiliz bilgini 

Hamilton ‘Lineer and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazı özelliklerden 

faydalanmış fakat matris ismini kullanmamıştır. Yine bir İngiliz matematikçisi olan 

Cayley, 1858 yılında çok meşhur olan ‘Memorie On The Theory Of Matrices’ isimli 

çalışmasında matris cebirinin modern esaslarını göstermiştir. Daha sonraları fransız 

Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler üzerinde 

durmuşlardır. 

Bir singüler matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yılında Moore (1920, 1935) 

tarafından ortaya atılmıştır. Bu fikrin genel operatörlere genişletilmesi ise Tseng 

(1949a, 1949b, 1956) tarafından yapılmıştır. Ancak, daha sonra 1955 yılına kadar bu 

konuda her hangi bir sistematik çalışmaya rastlanamamaktadır. 1955 yılında, önceki 

çalışmalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farklı bir yoldan Moore 

tarafından verilen invers kavramını tekrar tanımlamıştır. Penrose ile aynı zamanlarda 

yaşayan bilim adamlarından birisi olan Rao (1955), bir singüler matrisin Pseudo 

İnversi olarak adlandırdığı, en küçük kareler teorisinde singüler matrisli normal 

denklemlerin çözümünde ve tahmin edicilerin varyanslarının hesaplanmasında 

kullanılan yeni bir invers kavramı geliştirmiştir. Rao tarafından geliştirilen Pseudo 

invers, Moore ve Penrose tarafından ortaya konulan kısıtlamaların tümünü 

sağlamamaktadır. Bu nedenle de bu invers, Moore–Penrose inversten farklıdır, fakat 

gözlem denklemlerinin rankları üzerinde herhangi bir kısıtlama konulmaması 

durumunda en küçük kareler yönteminin genel teorisinin ortaya konulmasında 

oldukça yararlıdır. Rao (1962), daha sonraki bir çalışmasında, lineer denklemlerle 

ilgili problemlerinin çözümünde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermiş 

olduğu tanımdan çok daha zayıf bir tanım ortaya koymuştur. Böyle bir invers, bir 

genelleştirilmiş invers (g–invers) olarak adlandırılmış ve bunun uygulamaları Rao 

(1962, 1965a, 1965b, 1966, 1967)’ nun birçok çalışmasında yer almıştır. 
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Genelleştirilmiş inversler üzerinde 1955 li yıllardan itibaren çalışan başlıca bilim 

adamları arasında Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve 

Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell 

(1966) sayılabilir. Bose (1959), “Varyans Analizi” adlı ders notlarında g–inversi 

kullanmıştır. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kısıtlamalı inversini 

tanımlamıştır ki bu invers bilinen g–inversten farklıdır ve bazı uygulamalarda 

kullanılır. Chernoff (1953), singüler nonnegatif tanımlı bir matrisin g–inversini göz 

önüne almıştır ki bu invers, bir g–invers olmamasına rağmen bazı tahmin 

problemlerinin incelenmesinde yararlıdır. Rao (1962) tarafından verilen daha zayıf 

tanımı sağlayan g–invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilginç bir çalışma 

olarak kabul edilir.1967 yılında bir yayınında Rao (1967), değişik amaçlarla 

kullanılmak üzere g–inverslerin bir sınıflandırmasını vermiştir. Bu çalışmalar daha 

sonra genelleştirilmiş inverslerin yeni bir sınıflandırmasını ortaya atan Mitra (1968a, 

1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969, 1971) tarafından geliştirilmiştir. 

Genelleştirilmiş inverslerin diğer çeşitli uygulamaları Mitra ve Rao (1968a, 1968b, 

1969) ve Rao (1967) tarafından yapılan bir dizi çalışmada ele alınmıştır. 

Genelleştirilmiş inverslerin hesaplanmasındaki sistematik gelişmeler ve onların 

çeşitli uygulamaları Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley, 

1971) adlı kitapta verilmiştir. 

Matrisler üzerine yapılan bu çalışmada Benitez, J. ve  Thome, N. (2005); Benitez, J., 

Liu, X., Zhu, T.(2010) ve Baksalary, J.K.(2004) tarafından verilen çalışmalarda ele 

alınan k-potent Matrislerin Lineer Kombinasyonları detaylı bir biçimde ele 

alınmıştır. Ayrıca iki idempotent matrisin, bir idempotent matris ile bir tripotent 

matrisin lineer kombinasyonlarının nonsingülerliği ve idempotentliği ile ilgili bir dizi 

kriterler verilmiştir.  
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.a. 𝕂 bir cisim olsun. m, nℕ  ve 1 i  m, 1 j  n olmak üzere bütün 

(i, j) sıralı ikililerinin kümesi A = ℕ 𝗑 ℕ olsun. 

  ƒ: A ⟶ 𝕂 

fonksiyonu 

(i, j) ⟶ ƒ(i, j) = aij        

olarak tanımlansın. aij 𝕂 olacak şekilde seçilen m. n tane elemanın oluşturduğu 

[

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n … …

am1 am2

… …
… amn

]                                   (2.1) 

sayı tablosuna 𝕂 cismi üzerinde tanımlı m× n tipinde bir matris denir. 

A = [

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n… …

am1 am2

… …
… amn

]                                       (2.2) 

matrisi kısaca A =  [aij]m×n
 şeklinde gösterilir. Her (i, j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n 

ikilisine karşılık gelen aij elemanına A matrisinin (𝐢, 𝐣)–yinci bileşeni denir. 

b. m× n  tipinde olan ve bileşenleri bir 𝕂  cismi üzerinden seçilen bütün A =

[aij]m×n
 matrislerinin kümesi  𝕂n

m ile gösterilir. 

c. A = [aij] ve B = [bij] m × n tipinde her hangi iki matris olmak üzere, her bir  (i, j) 

ikilisi için aij = bij, 1 ≤ i ≤ m  ve 1 ≤ j ≤ n ise bu iki matrise eşit matrisler denir. 

d. A = [aij] m × n tipinde bir matris olmak üzere, her bir aij elemanı sıfıra eşitse A 

matrisine sıfır matris denir. 

e. A = [aij] ve B = [bij] m × n tipinde iki matris olmak üzere, A ve B  matrislerinin 

toplamı, (i, j)–yinci bileşeni aij + bij olan bir matris olup 

+:  𝕂n
m ×𝕂n

m ⟶𝕂n
m 

(A, B) ⟶ A + B = [aij] + [bij] 
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A + B = [

a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 ++b12

… a1n + b1n
… a2n + b2n… …

am1 + bm1 am2 + bm2

  … …
  … amn + bmn

] 

şeklinde tanımlanır. 

f.  c ∈ 𝕂  bir skaler olmak üzere cA ∈ 𝕂n
m  matrisi (i, j)–yinci bileşeni caij  olan bir 

matristir.  Yani 

. :  𝕂 × 𝕂n
m ⟶𝕂n

m 

    (c, A) ⟶ cA = [

ca11 ca12
ca21 ca22

… ca1n
… ca2n… …

cam1 cam2

… …
… camn

] 

olur. O halde her A ∈ 𝕂n
m  matrisi için 0 ∈ 𝕂  olmak üzere, 0A = 0 ∈ 𝕂n

m  matrisi, 

m× n tipinde sıfır matristir. 

g.  A = [aij] ∈ 𝕂p
m  ve B = [bij] ∈ 𝕂n

p
  olmak üzere, A  ve B  matrislerinin çarpımı 

C = [cij] ∈ 𝕂n
m şeklinde bir matristir ve 

. :  𝕂p
m × 𝕂n

p
⟶𝕂n

m 

    (A, B) ⟶ A. B = C 

    [aij]. [bij] = [cij] = [∑ aikbkj
p
k=1 ], 1 ≤ i ≤ m,   1 ≤ j ≤ n 

şeklindedir, yani 

A. B = [
(a11b11 +⋯+ a1pbp1) … (a11b1n +⋯+ a1pbpn)

… … …
(am1b11 +⋯+ ampbp1) … (am1b1n +⋯+ ampbpn)

] 

olarak tanımlanır. O halde matris çarpımının tanımlı olabilmesi için birinci çarpanın 

sütun sayısı, ikinci çarpanın satır sayısına eşit olmalıdır. Herhangi A  ve B 

matrislerinin çarpımı A. B veya AB ile gösterilir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Tanım 2.2.a. 𝕂 = ℝ, reel sayılar kümesi olarak alınırsa, 𝕂 cismi üzerinde tanımlı 

m× n tipindeki  A  matrisine bir reel matris denir. 

b. 𝕂 = ℂ, kompleks sayılar kümesi olarak alınırsa,  𝕂 cismi üzerinde tanımlı m× n 

tipindeki bir  A matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999) 
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Tanım 2.3.a. Bir A = [aij]m×n
 matrisinde m =  n  ise, A  matrisine kare matris 

denir. 

A = [

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n… …

an1 an2

… …
… ann

]                                      (2.3) 

kare matrisinde a11, a22, … , ann  elemanlarına köşegen(esas köşegen) elemanları 

denir. 

b. Bir  A = [aij]n×n
 kare matrisinin a11, a22, … , ann  köşegen elemanları dışındaki 

tüm elemanları sıfır ise yani,  aij = 0  (i ≠ j) ise bu matrise köşegen matris denir ve 

A =  Köş{a11, a22, … , ann} ile gösterilir. 

c. Bir köşegen matriste a11, a22, … , ann = k , k ∈ 𝕂  ise bu matrise skaler matris 

denir. 

d. Köşegen üzerindeki elemanları 1 ve köşegen dışındaki tüm elemanları 0 olan n ×

n tipindeki bir matrise birim matris denir ve   

In = [
1 ⋯ 0
⋮ ⋮
0 ⋯ 1

] 

şeklinde gösterilir. Her hangi bir A ∈ 𝕂n
m matrisi için, ImA = AIn = A olur. 

e. Bir A = [aij]m×n
 matrisinden aynı numaralı satırlar ve sütunlar kendi aralarında 

yer değiştirilerek elde edilen AT = [aij]n×m
 matrisine A matrisinin transpozu(veya 

transpoze matrisi) denir. Buna göre A ve B uygun matrisler olmak üzere 

(A + B)T = AT + BT ve (AB)T = BTAT 

eşitlikleri sağlanır. 

f.  A bir reel kare matris olmak üzere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir. 

g.  A ve B kare matrisleri arasında  AB = BA  bağıntısı varsa, bu matrislere değişmeli 

(komutatif) matrisler denir.(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 
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Tanım 2.4.a. {1,2, …n} kümesinin kendisi üzerine birebir ve örten bir bağıntı veya  

buna eşdeğer olarak  1,2, … , n   sayılarının yeniden bir sıralanmasına  {1,2, … , n} 

kümesinin bir  𝛔  permütasyonu denir. Böyle bir permütasyon 

σ = (
1 2 … n
j1 j2 … jn

) 

veya 

σ = j1, j2, … , jn   ,  ji = σ(i) 

ile gösterilir. Bu permütasyonların tümünün kümesi ise Sn  ile gösterilir. Sn  de 

gelişigüzel bir σ  permütasyonu, örneğin σ = j1, j2, … , jn  düşünüldüğünde σ  da çift 

veya tek sayıda permütasyonlar olmasına göre σ ya çift veya tek permütasyon 

denir. O halde bir σ nın işareti 

sgnσ = {
   1, eğer  σ  çift ise

−1, eğer  σ  tekise
 

şeklinde tanımlanır. 

b. A = [aij]n×n
 bir  𝕂 cismi üzerinde tanımlı kare matris olsun.  

A = [

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n… …

am1 am2

… …
… amn

] 

matrisinin her satırından ve her sütunundan yalnız ve yalnız bir eleman alınmak 

üzere n  elemanın bir çarpımı düşünülsün. Böyle bir çarpım a1j1 , a2j2 , … , anjn 

şeklinde yazılır. Burada çarpanlar ardışık satırlardan gelir ve bu yüzden alt indisler  

1, 2, … , n doğal sayı sırasındadır. Çarpanlar farklı sütunlardan geldiğinden, ikinci alt 

indislerin dizisi Sn  de bir  σ = j1, j2, … , jn  permütasyonunu oluşturur. Tersine, Sn 

deki her permütasyon yukarıdaki şekilde bir çarpım tanımlar. Böylece A  matrisi 

böyle n! çarpım kapsar. 

A = [aij]n×n
kare matrisinin determinantı det(A ) veya |A|  şeklinde gösterilir ve 

yukarıdaki her çarpanı sgnσ ile çarpılan veya n! tane çarpımların toplamıdır. Yani 

|A| =∑(sgnσ)a1j1 , a2j2 , … , anjn
σ
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veya 

|A| = ∑(sgnσ)a1σ(1), a2σ(2), … , anσ(n)

σ∈Sn

 

şeklinden mertebedendir. 

A = [aij]n×n
 matrisinin determinantı aşağıdaki şekilde de tanımlanmaktadır. 

c. 1 × 1 tipinde bir Amatrisinin determinantı kendisidir. 

A = [a] ise, det(A) = |a| = a 

olur. 

d. 2 × 2 tipinde bir Amatrisinin determinantı aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

A = [
a11 a12
a21 a22

] ⟹ det(A) = |
a11 a12
a21 a22

| = a11a22 − a12a21 

olur. 

𝑛 > 2  için bir kare matrisin determinantı, aşağıda gösterildiği gibi bir indirgeme 

işlemi ve minörleri ile işaretli minörleri kullanılan bir açılımla hesaplanır. 

e. Bir A = [aij]n×n
  matrisinin bir  aij  elemanının |Mij| şeklinde tanımlanan minörü, 

A matrisinden i–yinci satırın ve j–yinci sütunun atılması ile oluşan (n − 1) × (n − 1) 

tipindeki kare matrisin determinantıdır. 

f. Bir A = [aij]n×n
  matrisinin biraijelemanının minörü |Mij| olsun. A matrisinin bir 

aij elemanının  Aij şeklinde gösterilen kofaktörü(işaretli minörü veya eş çarpanı) 

Aij = (−1)i+j. |Mij| 

Şeklinde tanımlanır. 

g. Bir  A = [aij]n×n
  matrisinin determinantı her hangi bir satır(sütun) elemanlarının 

kendi kofaktörleriyle çarpılıp bu çarpanların toplanmasıyla bulunur. Yani herhangi i 

ve j(i, j = 1,2,3, … , n)için 

det(A) = ∑ aik. Aik
n
k=1 = ∑ (−1)i+kaik|Mik|

n
k=1                               (2.4) 

det(A) = ∑ akj. Akj
n
k=1 = ∑ (−1)k+jakj|Mik|

n
k=1                                     (2.5) 
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şeklinde tanımlanır. 

Her bir i için, (2.4) ile verilen toplama, A  matrisinindeterminantının i–yinci satır 

elemanlarına göre açılımı, her bir j için, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin 

determinantının j–yinci sütun elemanlarına göre açılımı denir. 

h. BirA = [aij]n×n
kare matrisi için |A| = 0 iseA  matrisine singüler(tekil) matris, 

|A| 0  ise, Amatrisine nonsingüler(tekil olmayan veya regüler) matris denir. 

(Branson R., 1999) 

Tanım 2.5. a. Bir A = [aij]n×n
 matrisinde bir aij elemanının kofaktörü Aij olsun.  

 Ek(A) = [Aij]
T
= [Aji] 

şeklinde tanımlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna göre 

Ek(A) = [

A11 A12
A21 A22

⋯ A1n
⋯ A2n… …

An1 An2

… …
⋯ Ann

]

T

= [

A11 A21
A12 A22

⋯ An1
⋯ An2… …

A1n A2n

… …
⋯ Ann

] 

olur. 

b. Bir A = [aij]n×n
matrisi için A. B = B. A = In  olacak şekilde bir B = [bij]n×n

 

matrisi varsa, B  matrisine 𝐀matrisinin inversi denir ve A−1 =  B  ile gösterilir. 

(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Teorem 2.1: Bir  A = [aij]n×n
 matrisi ile bu matrisin ek matrisinin çarpımı bir skaler 

matris olup 

A.Ek(A) = Ek(A). A = |A| [

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0… …

0 0
… …
⋯ 1

] = |A|In                              (2.6) 

ile verilir.(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat:  A.Ek(A) = [

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n… …

an1 an2

… …
… ann

] . [

A11 A21
A12 A22

⋯ An1
⋯ An2… …

A1n A2n

… …
⋯ Ann

] 
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                          = [

|A| 0
0 |A|

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ |A|

] 

olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer şekilde 

Ek(A). A = [

A11 A21
A12 A22

⋯ An1
⋯ An2… …

A1n A2n

… …
⋯ Ann

] . [

a11 a12
a21 a22

… a1n
… a2n… …

an1 an2

… …
… ann

] 

  = [

|A| 0
0 |A|

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ |A|

] 

olduğu görülür. O halde 

A.Ek(A) = Ek(A). A = |A| [

1 0
0 1

⋯ 0
⋯ 0… …

0 0
… …
⋯ 1

] = |A|In 

bulunur. 

Teorem 2.2: Bir A = [aij]n×n
nonsingüler matrisinin inversi 

A−1 =
1

|A|
.Ek(A)                                                              (2.7) 

dır.(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat: (2.6) bağıntısından dolayı  A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yanı  A−1 

ile çarpıldığında 

(A−1A).Ek(A) = A−1|A|I  ⟹   Ek(A) = |A|A−1I   ⟹  Ek(A) = |A|A−1 

olur. Öte yandan A matrisi nonsingüler olduğundan |A| ≠ 0 olup 

A−1 =
1

|A|
.Ek(A)  

elde edilir. 

Teorem 2.3. A = [aij]n×n
nonsingüler bir matris ve B  ve  C  çarpıma uygun matrisler 

olmak üzere AB = AC ise B = C olur.(Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat:  AB = AC eşitliğinin her iki tarafı soldan A−1 ile çarpılmasıyla 

A−1AB = A−1AC  yani B = C elde edilir. 
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Teorem 2.4.a. Bir  A = [aij]n×n
nonsingüler matris olsun. A−1 matrisi tektir. 

b. A nonsingüler matris ise A−1  matrisi de nonsingüler olup  (A−1)−1 =  A dır. 

c.  A  ve B çarpmaya uygun nonsingüler matrisler ise AB  matrisi de nonsingüler 

olup (AB)−1 = B−1A−1  dır. 

d. A nonsingüler bir matris ise AT matrisi de nonsingüler olup (AT)−1 =  (A−1)T dir. 

(Branson R., 1999) 

İspat: a. B ve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi olduğu varsayılsın. O 

zaman AB = BA = I ve  AC = CA = I olur. Buradan 

C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B 

elde edilir. 

b. (A−1)−1  matrisi A−1  matrisinin inversidir. Aynı zamanda A  matrisi de A−1 

matrisinin inversidir. Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden bu inversler 

birbirine eşittir. 

c.  (AB)−1 matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrıca 

B−1A−1(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I 

ve 

(AB)B−1A−1 = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I 

yazılabilir. Böylece B−1A−1matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsingüler bir 

matrisin inversinin tekliğinden bu inversler birbirine eşittir. 

d. (AT)−1 matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrıca  IT = I olduğundan 

I = IT = (AA−1)T = (A−1)T(A)T 

olur. Bu durum, (A−1)T  matrisinin AT  matrisinin bir inversi olduğunu gösterir. 

Nonsingüler bir matrisin inversinin tekliğinden (AT)−1 = (A−1)T elde edilir. 

Tanım 2.6.a. Bir A =  [aij]n×n
 matrisi için A2 =  A  ise, Amatrisine idempotent 

matris denir. 
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b.  ℂ kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı  A  matrisinin elemanlarının yerlerine 

eşlenikleri yazılarak elde edilen matrise Amatrisinin eşleniği (eş matrisi) denir ve  A  

ile gösterilir. 

c. ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı A matrisi için (A)
T
= A ise A matrisine 

hermitian matris denir ve A∗ = (A)
T

 ile gösterilir. 

d. Bir A matrisi için AA∗ = A∗A ise A matrisine normal matris denir. 

e. A =  [aij]n×n
nonsingüler bir matris olmak üzere,  A−1 = A∗ (veya  AA∗ = A∗A = I) 

ise A matrisine birimsel(unitary) matris denir. 

f. A =  [aij]n×n
 bir matris olmak üzere, A−1 = AT  ise A  matrisine ortogonal(dik) 

matris denir. 

g. A =  [aij]n×n
 reel simetrik bir matris olmak üzere, sıfırdan farklı her xℝ1

n 

vektörü için  xTAx >  0 (xTAx  0) ise,  A matrisine Pozitif Tanımlı(Pozitif Yarı 

Tanımlı) Matris denir. 

h. A, n × n tipinde bir kare matris olsun. (A − λI)x = 0 eşitliğini sağlayan λ  

skalerine  A matrisinin bir özdeğeri, sıfır olmayan x vektörüne de A  matrisinin bir 

özvektörü denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Teorem 2.5. A ve Buygun matrisler olmak üzere 

a.  (A)
T
= (AT). 

b. (A∗)∗ = A. 

c. (A + B)∗ = A∗ + B∗. 

d. (AB)∗ = B∗A∗. 

eşitlikleri sağlanır. (Branson R., 1999) 

İspat: a. A =  [aij]  m × n tipinde bir matris olsun. Bu takdirde 

A  =  [aij]  ve  (A)
T
 =  [aji] 

olur. Diğer taraftan 
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AT = [aji]  ve  (AT) = [aji] 

olduğundan 

(AT) = (A)
T
 

olduğu görülür. 

b. A∗ = (A)
T

 olduğundan 

(A∗)∗ = ((A)
T
)

T

= (AT)T = A 

elde edilir. 

c. Hermitian matris tanımına göre 

(A + B)∗ = (A + B)
T
= (A + B)

T
= (A)

T
+ (B)

T
= A∗ + B∗ 

elde edilir. 

d. Hermitian matris tanımına göre 

(AB)∗ = (AB)
T
= (AB)

T
= (B)

T
(A)

T
= B∗A∗ 

yazılabilir. 

Teorem 2.6. Reel simetrik bir A  matrisinin pozitif tanımlı (pozitif yarı tanımlı) 

olması için gerek ve yeter şart, tüm özdeğerlerinin (sıfırdan farklı özdeğerlerinin) 

pozitif olmasıdır. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

İspat: A  matrisi pozitif tanımlı olmak üzere, λ özdeğerine ve ilgili x  özvektörüne 

sahip olsun. Bu takdirde bu x vektörü için Ax = λx ve 〈Ax, x〉 > 0 bağıntıları vardır. 

O halde 0 < 〈Ax, x〉 = 〈λx, x〉 = λ〈x, x〉  olur. x bir özvektör olduğundan, sıfırdan 

farklıdır ve dolayısıyla 〈x, x〉 pozitiftir. Bu durumda λ > 0 olmalıdır.  

A matrisi pozitif yarı tanımlı olmak üzere, λ özdeğerine ve ilgili x özvektörüne sahip 

olsun. Bu takdirde bu xvektörü için  Ax = λx  ve  〈Ax, x〉 ≥ 0  bağıntıları vardır. O 

halde 0 ≤ 〈Ax, x〉 = 〈λx, x〉 = λ〈x, x〉  olur. x  bir özvektör olduğundan, sıfırdan 

farklıdır ve dolayısıyla 〈x, x〉 pozitiftir. Bu durumda λ ≥ 0 olmalıdır. 
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Tüm (sıfırdan farklı) özdeğerleri pozitif olması halinde A matrisinin pozitif tanımlı 

(pozitif yarı tanımlı) olacağı benzer şekilde gösterilebilir. (Lanchester, P., 1969) 

Tanım 2.7.a. x1, x2, … xn vektörler kümesi verilmiş olsun. ∑ aixi
n
i=1 = 0  eşitliği 

ancak  a1, a2, … , an skalerlerinin tümü birden sıfır olduğunda sağlanıyorsa bu 

durumda x1, x2, … xn vektörlerine lineer bağımsızdır denir. Aksi halde yani, 

a1, a2, … , an  skalerlerinden en az biri sıfırdan farklı olmak üzere  ∑ aixi
n
i=1 = 0 

eşitliği sağlanıyorsa bu durumda x1, x2, … xn vektörlerine lineer bağımlıdır denir. 

b. Amatrisi m× n tipinde herhangi bir matris olsun. A  matrisinin sütun vektörlerini 

A∗1, A∗2, … , A∗n ile, ve satır vektörlerini A1∗, A2∗, … , Am∗ ile gösterelim. Ai∗ , i =

1, 2, … ,m vektörleri arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektörler 

kümesinin eleman sayısına Amatrisinin satır rankı, A∗j ,  j = 1, 2, … , n  vektörleri 

arasından oluşturulan en büyük lineer bağımsız vektörler kümesinin eleman sayısına 

ise Amatrisinin sütun rankı denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Teorem 2.7. Bir matrisin iki satırının kendi aralarında yer değiştirmesi matrisin satır 

rankını değiştirmez. (Branson R., 1999) 

İspat: A matrisinin herhangi iki satırı yer değiştirdiğinde satır vektörlerinin kümesi 

değişmeyeceğinden, bu durum matrisin satırları arasındaki lineer bağımsızlığı 

değiştirmez . Yani satır rankını değiştirmez. 

Teorem 2.8. AX = 0veBX = 0 denklemlerinin çözüm kümeleri aynı ise, o zaman  A 

ve B n × n tipindeki matrislerin sütun rankları aynıdır. (Branson R., 1999) 

İspat: AX = 0 sistemi 

x1A1 + x2A2 +⋯+ xnAn = 0                                (2.8) 

olarak yazılabilir. Burada Ai, A matrisinin i-yinci sütunudur ve X = [x1, x2, … , xn]
T 

olur. Benzer şekilde, Bx = 0 sistemi 

x1B1 + x2B2 +⋯+ xnBn = 0                              (2.9) 

olarak yazılabilir. 

A matrisinin sütun rankı a , B matrisinin sütun rankı b  ile gösterilsin. A  matrisinin 

sütun rankı, B matrisinin sütun rankından büyük kabul edilsin. Böylece a > 𝑏 olur. 

Bu durumda A  matrisinin a  tane lineer bağımsız sütunu olmalıdır. Genellik 
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kaybedilmeden, bunların A  matrisinin ilk a  sütunu olduğu varsayılabilir. (Eğer 

değilse, A  matrisinin sütunları bu şekilde yeniden düzenlenebilir. Bu durum ise 

Teorem 2.7’ye benzer şekildeA matrisinin sütun rankını değiştirmez.) Ancak a > 𝑏 

kabul edildiğinden B matrisinin ilk a sütunu lineer bağımlıdır. Böylece, hepsi sıfır 

olmayan öyle  d1, d2, … , dn vardır ki 

d1B1 + d2B2 +⋯+ daBa = 0 

olur. Buradan 

d1B1 + d2B2 +⋯+ daBa + 0Ba+1 +⋯+ 0Bn = 0 

ve (2.9) sisteminin çözümü olarak 

x1 = d1x2 = d2     …     xa = daxa+1 = xa+2 = ⋯ = xn = 0 

bulunur. Bu aynı değerler (2.8) sisteminin de çözümü olarak verildiğinden 

d1A1 + d2A2 +⋯+ daAa = 0 

dır. Burada, belirtildiği gibi, d1, d2, … , da sabitlerinin tümü sıfır değildir. Ancak bu 

A1, A2, … , Aa  matrislerinin lineer bağımlı olduğunu gösterir ki, bu da bir çelişkidir. 

AveB  matrislerinin rollerini değiştirerek yapılan benzer bir çalışma, B  matrisinin 

sütun rankının da A matrisinin sütun rankından daha büyük olamayacağını gösterir. 

Böylece bu iki matrisin sütun rankları eşit olmalıdır. 

Teorem 2.9. Elemanter satır işlemleri herhangi bir matrisin sütun rankını 

değiştirmez. (Branson R., 1999) 

İspat. A matrisine elementer satır işlemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun. 

Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin çözüm kümeleri 

aynıdır. Teorem 2.8 yardımıyla A ve B matrislerinin sütun rankları aynıdır. 

Teorem 2.10. Herhangi bir Amatrisi için satır rankı sütun rankına eşittir. (Branson 

R., 1999) 

İspat.  m× n  tipindeki bir A  matrisinin satır rankının r  ve sütun rankının ise c 

olduğu kabul edilsin. r = c  olduğu gösterilecektir. Amatrisinin satırları ilk r  satırı 

lineer bağımsız ve kalan m− r  satırı ilk r  satırın lineer birleşimi olacak şekilde 

yeniden düzenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardımıyla bu işlemin A matrisinin 
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satır ve sütun ranklarını değiştirmediği görülür. A matrisinin satırları sırasıyla 

A1, A2, … , Am ile gösterilsin ve C ve D matrisleri 

C = [

A1
A2…
Ar

]veD = [

Ar+1
Ar+2…
Am

] 

olarak tanımlansın. O zaman A  matrisi [
C
D
]  bloklanmış matrisidir. Ayrıca D 

matrisinin her bir satırı C matrisinin satırlarının bir lineer birleşimi olduğundan, öyle 

bir T matrisi vardır ki, D = TC olur. Özel durumda eğer 

Ar+1 = d1A1 + d2A2 +⋯+ drAr 

ise o zaman [d1, d2, … , dr]vektörü T matrisinin ilk satırıdır. Buradan, her hangi bir n 

boyutlu x vektörü için 

Ax = [
Cx
Dx
] = [

Cx
TCx

] 

yazılabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise Ax = 0 olur ve Teorem 2.8’den 

dolayı A ve B matrislerinin sütun rankı c dir. Ancak  B matrisinin sütunları r boyutlu 

vektörlerdir. Böylece B matrisinin sütun rankı r den büyük olamaz. Yani 

c ≤ r                              (2.10) 

olur. 

Yukarıdaki durum AT matrisi için tekrarlanırsa, AT  matrisinin sütun rankının 

AT matrisinin satır rankından büyük olamayacağı görülür. Ancak, AT  matrisinin 

sütunları Amatrisinin satırları olduğundan bu durumA  matrisinin satır rankınınA 

matrisininsütun rankından büyük olamayacağı anlamına gelir. Yani 

r ≤ c                              (2.11) 

olur. (2.10) ve (2.11) bağıntılarından r =  c olduğu görülür. 

Tanım2.8. Herhangi bir A matrisinin rankı, satır ve sütun rankı olarak tanımlanır ve  

rank(A) veya r(A) şeklinde gösterilir. (Branson R., 1999) 

Teorem 2.11. A bir matris olmak üzere  r(A) = r(AT) dir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 
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İspat. A  matrisinin satırları AT  matrisinin sütunları ve A  matrisinin sütunları AT 

matrisinin satırları olduğundan, Teorem 2.10’dan istenilen sonuç elde edilir. 

Tanım 2.9. n × n  tipindeki bir A  kare matrisi için eğer r(A) = n  ise A  matrisine 

Nonsingüler(Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(A) < 𝑛  ise A 

matrisine Singüler(Tekil) Matris denir. (Hacısalihoğlu H.H., 1977) 

Tanım 2.10.a. A ∈ 𝕂n
m, m× n tipinde bir matris olsun. 

𝒩(A) = {x: Ax = 0} 

şeklinde tanımlanan kümeye Amarisinin null (sıfır) uzayı denir. 

b. A ∈ 𝕂n
m, m× n tipinde bir matris olsun. 

ℛ(A) = {y: Ax = y} 

şeklinde tanımlanan kümeye A matrisinin ranj(sütun) uzayı denir. (Hacısalihoğlu 

H.H., 1977) 

Teorem 2.12. Eğer A, r ranklı m× ntipinde bir matris ise, bu durumda aşağıdaki 

şartları sağlayan nonsingüler P ve Q matrisleri vardır. I, r × r boyutlu birim matris 

olmak üzere 

a. m =  n =  r ⟹ PAQ =  I . 

b. m =  r <  𝑛 ⟹  𝑃𝐴𝑄 =  [I , 0] . 

c. m >  𝑟, 𝑛 >  𝑟 ⟹  𝑃𝐴𝑄 =  [
I 0

0 0
] .              (2.12) 

İspat: Lancaster, P., (1969) 

Teorem 2.13. Çarpmaya uygun A  ve B  matrislerinin çarpımının rankı A  ve 

B matrislerinin rankını geçemez. Yani 

r(AB) ≤ min {r(A) , r(B)}                           (2.13) 

dir.(Lancaster, P., 1969) 

İspat. AB matrisinin her bir sütunu A matrisinin sütunlarının bir lineer 

kombinasyonu olduğundan AB matrisinin sütun uzayı A matrisinin sütun uzayının 

alt kümesi olur. Böylece r(AB) ≤ r(A) eşitsizliği bulunur. Benzer şekilde  r(AB) ≤

r(B) eşitsizliği de sağlanır. Böylece r(AB) ≤ min{r(A), r(B)} elde edilir. 
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2.2. Genelleştirilmiş İnversler 

Herhangi bir 𝐴 matrisi bir inverse sahip olabilmesi için  𝐴 matrisinin nonsingüler ve 

kare matris olması gerekir. Bu durumda 𝐴 matrisi yardımıyla 

𝐴𝑋 = 𝐵                                                    (2.14) 

lineer denklem sisteminin var olan tek çözümü  𝑋 = 𝐴−1B  şeklindedir. Ayrıca 

𝐴𝐴−1  =  𝐴−1𝐴 =  𝐼  

şartını sağlayan ve 𝐴   matrisinin inversi olarak adlandırılan 𝐴−1  matrisi vardır. 

Bununla birlikte 𝐴 matrisinin kare matris olmadığı durumlarda ya da 𝐴 matrisinin 

kare matris fakat singüler olduğu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda 𝐴−1 

matrisinin özelliklerini de içeren ve genelleştirilmiş invers (g–invers) matris adını 

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir çözümü olabilir. 

ℂ𝑛
𝑚 , kompleks sayılar cismi üzerinde tanımlı 𝑚× 𝑛  tipindeki tüm matrislerin 

kümesini göstersin. Bir 𝐴 ∈ ℂ𝑛
𝑚  matrisi için aşağıdaki dört şartı (Moore–Penrose 

şartları) sağlayan bir 𝐺  matrisine 𝐴 matrisinin Moore–Penrose inversi denir ve 𝐴+ 

veya 𝐴† ile gösterilir. 

(i) 𝐴𝐺𝐴 =  𝐴, 

(ii) 𝐺𝐴𝐺 =  𝐺, 

(iii) (𝐴𝐺)∗  =  𝐴𝐺, 

(iv) (𝐺𝐴)∗  =  𝐺𝐴.                                      (2.15) 

Eğer 𝐺  matrisi sadece (i) şartını sağlıyorsa bu 𝐺  matrisine 𝐴  matrisinin bir 

genelleştirilmiş inversi (iç inversi) denir ve 𝐴− veya 𝐴(1) ile gösterilir. Sadece (ii) 

şartını sağlayan 𝐺 matrisine 𝐴 matrisinin bir dış inversi denir ve 𝐴(2) ile gösterilir. 

Hem (i) hem de (ii) şartını sağlayan 𝐺  matrisine ise 𝐴  matrisinin bir yansımalı 

genelleştirilmiş inversi denir ve 𝐴(1,2) veya 𝐴0 ile gösterilir. 

2.3. Bir Matrisin Genelleştirilmiş İnversi İçin Bir Algoritma 

Moore–Penrose şartlarından sadece (i) şartını sağlayan, yani 

𝐴𝐺𝐴 =  𝐴                                                   (2.16) 



18 
 

olacak şekildeki 𝐺  matrisine 𝐴  matrisinin bir g–inversi (genelleştirilmiş inversi) 

denir. 

Bir matrisin g–inversini bulmak için aşağıdaki algoritma kullanılır. 

Algoritma 2.1 :  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛  𝑟  ranklı herhangi bir matris olsun. 

1. Adım: 𝑟 ranklı 𝐴 matrisinde, 𝑟 × 𝑟 tipinde nonsingüler her hangi bir 𝐵 alt matrisi 

seçilir. 

2. Adım: Seçilen 𝐵 alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alınır. 

3. Adım: 𝐴 matrisinde 𝐵  alt matrisinin her bir elemanına karşılık gelen yere (𝐵−1)𝑇 

matrisinin elemanları yerleştirilir. 

4. Adım: 𝐴 matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 

5. Adım: Elde edilen matrisin transpozu alınır. Bu matrise 𝐺 denirse, 𝐺  matrisi 𝐴 

matrisinin bir g–inversidir. 

Örnek 2.1: Algoritma 2.1  3 × 3 tipindeki 

𝐴 = [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

]  

matrisine uygulansın. 𝐴 matrisi rankı 2 olan singüler bir matristir.  

1. Adım: 𝐴 matrisinin 2 × 2 tipinde bir nonsingüler 

𝐵 = [
2 3
−1 5

]  

alt matrisi seçilsin. 

2. Adım: |𝐵| =  10 – (−3)  =  13 ≠  0 olduğundan  𝐵−1 mevcut olup 

𝐵−1 =
1

|𝐵|
.Ek(𝐵) = 1 13. [

5 −3
1 2

] =⁄ [
5/13 −3/13

1 13⁄ 2/13
]  

elde edilir. Bu matrisin transpozu alınırsa 

(𝐵−1)𝑇 = [
5 13⁄ 1 13⁄

−3 13⁄ 2 13⁄
]  

bulunur. 
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3. ve 4. Adımlar: Bulunan (𝐵−1)𝑇 matrisi 𝐴 matrisinde elemanları 𝐵 alt matrisinin 

elemanlarının yerlerine karşılık gelecek şekilde yerleştirilir. Diğer tüm elemanları 

sıfır alınır. Böylece 

[
5 13⁄ 1 13⁄ 0
−3 13⁄ 2 13⁄ 0
0 0 0

]  

matrisi elde edilir. 

5. Adım: Bir önceki adımda bulunan matrisin transpozu alınarak 

𝐺 = [
5 13⁄ −3 13⁄ 0
1 13⁄ 2 13⁄ 0
0 0 0

]   

matrisi oluşturulur. Bu şekilde oluşturulan 𝐺 matrisi 𝐴 matrisinin bir g–inversidir. 

Gerçekten 

𝐴𝐺 = [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] . [
5 13⁄ −3 13⁄ 0
1 13⁄ 2 13⁄ 0
0 0 0

] = [
1 0 0
0 1 0
2 0 0

]  

olup 

𝐴𝐺𝐴 = [
1 0 0
0 1 0
2 0 0

] . [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] = [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] = 𝐴  

olduğu görülür.  

Verilen 𝐴 matrisinin başka bir 𝐵 alt matrisini seçerek, seçilen bu yeni 𝐵 alt matrisine 

Algoritma 2.1 uygulansın. 

1. Adım: 𝐴 matrisinin rankı 2 olduğundan 𝐵 matrisi 

𝐵 = [
5 0
6 2

]  

şeklinde seçilsin. 

2. Adım: |𝐵| = 10 − 0 = 10 ≠  0 olduğundan 

𝐵−1 =
1

|𝐵|
.Ek(𝐵) = 1 10.⁄ [

2 0
−6 5

] = [
1 5⁄ 0
−3 5⁄ 1 2⁄

]  

bulunur. Böylece 

(𝐵−1)𝑇 = [
1 5⁄ −3 5⁄

0 1 2⁄
]  
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elde edilir. 

3. ve 4. Adımlar: Bu durumda 

[
0 0 0
0 1 5⁄ −3 5⁄

0 0 1 2⁄
]  

olur. 

5. Adım: Bu şekilde bulunan matrisin transpozu alındığında 

𝐺 = [
0 0 0
0 1 5⁄ 0
0 −3 5⁄ 1 2⁄

]   

matrisi elde edilir. Bulunan bu 𝐺 matrisi 𝐴 matrisinin bir g–inversi olur. Gerçekten 

𝐴𝐺 = [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] . [
0 0 0
0 1 5⁄ 0
0 −3 5⁄ 1 2⁄

] = [
0 0 1 2⁄
0 1 0
0 0 1

]  

ve 

 𝐴𝐺𝐴 = [
0 0 1 2⁄
0 1 0
0 0 1

] . [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] = [
2 3 1
−1 5 0
4 6 2

] = 𝐴  

olduğu görülür. 

Sonuç 2.1: Yukarıdaki iki seçim, bir matrisin g–inversinin tek olmadığını gösterir. 

Bu nedenle bir matrisin tanımlı birden çok g–inversi bulunabilir. 

Örnek 2.2:   tipindeki 

  

dikdörtgen matrisi alınsın.  matrisinin rankının 2 olacağı açıktır. Algoritma 2.1   

matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda  matrisi 

  

olarak seçilebilir. 

2. Adım:  olup 
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ve dolayısıyla 

  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan 

   

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 

  

matrisi E matrisinin bir g–inversi olduğu gösterilebilir. Gerçekten 

  

ve 

  

olduğu görülür. 

Örnek 2.3:  5 × 2 tipindeki 

𝐸 =

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

  

dikdörtgen matrisi alınsın. 𝐸 matrisinin rankının 2 olacağı açıktır. Algoritma 2.1  𝐸 

matrisine uygulansın. 

1. Adım: Bu durumda 𝑀 matrisi 𝑀 = [
−2 1
0 2

] olarak seçilebilir. 

2. Adım: |𝑀| = −4 − 0 = −4 ≠ 0 olup 
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𝑀−1 =
1

|𝑀|
.Ek(𝑀) = −1 4⁄ . [

−2 1
0 2

] = [
−1 2⁄ 1 4⁄

0 1 2⁄
]  

ve dolayısıyla 

(𝑀−1)𝑇 = [
−1 2⁄ 0
1/4 1 2⁄

]  

bulunur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan 

[
 
 
 
 
 0 0 
   0 0 
−1/2
  −1/4
0

0 
1/2
0 ]
 
 
 
 

   

bulunur. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 

𝐺 = [
 0   0 −1/2 1/4 0

0   0   0      1/2 0
]  

matrisi E matrisinin bir g–inversi olduğu gösterilebilir. Gerçekten 

𝐸𝐺 =

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

. [
 0   0 −1/2 1/4 0

0   0   0      1/2 0
] =

[
 
 
 
 
0 0 −1 2⁄ 3 4⁄ 0
0 0 −3 2⁄ 3 4⁄ 0
0
0
0

0
0
0

1
0
1 2⁄

0
1
3 4⁄

0
0
0 ]
 
 
 
 

  

ve 

𝐸𝐺𝐸 =

[
 
 
 
 
0 0 −1 2⁄ 3 4⁄ 0
0 0 −3 2⁄ 3 4⁄ 0
0
0
0

0
0
0

1
0
1 2⁄

0
1
3 4⁄

0
0
0 ]
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 1 1 
   3 0 
−2
  0
−1

1 
2
2]
 
 
 
 

= 𝐸  

olduğu görülür. 

Algoritma 2.1 rankı 1 olan matrislerin g–inversini bulmak için aşağıdaki şekilde 

uyarlanabilir. 

Algoritma 2.2: 

1. Adım: 𝐴 matrisinin sıfırdan farklı her hangi bir elemanı 𝐵 olarak seçilir. 
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2. Adım: Seçilen bu elemanın inversi bulunur. 

3. Adım: Bulunan bu invers  𝐴  matrisinde karşılık gelen yere yazılır. 

4. Adım: 𝐴 matrisinin diğer tüm elemanlarının yerine sıfır yazılır. 

Örnek 2.4:  𝐴 matrisi 

𝐴 = [
2 6 4
1 3 2

]  

olarak alınsın. 𝐴 matrisinin rankı 1 dir. Algoritma 2.2   𝐴  matrisine uygulansın. 

1. Adım: 𝐵 = [3] alınsın. 

2. Adım: 𝐵−1 = [1 3⁄ ] olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan [
0 0 0
0 1/3 0

] olacaktır. 

5. Adım: Bu şekilde elde edilen 𝐺 = [
0 0
0 1 3⁄
0 0

] matrisi 𝐴 matrisinin bir g–inversidir. 

Gerçekten 

𝐴𝐺 = [
2 6 4
1 3 2

] [
0 0
0 1 3⁄
0 0

] = [
0 2
0 1

]  

ve 

𝐴𝐺𝐴 = [
0 2
0 1

] [
2 6 4
1 3 2

] = [
2 6 4
1 3 2

] = 𝐴  

olur.  

Örnek 2.5:  3 × 4 tipindeki 

𝐿 = [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12
]   

matrisi alınsın. 𝐿 dikdörtgen matrisinin rankı 1 dir. Algoritma 2.2  𝐿  matrisine 

uygulansın. 

1. Adım: 𝑀 = [8] seçilsin. 

2. Adım: 𝑀−1 = [1 8⁄ ] olur. 

3. ve 4. Adımlar: Buradan [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
1 8⁄
0
] elde edilir. 
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5. Adım: Bu şekilde elde edilen 𝐺 = [

0   0     0
0   0     0
0   0     0
0 1 8⁄ 0

] matrisi 𝐿 matrisinin bir                    

g–inversidir. Gerçekten 

𝐿𝐺 = [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12
] [

0   0     0
0   0     0
0   0     0
0 1 8⁄ 0

] = [
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 3 2⁄ 0

]  

ve 

𝐿𝐺𝐿 = [
0 1 2⁄ 0
0 1 0
0 3 2⁄ 0

] [
1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12
] = [

1 2 3
2 4 6
3 6 9

4
8
12
] = 𝐿  

olur.  𝐿  matrisi 3 × 4 tipinde olduğu için 3.4 = 12 tane g–inversi bulunabilir. 

Sonuç 2.2: Genel olarak 1 ranklı ve 𝑚 × 𝑛 tipindeki matrislerin m.n tane g–inversi 

bulunabilir.  Matrisin sıfırdan farklı herhangi bir elemanının inversini alıp, diğer tüm 

elemanlarını sıfır aldıktan sonra elde edilen matrisin transpozu alınarak g–inversi 

bulunur. Eğer 𝐴 matrisi 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛
⋯ 𝑎2𝑛… …

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

… …
⋯ 𝑎𝑚𝑛

]  

şeklinde 1 ranklı bir matris ise, 𝐴 matrisinin  

1–ncisi; [

(𝑎11)
−1 0

0 0

⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ 0

] 

2–ncisi; [

0 0
(𝑎12)

−1 0
⋯ 0
⋯ 0

… …
0 0

… …
⋯ 0

] 

…  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  … 

(m.n)–ncisi; [

0 0
0 0

⋯             0
⋯             0

… …
0 0

…            …
⋯ (𝑎𝑚𝑛)

−1

] 

şeklinde m.n tane g–inversi bulunabilir. 
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2.4.  Moore–Penrose İnverslerin Varlığı 

𝐴  nonsingüler matrisinin inversi olan 𝐴−1  matrisinin Moore–Penrose şartlarını 

sağlayacağı açıktır. Yani 𝐴−1 = 𝐴+ olur. Bununla birlikte, eğer 𝐴 bir singüler matris 

veya kare olmayan bir matris ise bu durumda Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir 

𝐴+ matrisinin mevcut olup olmadığı ile ilgili bir soru ortaya çıkar. Bu kısımda her  𝐴 

matrisi için bir  𝐴+ matrisinin var ve tek olduğu gösterilecektir. Ayrıca bu şekilde 

tanımlanan Moore–Penrose inversin bir takım özellikleri ifade ve ispat edilecektir. 

Teorem 2.14: Eğer 𝐴 matrisi 𝑚 × 𝑛 tipinde sıfır matris ise, 𝐴+ matrisi 𝑛 × 𝑚 tipinde 

sıfır matristir. 

İspat: 𝐴+ = 0 alındığında Moore–Penrose şartlarının sağlandığı görülür. 

Teorem 2.15: Her 𝐴 matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir  𝐴+ matrisi 

vardır. 

İspat: Eğer 𝐴 =  0  ise 𝐴+ = 0  olduğu açıktır. 𝐴 ≠  0  olsun. 𝐴  matrisinin 𝑟  ranklı 

olduğu kabul edilsin. Bu durumda 𝐴 matrisi 

𝐴 =  𝐵𝐶                                                   (2.17) 

şeklinde parçalanabilir. Burada 𝐵  matrisi 𝑚 × 𝑟  tipinde 𝑟 >  0  ranklı ve 𝐶  matrisi 

𝑟 × 𝑛  tipinde 𝑟 >  0  ranklı matrisler olup, 𝐵∗𝐵  ve 𝐶𝐶∗  çarpımlarının her ikisi de 

nonsingülerdir. Bu durumda eğer  𝐴+ matrisi  

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗                                                (2.18) 

olarak seçilirse,  𝐴+  matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i)        𝐴𝐴+𝐴 = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)  

                 = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

    = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ 
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   = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴+, 

(iii)     (𝐴𝐴+)∗ = [(𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗  

            = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐶𝐶∗)(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

            = (𝐵𝐶)𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv)    (𝐴+𝐴)∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶)]∗  

  = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶  

           = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶  

           = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1(𝐵∗𝐵)𝐶   

          = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗(𝐵𝐶) = 𝐴+𝐴  

olduğu görülür. 

Teorem 2.16: Herhangi bir 𝐴 matrisi için Moore–Penrose şartlarını sağlayan bir tek  

𝐴+ matrisi vardır. Yani her 𝐴 matrisinin bir tek Moore–Penrose inversi vardır. 

İspat: 𝐴  matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağlayan herhangi iki Moore–Penrose 

inversi 𝐴1
+ ve 𝐴2

+ olsun. Bu durumda 

𝐴1
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴1
+ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+𝐴)∗  

     = 𝐴1
+(𝐴1

+)∗𝐴∗(𝐴2
+)∗𝐴∗ = 𝐴1

+(𝐴𝐴1
+)∗(𝐴𝐴2

+)∗ = 𝐴1
+𝐴𝐴1

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴1

+𝐴𝐴2
+ 

     = 𝐴1
+𝐴(𝐴2

+𝐴𝐴2
+) = (𝐴1

+𝐴)∗(𝐴2
+𝐴)∗𝐴2

+ = 𝐴∗(𝐴1
+)∗𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+  

     = (𝐴𝐴1
+𝐴)∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = 𝐴∗(𝐴2

+)∗𝐴2
+ = (𝐴2

+𝐴)∗𝐴2
+ = 𝐴2

+𝐴𝐴2
+ = 𝐴2

+ 

olduğundan  𝐴1
+ = 𝐴2

+ olur. Yani 𝐴+ matrisi tektir. 

Teorem 2.17. 𝑚 × 𝑛 tipinde verilen bir  𝐴 matrisinin Moore–Penrose inversi 𝑛 ×𝑚 

tipinde bir matris olacaktır. 

İspat: 𝐴𝐴+  matrisinin simetrik ve dolayısıyla kare olması gerçeğinden ispat görülür. 
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Teorem 2.18: a. Eğer  𝑚 × 𝑛 tipindeki bir  𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] matrisinin tüm elemanları 1 ise 

bu takdirde 𝐴+ matrisi 

𝐴+ =
1

𝑚.𝑛
𝐴∗  

şeklindedir. 

b. Eğer  𝑎, 𝑛 × 1 tipinde ve 𝑎 ≠  0 olan bir sütun vektörü ise bu durumda 𝑎+ 

𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗  

şeklindedir. 

c. Eğer  𝑎, 1 × 𝑛 tipinde ve 𝑎 ≠  0 olan bir satır vektörü ise bu durumda 𝑎+ 

𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1  

şeklindedir. 

İspat: a. İspat için teoremde verilen 𝐴+  matrisinin Moore–Penrose şartlarını 

sağladığını göstermek yeterlidir. Bu durumda 

(i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗  ) 𝐴 = 𝐴

1

𝑚.𝑛
(𝐴∗𝐴) = 𝐴.

1

𝑚.𝑛
. 𝑚. 𝑛 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗  ) 𝐴 (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗  ) =

1

𝑚.𝑛
(𝐴∗𝐴) (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗  ) =

1

𝑚.𝑛
. 𝑚. 𝑛. (

1

𝑚.𝑛
𝐴∗  )  

       = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗  ) = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴
1

𝑚.𝑛
𝐴∗)

∗

= 𝐴
1

𝑚.𝑛
𝐴∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = (
1

𝑚.𝑛
𝐴∗𝐴)

∗

=
1

𝑚.𝑛
𝐴∗𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

b. İddiada verilen  𝑎+ matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) 𝑎𝑎+𝑎 = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎 = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1(𝑎∗𝑎) =  𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = (𝑎∗𝑎)−1(𝑎∗𝑎)(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ 
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      = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗]∗ = 𝑎(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [(𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎]∗ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗𝑎 = 𝑎+𝑎   

olduğu görülür. 

c. Verilen  𝑎+ matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) 𝑎𝑎+𝑎 = 𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = (𝑎𝑎∗)(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1(𝑎𝑎∗)(𝑎𝑎∗)−1 

     = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1]∗ = 𝑎𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎]∗ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1𝑎 = 𝑎+𝑎   

olduğu görülür. 

Örnek 2.6: 𝐴 = [
1 1 1
1 1 1

] matrisi verilmiş olsun. Bu durumda  

𝑚 =  2, 𝑛 =  3  ve  𝐴∗ = [
1 1
1 1
1 1

]  

olarak alınırsa 

𝐴+ =
1

𝑚.𝑛
𝐴∗ =

1

2.3
[
1 1
1 1
1 1

] = [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
]   

matrisi istenen Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) 𝐴𝐴+ = [
1 1 1
1 1 1

] . [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = [

1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
]        𝐴𝐴+𝐴 =

[
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
] . [
1 1 1
1 1 1

]  = [
1 1 1
1 1 1

] = 𝐴, 
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(ii) 𝐴+𝐴 =  [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] . [
1 1 1
1 1 1

] = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
]  

      𝐴+𝐴𝐴+ = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
] . [
1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = [

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄

1 6⁄ 1 6⁄
] = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = [
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
]
∗

= [
1 2⁄ 1 2⁄

1 2⁄ 1 2⁄
] = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
]

∗

= [
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄
] = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

Örnek 2.7: 𝑎 = [
1
2
] olsun. Bu durumda 

𝑎+ = (𝑎∗𝑎)−1𝑎∗ = ([1 2]. [
1
2
])
−1

. [1 2]  

     = [5]−1. [1 2] = [1 5⁄ ]. [1 2] = [1 5⁄ 2 5⁄ ]   

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) 𝑎𝑎+ = [
1
2
] . [1 5⁄ 2 5⁄ ] = [

1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
]  

      𝑎𝑎+𝑎 = [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
] . [
1
2
] = [

1
2
] = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎 =  [1 5⁄ 2 5⁄ ]. [
1
2
] = [1]  

      𝑎+𝑎𝑎+ = [1]. [1 5⁄ 2 5⁄ ] = [1 5⁄ 2 5⁄ ] = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
]
∗

= [
1 5⁄ 2 5⁄

2 5⁄ 4 5⁄
] = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [1]∗ = [1] = 𝑎+𝑎  

olduğu görülür. 
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Örnek 2.9: 𝑎 = [1 2 1] alınırsa 

  𝑎+ = 𝑎∗(𝑎𝑎∗)−1 = [
1
2
1
] . ([1 2 1]. [

1
2
1
])

−1

= [
1
2
1
] . [6]−1 = [

1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
]  

matrisi Moore–Penrose şartlarını sağlar. Gerçekten 

(i) 𝑎𝑎+ = [1 2 1]. [
1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = [1] 

     𝑎𝑎+𝑎 = [1]. [1 2 1] = [1 2 1]  = 𝑎, 

(ii) 𝑎+𝑎 =  [
1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] . [1 2 1] = [

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
]  

       𝑎+𝑎𝑎+ = [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
] . [
1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = [

1 6⁄

1 3⁄

1 6⁄
] = 𝑎+, 

(iii) (𝑎𝑎+)∗ = [1]∗ = [1] = 𝑎𝑎+, 

(iv) (𝑎+𝑎)∗ = [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
]

∗

= [
1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄

1 3⁄ 2 3⁄ 1 3⁄

1 6⁄ 1 3⁄ 1 6⁄
] = 𝑎+𝑎  

olduğu görülür. 

Teorem 2.19: 𝐴 herhangi bir matris olmak üzere 

(𝐴∗)+ = (𝐴+)∗                     (2.19) 

eşitliği geçerlidir. 

İspat: (2.17) bağıntısındaki gibi 𝐴 =  𝐵𝐶 olsun. 𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗ olduğundan  

𝐴+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗  

alınırsa, bu durumda 

(𝐴+)∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶                            (2.20) 
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olur ki bu da  𝐴∗ matrisinin Moore–Penrose inversidir. Gerçekten 

(i) 𝐴∗(𝐴∗)+𝐴∗ = 𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗ = 𝐶∗𝐵∗ = 𝐴∗, 

(ii) (𝐴∗)+𝐴∗(𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶𝐶∗𝐵∗𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 

       = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = (𝐴∗)+, 

(iii) [𝐴∗(𝐴∗)+]∗ = [(𝐶∗𝐵∗)𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗ = [𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶]∗ 

  = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐶∗(𝐵∗𝐵)(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶 = 𝐴∗(𝐴∗)+, 

(iv) [(𝐴∗)+𝐴∗]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶(𝐶∗𝐵∗)]∗ = [𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗]∗ 

  = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1𝐵∗ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1(𝐶𝐶∗)𝐵∗ = (𝐴∗)+𝐴∗ 

olur. Böylece 

(𝐴∗)+ = 𝐵(𝐵∗𝐵)−1(𝐶𝐶∗)−1𝐶                       (2.21) 

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bağıntılarından ve bir matrisin Moore–Penrose inversi 

varsa tek olacağından dolayı 

(𝐴∗)+ = (𝐴+)∗  

olduğu görülür. 

Teorem 2.20: Bir matrisin Moore–Penrose inversinin Moore–Penrose inversi 

matrisin kendisine eşittir. Yani her hangi bir 𝐴 matrisi için (𝐴+)+ = 𝐴 olur.  

İspat: Moore–Penrose invers tanımından 

(i) 𝐴+(𝐴+)+𝐴+ = 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+, 

(ii) (𝐴+)+𝐴+(𝐴+)+ = 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 = (𝐴+)+, 

(iii) [𝐴+(𝐴+)+]∗ = [𝐴+𝐴]∗ = 𝐴+𝐴 = 𝐴+(𝐴+)+, 

(iv) [(𝐴+)+𝐴+]∗ = [𝐴𝐴+]∗ = 𝐴𝐴+ = (𝐴+)+𝐴 +† 

olduğu görülür. 
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Teorem 2.21: 𝐴  matrisinin Moore–Penrose inversinin rankı 𝐴  matrisinin rankına 

eşittir. Başka bir deyişle 

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴+)                  (2.22)  

eşitliği gerçeklenir. 

İspat: Teorem 2.13  𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴  Moore–Penrose şartına uygulandığında  

𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝐴+𝐴) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴+)                         (2.23) 

elde edilir. Benzer şekilde Teorem 2.13  𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+  Moore–Penrose şartına 

uygulanırsa 

𝑟(𝐴+) = 𝑟(𝐴+𝐴𝐴+) ≤ min{𝑟(𝐴), 𝑟(𝐴+)} ≤ 𝑟(𝐴)                         (2.24) 

elde edilir. (2.23) ve (2.24) bağıntılarından dolayı (2.22) bağıntısı sağlanır. 

Sonuç 2.3: 𝐴 matrisinin rankı 𝑟  ise, 𝐴+, 𝐴𝐴+, 𝐴+𝐴, 𝐴𝐴+𝐴, 𝐴+𝐴𝐴+   matrislerinin 

her birinin rankı da 𝑟 dir. 

Teorem 2.22: Eğer  𝐴 matrisi simetrik ve idempotent matris ise,  𝐴+ = 𝐴 olacaktır.  

İspat: Moore–Penrose invers tanımından 

(i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴𝐴𝐴 = 𝐴2𝐴 = 𝐴𝐴 = 𝐴2 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴𝐴𝐴 = 𝐴2𝐴 = 𝐴𝐴 = 𝐴2 = 𝐴 = 𝐴+, 

(iii) [𝐴𝐴+]∗ = [𝐴𝐴]∗ = [𝐴2]∗ = 𝐴∗ = 𝐴 = 𝐴2 = 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴+, 

(iv) [𝐴+𝐴]∗ = [𝐴𝐴]∗ = [𝐴2]∗ = 𝐴∗ = 𝐴 = 𝐴2 = 𝐴𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. 

Teorem 2.23:  𝐵 =  Köş{b11, b22, … , b𝑛𝑛} ise, 𝐵 matrisinin Moore–Penrose inversi 

𝐵+, 𝑖–yinci satırı ve 𝑖–yinci sütununda yer alan köşegen elemanı b𝑖𝑖  ≠  0 ise b𝑖𝑖
−1 ve 

b𝑖𝑖 =  0 ise “0” olan bir köşegen matristir. 

İspat: 𝐵+ matrisinin Moore–Penrose şartlarını sağladığı açıkça görülür. 
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Örnek 2.10: 

𝐷 = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

]  

şeklinde verilen D matrisinin Moore–Penrose inversi 

𝐷+ =

[
 
 
 
 
1

2
0

0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

0
1

3]
 
 
 
 

  

matrisidir. Gerçekten 

𝐷𝐷+ = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] .

[
 
 
 
 
1

2
0

0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

0
1

3]
 
 
 
 

= [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

]  

ve 

𝐷𝐷+𝐷 = [

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 1

] . [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] = [

2 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 3

] = 𝐷  

olduğu görülür. 

Teorem 2.24: a. Eğer  𝐴, 𝑚× 𝑛 tipinde tam satır ranklı bir matris ise, bu durumda 

𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1  ve  𝐴𝐴+ = 𝐼𝑚  

olur. 

b.  Eğer  𝐴, 𝑚× 𝑛 tipinde tam sütun ranklı bir matris ise, bu durumda  

𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗  ve  𝐴+𝐴 = 𝐼𝑛  

olacaktır. 
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İspat: Teoremde verilen 𝐴+  matrislerinin Moore–Penrose şartlarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. Buna göre 

a. (i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1(𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 

= 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴+†, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1)∗ = ((𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1)∗ = 𝐼∗ = 𝐼 

        = (𝐴𝐴∗)(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = (𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴)∗ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1𝐴 = 𝐴+𝐴 

olduğu görülür. Benzer şekilde 

b. (i) 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = 𝐴, 

(ii) 𝐴+𝐴𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴)(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ 

       = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴+, 

(iii) (𝐴𝐴+)∗ = (𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗)∗ = 𝐴(𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = 𝐴𝐴+, 

(iv) (𝐴+𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴)∗ = ((𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴))∗ = 𝐼∗ = 𝐼 

        = (𝐴∗𝐴)−1(𝐴∗𝐴) = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗𝐴 = 𝐴+𝐴  

olduğu görülür.  

Örnek 2.11:  2×3 tipindeki bir  𝐴 = [
2 1 2
1 1 2

] matrisi alındığında rank(𝐴) = 2 

olduğu açıktır. Yani 𝐴 tam satır ranklı bir matristir. O halde Teorem 5.11a’dan dolayı 

𝐴+ = 𝐴∗(𝐴𝐴∗)−1 = [
2 1
1 1
2 2

] . ([
2 1 2
1 1 2

] . [
2 1
1 1
2 2

])

−1

= [
2 1
1 1
2 2

] . [
9 7
7 6

]
−1

  

                             = [
2 1
1 1
2 2

] . [
9 5⁄ 7 5⁄

7 5⁄ 6 5⁄
] = [

5 4
16 5⁄ 13 5⁄

32 5⁄ 26 5⁄
]  
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olur. 

Örnek 2.12:  3×2 tipinde bir  𝐴 = [
2 1
2 0
1 1

]  matrisi verilmiş olsun. Bu durumda                  

rank(𝐴) = 2 dir. Başka bir deyişle, 𝐴 matrisi tam sütun ranklı bir matristir. O halde                    

𝐴+ = (𝐴∗𝐴)−1𝐴∗ = ([
2 2 1
1 0 1

] . [
2 1
2 0
1 1

] )

−1

. [
2 2 1
1 0 1

]  

                            = [
9 3
3 2

]
−1

. [
2 2 1
1 0 1

] = [
1 1 3⁄

1 3⁄ 2 9⁄
] . [
2 2 1
1 0 1

] 

                            = [
7 3⁄ 2 4 3⁄

8 9⁄ 2 3⁄ 5 9⁄
] 

olduğu görülür. 

Teorem 2.25: 𝐵 ≠ 0 ve 𝐶 ≠ 0 matrisleri sırasıyla 𝑚 × 𝑟 ve 𝑟 × 𝑛 tipinde matrisler 

olmak üzere 𝑟 ranklı olsunlar. Bu durumda 

(𝐵𝐶)+ = 𝐶+𝐵+                  (2.25) 

eşitliği gerçeklenir. 

İspat: Teorem 2.24’e göre  

𝐶+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1   ve  𝐵+ = (𝐵𝐵∗)−1𝐵∗  

olur ve buradan da 

𝐶+𝐵+ = 𝐶∗(𝐶𝐶∗)−1(𝐵𝐵∗)−1𝐵∗  

elde edilir. Bu değer zaten (𝐵𝐶)+ matrisidir. O halde 

𝐶+𝐵+ = (𝐵𝐶)+  

olduğu görülür. 
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Tanım 2.11. A∊ℂnxn olsun. rank(Ak+1) = rank(Ak), koşulunu sağlayan en küçük k 

pozitif tamsayısına A matrisinin indeksi denir ve Ind(A), ile gösterilir. Eğer Ind(A) =

k  ise 

Ak+1AD = Ak ,          ADAAD = AD,            AAD= ADA                                         (2.14) 

koşullarını sağlayan bir ve yalnız bir tek  AD ∈ ℂnxn matrisi vardır. Bu AD matrisine 

A matrisinin Drazin inversi denir. Özel olarak Ind(A)≤ 1 olduğunda  AD matrisine A 

matrisin grup inversi denir ve A# ile gösterilir. Açıkça görülmektedir ki Ind(A)= 0 

olması için gerek ve yeter koşul A nın nonsingüler olmasıdır. Bu durumda AD = A−1 

yazılır. k = ind(A) olmak üzere Aπ = I - AAd ile 𝒩(Ak) üzerindeki ℛ(Ak)  boyunca 

iz düşümü göstereceğiz. 

M = [
A B
C D

]  2 × 2  lik blok matris olmak üzere M  nin Drazin inversi özel şartlar 

altında formüller veren pek çok çalışma mevcuttur. Bu şartlardan bazıları aşağıda 

sıralanmıştır. 

(i) rank(M) = rank (A) ve Ind(A) = 0, 

(ii) B = 0 (veya D = 0), 

(iii) BD = 0, CD = 0veBC = 0 

(iv) BD = 0, CD = 0 (veya BC = 0) ve C nilpotent, 

(v) AπB = 0, DAπ = 0veC − DADB nonsingüler ya da sıfır, 

(vi) AAπB = 0, DAπB = 0veC − DADB nonsingüler ya da sıfır, 

(vii) AAπB = 0, DAπB = 0, BDAAD = 0veCDAAD = 0 

(viii) A = IveCD = 0 (veya BC = 0)  
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3. k-POTENT MATRİSLERİN LİNEER KOMBİNASYONLARININ 

TERSİNİRLİĞİ 

 

3.1. Giriş 

  ve  ayrılabilir sonsuz boyutlu kompleks Hilbert uzayları olsun.  den  ya tüm 

sınırlı lineer operatörlerin kümesini (,) ile ve = olması durumunda ( ) ile 

gösterelim. A(, ) için (A) , (A) , (A) sırasıyla A nın spektrumu, ranjı ve 

sıfır uzayını göstersin. U kapalı alt uzay üzerindeki özdeşlik operatörünü Iu ile veya 

yanlış anlaşılma söz konusu değilse I ile gösterelim. P  ( ) operatörüne  P2 = P 

ise idempotent , P3 = P ise tripotent ve k ≥2 bir pozitif tamsayı olmak üzere Pk = P 

ise bir k-potent operatör adı verilir. T () için T nin grup inversi 

TT# = T#T , T#TT# = T# , T = TT#T 

eşitliğini sağlayacak şekilde varsa tek olan T# () dır. Eğer T grup tersinir ise     

(T) kapalıdır ve T  spektral idempotent matrisi Tπ = I − TT#  ile verilir. Grup 

tersinir bir T operatörünün  =(T) (T) uzay ayrışımına göre operatör matris 

formu T = T1 0 ile verilir. Burada T1 ,((T)) de tersinir olup bu durumda T# =

T1
−1 0  olacaktır. Herhangi bir P  () operatörü için P0 = I  ve P̅ = I −

P alışılmış notasyonlarını kullanacağız. Pozitif bir k2 tamsayısı için lineer k 

kompleks köklerinin kümesi 

wk = exp (
2i

k
) , i = √−1 

olmak üzere 

k = wk
0, wk

1, … ,wk
k−1 

ile gösterilecektir. Ayrıca keyfi bir    için 

# = {
−1, 𝑥 ≠ 0
0, 𝑥 = 0

   , 

gösterimini kullanacağız. 

k-potent matrislerin lineer kombinasyonları geçmiş yıllarda incelenmiştir. 

(1) P1 ve P2 idempotent matris, 



38 
 

(2) P1 idempotent , P2 tripotent matris, 

(3) P1 ve P2  değişmeli tripotent idempotent matris, 

(4) P1 idempotent , P2 k-potent matris  

durumları için c1P1 + c2P2  şeklindeki bir lineer kombinasyonun ne zaman bir 

idempotent (veya bir tripotent veya bir grup involutive matris) olduğunu belirleme 

problemi sırasıyla [1-7-23-27] de çalışılmıştır. Benitez ve Thome genelleştirilmiş 

izdüşümleri k-genelleştirilmiş iz düşümlere genişletmiş ve değişmeli k-

genelleştirilmiş izdüşümlerin bir lineer kombinasyonunun yine bir k-genelleştirilmiş 

izdüşüm olduğu tüm durumları sıralamıştır. Bu çalışmanın amacı bazı k-potentler 

üzerine belirli komutatiflik özelliklerinin sağlanması şartı altında k-potentlerin ve 

çarpımlarının kombinasyonlarının k-potentliğini, grup tersinirliğini ve tersinirliğini 

karakterize etmektir. P1 , P2 sıfırdan farklı k-potentler , c1, c2 ∈ 0,  c3 ve s de 

0 < 𝑠 < 𝑘 − 1 koşulunu sağlayan bir pozitif tamsayı olsun. Bu durumda      c1P1 +

c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s  şeklindeki kombinasyonların özelliklerini inceleyeceğiz. İlk 

olarak bazı kanonik ayrışımları ortaya koyalım.  

Lemma 3.1. Eğer  P() bir k-potent ise bu takdirde ( P) kapalıdır ve  

(P)= (P2)=…=(Pk),  (P)=(P2)=…=(Pk) 

olmak üzere Pk−1 idempotenttir. 

 =( P)( P) uzay ayrışımını kullanarak  P yi 2x2 lik operatör matrisi formunda  

P = (
A 0
0 0

),  A (( P)) tersinirdir ve  Ak−1 = I                                               (3.1) 

olarak yazabiliyoruz. 

Lemma 3.2. P() matrisinin bir k-potent matris olması için gerek ve yeter koşul 

aşağıdaki 2 şartı sağlamasıdır.  

(i) ( P)  0  k−1, 

(ii)  SPS−1 = ∑ E∈P , 

olacak şekilde tersinir bir s operatörü mevcuttur. Burada  ortogonal direkt toplamı 

∑ E

P

= I , EiEj = EjEi = 0 , i , jP , ij  
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olacak şekildeki E ortogonal izdüşümleri gösterir. 

Keyfi sonlu komutatif sıfırdan farklı {Pi}i=1
m  k-potent matris ailesi için  

(∏ Pi
m
i=1 ){0}k−1 ve  (c1In + c2∑ Pi

m
i=1 )c1 + c2 ∶ 0k−1 

olduğunu belirtelim. Öte yandan keyfi k−1 ve c1 , c20 için 

c1 + c2 0  − c1/c2   

olduğunu belirtelim. Dolayısıyla 

c1In + c2∏ Pi
m
i=1  tersinirdir  (−

c1

c2
)
k−1

 1 

olacaktır. Herhangi bir k-potent P matrisi grup tersinirdir. Eğer  P2 = P ise P# = P, 

eğer k2 olmak üzere Pk = P ise P# = Pk−2  dir. Ayrıca aşağıdaki Lemma yı 

verebiliriz. 

Lemma 3.3. T1, T2, T3 () grup tersinir ve değişmeli operatörler olsun. Bu 

takdirde 

e1 = (I − T1
)(I − T2

)(I − T3
),   e2 = (I − T1

)(I − T2
)T3

 , 

e3 = (I − T1
)T2

(I − T3
) ,   e4 = (I − T1

)T2
T3

 ,  

e5 = T1
(I − T2

)(I − T3
), e6 = T1

(I − T2
)T3

 , 

e7 = T1
T2

(I − T3
),  e8 = T1

T2
T3

                                                                         (3.2) 

idempotent olup  

 =  
8

i = 1
(ei), ∑ ei = I , eiej = ejei = 0 ,    i ≠ j,    i , j = 1,8̅̅ ̅̅

8
i=1                  (3.3) 

dir. 

 

3.2. Değişmeli k-potentlerin karakterizasyonları 

Bu kısımda belirli komutatiflik özelliklerinin sağlanması şartı altında grup tersinir ve 

k-potent operatörlerin lineer kombinasyonlarının tersinirliğini, grup tersinirliğini ve 

idempotentliğini karakterize edeceğiz.  ile sıfırdan farklı k-potentlerin ailesini 

gösterelim ve P1, P2, P3 biri diğerlerinin skaler katı olmayacak şekilde sıfırdan farklı 

k-potentler olsun. 
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Teorem 3.1. T1, T2, T3() grup tersinir ve değişmeli operatörler ve ei, i =  1,8̅̅ ̅̅   

(3.2)  ile verilmiş olsun. 

aT1 + bT2 + cT3  ,   a, b 0, c  

şeklindeki bir lineer kombinasyon olsun. Bu takdirde  nin tersinir olması için gerek 

ve yeter şart  

I + T1
# (

b

a
T2 +

c

a
T3) e1, I +

b

a
T1
#T2e2, I +

c

a
T1
#T3e3, I +

c

b
T2
#T3e5,                      (3.4) 

ifadesinin tersinir ve e8 = 0 olmasıdır. 

İspat: ei ,   i =  1,8̅̅ ̅̅  (3.2) deki gibi tanımlanmış olsun.  =  
8

i = 1
(ei) uzay 

parçalanışını kullanarak  ei  nin i-yinci bloğunda 1 ve diğerleri 0 olan bir blok 

köşegen operatör olduğunu ve Xi, Yj, ZI, i ∈ {1,2,3,4} , j ∈ {1,2,5,6} , I ∈ {1,3,5,7} 

tersinir olmak üzere 

T1 = X1 X2X3  X4 0  0  0  0 ,  

T2Y1 Y2 0  0 Y5 Y6 0  0 ,                                                                   (3.5) 

T3Z1 0  Z3  0 Z5 0  Z70 , 

olduğunu  biliyoruz. Bu nedenle 

T1
# = X1

−1X2
−1X3

−1X4
−1 0  0  0  0  

T2
#Y1

−1 Y2
−1  0   0 Y5

−1Y6
−1 0  0 (3.6) 

T3
#Z1

−1 0  Z3
−1 0 Z5

−1 0 Z7
−10  

dır. Buradan  

aT1 + bT2 + cT3 = (aX1 + bY1 + cZ1)e1 + (aX2 + bY2)e2 + (aX3 + cZ3)e3 

                                          +aX4e4 + (bY5 + cZ5)e5 + bY6e6 + cZ7e7 + 0e8  (3.7)                                

elde edilir. 

I + T1
# (

b

a
T2 +

c

a
T3) e1 = (I +

b

a
X1
−1Y1 +

c

a
X1
−1Z1) I  I  I  I  I  I I, 

I +
b

a
T1
#T2e2 = I  (I +

b

a
X2
−1Y2) I  I  I  I  I  I , 

I +
c

a
T1
#T3e3 = I  I  (I +

c

a
X3
−1Z3) I  I  I  I  I ,                         (3.8) 



41 
 

I +
c

b
T2
#T3e5 = I  I  I  I  (I +

c

b
Y5
−1Z5) I  I  I, 

olduğunu belirtelim.(3.7) ve (3.8) den  nin tersinir olması için gerek ve yeter koşul 

e8 = 0 ve (3.4) bağıntısının sağlanmasıdır. 

Sonuç 3.1. P1, P2, P3 ∈  k-potentler ve  de 

(−
b

a
)
k−1

≠ 1,  (−
c

a
)
k−1

≠ 1, (−
c

b
)
k−1

1  

olmak üzere 

 aP1 + bP2 + cP3, a, b0, c  

şeklinde bir lineer kombinasyonu olsun. Bu takdirde  nin tersinir olması için gerek 

ve yeter koşul  I + P1
# (

b

a
P2 +

c

a
P3) e1 matrisinin tersinir ve e8 = 0 olmasıdır. 

İspat. Teorem 3.1 in ispatındaki notasyonları kullanalım. (−
b

a
)
k−1

≠ 1 ve  P1
#P2e2 

k-potent olduğundan  −
a

b
k−10  ve (P1

#P2e2)k−10  olduğu görülür. 

Bu nedenle  −
a

b
I − P1

#P2e2  tersinirdir yani I +
b

a
P1
#P2e2  tersinirdir. Benzer şekilde            

I +
c

a
P1
#P3e3 ve  I +

c

b
P2
#P3e5  nin de tersinir olduğu görülür. Sonuç Teorem 3.1 den 

kolayca elde edilir.   

Teorem 3.1 de T3 = 0  olsun. Bu takdirde ei = 0, i {1, 3, 5, 7}, ej , j {2, 4, 6, 8} 

sırasıyla  

e1
′ = (I − T1

)(I − T2
), e2

′ = (I − T1
)T2

, e3
′ = T1

(I − T2
), e4

′ = T1
T2

,           (3.9) 

olarak yeniden yazılabilir. Aşağıdaki sonuçlar teorem 3.1 den türetilmiştir. 

Sonuç 3.2. P1, P2() grup tersinir ve değişmeli operatörler, ei
′, i = 1,4̅̅ ̅̅  (3.9) daki 

gibi tanımlı ve ′ de 

′ = aP1 + bP2 , a, b0. 

biçiminde bir lineer kombinasyon olsun. ′ nün tersinir olması için gerek ve yeter 

koşul I +
b

a
P1
#P2e1

′  nün tersinir ve e4
′ = 0  olmasıdır. Buna ilaveten eğer P1, P2 

matrisleri  k-potentler ve (−
b

a
)
k−1

≠ 1 ise bu takdirde  
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′ tersinirdir e4
′ = 0 (P1)  (P2) = {0}                        (3.10) 

olacaktır. 

İspat . Teorem 3.1 de  P3 = 0 ve Sonuç 3. 1 de  c = 0 alınarak iddia doğrulanır. 

Hatırlatma 3.1. Teorem 3.2.1’ in ispatına göre Sonuç 3.2 de verilen  P1, P2 ve 
′  

matrisleri sırasıyla  
4

i = 1
(ei

′) uzay ayrışımına göre  

P1 = X2 X4  0  0 ,  

P2 = Y2  0  Y6  0 , 

′ = (aX2 + bY2)aX4  bY6  0  

ye dönüşür. P1, P2  nin k-potent olması durumunda 

e4
′ = 0  P1

k−1 + (I − P1
k−1)P2  tersinirdir  P1 + (I − P1

k−1)P2  tersinirdir. 

Sonuç 3.2 de P1, P2 nin tripotent operatörler, a=1,b=-1 olması özel durumunu Liu’nun 

çalışmasında ispatlanmıştır. 

Sonuç 3.3. P1, P2
nxn  iki değişmeli tripotent olsun. Bu takdirde P1 − P2  nin 

nonsingüler olması için gerek ve yeter koşul In − P1P2 ve P1 + (In − P1
2)P2  nin de 

non singüler olmasıdır. 

Aşağıda verilen sonuçlar k-potentlere genelleştirilmiştir. 

Teorem 3.2.  P1, P2, P3 ∈   k-potentler ve  ei, i = 1,8,̅̅ ̅̅ ̅ (2) deki gibi tanımlı olsun.  

ise aP1 + bP2 + cP3, a, b, c   şeklinde bir lineer kombinasyon olsun. Bu 

takdirde  her zaman grup tersinirdir. Özel olarak  𝑘 = 2 ise   nin m- potent olması 

için gerek ve yeter şart 

{
 
 
 

 
 
 
(a + b + c)m = a + b + c, e1 ≠ 0,
(a + b)m = a + b,                 e2 ≠ 0,
(a + c)m = a + c,                   e3 ≠ 0,
(b + c)m = b + c ,                  e5 ≠ 0,

am = a,                                     e4 ≠ 0,
bm = b,                                     e6 ≠ 0,
cm = c,                                       e7 ≠ 0,

                         (3.11) 

ve 
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# = (a + b + c)#e1 + (a + b)
#e2 + (a + c)

#e3 

+a#e4 + (b + c)
#e5 + b

#e6 + c
#e7                                                        (3.12) 

olmasıdır. 

İspat. Teorem 3.2.1 in ispatındaki notasyonları kullanalım.  k-potentlik durumunda 

I − Pi
 = Pi

k−1, i = 1,2,3  olduğunu hatırlayalım. (3.7) den  Xi, Yj, Zl   k-potentleri 

Xi
k−1 = I, Yj

k−1 = I, Zl
k−1 = I, i{1,2,3,4}, j{1,2,5,6}, l ∈ {1,3,5,7}  olmak üzere  

(aX1 + bY1 + cZ1)e1 + (aX2 + bY2)e2 + (aX3 + cZ3)e3 + aX4e4

+ (bY5 + cZ5)e5 + bY6e6 + cZ7e7 

olduğunu biliyoruz. Lemma 3.1.2 ye göre k-potent operatör köşegenleştirilebilirdir. 

X1, Y1, Z1  sırasıyla X2ve Y2 ; veya  X3ve Z3;  veya Y5ve Z5  k-potentler ve karşılıklı 

olarak komutatif olduklarından bunlar eş zamanlı olarak köşegenleştirilebilirdir. Bu 

nedenle öyle bir S tersinir operatörü vardır ki  S1X1S1
−1, S1Y1S1

−1, S1Z1S1
−1  in her 

birisi köşegen operatör olup onların köşegen elemanları asal çarpanlarla k−1 e aittir. 

Böylece aX1 + bY1 + cZ1 grup tersinirdir. Benzer şekilde aX2 + bY2,  aX3 + cZ3 , 

gY5 + cZ5 de grup tersinirdir. Eğer 𝑘 = 2  ise bu takdirde (3.7) deki Xi, Yj, Zl 

operatörleri özdeşlik operatörü olup (3.11) ve (3.12) sağlanır. 

Sonuç 3.4. P1, P2  sıfırdan farklı iki farklı idempotent olsun ve ′ de 

′ = aP1 + bP2, a, b ∈ 0 şeklindeP1 ve P2nin bir lineer kombinasyonu olsun. 

′ nün idempotent olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki üç durumdan herhangi 

birinin sağlanmasıdır.  

(i) a=1,  b=1, P1P2 = 0; 

(ii) a=1,   b=-1, P1̅P2 = 0; 

(iii) a=-1,   b=1,  P1P2̅ = 0. 

İspat. Teorem 3.2 de 𝑚 = 2 ve 𝑐 = 0 alınarak elde edilir. 

 

3.3 𝐜𝟏𝐏𝟏 + 𝐜𝟐𝐏𝟐 − 𝐜𝟑𝐏𝟏
𝐬𝐏𝟐

𝐤−𝟏−𝐬 Formundaki Kombinasyonların Özellikleri 
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P1 ve   P2 iki k-potent matris olsun. Öncelikle c1P1 + c2P2 − (c1 + c2)P1
k−1P2 lineer 

kombinasyonunun çekirdeğinin  c1, c2 ∈ 0} ların seçiminden bağımsız olduğunu 

gösterelim. 

Teorem 3.3. P1  ve   P2  iki k-potent matris ve  c1, c2 ∈ 0  olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki ifadeler gerçekleşir. 

(i)     (P1 − P2) = (c1P1 + c2P2 − (c1 + c2)P1
k−1P2) 

(ii)   Eğer P1 ve   P2 matrisleri komutatif ise bu takdirde herhangi bir 0𝑠𝑘 pozitif 

tamsayısı için, 

(P1 − P2) = (c1P1 + c2P2 − (c1 + c2)P1
sP2

k−s) ∩ (P1
sP2

k−s − P2) 

dir. 

İspat. (i) Lemma 3.1 e göre 𝐴 ((P1)) matrisi tersinir ve Ak−1 = I olmak üzere  P1 

ve   P2  

P1 = (
A 0
0 0

),     P2 = (
X Y
Z W

)                                     (3.13) 

ile verilir. Buradan 

P1 − P2 = (
A − X −Y
−Z −W

) 

ve 

c1P1 + c2P2 − (c1 + c2)P1
k−1P2 = (

c1(A − X) −c1Y
c2Z c2W

) 

elde edilir. Bu durum (P1 − P2) = (c1P1 + c2P2 − (c1 + c2)P1
k−1P2)  olduğunu 

gösterir. 

 (ii) P1  ve   P2  matrisleri komutatif matrisler olduğundan bunlar aynı zamanda 

köşegenleştirilebilirdir ve dolayısıyla p(,) = − ,        q(,) = c1+ c2−

(c1 + c2)
s
k−s,   r(,) =  sk−s − ,  ile verilen 

   p,q,r : (k−1{0})x(k−1{0})  için  

p(,) =  0   q(,) = 0    ve  r(,) = 0                  (3.14) 

ifadesinin sağlandığını ispatlamak yeterlidir. Bu durumda 
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 (a) ==0, 

(b) =0, 0, 

(c) 0, =0, 

(d) 0, 0 dört durumu göz önüne alınarak (3.14) ün sağlandığı görülür. 

Dolayısıyla (ii) ispatlanmış olur.  

P1, P2  matrisleri sıfırdan farklı k-potentler olsun. (3.13) bağıntısına göre P1P2 = 0 

eşitliği P2 = (
0 0
Z W

)  yı sağlar. Dolayısıyla c1P1 + c2P2 = (
c1A 0
c2Z c2W

)  ve P1 +

P2 − P2P1
k−1 = (

A 0
0 W

)  elde edilir. Böylece c1, c2 {0}  için c1P1 + c2P2  nin 

tersinir olması için gerek ve yeter koşul P1 + P2 − P2P1
k−1  nin tersinir olmasıdır. 

P1P2 ≠ 0 durumu için aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 3.4.  P1, P2 , P1P20 ve k3 olacak şekilde sıfırdan farklı k-potentler olsun. 

c1, c2{0} , c3  ve 0sk-1 pozitif tamsayısı için 

(i) Eğer P2
k−1P1 = P1

k−1P2 ve (c1 + c2)
k−1 ≠ c3

k−1 ise  

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s  tersinirdir  P1 + P2 − P2P1
k−1 tersinirdir. 

(ii)  Eğer   P2
k−1P1 = P1

k−1P2ve (c1 + c2)
k−1 = c3

k−1 ise 

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s ve  ∑ c3
k−2−i(c1P1 + c2P2)

i + c3
k−2P1

sP2
k−1−sk−2

i=1  

den en az birisi tersinirdir. 

İspat. (i) (3.13) ile eğer  P2
k−1P1 = P1

k−1P2 ise  

Y=0,  Xk−1A = X ≠ 0 , ∑ WiZXk−2−i = 0k−2
i=0  

olduğu sonucunu çıkartırız. P2 matrisi k-potent ve  

P2 = (
X 0
Z W

) = (
Xk 0

∑ WiZXk−1−ik−1
i=0 Wk)=P2

k, 

olduğu için  

X ve W k-potentler ve Z=∑ WiZXk−1−ik−1
i=0   yani  X2 = XA,   

Z = ∑ WiZXk−1−ik−1
i=0 = (∑ WiZXk−2−ik−2

i=0 )X +Wk−1Z = Wk−1Z                      (3.15) 
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ve 

Z = ∑ WiZXk−1−ik−1
i=0 = ZXk−1 +W(∑ WiZXk−2−ik−2

i=0 ) = ZXk−1                      (3.16) 

dir. 

P1 + P2 − P2P1
k−1 = (

A 0
0 W

)                                     (3.17) 

olduğunu belirtelim. 

(P1) =  (X)(X)  ve (P1) =  (W)(W)  olduğundan P1  ve P2  4x4 lük 

operatör matris şeklinde yazılabilir: 

P1 = (

A3 A4 0 0
A2 A1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

),        P2 = (

X1 0 0 0
0 0 0 0
Z1 Z2 W1 0
Z3 Z4 0 0

),                          (3.18) 

X1
k−1 = I ve W1

k−1 = I dir.  X2 = XA dan biz A3 = X1 ve  A4 = 0 elde ederiz. 

A = (
X1 0
A2 A1

)  tersinir ve Ak−1 = I olduğunu belirtelim. Böylece  A1  tersinir ve 

A1
k−1 = I dır. (3.15) ve (3.16) ile  

Wk−1Z = (
I 0
0 0

) (
Z1 Z2
Z3 Z4

) = (
Z1 Z2
Z3 Z4

) = ZXk−1 = (
Z1 Z2
Z3 Z4

) (
I 0
0 0

) 

elde ederiz. Bunu Z2 = 0 , Z3 = 0, Z4 = 0 takip eder.  Böylece (3.18) ile  

 c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s =    

                           = (

(c1 + c2)X1 − c3I 0 0 0

c1A2 − c3∑ A1
i A2X1

k−2−is−1
i=0 c1A1 0 0
c2Z1 0 c2W1 0
0 0 0 0

),                  (3.19) 

olacaktır. A1, X1 ve  W1tersinir k-potentler olduğu durumda 

((c1 + c2)X1 − c3I). ([(c1 + c2)X1]
k−2 + [(c1 + c2)X1]

k−3c3 

          +[(c1 + c2)X1]
k−4c3

2 +⋯+ c3
k−2I) =  ((c1 + c2)

k−1 − c3
k−1)I     (3.20) 

eşitliği elde edilir. (c1 + c2)
k−1c3

k−1 den (c1 + c2)X1 − c3I  ifadesinin her zaman 

tersinir olduğunu elde ederiz. Şimdi (3.19) ifadesi  c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s  

tersinirdir ancak ve ancak (W)=0  olduğunu ima eder. (3.17) den 
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(W)=0W tersinirdir P1 + P2 − P2P1
k−1 tersinirdir.  

Buradan c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s  ifadesinin tersinir olması için gerek ve yeter 

koşul P1 + P2 − P2P1
k−1 ifadesinin tersinir olmasıdır. 

(ii) Eğer (c1 + c2)
k−1 = c3

k−1 ise (3.20) den (c1 + c2)X1 − c3I  ve 

[(c1 + c2)X1]
k−2 + [(c1 + c2)X1]

k−3c3 + [(c1 + c2)X1]
k−4c3

2 +⋯+ c3
k−2I 

işlemcilerinden birinin tersinir olmadığını ve bu durum  ise 

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−sve∑ c3
k−2−i(c1P1 + c2P2)

i + c3
k−2P1

sP2
k−1−sk−2

i=1  

işlemcilerinden birinin tersinir olmadığını ifade eder. 

Hatırlatma 3.2. (1) Teorem 3.3.2 deki (i) şıkkı c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s matrisinin 

tersinir olma şartının c1P1 + c2P2 − c3I  matrisinin tersinir olma şartının eşdeğer 

olduğunu  gösterir.  Benzer şekilde aynı teoremin (ii) şıkkı ise 

 c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s ve  ∑ c3
k−2−i(c1P1 + c2P2)

i + c3
k−2P1

sP2
k−1−sk−2

i=1   

operatörlerinden en az birinin tersinir olmama şartıyla c1P1 + c2P2 − c3I  ve  

∑ c3
k−2−i(c1P1 + c2P2)

ik−2
i=0  operatörlerinden en az birinin tersinir olmaması şartıyla 

yer değiştirebildiğini gösterir. 

(2) Teorem 3.3 nin (i) şıkkında eğer  P2  tersinir ise bu durumda (3.18) ve (3.19) 

bağıntılarındaki 2. ve 4. satır ve sütunlar kalkacaktır. Böylece  P1 = (
X1 0
0 0

) ve P2 =

(
X1 0
Z1 W1

) olacaktır. Buradan da P1 + P2 − P2P1
k−1 = (

X1 0
0 W1

) nin tersinir olduğu 

açıktır. Böylece c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s = (
(c1 + c2)X1 − c3I 0

c2Z1 c2W1
)  matrisi 

her zaman tersinirdir.  Öte yandan 

((c1 + c2)
k−1 − c3

k−1)((c1 + c2)X1 − c3I)
−1 

= [(c1 + c2)X1]
k−2 + [(c1 + c2)X1]

k−3c3 + [(c1 + c2)X1]
k−4c3

2 +⋯+ c3
k−2I 

= c3
k−2−i∑((c1 + c2)X1)

i
k−2

i=0

 

ve 
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(c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s)
−1

 

               = (
((c1 + c2)X1 − c3I)

−1 0

−W1
−1Z1((c1 + c2)X1 − c3I)

−1 1

c2
W1
−1) 

  = (
I 0

−W1
−1Z1 I

) (
((c1 + c2)X1 − c3I)

−1 0

0
1

c2
W1
−1) 

olduğunu belirtelim. Buradan gerekli hesaplamalar yapılarak  

(c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s)
−1

 

= [I + P2
k−2(P1 − P2)P1

k−1]. [
c3
k−2−i

(c1+c2)k−1−c3
k−1 P1

k−1∑ ((c1 + c2)P1)
i +k−2

i=0

1

c2
P2
k−2(I − P1

k−1)]                (3.21) 

elde edilir. 

(3) Teorem 3.3 ün (i) şıkkında eğer  P1 matrisi tersinir ise bu durumda P1  ve P2 

P1 = (
X Y
Z W

) veP2 = (
A 0
0 0

) ile gösterilebilir. Burada Ak−1 = I ve A((P2)) dir. 

P1
k−1P2 = P2

k−1P1 şartı Y = 0 ve X = A olmasını sağlar.  P1 matrisinin tersinir olması 

A  ve W  nin tersinir k-potent olduklarını gösterir. Böylece P1 + P2 − P2P1
k−1 =

(
A 0
Z W

) = P1 tersinirdir. Bu durumda 

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s = (
(c1 + c2)A − c3I 0

c1Z − c3DA
k−1−s C1W

)  

matrisi de tersinirdir. Burada herhangi bir D operatörü için  P1
s = (

As 0
D Ws) 

matrisidir. (c1 + c2)
k−1c3

k−1  olduğundan (c1 + c2)A − c3I tersinir olup direkt bir 

hesaplamayla 

(c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−1−s)
−1

 

                  =
1

c1
P1
k−2(I − P2

k−1) + [I −
1

c1
P1
k−2(I − P2

k−1)(c1P1 − c3P1
sP2

k−1−s)] x 

                     [
c3
k−2−i

(c1+c2)k−1−c3
k−1 P2

k−1∑ ((c1 + c2)P2)
ik−2

i=0 ]                     (3.22) 
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eşitliği elde edilir. 

Sonuç 3.5. P1, P2  sıfırdan farklı tripotentler olmak üzere bunlardan birisi tersinir 

olsun. P1
2P2 = P2

2P1ve c1, c2 ∈ {0} , c3 ∈  olsun. Eğer (c1 + c2)
2c3

2  ise  c1P1 +

c2P2 − c3P1P2 veya  c1P1 + c2P2 + c3P1P2 tersinir olamaz. Eğer  (c1 + c2)
2 ≠ c3

2  ise  

c1P1 + c2P2 − c3P1P2 tersinirdir. Ayrıca eğer P1 matrisi tersinir ise 

(c1P1 + c2P2 − c3P1P2)
−1 =

1

c1
(P1 − P1P2

2) 

+
1

(c1 + c2)2 − c3
2 (I −

1

c1
(P1 − P1P2

2)(c1P1 − c3P1P2))(c3P2
2 + ( c1 + c2)P2) 

dır. Eğer, P2 matrisi tersinir ise o zaman  

(c1P1 + c2P2 − c3P1P2)
−1 = [I + P2(P1 − P2)P1

2] 

x [
1

(c1 + c2)2 − c3
2
(c3P1

2 + (c1 + c2)P1) +
1

c2
P2(I − P1

2)] 

olacaktır. 

P1, P2  matrisleri Sonuç 3.3.1 in şartlarını sağlasın. Bu durumda (c1P1 + c2P2 −

c3P1P2)
−1 in iki gösterimi aşağıdaki gibi verilebilir. 

(1) Eğer P1 nonsingüler ise  

[(c1 + c2)
2 − c3

2](c1P1 + c2P2 − c3P1P2)
−1 

                  = (c1 + c2)P1 + c3P2
2 + c1

−1c2c3(P2
2 − P1P2) 

                            +c1
−1c3 

2 (P2 − P1P2
2) + c1

−1(c2
2 + c1c2 − c3 

2 )(P1 − P1P2
2)         (3.23) 

olacaktır. 

(2) Eğer P2 nonsingüler ise  

   [(c1 + c2)
2 − c3

2](c1P1 + c2P2 − c3P1P2)
−1 

           = (c1 + c2)P1 − c3(2P1
2 − P1P2) + c2

−1(c1
2 + c1c2 − c3

2)(P2 − P2P1
2)      (3.24) 

dir. (3.23) ve (3.24) formüllerinin Sonuç 3.3.1 deki formüllerden olduğunu 

belirtelim. Öte yandan Teorem 3.3 deki formüller (3.21) ve (3.22) formüllerinin özel 

durumları olup k ≥ 3  ve 0 < 𝑠 < 𝑘 − 1  herhangi bir pozitif tamsayı olmak üzere 
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herhangi k-potentler için gerçeklenir. Üstelik sonuç 3.3.1 de eğer c3 = 0 ise Sonuç 

3.3.1 e dönüşür. 

Sonuç 3.6.  P1, P2 sıfırdan farklı tripotentler olmak üzere bunlardan bir tanesi tersinir 

olsun. P1
2P2 = P2

2P1  ve  c1, c2 ∈ {0}  olsun. Bu takdirde c1P1 + c2P2  nin tersinir 

olması için gerek ve yeter koşul  c1 + c20  olmasıdır. Bu durumda eğer  P1 

nonsingüler  ise 

(c1P1 + c2P2)
−1 =

1

c1 + c2
(P1 + c2c1

−1P1(I − P2
2)) 

ve eğer  P2  nonsingüler ise  

(c1P1 + c2P2)
−1 =

1

c1+c2
(P2 + c1c2

−1P2(I − P1
2))  

olacaktır. 

İspat. Sadece P2 nin tersinir olma durumunu göz önüne alalım. Diğer durum aynı 

şekilde ispatlanabilir. P2 nin tersinirliğinden P2
2 = I ,   P1 = P1

2P2 ve P1
2 = P1P2 olduğu 

görülür. Bu durumda sonuç 3.3.1 e göre  

  (c1P1 + c2P2)
−1 = [(I + P2(P1 − P2)P1

2]x [
1

(c1+c2)2
(c1 + c2)P1 +

1

c2
P2(I − P1

2)] 

=
1

c1 + c2
[I − P1

2 + P2P1]x [P1 +
c1 + c2
c2

P2(I − P1
2)] 

                        =
1

c1+c2
[P2P1

2 +
c1+c2

c2
 P2 (I − P1

2)] 

                        =
1

c1+c2
[P2 + c1c2

−1 P2 (I − P1
2)] 

dir. P1
k−1P2 = P2

k−1P1 ,   c1, c2 ∈ {0} ,   c1 + c2 0  olmak üzere P1, P2  iki k-potent  

matris (k3) olsun. Bu durumda P1
# = P1

k−2 ve P2
# = P2

k−2 olacaktır. Böylece  (3.19) 

bağıntısından 

c1P1 + c2P2 = (

(c1 + c2)X1 0 0 0
c1A2 c1A1 0 0
c2z1 0 c2W1 0
0 0 0 0

) 

elde edilir. 
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Teorem 3.5. P1, P2, P1
k−1P2 = P2

k−1P1 olacak şekilde sıfırdan farklı k-potentler 

olsun.    c1, c2 ∈ {0} , c3 ∈   olmak üzere  c1 + c2c3  ve s  de 0 < 𝑠 < 𝑘 − 1 

olacak şekilde bir pozitif tamsayı olsun. Bu takdirde 

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−s tersinirdir  P1 + P2 − P2P1
k−1 tersinirdir.  

İspat. P1
k−1P2 = P2

k−1P1 ise Teorem 3.3 ün (i) şıkkının ispatından A1, X1,W1  tersinir 

k-potentler olmak üzere  

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−s = (

(c1 + c2 − c3)X1 0 0 0

c1A2 − ∑ A1
i A2X1

k−1−is−1
i=0 c1A1 0 0
c2z1 0 c2W1 0
0 0 0 0

)      (3.25) 

elde edilir. c1 + c2c3 olduğundan 

c1P1 + c2P2 − c3P1
sP2

k−s  tersinirdir 

 ⇔ (W)={0}  

             ⇔W matrisi tersinir  

            ⇔ P1 + P2 − P2P1
k−1 matrisi tersinirdir. 
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4. İDEMPOTENT MATRİSLERİN LİNEER KOMBİNASYONLARI 

4.1. İki İdempotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarının İdempotentliği 

 bir cisim c1, c2 ∈   sıfırdan farklı cismin elemanı P1, P2   cismi üzerinde iki 

farklı idempotent matris yani P1 = P1
2,  P2 = P2

2 ve P1 ≠ P2 olsun. Bu kısımda P1 ile 

P2 nin lineer kombinasyonlarının idempotentlik özelliğini sağladığı tüm durumların 

karakterizasyonu problemine çözüm aranacaktır. Bununla ilgili olarak idempotent 

matrislerin lineer kombinasyonlarının idempotentliğiyle ilgili aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 4.1. P1, P2 sıfırdan farklı iki idempotent matris c1, c2 sıfırdan farklı skalerler 

olmak üzere  

P = c1P1 + c2P2                              (4.1) 

formundaki lineer kombinasyonunu göz önüne alalım. Bu durumunda P matrisinin 

idempotent olduğu dört durum söz konusudur. 

(a) P1P2 = P2P1 ; 

(i) c1 = 1 , c2 = 1 , P1P2 = 0; 

(ii) c1 = 1 , c2 = −1 , P1P2 = P2; 

(iii) c1 = −1 , c2 = 1 , P1P2 = P1; 
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(b) P1P2P2P1 ; c1 ∈ {0,1} , c2 = 1 − c1 , (P1 − P2)
2 = 0 

İspat. Direkt bir hesaplamayla (4.1) deki P matrisinin idempotent olması için gerek 

ve yeter şart  

 c1(1 − c1)P1 − c1c2P1P2 − c1c2P2P1 + c2(1 − c2)P2 = 0                         (4.2) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Bu nedenle teoremin yeterlilik kısmı kolayca elde edilir. Gerekliliğin ispatı ise (a) ve 

(b) durumlarına karşılık olarak sırasıyla P1P2 = P2P1  ve P1P2P2P1  eşitliklerinin 

gösterilmesine dönüşür. Bu durumda (4.2) ifadesini önce P1 ile sonra da P2 ile soldan 

çarpmak suretiyle sırasıyla      

c1(1 − c1)P1 + c2(1 − 2c1 − c2)P1P2 = 0,                                (4.3)  

c2(1 − c2)P2 + c1(1 − c1 − 2c2)P1P2 = 0,                           (4.4) 

eşitlikleri ve (4.3) eşitliğini P2 ile sağdan (4.4) eşitliğini ise P1 ile soldan çarparak 

[c1 + c2 − (c1 + c2)
2]P1P2 = 0,                            (4.5) 

eşitliği elde edilir. Bu durumda (4.3) ve (4.4) ten kolayca görülür ki  P1P2 = 0 ise 

P10, P20 ve c10, c20 durumları göz önüne alınarak hem c1  in hem c2  nin 1’e 

eşit olması gerektiği dolayısıyla (i) ifadesinin sağlandığı görülür. Öte yandan eğer 

P1P20 ise (4.5) eşitliğinden       

c1 + c2 = 1                               (4.6)  

veya           

c1 + c2 = 0                               (4.7) 

olduğu görülür. Bu takdirde (4.3) ve (4.4) eşitlikleri (4.6) dikkate alındığında  

c1c2(P1 − P1P2) = 0 ve c1c2(P2 − P1P2) = 0                                    (4.8) 

ve (4.7) dikkate alındığında                                                                                                                        

 c1(1 − c1)(P1 − P1P2) = 0 ve c1(1 + c1)(P2 − P1P2) = 0                                 (4.9) 
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olduğu görülür.  P1P2 varsayımı gözönüne alındığında  P1P2 = P1 ve P1P2 = P2  

eşitliklerinin her ikisi de aynı anda sağlanmaz. Sonuç olarak c1 ≠ 0 , c2 ≠

0 olduğundan (4.9) şartları sağlanırken (4.8) şartlarının asla sağlanmaması için gerek 

ve yeter koşul c1 = 1 (dolayısıyla  c2 = −1)  ve  P1P2 = P2  olmasıdır ki bu (ii) 

durumudur ya da c1 = −1 (dolayısıyla c2 = 1)  ve  P1P2 = P1 olmasıdır ki bu ise (iii) 

durumudur. 

Şimdi tekrar (4.2) gerek ve yeter şartına dönelim. Bunu P1 ile soldan ve sağdan 

çarpmak suretiyle sırasıyla 

c1(1 − c1)P1 + c2(1 − c1 − c2)P1P2 − c1c2P1P2P1 = 0,  

c1(1 − c1)P1 + c2(1 − c1 − c2)P2P1 − c1c2P1P2P1 = 0 

elde edilir. Bu nedenle  

c2(1 − c1 − c2)(P1P2 − P2P1) = 0,                              (4.10) 

eşitliği sağlanır. Öte yandan (b) durumunda  c2 ≠ 0şartı P1P2P2P 1 şartı ile denk 

olduğundan kolayca görülür ki (4.10) eşitliği (4.6) eşitliğine denktir. (4.6) eşitliği 

(4.2) de yerine yazılırsa  

c1c2(P1 − P1P2 − P2P1 + P2) = 0, 

eşitliği elde edilir. Burada  c1c20 olacağından (b) deki son koşul sağlanmış olur ve 

böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

P1  ve  P2  idempotent matrislerinin diğer fonksiyonları literatürde geniş bir şekilde 

çalışılmıştır. P1 ve P2 nin hermityen olması durumundaki idempotent durumları için 

bakınız [2,5]. 

Sonuç 4.1. Teoremin varsayımları altında P = c1P1 + c2P2 matrisinin idempotent bir 

matris olması için bir gerek şart  P1P2 ve P2P1  çarpımlarının her ikisinin de bir 

idempotent olmasıdır. 

İspat. Yukarıdaki teoremin (a) kısmında bu sonucun iddiası açıkça verilmiştir. (b) 

durumunda  
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P1 − P1P2 − P2P1 + P2 = 0,                                     (4.11) 

alınır ve (4.11) ifadesi P1 ile soldan çarpılırsa P1 = P1P2P1 eşitliği elde edilir ki bu da 

P1P2 ve P2P1 in her ikisinin de idempotent olduğunu gösterir. 

Tersi durum  P1, P2 matrislerinin kompleks matrisler ve farklarının da bir hermityen 

matris olması özel durumuyla ilgilidir. Bu iddia açıkça hem P1  hem de P2  nin 

hermityen olduğu durumla uyuşmaktadır. 

Sonuç 4.2. Q1, Q2 sıfırdan farklı iki farklı kompleks idempotent matris olmak üzere 

Q1 − Q2 farkı hermityen olsun. Ayrıca 1,2 sıfırdan farklı sayılar olmak üzere Q =

1Q1 + 2Q2 lineer kombinasyonu verilsin. Bu takdirde Q matrisinin de idempotent 

olduğu üç durum söz konusudur: 

(i)  Q = Q1 + Q2 ve Q1Q2 = 0 = Q2Q1 , 

(ii) Q = Q1 − Q2 ve Q1Q2 = Q2 = Q2Q1 , 

(iii) Q = −Q1 + Q2 ve Q1Q2 = Q1 = Q2Q1 . 

İspat. Yukarıda verilen teoreme göre (b) de verilen ifadenin  Q1 − Q2  farkı bir 

hermityen matris olması durumunda sağlandığını göstermek yeterlidir.                

(Q1 − Q2)
2 = 0  eşitliği aynı zamanda (Q1 − Q2)(Q1 − Q2)

∗ = 0şeklinde yeniden 

ifade edilebileceğinden  Q1 − Q2  nin hermityen olduğu bir gerçektir. Bu nedenle 

Q1 = Q2 aşikar durumu hariç bu durum imkansızdır. Basit bir örnek olarak  

P1 = (
0 0
0 1

) ve  P2 = (
0 0
1 1

) 

matrislerini göz önüne alalım. Her iki matris de idempotent olduğundan  P1P2 = P2  

ve P2P1 = P1  eşitliklerinden P1P2P2P1 olmak üzere (P1 − P2)
2 = P1 − P1P2 − P2P1 +

P2 = 0  olduğu görülür. Böylece teoremin (b) kısmı sağlanır. Öte yandan sıfır ve 

birden farklı herhangi bir  c  skaleri için        

 P = c (
0 0
0 1

) + (1 − c) (
0 0
1 1

) = (
0 0

1 − c 1
) 

formundaki her matris de idempotenttir. 

İkinci bir örnek olarak 
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 Q1 = (
1 0
1 0

) ve Q2 = (
1 −1
0 0

) 

alınırsa Sonuç 4.2 deki varsayımlardan Q1 − Q2 farkının bir hermityen matris olduğu 

kolayca görülür. Bu durum hem Q1  in hem de Q2 nin hermityen matris olmasını 

gerektirdiğinden daha zayıf bir koşuldur. Dolayısıyla sonuç 4.2 deki koşullar  Q1Q2 

ve Q2Q1 çarpımlarının her ikisine de karşılık gelir.  

 

4.2 Bir İdempotent Matrisle Bir Tripotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarının  

İdempotentliği 

Bu kısımda A bir idempotent matris ve B de bir tripotent matris olmak üzere  C =

c1A + c2B  şeklindeki lineer kombinasyonun bir idempotent matris olmasını 

karakterize eden bazı ifadeler verilecektir. 

A ∈ n,n bir idempotent matris, B ∈ n,n bir tripotent matris yani A2 = A ve B3 = B 

olsun. Bir idempotent matrisin çok kullanışlı bir özelliği  B1B2 = 0 ve B2B1 = 0  

olmak üzere B1 ve  B2 idempotent matrislerinin farkı olarak yazılabilmesidir.[7] 

Bu kısımda A ve B matrislerinin lineer kombinasyonlarının bir idempotent matris 

olması durumlarını karakterize eden problemlerin tam bir çözümü verilecektir. 

B  nin tripotentliğinin iki özel versiyonu vardır. Bunlardan birincisi B  nin bir 

idempotent matris olmasıdır ki bu durumda B2 = 0 olmak üzere B nin B = B1 − B2 

biçiminde  B1 ve B2 matrislerine parçalanışıdır. 

Bu takdirde bir önceki kısımdaki teorem C = c1A + c2B  matrisinin C = C2 eşitliğini 

sağlayabilmesi için tam olarak dört durumun varlığını ifade eder. 

(i) c1 = 1,  c2 = 1,  AB1 = 0 = B1A ,  

(ii) c1 = 1,  c2 = −1,  AB1 = B1 = B1A, 

(iii) c1 = −1,  c2 = 1,  AB1 = A = B1A, 

(iv) c1, c20,  c1 + c2 = 1, AB1B1A, (A − B1)
2 = 0. 
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−B  nin idempotent bir matris olması olduğu ikinci özel versiyon B1 = 0 olması 

anlamına gelir. Bu takdirde aynı teoreme göre C = c1A + c2B matrisinin idempotent 

olduğu diğer bir durum söz konusudur. 

(i) c1 = 1,  c2 = −1,  AB2 = 0 = B2A 

(ii) c1 = 1,  c2 = 1,  AB2 = B2 = B2A  

(iii) c1 = −1,  c2 = −1,  AB2 = A = B2A 

(iv) c1, c20,  c1 − c2 = 1, AB2B2A, (A − B2)
2 = 0. 

Yukarıdaki bilgiler ışığı altında aşağıda hem B1  in hem B2 nin A  sıfırdan farklı 

idempotent matrisler olması göz önüne alınacaktır. Bu durumda B = B1 − B2 

matrisine bir esaslı tripotent matris adı verilecektir. Problemin genel çözümü Kısım 2 

de verilmiştir. Kısım 3 te ise 2 ilave sonuç ve bazı durumlar ele alınmıştır. Bunlardan 

birincisi C = c1A + c2(B1 − B2) lineer kombinasyonunun idempotentliğinin A  ve 

B1 + B2 idempotent matrislerinin iki mümkün çarpımlarının idempotentliği ile nasıl 

bir ilişkisinin olduğunu açıklar. 

2. sonuç ise  A − B1 ve  A − B2 farkları hermityen olduğundan nasıl bir çözümün söz 

konusu olduğunu gösterir. Bu varsayımlar  A, B1, B2  matrislerinin hermityen olması 

durumuyla açık bir şekilde örtüşür.  

Teorem 4.2.  A ∈ n,n  sıfırdan farklı bir idempotent matris, B ∈ n,n , 

B = B1 − B2                                       (4.11) 

şeklinde tek türlü olarak parçalanmış esaslı bir tripotent matris olsun. Burada B1 ∈

n,n ve B2 ∈ n,n sıfırdan farklı matrisler; 

B1 = B1 
2  ,    B2 = B2

2 ,     B1B2 = 0 = B2B1                         (4.12) 

olacak şekilde verilmiş olsun. Yani c1, c2  sıfırdan farklı olmak üzere 

C = c1A + c2B1 − c2B2                           (4.13) 

olsun. Bu takdirde C matrisinin bir idempotent matris olması için aşağıdaki durumlar 

sağlanır. 

(a)  AB1 = B1A ,   AB2 = B2A               (4.14) 
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ve aşağıdaki koşullardan herhangi birisi sağlanır. 

(a1) c1 = 1 , c2 = 1, AB1 = 0, AB2 = B2 , 

(a2) c1 = 2,  c2 = 1, A = B2 , 

(a3) c1 = 1, c2 = −1, AB1 = B1, AB2 = 0 , 

(a4) c1 = 2,  c2 = −1, A = B1 , 

(a5) c1 =
1

2
, c2 =

1

2
 , A = B1 + B2 ,  

(a6) c1 =
1

2
,  c2 = −

1

2
 , A = B1 + B2 ,  

 (b) AB1 ≠ B1A,   AB2 ≠ B2A                            (4.15) 

şartlarının yanında aşağıdakilerden birisi sağlanır. 

(b1) c1 = 2,  c2 = 1,  (A − B2)
2 = 0 , 

(b2) c1 =
1

2
,  c2 = −

1

2
, (A − B2)

2 = B1,  

(c) AB1 ≠ B1A, AB2 = B2A                             (4.16) 

nın yanında aşağıdakilerden herhangi birisi sağlanırsa  

(c1) c1 = 2,  c2 = −1,  (A − B1)
2 = 0 , 

(c2) c1 =
1

2
,  c2 =

1

2
, (A − B1)

2 = B2,  

(d)  AB1 ≠ B1A,    AB2 ≠ B2A ,                          (4.17) 

ve c1 = 1 olmak üzere c2 

 (A − B1)
2 − (A − B2)

2   = c2 (B1 + B2)                         (4.18) 

denkleminin bir çözümüdür. 

İspat. A = A2 eşitliği ve (4.12) şartı gözönüne alındığında direkt bir hesaplama 

yapılarak (4.13) de verilen C matrisinin idempotent olması için gerek ve yeter şartın  

 c1(1 − c1)A − c1c2(AB1 + B1A) + c1c2(AB2 + B2A) + c2(1 − c2)B1 −

           c2(1 + c2)B2 = 0                (4.19) 

eşitliğinin sağlanması olduğu görülür. 
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İspatı (4.14)-(4.17) de verilen koşullara uygun olarak dört kısımda ele alalım. (4.14) 

şartları altında (4.19) eşitliği 

c1(1 − c1)A − 2c1c2(AB1 − AB2)+ c2(1 − c2)B1 − c2(1 + c2)B2 = 0          (4.20) 

formuna indirgenir. (4.12) gözönüne alınırsa (4.20) denklemi sırasıyla B1 ve B2 ile 

sağdan çarparak        

c1(1 − c1 − 2c2)AB1 + c2(1 − c2)B1 = 0                         (4.21) 

c1(1 − c1 + 2c2)AB2 − c2(1 + c2)B2 = 0                                   (4.22) 

eşitlikleri elde edilir. Böylece B1 ≠ 0 , B2 ≠ 0 ve  c2 ≠ 0 olduğundan  

AB1 = 0 ⇒ c2 = 1                                      (4.23) 

AB2 = 0 ⇒ c2 =  −1                           (4.24) 

elde edilir. 

(c1 + c2)(1 − c1 − c2)AB1 = 0,                          (4.25)  

(c1 − c2)(1 − c1 + c2)AB2 = 0,                          (4.26) 

eşitliklerinden kolayca görülür ki  

AB1 ≠ 0c1 + c2 = 0 veya c1 + c2 = 1,                                   (4.27) 

AB2 ≠ 0c1 − c2 = 0 veya c1 − c2 = 1,                                   (4.28) 

dir. Bu durumda (4.23) ve (4.24) ifadeleri AB1 = 0  ve AB2 = 0  eşitliklerinin aynı 

anda sağlanamayacağını gösterir. İkinci ihtimal  AB1 = 0 ile AB20  ifadelerini 

birlikte ele almaktır. Bu takdirde (4.23) ve (4.28) den c2 = 1 olması gerektiği ve 

ayrıca c1 = 1  veya  c1 = 2  olduğu görülür. Her iki durumda (4.22) şartı AB2 =

B2eşitliğini sağlar. Fakat bir sonraki adımda (4.20) A = B2 olmasını gerektirir. Bu 

durumlar (a1) ve (a2) deki şartların gerekliliğini gösterir. (a3) ve (a4) teki şartlarda 

benzer şekilde elde edilebilir. (4.24) ve (4.27) dikkate alındığında AB10  ile 

AB20ın birlikte ele alınması c2 = −1 olduğunu ve dolayısıyla c1 = 1 veya c1 = 2 

olması gerektiğini gösterir. Her iki durumda da (4.21) şartı  AB1 = B1  eşitliğini 

sağlar. Fakat bir sonraki adımda (4.20) A = B1 olmasını gerektirir. Son olarak AB10 

ile AB20 ı birlikte göz önüne alalım. c10  ve  c20 olduğundan (4.27) ve (4.28) 
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den ya  c1
1

2
 , c2

1

2
  ya da c1

1

2
 , c2−

1

2
  olduğu görülür. Her iki durumda da (4.21) 

ve (4.22) koşulları AB1 = B1 , AB2 = B2 eşitliklerini sağlar ki bu durumda (4.20) a 

göre A = B1 + B2 elde edilir. Bu ise  (a5) ve (a6)daki koşulların gerekliğini gösterir. 

(a1) - (a6)daki şartların yeterliliği (4.20) un basit bir doğrulanmasıyla aşağıdaki 

şekilde elde edilir. (a2)de A = B2  eşitliği AB1 = 0 olmasını (a4) de A = B1  eşitliği 

AB2 = 0 olmasını ve (a5) ve (a6) da ise  A = B1 + B2 eşitliği hem AB1 = B1  hem 

de AB2 = B2 olmasını gerektirir. Böylece ispat tamamlanmış olur. İspatın geri kalan 

kısmında  

c1(1 − c1)AB1 − c1c2(AB1 + B1AB1) + c1c2B2 AB1 + c2(1 − c2)B1 = 0,        (4.29) 

c1(1 − c1)B1 A − c1c2(B1A + B1AB1) + c1c2B1AB2 + c2(1 − c2)B1 = 0,       (4.30) 

c1(1 − c1)AB2 − c1c2B1AB2 + c1c2(AB2 + B2AB2) − c2(1 + c2)B2 = 0,       (4.31) 

c1(1 − c1)B2A − c1c2B2AB1 + c1c2(B2A + B2AB2) − c2(1 + c2)B2 = 0,        (4.32) 

eşitliklerini kullanacağız. Bu eşitlikler sırasıyla (4.19) bağıntısını B1 ile sağdan B1 ile 

soldan B2 ile sağdan ve B2 ile soldan çarpmak suretiyle elde edilir. (4.29) ve (4.30) 

ile daha sonra da (4.31) i (4.32) ile birleştirirsek  

c1(1 − c1 − c2)(AB1 − B1A) − c1c2(B1AB2 − B2AB1) = 0,                      (4.33) 

c1(1 − c1 + c2)(AB2 − B2A) − c1c2(B1AB2 − B2AB1) = 0                               (4.34) 

eşitlikleri elde edilir.  c10 ve (4.11) deki B matrisinin parçalanışındaki  B1  ve 

B2 matrislerinin farklılığı göz önüne alınırsa (4.15) de verilen ifadedeki (4.34) ün 

açık bir sonucu olarak  

c1 − c2 = 1                             (4.35) 

elde edilir.(4.29) eşitliğinde B1AB1 = AB1,  B2AB1 = 0 ifadeleri yerine yazılırsa 

c1(1 − c1 − 2c2)AB1 + c2(1 − c2)B1 = 0                                         (4.36) 

ve dolayısıyla bu ifadeyi A ile soldan çarpar ve (4.35) bağıntısını kullanırsak 

 (1 − c1)(1 − 2c1)AB1 = 0                                         (4.37) 

elde edilir. 1 − c1 = 0 ile (4.35) i birleştirdiğimizde c2 = 0  olacağından (4.37) 

eşitliği AB1 = 0 veya AB10,  c1 =
1

2
,  c2 = −

1

2
  olmasını gerektirir. c2 0 olduğunda 
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ise (4.36) bağıntısından eğer  AB1 = 0 ise  c2 = 1 ve (4.35) e göre  c1 = 2 olduğu 

görülür. Böylece (4.19) gerek ve yeter şartı A − AB2 − B2 A + B2 = 0 formunu ele 

alır. Bu ise bir taraftan AB1 = 0 sağlarken diğer taraftan   (A − B2)
2 = 0 şeklinde 

yazılabileceğini gösterir. Böylece (b1) durumunda gerekliliğin ispatı tamamlanmış 

olur. Öte yandan AB10 ve  c1 =
1

2
,  c2 = −

1

2
  olduğunda (4.36) nın açık bir sonucu 

AB1 = B1 olur. Bu durumda ise (4.19) şartı  A − AB2 − B2A + B2 = B1 formunu alır 

ki bu açıkça (A − B2)
2 = B1  şeklinde yazılabilir. Bu durumda (4.12) ve (4.15) in 

birinci kısmı göz önüne alınırsa AB1 = B1 olduğu görülür. Bu ise (b2) nin 

gerekliliğinin ispatıdır. (b1) ve (b2) nin yeterliliği ise direkt bir hesaplama ile 

görülebilir. Öte yandan (4.13) ifadesindeki C  matrisi C = c1A + (−c2)(B2 − B1) 

şeklinde yazılabileceğinden (c) nin ispatı (b) nin ispatına benzer şekilde c2 yerine 

−c2  alıp B1  ile B2nin rolleri değiştirilerek yapılabilir. (d) nin ispatı için öncelikle 

(4.33) ü B2 ile sağdan veya (4.34) ü B1 ile soldan çarparak 

c1(1 − c1)B1AB2 = 0                                     (4.38)  

elde edelim. Daha sonra da (4.33) ü  B2 ile soldan  (4.34) ü ise B1 ile sağdan çarparak 

c1(1 − c1)B2AB1 = 0                                     (4.39)  

elde edilir.   Ayrıca (4.33) ve (4.34) den (d) durumunda B1AB2 = B2AB1  eşitliğinin 

sağlanmadığı görülür. Bu nedenle (4.38) ve (4.39) dan kolayca görülür ki c1 = 1 

olmalıdır. c20  olduğunda (4.19) bağıntısından problemin (4.17) ye ilaveten AB1 ve 

B2 matrislerinin hem  B1AB2 ≠ B2AB1 hem de  

AB1 + B1A − AB2 − B2A − (1 − c2)B1 + (1 + c2)B2 = 0                                 (4.40)  

ifadelerini sağlayacağı durumların karakterize edilmesine dönüştüğü görülür. 

Böylece (d) deki şartların gerekliliği (4.40) ifadesinin uygun bir şekilde yeniden 

düzenlenmesiyle yeterliliği ise direkt bir hesaplamayla görülebilir. Bu ise ispatın geri 

kalan kısmını tamamlar.  

Şimdi Teorem 4.2. de istenen şartları sağlayan matrislerin mevcut olduğu onbir farklı 

durumun her birini gösteren aşağıdaki örneği göz önüne alalım. (4.14) de karakterize 

edilen (a) durumundaki örneklerin oluşturulması kolaydır: 



62 
 

A =  (
 0 0
0  0
0 0 

) , B1 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 0

) , B2 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) ,           (4.41) 

matrisleri için eşitliğini sağlamak yeterlidir ki bu matrisler , {0,1}  olduğunda 

idempotenttirler ve dolayısıyla B1B2 = 0 = B2B1,  AB1 = B1A  ve AB2 = B2A 

eşitlikleri sağlanır. Böylece  = 0 ,  = 1  olduğunda (a1)  ve (a2)  deki şartlar 

gerçeklenir. Öte yandan  = 1 ,  = 0  olduğunda (a3)  ve (a4)  teki şartlar ve  =

 = 1 olduğunda ise (a5) ve (a6) daki şartların sağlandığı görülür. 

(b) durumu için  

 A =  (
1 0 0
−1 0 0
0 0 0

) , B1 = (
0 0 0
0 0 0
0 0 1

) , B2 = (
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)           (4.42) 

 A =  (
1 0 0
0 1 0
0 0 0

) , B1 = (
1 0 0
0 0 0
0 0 0

) , B2 = (
0 0 0
0 1 0
0 1 0

) ,                    (4.43) 

üçlülerini göz önüne alalım. Bu durumda bu matrisler idempotent olup  B1B2 = 0 =

B2B1 , AB1 = B1A ,  AB2B2A  olup (4.42) durumunda (A − B2)
2 = 0  ve (4.43) 

durumunda ise (A − B2)
2 = B1 olduğu görülür. 

(c1) ve (c2) yi karakterize eden şartlar B1 ile B2nin yerlerini değiştirmek üzere (b1) 

ve (b2) yi karakterize eden şartlara denk olduğundan (d) durumu hakkında yorum 

yapılamamıştır. Hem (c1)  in hem de(c2)nin değerlerinin tek türlü olarak belirli 

olduğu durum diğer durumlardan farklıdır. (d) de c2 nin değeri (4.18) matris 

denkleminin bir skaler çözümü olarak göz önüne alınırken sadece c1 bilinmektedir(1 

e eşit olduğu). 

Yukarıdaki durumda denklemler gerçekten bir çözüme sahiptir. Öyle ki  

A =  (
1 0
1 0

) , B1 = (
1 0
0 0

) , B2 =  (
0 0
0 1

)  

matrisleri göz önüne alınırsa B1B2 = 0 = B2B1, AB1B1A , AB2B2A olduğundan 

(4.17) varsayımı sağlanır ve (4.18) bağıntısı 

(
0 0
1 0

) (
0 0
1 0

) − (
1 0
1 −1

) (
1 0
1 −1

)  = c2 (
1 0
0 1

) 

formunu alır ve böylece tek çözüm olarak c2 = −1 elde edilir. 
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Aşağıda idempotent matrislerle ilgili olarak A  ve B2 = B1 + B2  matrislerinin yer 

değiştirilmesiyle elde edilen aynı tipte bir problem verilecektir. 

Teorem 4.3. Teorem 4.2 nin varsayımları altında (4.13) formundaki C matrisinin 

idempotent olması için bir gerek şart A(B1 + B2) ve (B1 + B2)A çarpımlarının her 

birinin bir idempotent matris olmasıdır.  

İspat. Teorem 4.2 nin (a) maddesinde verilen durumda (4.14) şartları A ve B1 + B2 

nin komutatif olduğunu gösterir. Bu durum A(B1 + B2) ve (B1 + B2)A çarpımlarının 

her birinin bir idempotent matris olması için yeterlidir. (b) durumunda  AB1 = B1A 

ve B1B2 = 0 = B2B1 çarpımlarının bir sonucu  

(B1 + B2)A(B1 + B2) = B1AB1 + B1AB2 + B2AB1 + B2AB2                      (4.44) 

ifadesini ve dolayısıyla 

(B1 + B2)A(B1 + B2) = B1AB1 + B2AB2                          (4.45) 

eşitliğini sağlamasıdır. Öte yandan (b1) ve (b2) de verilen  A − AB2 − B2A + B2 =0 

ve  A − AB2 − B2A + B2 = B1 şartlarından her birisi sırasıyla B2AB2 = B2 yi 

sağladığından (4.45) ifadesi (B1 + B2) A (B1 + B2) =  B1A + B2 = AB1 + B2 

formuna dönüşür. Böylece teoremin iddiası kolayca sağlanır. (c) durumunda ispat 

yukarıdakine benzer şekilde yapılabilir. Sonuç olarak (4.18) eşitliğini önce B1  ile 

soldan sonra B2 ile sağdan çarpmak suretiyle  

B1AB1 =
1

2
(1 − c2)B1ve B2AB2 =

1

2
(1 + c2)B2                                   (4.46) 

elde edilir. Eğer  (4.46) bağıntıları (4.40) eşitliğinde yerine yazılırsa  

AB1 + B1A − AB2 − B2A − 2B1AB1 + 2B2AB2 = 0                                 (4.47) 

elde edilir. (4.47) ifadesi A ile soldan ve daha sonra Bi ile sağdan çarptığımızda 

ABi = (AB1 + AB2)ABi ,  i = 1, 2                                     (4.48) 

elde edilir. (4.48) ifadesi (4.44) de yerine yazılırsa A(B1 + B2) nin idempotentliği 

görülür. Benzer şekilde (4.47) ifadesini Bi ile soldan çarptığımızda ve A ile sağdan 

çarparak 

BiA =BiA (B1A + B2A) ,   i = 1, 2,                                                                       (4.49) 
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elde edilir. (4.49) eşitliği (4.44) de yerine yazılırsa (B1 + B2)A 'nın idempotentliği 

gösterilmiş olur. Bu kısmın ikinci sonucu teorem 4.4. de verilmiştir. Bu durum ise  

A − B1 ve  A − B2 farklarının bir hermityen matris yani 

A − B1 = (A − B1)
∗veA − B2 = (A − B2)

∗                         (4.50) 

olacak şekilde A , B1, B2 matrislerinin her birinin hermityen matris olduğu durumuyla 

örtüşür. Teorem 4.4 ün ortaya konulmasındaki esas rol aşağıdaki Lemma ile verilir. 

P1, P2  idempotent matrislerinin P1. P2  çarpımının sıfırdan farklı öz değerleri           

(P1 − P2)
2 matrisinin öz değerleriyle ve tersine olarak (P1 − P2)

2 nin özdeğerleri  

P1. P2  çarpımının öz değerleriyle nasıl bir ilişkiye sahip olduğu bu Lemma da verilir. 

Bu Lemma P1, P2  nin idempotent olmalarına ilaveten hermityen olmaları için de 

genelleştirilebilir. 

Lemma 4.1. P1, P2 ∈ ℂn,n idempotent yani Pi = Pi
2, i = 1,2olsun. Eğer  λ ≠ 0 sayısı                        

 (P1 − P2)
2  matrisinin bir öz değeri ise bu takdirde I-𝜆 da P1. P2 matrisinin bir öz 

değeridir. Tersine olarak eğer µ≠0 sayısı P1. P2  matrisinin bir özdeğeri ise 1-µ de 

(P1 − P2)
2 matrisinin bir öz değeridir. 

İspat. Farz edelim ki 𝜆 sayısı (P1 − P2)
2nin bir özdeğeri olsun ve u≠0 buna karşılık 

gelen öz vektörler yani 

(
P1
−P2

)
2

u = λu                 (4.51) 

olsun. Bu eşitliği P1ile soldan çarparak    

P1P2P1u = (1 − λ)P1u                                                   (4.52)   

elde edilir. Eğer P1u ≠ 0  ise (4.52) dan kolayca görülür ki 1-𝜆 değeri P1. P2 

matrisinin bir öz değeridir. Öte yandan eğer  P1u = 0 ise bu takdirde (4.51) 

(P2 − P1P2)u = λu                            (4.53) 

şeklini alır. Öte yandan P2u vektörü sıfırdan farklı olmalıdır. Aksi takdirde (4.53) 

𝜆≠0 varsayımıyla çelişecektir. Sonuç olarak (4.53) eşitliğini P2 ile soldan çarparak  

P2P1P2u = (1 − λ)P2u elde edilir. Böylece 1-𝜆 sayısı P2P1  matrisinin bir özdeğeri 

olmuş olur ve dolayısıyla P1P2 nin de bir özdeğeridir. 
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Teoremin ikinci kısmı benzer şekilde ispatlanabilir. Farz edelim ki µ, P1P2 nin bir 

özdeğeri ve v≠0 buna karşılık gelen bir öz vektör yani P1P2v = µv olsun. Bu eşitlik 

P1 ile soldan çarpılır ve µ≠0 varsayımı göz önüne alınırsa v = P1v olduğu görülür. 

Buradan P1P2P1v = µP1v veya buna denk olarak 

(P1 − P1P2P1)v = (1 −  )P1v                                 (4.54) 

elde edilir. Fakat  P1 − P1P2P1 = (P1 − P2)
2P1 olduğundan (4.54) eşitliği (P1 −

P2)
2P1v = (1 − )P1v  şeklinde yeniden yazılabilir. Öte yandan P1v = v ≠ 0  

olduğundan 1-µ sayısı (P1 − P2)
2 matrisinin bir özdeğeridir. 

Teorem 4.3.  A ∈ ℂn,n sıfırdan farklı bir idempotent matris ve B1, B2 ∈ ℂn,n (4.12) 

şartlarını sağlayan sıfırdan farklı matrisler olmak üzere  A − B1 ve  A − B2  farkları 

hermityen olsun. C matrisi c1, c2ℂ  sıfırdan farklı olmak üzere A, B1, B2  nin (2.3) 

formundaki bir lineer kombinasyonu olsun. Bu takdirde C  matrisinin idempotent 

olduğu tamı tamına altı durum söz konusudur: 

(i) C = A + (B1 − B2)  ve  AB1 = 0 = B1A,   AB2 = B2 = B2A,   

(ii) C = 2A + (B1 − B2)  ve  A = B2 

(iii) C = A − (B1 − B2)  ve  AB1 = B1 = B1A,     AB2 = 0 = B2A 

(iv) C = 2A − (B1 − B2) ve  A = B1 

(v)  C =  
1

2
A +

1

2
(B1 − B2) ve  A = B1 + B2 

(vi)  C =
1

2
A −

1

2
(B1 − B2) ve  A = B1 + B2 

İspat: İlk olarak (i)-(vi) deki şartları kesin olarak sağlayan matrislerin mevcut 

olduğunu belirtelim. Bu durum (i)-(vi) durumlarının teorem 4.2.1 deki (a1) − (a6) 

durumlarıyla çakıştığı ve (4.41) deki tüm matrislerin hermityen olduğu gerçeğine 

dayanır. Dolayısıyla eğer A, B1, B2  matrisleri (4.50) deki ikinci varsayım altında 

(b1), (b2), (c1), (c2), (d)  durumlarının her birinin sağlandığını ispatlamış 

oluruz.(4.50) deki ikinci varsayım altında (b1) deki (A − B2)
2 = 0 eşitliği  

(A − B2)(A − B2)
∗   = 0                                            (4.55)  

ile yer değiştirilebilir. 
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K herhangi bir kompleks matris olmak üzere KK∗ = 0 ⇔ K = 0 gerçeği (4.55) ye 

ygulanırsa A − B2 = 0 elde edilir. Fakat bu durumda AB2 = B2 = B2A olur ki bu 

da AB2 ≠ B2A varsayımıyla çelişir. Benzer şekilde (b2) de (A − B2)
2 = B1  eşitliği  

(A − B2)(A − B2)
∗ = B1                            (4.56) 

ile yer değiştirilebilir.  

Herhangi bir K kompleks matrisinin C(K)  ile gösterilen sütun uzayı  

C(K)=C(KK∗)                            (4.57) 

özelliğine sahip olduğundan (4.56) ve (4.57) nin bir sonucu  

C(A − B2) = C (B1) 

dir. B1 matrisinin bir idempotent matris olduğu varsayımı göz önüne alınırsa burada 

B1(A − B2) = A − B2                                     (4.58) 

elde edilir. Fakat (A − B2)
2 = B1 ve AB1 = B1A  şartlarından B1A = B1 olduğu ve 

dolayısıyla B1B2 = 0  olacağından (4.58) eşitliği A = B1+B2 ye dönüşür. Buradan  

AB2 = (B1 + B2)B2 = B2 = B2(B1 + B2) = B2A  elde edilir ki bu da yine AB2 ≠

B2A  olması varsayımıyla çelişir. 

(c) durumundaki ispat ise (b) durumuyla ilgili olan ispata simetriktir. Dolayısıyla  

(A − B1)(A − B1)
∗ − (A − B2)(A − B2)

∗ = c2(B1 + B2)                               (4.59)       

eşitliğinin sağlandığının gösterilmesi kalır ki bu da durum (4.50) ilave varsayımları 

altında (4.18) şartının değişik bir versiyonudur. (4.59) nın aşikar bir sonucu  

c2(B1 + B2) =  c2̅(B1 + B2)
∗                                    (4.60) 

eşitliğidir.   B1+B2 matrisi idempotent olduğundan rankı izine eşittir. Öte yandan 

B1+B2 nin idempotentliği (B1+B2)
∗ ın idempotentliğine denktir. Sonuç olarak  

iz(B1 + B2) = r(B1 + B2) = r[(B1 + B2)
∗] = iz[(B1 + B2)

∗] 

ve böylece (4.60) in her iki tarafının da izi alınırsa c2 = c2̅ elde edilir. Bu ise C nin 

(sıfırdan farklı) bir reel sayı olması demektir. Böylece  

B1+B2 = (B1+B2)
∗                                      (4.61) 
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olduğu görülür.(4.60) ile verilen özel durumda Teorem 4.2.1 in (d) kısmındaki (4.18) 

şartı üç non negatif definit matris içeren 

(A − B1)(A − B1)
∗ = (A − B2)(A − B2)

∗ + c2(B1 + B2)(B1 + B2)
∗                 (4.62) 

eşitliği şeklinde yazılabilir.(4.62) de  c2nin 1 veye -1 olduğu ayrı ayrı göz önüne 

alınan iki durum söz konusudur. Birinci durumda (4.46) bağıntısındaki ilk eşitlik          

B1AB1 = 0 şeklini alır. Dolayısıyla (4.50) deki birinci varsayım altında 

B1(A − B1)(A − B1)
∗ = B1 = (A − B1)(A − B1)

∗B1  

elde edilir ve (4.61) eşitliği ve (4.12) varsayımından  

B1(B1 + B2)(B1 + B2)
∗ = B1 = (B1 + B2)(B1 + B2)

∗B1 

olur. Sonuç olarak  c2 = 1 olmak üzere (4.62)  yi B1 ile soldan ve sağdan çarparak 

B1(A − B2)(A − B2)
∗ = 0 = (A − B2)(A − B2)

∗B1 

ve dolayısıyla 

B1(A − B2) = 0 = (A − B2)B1 

eşitliği elde edilir. Bu nedenle (4.12) ye göre B1A = 0 = AB1 olur ki bu da (4.17) 

deki birinci şartla çelişir. 

c2 = −1 olması durumunda (4.61) eşitliği  

(A − B2)(A − B2)
∗ = (A − B1)(A − B1)

∗ + (B1 + B2)(B1 + B2)
∗ 

şeklini alır ve (4.46) daki ikinci eşitlik B2AB2 = 0 a dönüştüğünden yukarıdakine 

benzer bir düşünceyle  B2A = 0 = AB2 elde edilir ki bu da (4.17) deki ikinci şartla 

çelişir. 

Şimdi c2 > 0(fakat c2 ≠ 1) olduğunu varsayalım. (. : .) ve (. : . : .) sembolleriyle 

sırasıyla iki veya üçlü parçalı matrisleri göstersin. (4.62) ifadesi  

 (A − B1)(A − B1)
∗ = (A − B2 ∶ √c2(B1 + B2))(A − B2 ∶ √c2(B1 + B2))

∗ 

formunda yazılabileceğinden (4.57) den  

C(A − B1) = C[(A − B2 ∶  B1 + B2)]                              (4.63) 
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elde edilir. (4.12) deki B1  ve B2  matrislerinin özellikleri dikkate alınırsa C (B1 +

B2)= C (B1) C (B2)    olduğu görülür. Dolayısıyla (3.20) eşitliği  

C (A − B1) = C [(A ∶ B1 ∶  B2)]                          (4.64) 

eşitliğine denktir. Öte yandan C (A − B1) C [(A ∶ B1)]   ifadesi göz önüne alınırsa 

(4.64) deki sütun uzayı  

r(A − B1) = r[(A ∶  B1 ∶  B2)]                                               (4.65) 

rank eşitliğiyle yer değiştirilebilir.  

r(Bi) = ri  , i = 1,2 olsun. Bu durumda B1 matrisi r1 tane 1 e eşit öz değere sahiptir. 

Dolayısıyla (4.46) daki birinci eşitlik  B1A B1 in 
1

2
(1 − c2)  ye eşit r1 öz değere sahip 

olduğunu gösterir. Fakat  AB1
2 = A B1 matrisi  B1A B1 matrisi ile aynı özdeğere sahip 

olduğundan  c21 varsayımı altında yukarıdaki Lemma dan  (A − B1)
2 matrisinin de 

1−
1

2
(1 − c2) =

1

2
(1 + c2)  ye eşit olan r1 tane özdeğere sahip olduğu görülür. (4.50) 

varsayımlarının birincisi  (A − B1)
2  matrisinin r[(A − B1)

2] = r(A − B1)  ranklı 

nonnegatif definit bir matris olduğunu garanti ettiğinden ve (4.65) ve (4.12) ye göre 

r(A − B1) ≥ r[(B1: B2)] = r1 + r2 

olduğundan (A − B1)
2  matrisi ilaveten m tane pozitif özdeğere sahip olmalıdır. 

Dolayısıyla  r2 ≤ m ≤ n − r1 olmak üzere 

r(A − B1) = r1 +m                                      (4.66) 

eşitliği sağlanır. Böyle bir ilave öz değer  𝜆  ise bu takdirde Lemma 1e göre  AB1 in 

1 − 𝜆  öz değerine sahip olduğu bilinmektedir. Bu ise (A − B1)
2  matrisinin 𝜆 = 1 

olmadıkça tamı tamına r1 tane sıfırdan farklı öz değere sahip olmasıyla çelişir. Bu 

nedenle (A − B1)
2matrisi  

1

2
(1 + c2) ye eşit olan r1tane özdeğere ve 1 e eşit olan m 

tane öz değere sahip olacaktır ve dolayısıyla  
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iz[(A − B1)
2] =

1

2
r1(1 + c2) + m                                    (4.67) 

dır. Öte yandan  iz(AB1) = iz(AB1
2) = iz(B1AB1)  ve iz (B1) = r(B1) = r1  

olduğundan  (3.3) ün birinci kısmının bir sonucu olarak 

  iz(AB1) =
1

2
(1 − c2)iz(B1) =  

1

2
r1(1 − c2)  

yazılabilir. Buradan iz(A)=r(A) ve iz(AB1) = iz(B1A)  olduğundan  

iz[(A − B1)
2] = r(A) − r1(1 − c2) + r1 = r(A) + r1c2                                 (4.68) 

elde edilir. (4.67) ve (4.68) birleştirilirse  

r(A) =  
1

2
r1(1 − c2) + m                           (4.69) 

olduğu görülür. Eğer (4.46) bağıntısındaki birinci eşitlik  c2− 1  olmak üzere 

sağlanırsa bu takdirde  2(1 + c2)
−1(B1 − AB1) matrisinin bir idempotent matris 

olduğu gösterilebilir ve dolayısıyla (4.46) ya göre 

r(B1 − AB1) = iz[2(1 + c2)
−1(B1 − AB1)] 

                     = 2(1 + c2)
−1[iz(B1) − iz(B1AB1)] 

                     = 2(1 + c2)
−1[r1 −

1

2
r1(1 − c2)] = r1                          (4.70) 

elde edilir. Bir idempotent matris kendisinin genelleştirilmiş inversi olduğundan 

r[(A ∶ B1)] = r(A) + r[(I − A)B1] = r(A) + r(B1 − AB1)                       (4.71) 

eşitliği sağlanır. (4.69) ve (4.70) i (4.71) de yerine yazarsak  

r[(A ∶ B1)] =
3

2
r1 −

1

2
r1c2 +m                                             (4.72) 

elde edilir. (4.65) in bir sonucu r(A − B1) = r[(A ∶ B1)] dir. Dolayısıyla (4.66) ve 

(4.72) ye göre buradan c2 = 1 elde edilir ki bu  c2 ≠ 1 varsayımıyla çelişir. Eğer 

c2 < 0  (fakat c2 ≠ −1 ) ise yukarıdakine benzer bir durum (4.62) eşitliğine 

uygulanırsa (4.46) bağıntıları sırasıyla  

(A − B2)(A − B2)
∗ = (A − B1)(A − B1)

∗ + (−c2)(B1 + B2)(B1 + B2)
∗ 

ve 
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B2AB2 =
1

2
[1 − (−c2)]B2 ve B1AB1 =

1

2
[1 + (−c2)]B1 

şeklinde yazılabilir. Bu ise  c2 = −1 olması demektir ki bu da bir diğer çelişkidir. 

Şimdi da c1, c2  sıfırdan farklı kompleks sayılar A bir idempotent matris ve B de 

bir k-potent matris olmak üzere C = c1A + c2B şeklindeki lineer kombinasyonun bir 

idempotent matris olması problemini ele alalım. A ve B matrislerinin değişmeli 

olması durumunda bu problemin çözülebildiğini daha önce ifade etmiştik. k sayısının 

2 veya 3 olması durumu daha önce ele alınmıştı. 

A ∈ n,n bir idempotent matris, B ∈ n,n bir k-potent matris yani A2 = A ve Bk = B 

olsun. B  k-potent matrisinin sıfırdan farklı en az iki özdeğere sahip olduğunu 

varsayalım. Aksi durumda P2 = P olmak üzere B = λP yani C = c1A + c2B = c1A +

c2λP olması durumu Baksalary (2000) tarafından çalışılmıştır. 

Teorem 4.4.  A ∈ n,n  sıfırdan farklı bir idempotent matris, B ∈ n,n sıfırdan farklı 

bir k-potent matris, c1, c2  sıfırdan farklı olmak üzere C = c1A + c2B,  AB = BA 

ve C2 = C  olsun.  𝐴  ve 𝐵  matrislerinin sırasıyla 𝐴′0 ve 𝐵′0 ile eşanlı olarak 

benzer olmadıklarını varsayalım. Ayrıca 𝐵 matrisi 𝑐1 ≠ 0 ≠ 𝑐2  özdeğerlerine sahip 

olsun. Bu takdirde öyle bir 𝑆  nonsingüler matrisi mevcuttur ki 𝑐1𝑆
−1𝐴𝑆 +

𝑐2𝑆
−1𝐵𝑆 = 𝑆−1𝐶𝑆  ifadesi aşağıdaki lineer kombinasyonlardan biri formundadır: 

𝑢

𝑣−𝑢
[
𝐼 0
0 𝐼

] +
1

𝑢−𝑣
[
𝑣𝐼 0
0 𝑢𝐼

] = [
0 0
0 𝐼

],  

−𝑢𝑣−1 [
𝐼 0
0 0

] + 𝑣−1 [
𝑢𝐼 0
0 𝑣𝐼

] = [
0 0
0 𝐼

],  

(1 − 𝑢𝑣−1) [
𝐼 0
0 0

] + 𝑣−1 [
𝑢𝐼 0
0 𝑣𝐼

] = [
𝐼 0
0 𝐼

],  

[
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] + 𝑣−1 [
𝑣−1𝐼 0 0
0 0 0
0 0 𝑣𝐼

] = [
0 0 0
0 𝐼 0
0 0 𝐼

],     eğer  2|𝑘 ise 

𝜀 [
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] + 𝜀−1𝑢−1 [
𝜀−1𝑢𝐼 0 0
0 𝑢𝐼 0
0 0 𝜀𝑢𝐼

] = [
0 0 0
0 𝐼 0
0 0 𝐼

],        eğer  6|𝑘 ise 

burada 𝑢, 𝑣  √1
𝑘
 , 𝑢 ≠ 𝑣 ε =

1

2
±
√3

2
𝑖 dir. 
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İspat. A  ve B  ile eşanlı benzerlik dönüşümleriyle 𝐴 = Ir0  alalım.  AB = BA 

olduğundan B = B1B2  yazılabilir. 𝐵𝑘+1 = 𝐵  olduğundan hem B1  hem da B2 

matrisleri köşegenleştirilebilir. 𝐴 = Ir0 olmak üzere A  ve B  ile eşanlı benzerlik 

dönüşümleriyle 𝛽𝑖
𝑘+1 = 𝛽𝑖   olmak üzere 𝐵 = 𝑘öş(𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛)  alalım. Yani  

𝛽𝑖√1
𝑘

 veya  𝛽𝑖 = 0 olsun.  A ve B dik olduklarından 𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑛) ve  

𝐶2 = 𝐶 eşitliğinden 𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑛{0,1} olduğu görülür. Bu nedenle 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1
.
.
.
1
0
.
.
.
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑐1 +

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛽1
.
.
.
𝛽𝑟
𝛽𝑟+1
.
.
.
𝛽𝑛 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑐2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛾1
.
.
.
𝛾𝑟
𝛾𝑟+1
.
.
.
𝛾𝑛 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝛽𝑖  {0} ∪ √1
𝑘
  ,  𝛾𝑖 {0,1}                                   (*)   

yazılabilir.   Çünkü   𝛽𝑟+1, … , 𝛽𝑛  ve  𝑐2 lerin  her birisi sıfırdan farklı olduğundan 

𝛾𝑟+1 = ⋯ = 𝛾𝑛 = 1 olacaktır. Böylece  (*) denklemini 𝑐1  ve 𝑐2  ye göre bir lineer 

denklem sistemi olarak düşünebiliriz. Bu sistem çözülebilir olduğundan en fazla iki 

lineer bağımsız denklem vardır. Öte yandan 𝐴 ≠ 0 ve 𝐵 matrisi en az iki sıfırdan 

farklı özdeğere sahip olduğundan lineer bağımsız denklemlerin sayısı ikidir. İki 

lineer bağımsız denklemi sabit tutalım. Bu durumda aşağıdaki durumlar söz 

konusudur:  

Durum 1: Lineer bağımsız denklemler 

 
𝑐1 + 𝑐2𝑢 = 0
 𝑐1 + 𝑐2𝑣 = 0

} , (𝑢 ≠ 𝑣) 

formunda olsun. Bu durumda  𝑐2 = 0 olur ki bu durum imkansızdır. 

Durum 2: Lineer bağımsız denklemler 

 
𝑐1 + 𝑐2𝑢 = 1
 𝑐1 + 𝑐2𝑣 = 0

} , (𝑢 ≠ 𝑣) 

formunda olsun. Bu durumda  𝑐1 =
𝑣

𝑣−𝑢
  ve  𝑐2 =

1

𝑣−𝑢
  olur. (*) dan her  𝑖 = 1,… , 𝑟 

için 
𝑣

𝑣−𝑢
+

𝛽𝑖

𝑢−𝑣
 {0,1} ve her 𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛 için  

𝛽𝑗

𝑢−𝑣
= 1 elde edilir. Bu nedenle 
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her  𝑖 = 1,… , 𝑟  için 𝛽𝑖 = 𝑣  veya    𝛽𝑖 = 𝑢  ve her  𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛  için 𝛽𝑗 = 𝑢 − 𝑣 

olduğu görülür.  

 Eğer 𝑟 = 𝑛 ise gerektiğinde  𝐵 nin özdeğerlerini yeniden düzenleyerek 

𝐴 = [
𝐼 0
0 𝐼

] , 𝐵 = [
𝑣𝐼 0
0 𝑢𝐼

]  

alınır. Eğer 𝑟 < 𝑛   ise bu takdirde  𝛽𝑗 = 𝜀𝑢, 𝑣 = 𝜀−1𝑢  olur ve 𝑢 = 𝛽𝑗 + 𝑣  ve 

𝑢, 𝛽𝑗 , 𝑣 √1
𝑘

 olduğundan 6|𝑘 dir. Yine gerekli olması durumunda  𝐵  matrisinin 

özdeğerlerini yeniden düzenleyerek  

𝐴 = [
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] ,   𝐵 = [
𝜀−1𝑢𝐼 0 0
0 𝑢𝐼 0
0 0 𝜀𝑢𝐼

]  

alınabilir. 

 

 

Durum 3: Lineer bağımsız denklemler 

 
𝑐1 + 𝑐2𝑢 = 1
 𝑐1 + 𝑐2𝑣 = 1

} , (𝑢 ≠ 𝑣) 

formunda olsun. Bu durumda yine  𝑐2 = 0 olacaktır ki bu durum imkansızdır. 

Durum 4: Lineer bağımsız denklemler 

 
𝑐1 + 𝑐2𝑢 = 0
𝑐2𝑣 = 1

} , (𝑢 ≠ 𝑣) 

formunda olsun. Bu durumda 𝑐1 = −𝑢𝑣
−1 ve 𝑐2 = 𝑣

−1  olacaktır. (*) dan her 𝑖 =

1, … , 𝑟  için −𝑢𝑣−1 + 𝑣−1𝛽𝑖 {0,1}  ve her 𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛  için 𝑣−1𝛽𝑗 = 1  olduğu 

görülür. Böylece her 𝑖 = 1,… , 𝑟 için 𝛽𝑖 = 𝑢 veya 𝛽𝑖 = 𝑢 + 𝑣  ve her 𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛 

için  𝛽𝑗 = 𝑣  elde edilir. 

Eğer her 𝑖 = 1,… , 𝑟  için 𝛽𝑖 = 𝑢  ise gerekli olması durumunda  𝐵  matrisinin 

özdeğerlerini yeniden düzenleyerek  

𝐴 = [
𝐼 0
0 0

] , 𝐵 = [
𝑢𝐼 0
0 𝑣𝐼

]   

elde edilir.  
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𝛽𝑖 = 𝑢 + 𝑣  olacak şekilden az bir  𝑖 ∈ {1,… , 𝑟}  nin varlığını kabul edelim. Eğer 

𝛽𝑖 ≠ 0  ise 𝑢 = 𝜀−1𝛽𝑖 , 𝑣 = 𝜀𝛽𝑖  ve  𝛽𝑖, 𝑢, 𝑣 ∈ √1
𝑘

 olduğundan   6|𝑘  olacaktır. Yine 

gerekli olması durumunda  𝐵 matrisinin özdeğerlerini yeniden düzenleyerek  

𝐴 = [
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] ,   𝐵 = [
𝜀−1𝛽𝑖𝐼 0 0
0 𝛽𝑖𝐼 0
0 0 𝜀𝛽𝑖𝐼

]    

elde edilir ve böylece 𝑐1 = −𝑢𝑣−1 = 𝜀, 𝑐2 = 𝑣−1 = 𝜀−1𝛽𝑖   alınabilir. Eğer   𝛽𝑖 = 0  

ise  𝑢 = −𝑣,  𝑐1 = 1,  𝑐2 = 𝑣−1  olup 𝑘 tektir. Bu durumda gerekli olması durumunda  

𝐵 matrisinin özdeğerlerini yeniden düzenleyerek 

𝐴 = [
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] ,   𝐵 = [
−𝑣𝐼 0 0
0 0 0
0 0 𝑣𝐼

]    

elde edilir.  

Durum 5: Lineer bağımsız denklemler 

𝑐1 + 𝑐2𝑢 = 1
𝑐2𝑣 = 1

} ,   (𝑢 ≠ 𝑣) 

olsun. Bu durumda  𝑐1 = 1 − 𝑢𝑣−1  ve  𝑐2 = 𝑣
−1  olur. Böylece  (*) dan her 𝑖 =

1, … , 𝑟  için 1 − 𝑢𝑣−1 + 𝑣−1𝛽𝑖 {0,1}  ve her 𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛  için 𝛽𝑗 = 𝑣  olduğu 

görülür.  Bu nedenle her 𝑖 = 1,… , 𝑟  için  𝛽𝑖 = 𝑢 veya 𝛽𝑖 = 𝑢 − 𝑣  ve her 𝑗 = 𝑟 +

1, … , 𝑛 için  𝛽𝑗 = 𝑣  elde edilir.   

Eğer her 𝑖 = 1,… , 𝑟  için  𝛽𝑖 = 𝑢  ise gerekli olması durumunda  𝐵  matrisinin 

özdeğerlerini yeniden düzenleyerek 

𝐴 = [
𝐼 0
0 0

] , 𝐵 = [
𝑢𝐼 0
0 𝑣𝐼

]   

elde edilir. Eğer  𝛽𝑖 = 𝑢 − 𝑣 olacak şekilde bir 𝑖 ∈ {1,… , 𝑟}  sayısı varsa bu takdirde  

𝛽𝑖 = 𝜀−1𝑢,   𝑣 = 𝜀𝑢 olup  𝑢, 𝛽𝑖, 𝑣 ∈ √1
𝑘

 olduğundan 6|𝑘 olacaktır. Böylece gerekirse 

𝐵 matrisinin özdeğerlerini yeniden düzenleyerek 

𝐴 = [
𝐼 0 0
0 𝐼 0
0 0 0

] ,   𝐵 = [
𝜀−1𝑢𝐼 0 0
0 𝑢𝐼 0
0 0 𝜀𝑢𝐼

]  

ve buradan da 𝑐1 = 1 − 𝑢𝑣−1 = 𝜀,    𝑐2 = 𝑣
−1 = 𝜀−1𝑢−1 elde edilir.  

Durum 6: Lineer bağımsız denklemler 
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𝑐2𝑢 = 1
𝑐2𝑣 = 1

} ,   (𝑢 ≠ 𝑣) 

olsun. Bu sistem çözümsüzdür. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.  

Özel olarak  𝑐1 ve 𝑐2 sıfırdan farlı reel sayılar olsun. 𝐴 ve  𝐵 sıfırdan farklı kompleks 

matrisler olmak üzere 𝑐1𝐴 + 𝑐2𝐵 = 𝐶  matrisi 𝐴2 = 𝐴,  𝐵𝑘+1 = 𝐵,   𝐴𝐵 = 𝐵𝐴,  𝐴 ≠ 𝐵  ve 

𝐶2 = 𝐶  olsun. Bu takdirde 𝐵2 = 𝐵  veya 𝐵3 = 𝐵  olacaktır. Gerçekten  𝑘 = 1  olması 

özel durumu Baksalary(2000) tarafından çalışılmıştır.   𝑘 > 1  olduğunu varsayalım. 

Teorem 4.3 den 𝑐1 = 𝑐1̅  ve 𝑐2 = 𝑐2̅  olup {𝑢, 𝑣} = {1,−1} olduğu görülür. Bu nedenle 

𝐵 matrisi köşegenleştirilebilir olduğundan 𝐵3 = 𝐵 elde edilir. 

 

4.3. Değişmeli Tripotent Matrislerin Lineer Kombinasyonları  

c1, c2   sıfırdan farklı kompleks sayılar ve T1, T2n,n  n-mertebeli değişmeli 

sıfırdan farklı kompleks matrisler, yani  T1 = T1
3 , T2 = T2

3 ve T1T2 = T2T1 olsun. Bu 

kısımdaki çalışmamızın amacı T1 ve T2 nin 

T = c1T1 + c2T2                                      (4.73) 

formundaki bir lineer  kombinasyonunun da bir tripotent matris olduğu tüm durumları 

karakterize etmektir. Benzer bir problem sıfırdan farklı P1 = P1
2, P2 = P2

2  idempotent 

matrislerinin   

P = c1P1 + c2P2                                                 (4.74) 

lineer kombinasyonunun da ne zaman bir idempotent matris olduğu problemidir. Bu 

problem Baksalary tarafından çalışılmıştır. Eğer P1P2 = P2P1  ise bu takdirde P =

P1 + P2  (idempotentir ancak ve ancak P1P2 = 0 ) ve P = −P1 + P2  (idempotenttir 

ancak ve ancak P1P2 = P1 ) şeklinde ifade edilen klasik durumlar hariç (4.74) 

formunda hiçbir idempotent  P matrisi mevcut değildir. 

Bu kısımda T2 nin T1 in bir skaler katı olması özel durumu ele alınacaktır.  T1 ve  T2 

matrislerinin sıfırdan farklı tripotent matrisler olması varsayımı altında T2 = T1 veya 

T2 = −T1 şeklinde iki mümkün durum söz konusudur. Bunlardan birincisi de (4.73) 
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de tanımlanan T lineer kombinasyonu  T = (c1 + c2)T1 formunu alır ve dolayısıyla 

bunun tripotent olması için gerek ve yeter şart  

c2 = −c1 veya  c2 = −c1 + 1 veya  c2 = −c1 − 1                                  (4.75) 

veya buna denk olarak sırasıyla  T = 0, T = T1, T = −T1  olmasıdır. İkinci durumda 

ise T = (c1 − c2)T1 ve dolayısıyla T = T3 olması için gerek ve yeter şart  

c2 = c1  veya c2 = c1 − 1  veya  c2 = c1 + 1                                  (4.76) 

veya buna karşılık olarak  T = 0, T = T1, T = −T1 olmasıdır. Sonuç olarak T2 nin T1 

in bir skaler katı olması durumu ayrıca göz önüne alınabilir.  

Teorem 4.5. Sıfırdan farklı c1, c2 ∊  kompleks sayıları  T1T2 = T2T1 komutatiflik 

özelliğini sağlayan sıfırdan farklı T1, T2 ∊  tripotent matrisleri için T,bunların T =

c1T1 + c2T2 formundaki bir lineer kombinasyonları olsun. Bu durumda T2 ≠ T1  ve 

T2 ≠ −T1 varsayımı altında T matrisinin tripotent olması için gerek ve yeter şart  

(a) c1 = 1,  c2 = −1 veya   c1 = −1, c2 = 1 ve   T1
2T2 = T1T2

2 

(b) c1 = 1, c2 = −2 veya   c1 = −1, c2 = 2 ve  T1
2T2 = T2 = T1T2

2 

(c) c1 = 2,  c2 = −1 veya  c1 = −2,  c2 = 1 ve  T1
2T2 = T1 = T1T2

2 

(d) c1 = 1,  c2 = 1 veya     c1 = −1,  c2 = −1 ve  T1
2T2 = −T1T2

2 

(e) c1 = 1, c2 = 2 veya     c1 = −1,  c2 = −2 ve  T1
2T2 = T2 = −T1T2

2 

(f) c1 = 2,  c2 = 1 veya  c1 = −2,  c2 = −1 ve  T1
2T2 = −T1 = −T1T2

2 

(g) c1 = 
1

2
,  c2 = 

1

2
  veya c1 = 

1

2
, c2 = −

1

2
  veya  c1 = −

1

2
,  c2 =

1

2
  veya  c1 = −

1

2
,

c2 = − 
1

2
  ve  T1

2T2 = T2,  T1T2
2 = T1  

olmasıdır. 

İspat:  T1 , T2  tripotent matrisleri komutatif olduğundan (4.73) formundaki bir 

matrisin T3 = T eşitliğini sağlaması için gerek ve yeter şart  

(c1
3 − c1)T1 + 3c1

2c2T1
2T2 + 3c1c2

2T1T2
2 + (c2

3 − c2)T2 = 0                               (4.77) 
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olmasıdır. (4.77) ü önce T2
2 ile ve daha sonra da T1

2 ile çarpmak suretiyle  

(c1
3 − c1)T1T2

2 + 3c1
2c2T1

2T2 + 3c1c2
2T1T2

2 + (c2
3 − c2)T2 = 0                           (4.78) 

ve 

(c1
3 − c1)T1 + 3c1

2c2T1
2T2 + 3c1c2

2T1T2
2 + (c2

3 − c2)T1
2T2 = 0                      (4.79) 

elde edilir. (4.77) , (4.78) ve (4.79) ile birleştirilirse (c1
3 − c1)(T1 − T1T2

2) = 0 ve 

(c2
3 − c2)(T2 − T1

2T2) = 0 elde edilir ve böylece  c1 ≠ 0,  c2 ≠ 0  olduğundan (4.77) 

denklemi için aşağıdaki dört durum söz konusudur; 

c1 ∈ {−1, 1},   c2 ∈ {−1, 1},                (4.80) 

c1 ∈ {−1, 1},    c2{−1, 1},    T1
2T2 = T2,              (4.81) 

c1 {−1, 1},    c2 {−1, 1},    T1T2
2 = T1,              (4.82) 

c1  {−1,1},     c2{−1,1},    T1
2T2 = T2, T1T2

2 = T1                       (4.83) 

(4.80) durumunda (4.77) ün iki uyarlaması söz konusudur. Bunlardan birincisi                   

T1
2T2 − T1T2

2 = 0 olması durumudur. Bu ise  c1 = 1,  c2 = −1 ve c1 = −1,  c2 = 1 

ikililerine karşılık gelir. Diğeri ise  T1
2T2 + T1T2

2 = 0 olması durumudur. Bu ise c1 =

1, c2 = 1  ve c1 = − 1, c2 = −1  ikililerine karşılık gelir. Bu gözlem (a) ve (d) 

şıklarının sağlandığını gösterir. (4.81) durumunda (4.77) bağıntısının sağlanabilmesi 

için gerek ve yeter şart 

c1 = −1, c2{−1 , 1 },      T1
2T2 = T2 ve 3c2T1T2

2 = (c2
2 + 2)T2                      (4.84) 

veya 

c1 = 1,   c2{−1, 1},    T1
2T2 = T2 ve 3c2T1T2

2 = − (c2
2 + 2)T2                         (4.85) 

koşullarının sağlanmasıdır. (4.84) ve (4.85) ifadelerindeki son şartları T1T2 ile çarpar 

ve T1
2 = T2 eşitliği kullanılırsa bu durumda sırasıyla 3c2T2 = (c2

2 + 2)T1T2
2  ve 

 3c2T2 = −(c2
2 + 2)T1T2

2 eşitlikleri elde edilir.  Bu ise (4.84) durumunda  

(c2
2 − 3c2 + 2)(T1T2

2 + T2) = 0 ve (c2
2 + 3c2 + 2)(T1T2

2 − T2) = 0                 (4.86) 
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denklemlerine (4.85) durumunda ise  

(c2
2 + 3c2 + 2)(T1T2

2 + T2) = 0 ve (c2
2 − 3c2 + 2)(T1T2

2 − T2) = 0                 (4.87) 

denklemlerine yol açar. c2{−1, 1} varsayımı altında  

c2
2 − 3c2 + 2 = 0 c2 = 2 ve c2

2 + 3c2 + 2 = 0 c2 = −2  

olduğu görülür. Bu nedenle (4.86) şartları tam olarak iki durumda sağlanır. Birincisi 

c2 = 2 ve T1T2
2 =  T2 olmasıdır ki bu (b) nin bir kısmıdır. İkincisi ise c2 = −2 ve 

 T1T2
2 = −T2 olmaısıdır ki bu da (e) nin bir kısmıdır.(4.87) şartlarının benzer analizi 

(b) ve (e) kısımlarının ispatını tamamlar. 

(4.82) ve (4.81) in bir ve iki alt indislerini yer değiştirilerek elde edilen simetrik bir 

uyarlaması olduğundan (c) ve (f) karakterizasyonları (b) ve (e) ye karşılık olarak elde 

edilir. Son olarak (4.83) durumunda (4.77) de T1T2
2 = T1 ve T1

2T2 = T2 alınırsa  

(c1
3 + 3c1c2

2 − c1)T1 + (c2
3 + 3c1

2c2 − c2)T2 = 0                                  (4.88) 

elde edilir. Öte yandan (2.14) ifadesini T1T2 ile çarparak 

(c1
3 + 3c1c2

2 − c1)T2 + (c2
3 + 3c1

2c2 − c2)T1 = 0                                  (4.89) 

ve (4.88) ifadesini  (4.89) ifadesi ile birleştirerek 

γ1(T1 + T2) = 0 ve (T1 − T2) = 0                                          (4.90) 

eşitlikleri elde edilir. Burada  

γ1 = c1
3 + c2

3 + 3c1
2c2 + 3c1c2

2 − c1 − c2  

      = (c1 + c2)(c1 + c2 + 1)(c1 + c2 − 1)                               (4.91) 

ve  

γ2 = c1
3 − c2

3 − 3c1
2c2 + 3c1c2

2 − c1 + c2 

      = (c1 − c2)(c1 − c2 + 1)(c1 − c2 − 1)                                             (4.92) 
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şeklindedir. T2  ≠ T1  ve T2  ≠ −T1 olduğundan (4.90) daki iki eşitliğin aynı anda 

sağlanabilmesi için gerek ve yeter şart γ1 = 0 ve γ2 = 0 olmasıdır. Bu ise (4.91) ve 

(4.92) ye göre  

(c1 , c2) ∊ {(
1

2
,
1

2
) , (

1

2
, − 

1

2
) , (−

1

2
,
1

2
) , (−

1

2
 , − 

1

2
)}                       (4.93) 

ifadesine denktir. Bu ise (g) şıkkının doğruluğunu gösterir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur.  

Şunu da belirtelim ki (b) ve (c) deki matris şartları (a) daki şartı açık olarak sağlar. 

Dolayısıyla eğer T1
2T2 = T2 = T1T2

2    (T2 ≠ T1 ve T2 ≠ −T1 olmak üzere) ise (4.73) 

formunda tam olarak dört lineer kombinasyon mevcut olup bunlar tripotent 

matrislerdir: 

 T = T1 − T2, T = −T1 + T2, T = T1 − 2T2 ve T = −T1 + 2T2 . 

(d) nin (e)ile (d) nin (f) ile birleştirilmesinden elde edilenlere benzer tartışmalar (a) 

nın (c) ile birleştirilmesinden de elde edilebilir. Ayrıca eğer T2 = T1 ise (a), (b), (c) 

ve (g) deki matris denklemleri aşikar sağlanır ve dolayısıyla tepremin bu kısmında 

listelenen on (c1, c2)  ikilisi (4.75) de verilen durumların özel bir durumu olarak 

ortaya çıkar. Açıkça görülür ki T2 = −T1 ise (d)-(g) deki matris denklemlerine ve 

(4.76) de verilen ifadelere başvurarak benzer bir hatırlatma yapılabilir. Kısım I de 

belirtildiği gibi Baksalary P1, P2 ∊ n,n nin iki farklı idempotent matrisi komutatif ise 

bunların (4.74) formundaki bir lineer kombinasyonunun tripotent olabileceği sadece 

üç klasik durumun mevcut olduğunu göstermiştir. Bunlar P = P1 + P2 , (P1P2 =

0 olmak şartıyla) P = P1 − P2 (P1P2 = P2 olmak şartıyla) ve P = −P1 + P2 (P1P2 = P1 

olmak şartıyla) dır. Aynı tipte ilave şartlar altında bu çalışmanın temel sonucunu ele 

almak daha ilginç görülür. 

Sonuç 4.4. Sıfırdan farklı c1 , c2 ∊ kompleks sayıları ve T1T2 = T2T1 komutatiflik 

özelliğini sağlayan sıfırdan farklı T1, T2 ∊ n,n  tripotent matrisleri için T, bunların 

T = c1T1 + c2T2  formundaki bir lineer kombinasyonları olsun. Ayrıca T2 ≠ T1  ve 

T2 ≠ −T1 olsun. Bu takdirde  
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(a) T1T2 = 0  olması durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak 

(c1, c2){(1,1), (1, −1); (−1, 1), (−1,−1)} 

(b) T1T2 = T2  olması durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak T2 

idempotent ve (c1, c2){(1,−1), (−1, 1), (1, −2), (−1, 2)}  veya  −T2 

idempotent ve (c1, c2){(1,1), (−1,−1), (1, 2), (−1,−2)}  veya T1  idempotent 

ve T1 = T1
2 ve (c1, c2) ikilileri (4.93) te verildiği gibidir. 

(c) T1T2 = T2  olması durumunda T matrisi tripotenttir ancak ve ancak T1 

idempotent ve (c1, c2){(1,−1), (−1,1), (2, −1), (−2,1)} veya −T1 idempotent 

ve (c1, c2){(1,1), (−1,−1), (2,1), (−2,−1)}  veya T2  idempotent ve  T2 = T1
2 

ve (c1, c2) ikilisi (4.93) da verildiği gibidir. 

İspat (a) şıkkı teoremin sadece (a) ve (d) durumlarının göz önüne alınmasıyla elde 

edilir. T1T2 = 0  şartı T1 ≠ 0, T2 ≠ 0  şartıyla bir çelişki oluşturmaz. Ayrıca eğer 

T1T2 = T2  ise T1
2T2 = T2 ve T1T2

2 = T2
2  olduğu açıktır. Bu eşitlikler sırasıyla 

teoremin (c) ve (f) şıklarındaki T1 ≠ T2 ve T1 ≠ −T2 ifadeleriyle çelişir. Hâlbuki geri 

kalan durumlar aşağıdaki sonucun (b) şıkkıyla uyumludur.(c) şıkkı teoremin 

ispatında verilen durumda (b) ye simetrik olarak elde edilir. 

A = A3  fakat A ≠ A2  ve A ≠ −A2 olması durumunda bir A ∈ n,n  matrisine esaslı 

tripotenttir denir. 

Sonuç 4.4 den eğer T2 ≠ T1, T2 ≠ −T1 ve T1T2 = T2 = T2T1 veya T1T2 = T1 = T2T1 

şartlarını sağlayan sıfırdan farklı T1, T2 matrislerinin her ikisi de esaslı tripotent ise 

bu takdirde T = c1T1 + c2T2  lineeer kombinasyonlarının tripotent olduğu hiçbir 

mümkün durumun bulunmadığı görülür. Genelde bununla beraber T1 =  T1
2 ve T2 =

 T2
2 varsayımları altında teoremin içeriğinin analiz edimesi oldukça ilginçtir. 

Sonuç 4.5. Sıfırdan farklı c1 , c2 ∊   kompleks sayıları ve  P1P2 = P2P1 komutatiflik 

özelliğini sağlayan sıfırdan farklı P1, P2 ∊ n,n  idempotent matrisleri için P matrisi 

bunların P = c1P1 + c2P2  formunda bir lineer kombinasyonu olsun.  P2 ≠ P1 

varsayımı altında 𝑃 matrisinin idempotent bir matris olması için gerek ve yeter şart  

(a)(c1, c2){(1,−1), (−1,1)} 

(b)(c1, c2){(1, −2), (−1,2)} ve P1P2 = P2 
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(c) (c1, c2){(2,−1), (−2,1)} ve P1P2 = P1 

(d) (c1, c2){(1,1), (−1,−1)} ve P1P2 = 0 

olmasıdır. 

İspat. P2 = −P1  eşitliği P2 = P2
2 = (−P1)

2 = P1  eşitliğini sağladığından ve 

dolayısıyla  P1 = 0 = P2 olduğundan P2 ≠ −P1 varsayımı fazlalıktır. Verilen sonucun 

(a)-(d) şıkları T1 = P1  = P1
2  ve T2 = P2  = P2

2 alınmak suretiyle teoemin (a)-(d) 

şıklarından kolayca elde edilir. Teoremin (e) ve (f) şıklarındaki matris şartları 

sırasıyla  P2 = 0  ve P1 = 0  a karşılık geldiğinden ispat tamamlanmış olur. Öte 

yandan (g) şıkkındaki şart P2 = P1 e karşılık gelir ki bu durum varsayımlarla çelişir. 

 

4.4. İkisi Ayrık Üç İdempotent Matrisin Lineer Kombinasyonlarının 

İdempotentliği  

ℂ kompleks sayılar kümesini ℂn,n kompleks matris A1 , A2 , A3  sıfırdan farklı 

idempotent matrisler A2 , A3 ayrık yani 

 Ai = Ai
2, i = 1,2,3  ve  A2A3 =  0 = A3A2,                         (4.94) 

olduğunu varsayalım.  

Bu çalışma c1, c2, c3 ∊ℂ sıfırdan farklı γ = (c1, c2, c3)   olmak üzere  

 C =  c1A1 + c2A2 + c3A3               (4.95) 

şeklinde verilen A1 , A2 , A3  ün bir lineer kombinasyonunun bir idempotent matris 

olabileceği tüm durumları karakterize etme problemiyle ilgilidir. 

Teorem 4.6. A1 , A2 , A3 ∊ ℂn,n (4.94) şartlarını sağlayan sıfırdan farklı matrisler C ise 

(4.95) formunda bir lineer kombinasyon olsun. Ayrıca  ℂ0  ve  ℂ1   sırasıyla ℂ −{0} ve 

ℂ0 −{1} kümelerini göstersin. Bu takdirde C nin bir idempotent matris olduğu tüm 

durumları karakterize eden liste aşağıda verilmiştir. 

(a) A1A2 = A2A1,       A1A3 = A3A1,                           (4.96) 

olmak üzere (a1)-(a10) da verilen tüm durumlar  
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(a1) A1A2 = 0, A1A3 = 0  ve γ = (1,1,1); 

(a2) A1A2 = A2,  A1A3 = 0 ve γ = (1,−1,1); 

(a3) A1A2 = 0, A1A3 = A3 ve γ = (1,1, −1); 

(a4) A1A2 = A2, A1A3 = A3 ve γ = (1,−1,−1); 

(a5) A1A2 + A1A3 = A1 ve  γ = (−1,1,1); 

(a6) A1A2 = A1 − A3   veya γ = (−1,1,1 ) ya da γ = (−1,1,2); 

(a7) A1A3 = A1 − A2 ve ya γ = (−1,1,1) ya da γ = (−1,2,1); 

(a8) A2 = A1 ve ya γ = (c1, −c1, 1),  c1 ∈ ℂ0  ya da γ = (c1, 1 − c1, 1), c1 ∈ ℂ1 ; 

(a9) A3 = A1 ve ya γ = (c1, 1, −c1),  c1 ∈ ℂ0   ya da γ = (c1, 1,1 − c1),  c1  ∈ ℂ1 

(a10) A2 + A3 = A1 ve ya γ = (c1, −c1, −c1),  c1ℂ0  

ya da γ = (c1, −c1, 1 − c1),  c1 ∈ ℂ1  ya da γ = (c1, 1 − c1, −c1),   c1 ∈ ℂ1   

 ya da  γ = (c1, 1 − c1, 1 − c1), c1 ∈ ℂ1 

(b) A1A2 = A2A1,            A1A3  ≠  A3A1,              (4.97) 

olmak üzere (b1) − (b3) de verilen tüm durumlar 

(b1) (A1 − A3)
2 =  A1A2 ve γ = (−1,1,2); 

(b2) (A1 − A3)
2 = 0 ve γ = (c1, 1,1 − c1),   c1 ∈ ℂ1 

(b3) (A1 − A3)
2 = A2 ve ya γ = (c1, 1 − c1, −c1), c1 ∈ ℂ1   

         ya da  γ = (c1, 1 − c1, 1 − c1),  c1 ∈  ℂ1  

 (c) A1A2  ≠  A2A1,     A1A3 = A3A1,              (4.98)  

olmak üzere (c1) − (c3) de verilen tüm durumlar 

(c1) (A1 − A2)
2 = A1A3 ve γ = (−1,2,1); 

(c2) (A1 − A2)
2 = 0 ve γ = (c1, 1 − c1, 1), c1 ∈ ℂ1 
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(c3) (A1 − A2)
2 = A3 ve ya γ = (c1, 1 − c1, −c1), c1 ∈ ℂ1  

            ya da γ = (c1, 1 − c1, 1 − c1), c1 ∈ ℂ1   

(d) A1A2  ≠  A2A1,         A1A3 ≠ A3A1              (4.99) 

olmak üzere (d1) − (d2) de verilen durumlar 

(d1)  (A1 − A2)
2 + (A1 − A3)

2 = A1 ve γ = (c1, 1 − c1, 1 − c1), c1 ∈ ℂ1 

(d2)     c1 + c2 + c3 = 1 olmak üzere 

 c1c2(A1 − A2)
2 + c1c3(A1 − A3)

2 + c2c3(A2 + A3) = 0                     (4.100) 

dır. 

İspat. (4.94) varsayımı altında direkt bir hesaplamalarla gösterilebilir ki (4.95) 

formundaki bir C matrisinin idempotent olması için gerek ve yeter koşul 

c1(1 − c1)A1 + c2(1 − c2)A2 + c3(1 − c3)A3 

               = c1c2(A1A2 + A2A1) + c1c3(A1A3 + A3A1)                     (4.101) 

olmasıdır. 

Teoremde verilen 18 durumdaki şartların yeterliliği (4.101) kriterinin direkt 

sağlanmasıyla ortaya çıkar. Gerekliliğin ispatı ise (4.96)-(4.99) de ayrı ayrı belirtilen 

dört kısımda verilir.  (4.96) şartları altında (4.101) kriteri 

c1(1 − c1)A1 + c2(1 − c2)A2 + c3(1 − c3)A3 = 2c1(c2A1A2 + c3A1A3)        4.102) 

şeklini alır. (4.102) den (a3), (a7), (a9) un sırasıyla (a2), (a6), (a8) ile benzer olduğu 

2 ve 3 alt indislerini yer değiştirerek görülür. (a) durumundaki ispat böylece yedi 

duruma indirgenir. Birinci kısım (a10) ve (a8) durumlarıyla ilgilidir. Bu durumda 

kolayca gösterilebilir ki  A2 + A3 = A1 ise (4.102) ifadesi  

(c1 + c2)(1 − c1 − c2)A2 + (c1 + c3)(1 − c1 − c3)A3 = 0                    (4.103) 

e dönüşür.  A2  ve A3  ün ayrıklığı göz önüne alınırsa (4.103) in bir sonucu c2 =

−c1,  c2 = 1 − c1 eşitliklerinden birisinin c3 = −c1 , c3 = 1 − c1 eşitliklerinden 
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birisinin sağlanması gerektiğidir. Böylece (a10) gerçeklenir. Benzer şekilde A2 = A1 

ise bu takdirde (4.102) eşitliği 

(c1 + c2)(1 − c1 − c2)A2 + c3(1 − c3)A3 = 0                      (4.104) 

ifadesine dönüşür. Yine A2 ve A3 ün ayrıklığından (4.104) den c2 = −c1, c2 = 1 −

c1  eşitliklerinden birisi c3 = 1  olmasını gerektirir. Böylece (a8) elde edilir. (4.94) 

eşitlikleri göz önüne alınarak(4.102) yi önce A2  ile daha sonra da A3  ile sağdan 

çarparak 

c1(1 − c1 − 2ci)A1Ai + ci(1 − ci)Ai = 0,       i = 2,3                           (4.105)  

elde edilir. (4.105) bağıntısından A1A2 = 0 ve A1A3 = 0 ise c2 = 1, c3 = 1 olduğu 

kolayca görülür ve (4.102)  c1(1 − c1)A1 = 0 a dönüşür. Bu nedenle c1 = 1 olur ki 

bu da (a1) deki şartların ispatıdır. Diğer bir ihtimal A1A2 ≠ 0 ile A1A3 = 0 ifadesini 

birleştirmektir. (4.105) ifadesini A1 ile soldan çarptığımızda  

(c1 + ci)(1 − c1 − ci)A1Ai = 0,   i = 2,3,                                 (4.106) 

elde edileceğinden (4.105) ve (4.106) eşitliklerinden c3 = 1 olmasının  c2 = −c1 ya 

da c2 = 1 − c1 olmasını sağladığı görülür. Bu durumların her birinde (4.102) ifadesi  

c1(1 − c1)(A1 − A1A2) + c2(1 − c2)(A2 − A1A2) = 0                     (4.107)  

formunda yazılabilir. 

Eğer c1 = 1  ise bu takdirde c2 = −1  olmalıdır. Bu ise (4.107) nin A1A2 = A2 

olmasına denk olduğunu gösterir. Böylece (a2) deki şartlar tamamlanmış olur. 

Ayrıca belirtelim ki eğer c2 = 1 ise  c1 = −1 olmak zorundadır. Bu ise  A1A3 = 0 

ile değişmeli olan A1A2 = A1  eşitliğine (4.107) nin uygulanmasının (a5)  i özel 

durumu olduğunu gösterir. Öte yandan eğer  c1 ≠ 1 ve  c2 ≠ 1 ise (4.107) yi soldan 

A1  ile ve sağdan A2  ile çarptığımızda A1A2 = A1  ve A1A2 = A2  elde edilir. Bu 

nedenle A2 = A1 olur ki bu da (a8) de verilen durumdur. (4.106) in diğer bir sonucu 

ise şudur;  Eğer A1A2 ≠ 0 ve  A1A3 ≠ 0 ise c2 = −c1 ve c2 = 1 − c1 eşitliklerinden 

birisi c3 = −c1 ve c3 = 1 − c1 eşitliklerinden sadece birinin sağlanmasını gerektirir. 

c2 = −c1 ve  c3 = −c1 için (4.102) bağıntısı 
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(1 − c1)A1 − (1 + c1)(A2 + A3) + 2c1(A1A2 + A1A3) = 0                            (4.108) 

bağıntısına denktir. 

Eğer c1 = 1 ise (4.108) den  

A1A2 + A1A3 = A2 + A3                                   (4.109) 

elde edilir.(4.109) u önce  A2 ile sonra A3  ile sağdan çarptığımızda A1A2 = A2  ve 

A1A3 = A3 elde edilir ki bu da (a4) deki şartları tamamlar. Ayrıca c1 = −1 ise bu 

durumda (4.108) eşitliği 

A1A2 + A1A3 = A1                          (4.110) 

eşitliğine dönüşür. Böylece (a5) karakteristiği kurulmuş olur. Öte yandan  c1 ≠ 1 ve 

c1 ≠ −1 ise (4.108) ün A1 ile sağdan çarpılması (4.110) i verir ve (4.108) ile (4.110) 

birleştirilerek A1 + A3 = A1  eşitliği elde edilir. Bu ise (a10)  ile verilen durumla 

örtüşür. c2 = −c1 ve c3 = 1 − c1 için (4.102) bağıntısı  

(1 − c1)(A1 + A3 − 2A1A3) − (1 + c1)A2 + 2c1A1A2 = 0                             (4.111) 

eşitliğine denktir. 

c1 in birden farklı olması gerektiğinden (4.111) i  A3 ile sağdan çarparak  A1A3 = A3 

elde edilir. Eğer c1 = −1 ise (4.111) den  A1A2 + 2A1A3 = A1 + A3 ve dolayısıyla 

A1A2 = A1 − A3                                    (4.112) 

elde edilir. Bu eşitlik A1A3 = A3 eşitliğini ve dolayısıyla (a5)  matris ilişkisini 

sağladığından (a6)  ifadesini tamamlamak için γ = (−1,1,1)  i  γ = (−1,1,2)  ye 

eklemek yeterlidir. Ayrıca eğer  c1 ≠ −1  ise (4.111) yı  A2  ile sağdan çarparak  

A1A2 = A2 elde edilir. Böylece (4.111) ifadesi A2 + A3 = A1 formuna dönüşür. Bu 

ise (a10)  ile verilen durumdur. Son olarak c2 = 1 − c1 ve c3 = 1 − c1  ise c1 ≠ 1 

olacağından (4.102) bağıntısı da 

A1 + A2 + A3 = 2(A1A2 + A1A3)                                             (4.113) 
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bağıntısına denk olacaktır. (4.113) i sırasıyla A2 ve  A3 ile sağdan çarparak  A1A2 =

A2   ve  A1A3 = A3  elde edilir. Böylece (a10)  da verilen A2 + A3 = A1  eşitliğine 

ulaşılır. (4.97) şartları altında (4.101) kriteri  

c1(1 − c1)A1 + c2(1 − c2)A2 + c3(1 − c3)A3 

                   = 2c1c2A1A2 + c1c3(A1A3 + A3A1)             (4.114) 

formunu alır. A3 ile soldan çarpılan (4.114) den elde edilen eşitliği  A3 ile sağdan 

çarpılan (4.114) den elde edilen eşitliği çıkararak     

(1 − c1 − c3)(A1A3 − A3A1) = 0                                     (4.115)  

elde edilir.  A1A3 ≠ A3A1 olduğundan (4.115) nin bir sonucu c3 = 1 − c1 olacaktır. 

Bu ise  c1 ≠ 1 olduğunu gösterir. Böylece (4.114) 

c1(1 − c1)(A1 − A3)
2 + c2(1 − c2)A2 − 2c1c2A1A2 = 0                               (4.116) 

eşitliğine dönüşür. Ayrıca A3A1A2 = A3A2A1 = 0  olduğundan (4.116) i A2  ile 

sağdan çarparak  

c1(1 − c1 − 2c2)A1A2 + c2(1 − c2)A2 = 0                                 (4.117) 

elde edilir. Bu nedenle  A1A2 = 0  ise c2 = 1  olacağı açıktır. Bu durumda (4.116)  

A1A3 + A3A1 = A1 + A3  eşitliğine dönüşür. Böylece (b2)  şartları sağlanmış. Öte 

yandan eğer A1A2 ≠ 0 ise (4.117) yi A1 ile soldan çarparak c1 ve c2 nin ya c2 = −c1 

ya da c2 = 1 − c1 eşitliğini sağlaması gerektiği görülür. Eğer c2 = −c1 ise (4.117) 

eşitliği  

(1 + c1)(A2 − A1A2) = 0                               (4.118) 

eşitliğine dönüşür.  

(4.118) ün birinci ihtimali c1 = −1 ( ve dolayısıyla c2 = 1) olmasıdır ki bu durumda 

(4.116) (b1) de verilen matris bağıntısına dönüşür. Diğer bir ihtimal ise A1A2 = A2 

olmasıdır. Bu durumda (4.116) in bir sonucu 

(A1 − A3)
2 = A2                                               (4.119) 
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tür. (4.119) eşitliği A1A2 = A2 şartını sağladığından (b3) de verilen diğer durumlar 

yok olur. Üstelik c2 = 1 − c1 ise (4.117)  A1A2 = A2 ye dönüşür. Böylece (4.116) 

ifadesi (4.119) şeklini alır bu da (b3) ün şartlarını tamamlar. (c1) − (c3) 

karakteristikleri (b1) − (b3)  de ‘‘2’’ ve ‘‘3’’ alt indislerini değiştirerek kolayca elde 

edilir. 

(d) durumundaki ispat için (4.101) eşitliğini önce A2 ile ve daha sonra A3 ile soldan 

ve sağdan çarparak elde edilen eşitlikleri birleştirirsek 

c1(1 − c1 − c2)(A1A2 − A2A1) = c1c3(A3A1A2 − A2A1A3)                           (4.120)  

ve 

c1(1 − c1 − c3)(A1A3 − A3A1) = c1c2(A2A1A3 − A3A1A2)                           (4.121) 

elde edilir. c1 ≠ 0 olduğundan (4.99) şartları altında bu eşitliklerin bir sonucu eğer 

A2A1A3 = A3A1A2,                                     (4.122) 

sağlanırsa c2 = 1 − c1 ve c3 = 1 − c1 olmasıdır. Böylece (4.101) kriteri 

A1 + A2 + A3 = A1A2 + A2A1 + A1A3 + A3A1                                        (4.123) 

formunu alır. Bu ise (d1)  deki matris eşitliğinin bir diğer ifadesidir. Bu eşitlik 

A2A1A3 = 0 ve A3A1A2 = 0  eşitliklerini sağlar böylece (4.122) gerçeklenir. Öte 

yandan A3  ile sağdan çarpılmış (4.120) i A2 ile sağdan çarpılmış (4.121) den 

çıkardığımızda  

c1(1 − c1 − c2 − c3)(A2A1A3 − A3A1A2) = 0  

elde edilir. Bu nedenle eğer (4.122) eşitliği sağlanmazsa c1, c2, c3 , c1 + c2 + c3 = 1 

eşitliğini sağlamalıdır. Bu şart altında (4.101) kriteri (4.100) formunda yeniden 

düzenlenebilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 4.7. Teorem 4.6 nın varsayımları altında (4.95) lineer kombinasyonunun bir 

idempotent matris olması için bir gerek şart  A1(A2 + A3)  ve (A2 + A3)A1 

çarpımlarının her birinin idempotent olmasıdır. Teorem 4.4.1(a) da verilen durumda 

(4.96) şartları A1  ve A2 + A3  ün komutatif olduğunu dolayısıyla A1(A2 + A3)  ve 



87 
 

(A2 + A3)A1 in çarpımlarının her birinin bir idempotent matris olması için yeterli 

olduğunu gösterir.  

(b) durumunda A1A2 = A2A1 in bir sonucu  

(A2 + A3)A1(A2 + A3) = A2A1A3 + A3A1A3                                                   (4.128) 

dir. Üstelik (b1) − (b3) de verilen  

 (A1 − A3)
2 = A1A2,   (A1 − A3)

2 = 0, (A1 − A3)
2 = A2  

şartlarının her birisi A3A1A3 = A3 olduğunu gösterir. Dolayısıyla (4.128) ifadesi 

(A2 + A3)A1(A2 + A3) = A1A2 + A3 = A2A1 + A3  

formuna dönüşür. Bu da gösterir ki teoremin iddiası doğrudur.(c) durumundaki ispat 

yukarıdaki ile benzer olduğundan benzer şekilde yapılabilir. Sonuç olarak (4.123) 

bağıntısının  A2A1A3 = 0 = A3A1A2  eşitliğini sağladığı Teorem 4.6 nın ispatında 

belirtilmiş olup (4.128) eşitliği (d1)  durumunda da geçerlidir. (4.123) ifadesinin 

diğer sonuçları  A2A1A2 = A2 ve A3A1A3 = A3 eşitlikleri olduğundan  

(A2 + A3)A1(A2 + A3) = A2 + A3  

olup A1(A2 + A3) ve (A2 + A3)A1  çarpımlarının her ikisi de idempotenttir. Sonuç 

olarak A1  ile sağdan ve soldan çarpılarak (4.100) den elde edilen eşitlikleri 

birleştirerek  

c2c3[A1(A2 + A3) − (A2 + A3)A1] = 0  

elde edilir. Bu durum başlangıçta belirtildiği gibi A1 ve A2 + A3 ün komutatifliğinin 

A1(A2 + A3) ve (A2 + A3)A1 in her ikisininde idempotentğinden daha kuvvetli bir 

özellik olduğunu gösterir. 

Bu kısmın ikinci sonucu A1, A2, A3  matrislerinin A1 − A2  ve A1 − A3  hermityen 

matrisler yani  

A1 − A2 = (A1 − A2)
∗ ve  A1 − A3 = (A1 − A3)

∗                               (4.129) 

olduğu özel durumlara karşılık gelir. Bu varsayım  A1, A2, A3  ün kendilerinin 

hermityen olması durumunda açık olarak sağlanır. 
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Teorem 4.8. A1, A2, A3 ∊ℂn,n (4.94) ve (4.129) şartlarını sağlayan sıfırdan farklı 

matrisler ℂ −{0} ve ℂ0 −{1} olsun. Bu durumda A1, A2, A3 ün (4.95) formundaki bir 

lineer kombinasyonu olan C matrisinin idempotent olabileceği tamı tamına 12 durum 

mevcuttur: 

(i) C = A1 + A2 + A3 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul A1A2 = 0 = A2A1, A1A3 = 0 = A3A1 ile birlikte   c1 = c2 = c3 =

1 olmasıdır.  

(ii) C = A1 − A2 + A3  durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul A1A2 = A2, A1A3 = 0 ile birlikte c1 = c3 = 1, c2 = −1 olmasıdır. 

(iii) C = A1 + A2 − A3  durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul  A1A2 = 0 = A2A1, A1A3 = A3 = A3A1 ile birlikte 𝑐1 = 𝑐2 = 1, 𝑐3 = −1 

olmasıdır. 

(iv) 𝐶 = 𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴3  durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul   𝐴1𝐴2 = 𝐴2    , 𝐴1𝐴3 = 𝐴3 ile birlikte 𝑐1 = 1 , 𝑐3 = 𝑐2 = −1 olmasıdır. 

(v)  𝐶 = −𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter 

koşul    𝐴1𝐴2 + 𝐴1𝐴3 = 𝐴1 ile birlikte 𝑐1 = −1, 𝑐2 = 𝑐3 = 1 olmasıdır. 

(vi) 𝐶 = −𝐴1 + 𝐴2 + 2𝐴3 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve 

yeter koşul 𝐴3𝐴1 , 𝐴1𝐴2 = 𝐴1 − 𝐴3     ile birlikte   𝑐1 = −1, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = 2 

olmasıdır. 

(vii) 𝐶 = −𝐴1 + 2𝐴2 + 𝐴3   durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve  

yeter koşul  𝐴2𝐴1, 𝐴1𝐴3 = 𝐴1 − 𝐴2  ile  𝑐1 = −1,  𝑐2 = 2, 𝑐3 = 1 olmasıdır. 

(viii) 𝐶 = 𝐴2 + 𝐴3 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul 

𝑐1  ℂ0  ve 𝐴3 = 𝐴1  ile birlikte 𝑐2 = 1,  𝑐3 = 1 − 𝑐1  olması veya 𝐴2 = 𝐴1  ile 

birlikte 𝑐2 = 1 − 𝑐1,  𝑐3 = 1 olması ya da 𝐴2 + 𝐴3 = 𝐴1 ile birlikte 𝑐2 = 1 − 𝑐1,

𝑐3 = 1 − 𝑐1  olmasıdır.  

(ix) 𝐶 = 𝐴2 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul  𝐴3 =

𝐴1  ile birlikte 𝑐1  ℂ0   ve  𝑐2 = 1, 𝑐3 = −𝑐1 olması veya 𝐴2 + 𝐴3 = 𝐴1  ile 

birlikte 𝑐1 ℂ1  ve 𝑐2 = 1 − 𝑐1, 𝑐3 = −𝑐1 olmasıdır. 
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(x)  𝐶 = 𝐴3    durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul  

𝐴2 = 𝐴1 ile birlikte 𝑐1 ℂ0 ve 𝑐2 = −𝑐1 , 𝑐3 = 1 olması ya da  𝐴2 + 𝐴3 = 𝐴1 ile 

birlikte 𝑐1 ℂ1 ve 𝑐2 = −𝑐1 , 𝑐3 = 1 − 𝑐1 olmasıdır. 

(xi) 𝐶 = 0 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul 𝑐1 ℂ0 

ve 𝐴2 + 𝐴3 = 𝐴1ile birlikte 𝑐2 = −𝑐1 ,  𝑐3 = −𝑐1  olmasıdır. 

(xii) 𝐶 =  𝑐1(𝐴1 − 𝐴3) + 𝑐2(𝐴2 − 𝐴3) + 𝐴3 durumu olup bu durumun gerçeklenmesi 

için gerek ve yeter koşul  𝑐1 , 𝑐2,  𝑐3ℂ0   ve ile birlikte 𝑐1 + 𝑐2 +  𝑐3 = 1 

olmasıdır. 

İspat. Öncelikle 𝐶 nin teoremin ( i)-(xi)ye kadar kısımlarında verilen durumlarının 

teorem 4.6 nın (𝑎1) − (𝑎10)  durumlarında karakterize eden şartların bir sonucu 

olduğunu belirtelim. Üstelik (𝑎6), (𝑎7)  durumlarında (4.95) lineer kombinasyonu 

sırasıyla (v), (vi) ve (v),(vii) formlarından birini alırken (𝑎1) − (𝑎5) durumları (i)-(v) 

şıklarına karşılık gelir. (𝑎8) − (𝑎9)  durumlarını karakterize eden şartların her ikisi 

bir 𝑐1  ℂ0  ve için 𝛾 = (𝑐1, −𝑐1 , 1)  ve 𝛾 = (𝑐1, 1, −𝑐1 ) olduğunda (x) ve (ix) e 

karşılık gelir. (𝑎8) durumunda 𝑐1 ℂ1 olmak üzere 𝛾 = (𝑐1, 1 − 𝑐1 , 1) olduğunda ve 

(𝑎9) durumunda   𝑐1 ℂ1 olmak üzere 𝛾 = (𝑐1, 1,1 − 𝑐1 ) olduğunda bunlar (viii) e 

denktir. Öte yandan  𝑐1  ℂ0  olmak üzere 𝛾 = (𝑐1, −𝑐1 , −𝑐1 )  olduğunda (𝑎10) 

ifadesi (xi) ifadesine; 𝑐1 ℂ0  olmak üzere 𝛾 = (𝑐1, −𝑐1 ,1) olduğunda (𝑎10) eşitliği 

(x) eşitliğine; 𝑐1  ℂ1  olmak üzere 𝛾 = (𝑐1, 1 − 𝑐1 , −𝑐1 )  olduğunda (𝑎10)  ifadesi  

(ix) ifadesine ve  𝑐1  ℂ1  olmak üzere  𝛾 = (𝑐1, 1 − 𝑐1 ,1 − 𝑐1 )  olduğunda (𝑎10) 

ifadesi (viii) ifadesine karşılık gelir. Son olarak (xii) ifadesi ise (4.95) de  𝑐3 = 1 −

𝑐1 − 𝑐2  alınarak elde edilir. Teorem 4.6 nın (d) durumunda ifade edilen 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 

hakkındaki şartlar geçerlidir. 

(4.124) ve (4.127) ifadesindeki matrislerin her birisi hermityen olduğundan (i)-(xii) 

durumlarının her birisi gerçekten ulaşılabilirdir. Sonuç olarak eğer  𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 (4.129) 

şartlarını sağlarsa Teorem 4.6 daki (𝑏1) − (𝑏3) ,  (𝑐1) − (𝑐3)  ve (𝑑1)  durumları 

gerçeklenir. (4.129) nin ikinci kısmına göre (𝑏1) − (𝑏3) teki her bir matris eşitliği M, 

0, 𝐴2 veya  𝐴1𝐴2 = 𝐴2𝐴1 ri göstermek üzere  

(𝐴1 − 𝐴3)(𝐴1 − 𝐴3)
∗ = 𝑀 ve (𝐴1 − 𝐴3)

∗(𝐴1 − 𝐴3) = 𝑀                     (4.130)  
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e yol açar. (4.94) varsayımları altında (4.130) deki eşitliği sırasıyla 𝐴3  ve 𝐴3
∗  ile 

sağdan ve soldan çarparak ve daha sonra da elde edilen eşitliği 𝐴3
∗  ve 𝐴3 ile sağdan 

ve soldan çarparak 

(𝐴3𝐴1 − 𝐴3)(𝐴3𝐴1 − 𝐴3)
∗ = 0 ve (𝐴1𝐴3 − 𝐴3)

∗(𝐴1𝐴3 − 𝐴3) = 0                 (4.131) 

 elde edilir. 

Herhangi bir 𝐾  kompleks matrisi 𝐾𝐾∗ = 0𝐾 = 0𝐾∗𝐾 = 0  koşulunu 

sağladığından (4.131) den 𝐴1𝐴3 = 𝐴3 = 𝐴3𝐴1  elde edilir ki bu durum (4.97) nin 

ikinci kısmıyla çelişir. (c) durumunda ispat (b) durumundaki ispatla simetriktir. 

Dolayısıyla geriye (𝑑1)  durumunu göz önüne almak kalır. (4.129) varsayımları 

altında (𝑑1) deki matris eşitliği 𝐴1 in hermityen olduğunu gösterir ve bu nedenle  

(𝐴1 − 𝐴2)(𝐴1 − 𝐴2)
∗ + (𝐴1 − 𝐴3)(𝐴1 − 𝐴3)

∗ = 𝐴1                          (4.132) 

(𝐴1 − 𝐴2)
∗(𝐴1 − 𝐴2) + (𝐴1 − 𝐴3)

∗(𝐴1 − 𝐴3) = 𝐴1
∗                      (4.133) 

alternatif formlarında ifade edilebilir. Herhangi bir 𝐾  kompleks matrisinin sütun 

uzayı 𝒞(𝐾) = 𝒞(𝐾𝐾∗) özelliğine sahip olduğundan (4.132) ve (4.133) den  

𝒞(𝐴1 − 𝐴2: 𝐴1 − 𝐴3) = 𝒞(𝐴1)                             (4.134) 

𝒞[(𝐴1 − 𝐴2)
∗: (𝐴1 − 𝐴3)

∗] = 𝒞(𝐴1
∗)                                  (4.135) 

elde edilir. Fakat 𝐴1 ve 𝐴1
∗  iz düşümler olduğundan (4.134) ve (4.135) in sonuçları 

𝐴1(𝐴1 − 𝐴𝑖) = 𝐴1 − 𝐴𝑖 ve (𝐴1 − 𝐴𝑖)𝐴1 = 𝐴1 − 𝐴𝑖, i=2,3                      (4.136) 

dur. (4.136) eşitliği gösterir ki  𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴1𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖𝐴1, 𝑖 = 2,3 eşitliklerini 

sağlar. Bu ise (4.99) varsayımıyla açık bir çelişkidir. C nin (xii) formundaki bir 

idempotent lineer kombinasyonunun belirli durumlarının ulaşılamaz olduğunu 

belirtmek önemsizdir. Örneğin eğer 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 reel sayı olarak kabul edilirse 𝑐1 𝑐2 >

0,  𝑐1 𝑐3 > 0,  𝑐2 𝑐3 > 0 olması 𝑐1 𝑐2 > 0,  𝑐1 𝑐3 < 0,  𝑐2 𝑐3 < 0  olması ve 𝑐1 𝑐2 <

0, 𝑐1 𝑐3 > 0,  𝑐2 𝑐3 < 0 olması durumları imkânsızdır. Dolayısıyla Teorem 4.8 in son 

kısmına karşılık gelen 𝐶 matrisi yalnızca 𝑐1 𝑐2 < 0,  𝑐1 𝑐3 < 0,  𝑐2 𝑐3 > 0 olduğunda 

bulunabilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında k-potent matrislerin çeşitli lineer kombinasyonlarının tersinirliği 

ve tersinin mevcut olması durumunda ters hesaplama yöntemleri incelenmiştir. 

Bununla ilgili olarak öncelikle bazı temel kavramlar verilmiş ve kare olmayan ya da 

kare olduğu halde bilinen anlamda inversi mevcut olmayan matrisler için geliştirilen 

ve lineer denklem sistemlerinin genel durumda çözümünde kullanılan ve bilinen 

anlamdaki invers özelliklerini de sağlayan genelleştirilmiş invers adı verilen bir 

kavram ele alınmıştır. Bu amaçla bir matrisin genelleştirilmiş inversi, yansımalı 

genelleştirilmiş inversi ve Moore–Penrose genelleştirilmiş inversi tanımları verilerek 

bu inverslerin çeşitli özellikleri genel bilgiler başlığı altında ortaya konulmuştur.  

Ayrıca bazı k-potentler üzerine belirli komutatiflik özelliklerinin sağlanması şartı 

altında k-potentlerin ve çarpımlarının kombinasyonlarının k-potentliğini, grup 

tersinirliğini ve tersinirliğini karakterize etme problemi ele alınmıştır. c1, c2  sıfırdan 
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farklı cisim elemanı, P1, P2  ise cisim üzerinde iki farklı idempotent matris yani P1 =

P1
2,  P2 = P2

2  ve P1 ≠ P2  olmak üzere P1  ile P2  nin lineer kombinasyonlarının 

idempotentlik özelliğinin sağlandığı tüm durumların karakterizasyonu problemine 

çözüm aranacaktır. Bununla ilgili olarak öncelikle idempotent matrislerin lineer 

kombinasyonlarının idempotentliği incelenmiştir. Daha sonra A bir idempotent 

matris ve B de bir tripotent matris olmak üzere  C = c1A + c2B  şeklindeki lineer 

kombinasyonun bir idempotent matris olmasını karakterize eden bazı ifadeler 

verilmiştir.  c1, c2   sıfırdan farklı kompleks sayılar ve T1, T2n,n  n-mertebeli 

değişmeli sıfırdan farklı kompleks matrisler, yani  T1 = T1
3 , T2 = T2

3 ve T1T2 = T2T1 

olmak üzere T1 ve T2 nin T = c1T1 + c2T2 formundaki bir lineer  kombinasyonunun 

da bir tripotent matris olduğu tüm durumları karakterize etmektir. Son olarak 

c1, c2, c3 ∊ ℂ sıfırdan farklı elemanlar olmak üzere C =  c1A1 + c2A2 + c3A3 

şeklinde verilen A1 , A2 , A3  ün bir lineer kombinasyonunun bir idempotent matris 

olabileceği tüm durumları karakterize etme problemi ele alınmıştır. 

Yapılan bu çalışmalara ilaveten üç ya da daha fazla k-potent matrisin lineer 

kombinasyonlarının tersinirlikleri ve k-potentlikleri incelenebilir. Ayrıca değişik 

tipte parçalanmış matrisler için blokların k-potentlikleri ile matrisin kendisinin k-

potentliği arasındaki ilişkiler araştırılabilir. Ayrıca iki idempotent matrisin, bir 

idempotent matrisle bir tripotent matrisin ya da iki tripotent matrisin lineer 

kombinasyonunun grup tersinin veya Moore-Penrose tersinin hesaplanmasında 

kullanılmak üzere çeşitli algoritmalar ve bilgisayar programları türetilerek bu 

programlardan veya algoritmalardan faydalanılabilir. Elde edilen bu bulgular lineer 

denklem sistemlerinin çözümlerine uygulanabilir. 
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