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OZET

2x2 TiPINDEKi BLOK PARCALI MATRiSLRiIN NONSINGULERLIiGIi VE
BAZI UYGULAMALARI

Harun SAKA

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dal1, 2014
Yuksek Lisans Tezi, 15s.

Danigsman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez caligsmasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde tezin amacindan
ve bu konuda yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilan
temel tanim ve teoremler verilmistir. Matrislerin genellestirilmis inversleri agiklanmis
ve bir algoritma verilerek orneklerle pekistirilmistir. Daha sonra Moore-Penrose tipi
genellestirilmis inverslerin dzellikleri acgiklanmis ve Orneklendirilmistir. Ucgiincii

bolimde A = [; i] biciminde verilen 2x2 tipindeki bir kare matrisin nonsingiilerligi

Fy

ile ilgili baz1 ifadeler verilmistir. Dordiinci bélumde matrisin durumuna goére invers
tamamlama problemleri ele alinmistir. Besinci boliimde sonu¢ ve Oneriler verilmis,
altinc1 boliimde ise yararlanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kare Matris, Singuler Matris, Nonsinguler Matris, Bir Matrisin
Ranki, Determinant, Genellestirilmis Invers, Parcali matris,
Moore-Penrose Invers.



ABSTRACT

NONSINGULARITY OF TWO-BY-TWO BLOCK PARTITIONED MATRICES
AND ITS SOME APPLICATIONS

Harun SAKA

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 15p.

Supervisor: Dog. Dr. Selahattin MADEN

This thesis is consist of six chapters. In the first chapter, it is mentioned about
the object of the thesis and previous studiesin this subject. In the second chapter, basic
definitions and theorems that were used in the thesis are given. Generalized inverses of
Matrices are explained and it’s reincforced with the examples with an algorithm. Than,
some properties of the Moore-Penrose generelazied inverses are explained and some

examles are given. In the third chapter, it is given some expressions nonsingularity of

two-by-two block partitioned matrices in the form of A = [g i] and its some

h

applications. In the fourth chapter, it is considered completing of matrix inverses.
Conclusion and success are given in fifth chapter and
listed some used references.

Key Words: Square Matrix, Singular Matrix, Nonsingular Matrix, Rank of Matrix,
Determinant, Generalized Inverse, Partitioned Matrix, Moore-Penrose
Generalized Inverse.
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1. GIRIS

Glinlimiizde elementer matris cebiri, teorik matematik, istatistik, istatistik i¢in oldugu
kadar sosyoloji, kimya, fizik egitimi ve elektrik miihendisligi gibi c¢esitli teknik
alanlar i¢cinde gerekli matematiksel temel bilginin ayrilmaz bir kismi haline gelmistir.
Matris hesabi, 19. yiizyil ortalarindan beri bilinmektedir. Ingiliz matematikgi
Sylvester, 1950 yilinda ‘matris’ kavramini kullanmustir. 1853 yilinda Ingiliz bilgini
Hamilton “Linear and Vector Functions’ isimli eserinde matrislerin bazi 6zelliklerden
faydalanmis fakat matris ismini kullanmamustir. Yine bir ingiliz matematikgisi olan
Cayley, 1858 yilinda ¢ok meshur olan ‘Memorie On The Theory Of Matrices’ isimli
calismasinda matris cebirinin modern esaslarini gostermistir. Daha sonralar1 Fransiz
Laguerre ve Alman Frobenius matrislerle ilgili yeni kavram ve teoremler Uzerinde

durmusglardir.

Bir singller matrisin inversi fikri ilk defa 1920 yilinda Moore (1920, 1935)
tarafindan ortaya atilmistir. Bu fikrin genel operatorlere genisletilmesi ise Tseng
(1949a, 1949b, 1956) tarafindan yapilmistir. Ancak, daha sonra 1955 yilina kadar bu
konuda her hangi bir sistematik ¢alismaya rastlanamamaktadir. 1955 yilinda, énceki
calismalardan habersiz olarak, Penrose (1955, 1956) biraz farkli bir yoldan Moore
tarafindan verilen invers kavramini tekrar tanimlamistir. Penrose ile ayn1 zamanlarda
yasayan bilim adamlarindan birisi olan Rao (1955), bir singiler matrisin Pseudo
Inversi olarak adlandirdig1, en kiigiik kareler teorisinde singiiler matrisli normal
denklemlerin ¢oziimiinde ve tahmin edicilerin varyanslarinin hesaplanmasinda
kullanilan yeni bir invers kavrami gelistirmistir. Rao tarafindan gelistirilen Pseuda
invers, Moore ve Penrose tarafindan ortaya konulan kisitlamalarin tiimiinii
saglamamaktadir. Bu nedenle de bu invers, Moore—Penrose inversten farklidir, fakat
gozlem denklemlerinin ranklar1 iizerinde herhangi bir kisitlama konulmamasi
durumunda en kiglk kareler yonteminin genel teorisinin ortaya konulmasinda
oldukga yararlidir. Rao (1962), daha sonraki bir ¢aligmasinda, lineer denklemlerle
ilgili problemlerinin ¢oziimiinde yeterli olabilecek ve Moore ve Penrose’ un vermis
oldugu tanimdan ¢ok daha zayif bir tanim ortaya koymustur. Boyle bir invers, bir
genellestirilmis invers (g—invers) olarak adlandirilmis ve bunun uygulamalar1 Rao

(1961, 19654, 1965b, 1966, 1967)" nun bir¢ok ¢alismasinda yer almistir.



Genellestirilmis inversler iizerinde 1955’ lerden itibaren ¢alisan baglica bilim
adamlar1 arasinda Greville (1959), Bjerhammer (1951a, 1951b, 1958), Ben-Israel ve
Charnes (1963), Chipman (1964, 1968), Chipman ve Rao (1964), Scroggs ve Odell
(1966) sayilabilir. Bose (1959), “Analysis of Variance” adli ders notlarinda g—inversi
kullanmistir. Bott ve Duffin (1953) bir kare matrisin kisitlamali inversini
tanimlamigtir ki bu invers bilinen g-—inversten farklidir ve bazi uygulamalarda
kullanilir. Chernoff (1953), singiler nonnegatif taniml1 bir matrisin g—inversini géz
Oniine almistir ki bu invers, bir g-invers olmamasina ragmen bazi tahmin
problemlerinin incelenmesinde yararlidir. Rao (1962) tarafindan verilen daha zayif
tanimi saglayan g—invers tek olmamakla birlikte matris cebirinde ilging bir ¢alisma
olarak kabul edilir. 1967 yilinda bir yayininda Rao (1967), degisik amaglarla
kullanilmak {izere g—inverslerin bir smiflandirmasin1 vermistir. Bu ¢alismalar daha
sonra genellestirilmis inverslerin yeni bir siniflandirmasini ortaya atan Mitra (196843,
1968b), Mitra ve Bhimasankaram (1969) tarafindan gelistirilmistir. Genellestirilmis
inverslerin diger ¢esitli uygulamalar1 Mitra ve Rao (1968a, 1968b) tarafindan yapilan

bir dizi ¢alismada ele alinmistir.

Genellestirilmis inverslerin hesaplanmasindaki sistematik gelismeler ve onlarin
cesitli uygulamalart Generalized Inverse of Matrices and Its Applications (Wiley,

1971) adli kitapta verilmistir.

Bu c¢aligmada 2x2 tipindeki blok parcali matrislerin inversleri ele alinmustir.
Literatlrde n X n bigimindeki bir M matrisi i¢in M nin inversinin agik bir ifadesini
elde etmede kullanilan ¢ok énemli sartlar ortaya konulmustur. Bu sonuglar altinda 3.
kisimda parcali bir matrisin inversinin bazi ilging acik goOsterimlerini ve c¢esitli
ornekler verecegiz. Bu durumda verilecek sonuglar inverslerin bulunmasinda oldukca

kullanighdir.

Matrislerin inversleri lineer, diferansiyel veya fark denklemlerinde, markov
zincirlerinde, cryptografyada, tekrarlamali metotlarda ve numerik analizde cok

cesitli uygulamalara sahiptir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Temel Kavramlar

Tammm 2.1. a. K bir cisim olsun. m,neN ve 1<i <m, 1<j <n olmak Uzere butun

(i, j) swralt ikililerinin kiimesi A = N x N olsun.
f:A — K fonksiyonu
(i, )) — f(Q,)) = a;;

olarak tammlansin. a;; € K olacak sekilde segilen m.n tane elemanin olusturdugu

all alz en aln
21 d22 - Con (2.1)
aml am2 amn

say1 tablosuna K cismi Gzerinde tanimli m X n tipinde bir matris denir.

all alz XX aln
Am1 Am2 o Amn

matrisi kisaca A = [aij]mxn seklinde gosterilir. Her(i,j), 1<i<m, 1<j<n
ikilisine karsilik gelen a;; elemanina A matrisinin (i, j)-yinci bileseni denir.

b. m X n tipinde olan ve bilesenleri bir IK cismi Uzerinden segilen butin A =
[a"f]mxn matrislerinin kiimesi K ile gésterilir.

c. A = [a;;] ve B = [b;;] m x n tipinde her hangi iki matris olmak uzere, her (i, )
icin

a;j=b;jj, 1<i<mvel<j<n isebuiki matrise esit matrisler denir.

d. A = [a;;] m x n tipinde bir matris olmak Uzere, her bir a;; eleman sifira esitse A

matrisine sifir matris denir.

e. A = [a;;] ve B = [b;;] m x n tipinde iki matris olmak tizere, A ve B matrislerinin

toplamu, (i, j)—yinci bileseni a;; + b;; olan bir matris olup
+ K X KD — K



a11 + bll a12 + b12 aln + blTl
A + B — a21 + b21 azz + +b12 a2n + bZTl

A1+ bm1 A2+ bz . A+ bn
seklinde tanimlanir.

f. c € K bir skaler olmak (izere cA € KJ* matrisi (i, j)-yinci bileseni ca;; olan bir

matristir. Yani

o Kx K — K7

cay; €Ay .. CQqy

ca ca . ca
(cA) = cA=|"2t =72z o

Cami CQpy . CQmp

olur. O halde her A € K;* matrisi icin 0 € K olmak Uzere, 04 = 0 € K}' matrisi,

m X n tipinde sifir matristir.
g.- A= [al-j] €Ky ve B = [bl-j] € KP olmak Uzere, A ve B matrislerinin ¢arpim1
C = [Cl- j] € K}t seklinde bir matristir ve
o K x KE — K
(AL B) - AB=C
[ai;]-[bi] = [cij] = [Zheiainbyj], 1<i<m, 1<j<n
seklindedir, yani

(allbll + + alpbpl) (allbln + + alpbpn)
A.B =

(amlbll + + ampbpl) (amlbln + + ampbpn)
olarak tanimlanir. O halde matris ¢arpiminin tanimli olabilmesi i¢in birinci ¢arpanin
siitun sayisi, ikinci c¢arpanin satir sayisina esit olmalidir. Herhangi A ve B

matrislerinin ¢arpimi1 A. B veya AB ile gosterilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tamm 2.2. a. K = R, reel sayilar kiimesi olarak alinirsa, KK cismi iizerinde tanimh

m X n tipindeki A matrisine bir reel matris denir.

b. K = C, kompleks sayilar kiimesi olarak alinirsa, K cismi iizerinde tanimli m X n

tipindeki bir A matrisine bir kompleks matris denir. (Branson R., 1999)



Tamm 2.3. a. Bir A =[a;]  matrisinde m = n ise, A matrisine kare matris

mx
denir.
11 Quz - Qg
A= %1 Q22 .. dopn (2.3)
An1 QApz - Opp

kare matrisinde a4, a,y, ..., an, clemanlarina kosegen (esas kosegen) elemanlari
denir.

b. BirA = [aij]nxn kare matrisinin a4, a,y, ..., a,, kosegen elemanlar1 disindaki
tim elemanlar sifir ise yani, a;; = 0 (i # j) ise bu matrise kosegen matris denir ve
A = Kos{ai1,a53, ... ,ann} ile gosterilir.

c. Bir kdsegen matriste a4, dyy, ..., aAnn = K, K € K ise bu matrise skaler matris

denir.

d. Kosegen Uzerindeki elemanlar1 1 ve kdsegen disindaki elemanlart 0 olann X n

tipindeki bir matrise birim matris denir ve

1 0]
0o - 1

seklinde gosterilir. Her hangi bir A € K;* matrisi igin, I,,A = Al,, = A olur.

I, =

e.Bir A= [al- j]mxn matrisinden ayn1 numarali satirlar ve situnlar kendi aralarinda

yer degistirilerek elde edilen AT = [aij]nxm matrisine A matrisinin transpozu

(transpoze matrisi) denir. Buna gore A ve B uygun matrisler olmak tzere
(A+B)T =AT"+ BT ve (AB)T = BTAT

esitlikleri saglanir.

f. A bir reel kare matris olmak tizere AT = A ise, A matrisine simetrik matris denir.

0. A bir reel kare matris olmak iizere eger, A matrisi her iki esas kosegene gore

simetrik ise A matrisine bisimetrik matris denir.

h. A ve B kare matrisleri arasinda AB = BA bagintis1 varsa, bu matrislere degismeli

(komutatif ) matrisler denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)



Tamim 2.4. a. {1,2, ...n} kimesinin kendisi tizerine bir birebir ve orten bagintis1 veya
es deger olarak 1,2,...n sayilarmin yeniden bir siralanmasina {1,2, ... n} kimesinin

bir ¢ permdtasyonu denir. Boyle bir permitasyon,

o=y i)
veya

0 =juj2dn » Ji=0(0)
ile gosterilir. Bu permiitasyonlarin tiimiiniin kiimesi S,, ile gosterilir. S, de
gelisiglizel bir ¢ permiitasyonu, 6rnegin o = ji, js, ..., j, disiiniildiiginde o da cift
veya tek sayida permiitasyonlar olmasina gore o ya ¢ift veya tek permitasyon denir.

O halde bir ¢ nin isareti

_{ 1, eger o ciftise
Sgno =11, eger o tekise

seklinde tanimlanir ve sgno ile gosterilir.

b. A= [a;]  bir K cismi iizerinde taniml: kare matris olsun.

a1 A2 . Qipn
A — a21 azz e aZn
Am1i Amz - Amn

matrisinin her satirindan ve her silitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak
Uzere n elemanin bir g¢arpimi diistintilsiin. Boyle bir carpim ay;,,a,j,, .. , anj,
seklinde yazilir. Burada carpanlar ardisik satirlardan gelir ve bu yiizden alt indisler
1,2, ...,n dogal say1 sirasindadir. Carpanlar farkli siitunlardan geldiginden, ikinci alt
indislerin dizisi S,, de bir o = jj,j,, ..., j, permiitasyonunu olusturur. Tersine, S,
deki her permitasyon yukaridaki sekilde bir ¢arpim tanimlar. Boylece A matrisi

bdyle n! ¢arpim kapsar.

A= [ai f]nxn kare matrisinin determinant1 det(A) veya |A| seklinde gosterilir ve

yukaridaki her ¢arpani sgno ile carpilan veya n! tane carpimlarin toplamidir. Yani,
|Al = Yo(sgno)ayj,, azj,, -, anj,

veya



|A| = Yges,(59N0) A16(1), A26(2)r -+ » Ang(n)
seklinde n mertebedendir.

A= [ai f]nxn matrisinin determinant1 agagidaki sekilde de tanimlanmaktadir.

c. 1 x 1tipinde bir A matrisinin determinanti1 kendisidir. A = [a] ise, det(4) =
|a] = a olur.

d. 2 x 2 tipinde bir A matrisinin determinant1 asagidaki gibi tanimlidir.

aj; Qg2

_ [a11
a1 4z

- ZZ] = det(4) = |

| = Aq11032 — Aq20721
olur.

n > 2 icin bir kare matrisin determinanti, asagida gosterildigi gibi bir indirgeme

islemi ve mindrleri ile isaretli mindrleri kullanilan bir agilimla hesaplanir.

e. Bir A= [a--] matrisinin bir a;; elemaninin |M| seklinde tanimlanan minord,
il pxn ij ij

A matrisinden i—yinci satirin ve j=yinci situnun atilmasi ile olusan (n — 1) X (n —

1) tipindeki kare matrisin determinantidir.

f. Bir A =[a;] __ matrisinin bir a;; elemanmm mindri |M;;| olsun. A matrisinin
nxn

bir a;; elemaninin 4;; seklinde gosterilen kofaktorl (isaretli minOrii veya es ¢arpani),

seklinde tanimlanir.

g.Bir A= [a- ] matrisinin determinant1 her hangi bir satir (siitun) elemanlarinin
Ulnxn

kendi kofaktorleriyle garpilip bu ¢arpanlarin toplanmasiyla bulunur. Yani herhangi i

vej (i,j =1,2,3,..,n)icin
det(A) = YRoq e A = Xie1 (= 1) ay | My| (2.4)
det(A) = Xioq axj. Arj = a1 (=D ay ;| My | (2.5)
seklinde tanimlanir.

Her bir i igin, (2.4) ile verilen toplama, A matrisinin determinantinin i—yinci satir
elemanlarina gore acgilimi, her bir j icin, (2.5) ile verilen toplama ise A matrisinin

determinantinin j—yinci situn elemanlarina gore agilimi denir.



h.BirA = [ai]-]nxn kare matrisi icin |A| = 0 ise, A matrisine singuler (tekil) matris,

|A| #0 ise, A matrisine nonsingller (tekil olmayan veya regiler) matris denir.
(Branson R., 1999)

Tamm 2.5. a. Bir4 = [aif]nxn matrisinde bir a;; elemaninin kofaktorii A;; olsun.
T
Ek(4) = [Ay] = [4;]

seklinde tanimlanan matrise A matrisinin ek matrisi denir. Buna gore,

Ay Ay o Al A A v Am
Ek(A) =421 Az 0 Am| = A1z Az - An
Anl Anz Ann Aln AZn Ann

olur.

b. BirA = [a;]  matrisi icin 4. B = B.A = I, olacak sekilde bir B = [b;;]

nxn

matrisi varsa, B matrisine A matrisinin inversi denir ve A™! = B ile gosterilir.
(Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.1. Bir A = [a;;]  matrisi ile bu matrisin ek matrisinin carpimi bir

skaler matris olup,

1 0 0
AEK(A) = Ek(A).A=|4]|0 1 0 =l4lI, (2.6)
0 0 1
ile verilir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
a1 Q12 - Q] [A11 A1 0 Am
ispat: AEk(4) =|%1 %22 o G| |41 Az Anz
Ani Qnz o Aunl Ay, Apn - Apg
Al 0 0
_lo 14 - o0
0 0 |A|
olur ki bu matris bir skaler matristir. Benzer sekilde,
Apn Ayr o Ap] [ Qa2 e Qan
Ek(4).A = Az Ay v Apg| |G21 Q22 - don
AlTL AZTL oo ATLTL anl aTLZ e ann



Al 0 0
1o |4 e 0

0 0 |A|
oldugu goriiliir. O halde,
0
0 = |A|In

1 0
AEK(A) = Ek(A).A = |A[|0 1
0 1

0

bulunur.

Teorem 2.2. Bir A = [a;;]  nonsingller matrisinin inversi,

A™! =~ Ek(4) 2.7)

dir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: (2.6) bagintisindan dolayr A.Ek(A) = |A|I olur. Bu ifadenin her iki yam A~?
ile carpildiginda,

(A71A).Ek(A) = A7 A|I = Ek(4A) = |A|A"] = Ek(4) = |A]A71
olur. Ote yandan A matrisi nonsingiiler oldugundan |4| # 0 olup,

-1 _ i
A = L ek

elde edilir.

Teorem 2.3. 4 = [a;;]  nonsingiiler bir matris, B ve C carpima uygun matrisler
olmak lzere AB = AC ise B = C olur. (Hacisalihoglu H.H.. 1977)

Ispat: AB = AC esitliginin her iki tarafi soldan A~! ile carpilmasiyla A"*AB =
A71AC yani B = C elde edilir.

Teorem24.a.BirA = [aif]nxn nonsingtiler matris olsun. A= matrisi tektir.

b. A nonsingtiler matris ise A= matrisi de nonsingtler olup (4™1)~1 = A dur.

c. A ve B garpmaya uygun nonsingller matrisler ise AB matrisi de nonsingtler olup
(AB)™1 = B4~ dir.



d. A nonsinguler bir matris ise AT matrisi de nonsingtiler olup (A7)~ = (4~1)7 dir.
(Branson R., 1999)

Ispat: a. Bve C matrislerinin A matrisinin herhangi iki inversi oldugu varsayilsin. O
zaman AB = BA =1 ve AC = CA =1 olur. Buradan C = CI = C(AB) = (CA)B =
IB = B elde edilir.

b. (A71)~! matrisi A™! matrisinin inversidir. Aym zamanda A matrisi de A~!
matrisinin inversidir. Nonsinguler bir matrisin inversinin tekliginden bu inversler

birbirine esittir.
c. (AB)~1 matrisi AB matrisinin inversidir. Ayrica

B 'A™1(AB) =B (4 'A)B=B"'IB=B"'B =1
ve

(AB) B™'A ' = A(BB™ DA 1 = AIA™' = 4471 =

yazilabilir. Boylece B~1A~1 matrisi de AB matrisinin inversi olur. Nonsinguler bir

matrisin inversinin tekliginden bu inversler birbirine esittir.

d. (A7)~ matrisi AT matrisinin inversidir. Ayrica IT =1 oldugundan I =T =

(A4 DT = (AHT(AT olur. Bu durum, (A~H)T matrisinin AT matrisinin bir inversi
oldugunu gosterir. Nonsingiiler bir matrisin inversinin tekliginden (AT)™1 = (471)T
elde edilir.

Tamm 26. a. Bir A =[a;] matrisi icin A*> =4 ise, A matrisine idempotent
matris denir.

b. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisinin elemanlarinin yerlerine

eslenikleri yazilarak elde edilen matrise A matrisinin eslenigi (es matrisi) denir ve A

ile gosterilir.

—\T
c. C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli A matrisi igin (A) =A ise A
—\T
matrisine hermitian matris denir ve A* = (A4 ) ile gosterilir.

d. Bir A matrisi igin AA* = A*A ise A matrisine normal matris denir.

10



e A = [ai]-]nxn nonsingiiler bir matris olmak lizere, A~! = A* (veya AA* = A*A =
I) ise A matrisine birimsel (unitary) matris denir.

f.A = [aif]nxn bir matris olmak (izere, A~1 = AT ise A matrisine ortogonal (dik)
matris denir.

9.4 = [a--] reel simetrik bir matris olmak iizere, sifirdan farkli her xeRY
Ulnxn

vektorl icin xTAx > 0 (xTAx >0) ise, A matrisine Pozitif Tamimli (Pozitif Yar

Tanimli) Matris denir.

h. A, n xn tipinde bir kare matris olsun. (A — Al)x = 0 esitligini saglayan A
skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, sifir olmayan x vektoriine de A matrisinin bir
0zvektori denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.5. A ve B uygun matrisler olmak Uzere,

a. (4) = (4D).

b. (4%)* = A.

c.(A+B) =A"+B".

d. (AB)* = B*A".

esitlikleri saglanir. (Branson R., 1999)

ispat: a. A ={[a;;] mxn tipinde bir matris olsun. Bu takdirde A = [a;] ve
(AT)T = [a_]l] olur. Diger taraftan AT = [aji] ve (A7) = [a_]l] oldugundan an =

—\T
(A) oldugu gbriiliir.

T
b.A* = (4)" oldugundan, (4")" = ((Z)T> = (A")" = A elde edili.

. Hermitian matris tanimina gore,
(A+B)'=(A+B) =(@+B) =) +(B) =4"+5"
elde edilir.

d. Hermitian matris tanimina gore,

11



(AB)* = (4B) = (4B) = (B)' (4) =B*A*
yazilabilir.

Teorem 2.6. Reel simetrik bir A matrisinin pozitif tanimli (pozitif yari tanimli)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart, tim 6zdegerlerinin (sifirdan farkli 6zdegerlerinin)

pozitif olmasidir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Ispat: A matrisi pozitif tamiml1 olmak iizere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektoriine
sahip olsun. Bu takdirde bu x vektori icin Ax = Ax ve (Ax,x) >0 bagintilan
vardir. O halde 0 < (Ax,x) = (Ax,x) = A{x,x) olur. x bir 6zvektér oldugundan,

sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu durumda A > 0 olmalidur.

A matrisi pozitif yar1 tanimli1 olmak Uzere, A 6zdegerine ve ilgili x 6zvektorine sahip
olsun. Bu takdirde bu x vektori icin Ax = Ax ve (Ax, x) = 0 bagintilar1 vardir. O
halde,

0 < (Ax,x) = (Ax,x) = Ax, x)

olur. x bir 6zvektor oldugundan, sifirdan farklidir ve dolayisiyla (x, x) pozitiftir. Bu

durumda A = 0 olmalidir.

Tim (sifirdan farkll) 6zdegerleri pozitif olmasi halinde A matrisinin pozitif taniml

(pozitif yar1 taniml1) olacag1 benzer sekilde gosterilebilir. (Lanchester, P., 1969)

Tamm 2.7. a. xq, Xy, ... X, vektorler kiimesi verilmis olsun. Y7, a;x; = 0 esitligi
ancak a4, a,, ...,a, skalerlerinin timii birden sifir oldugunda saglaniyorsa bu
durumda x4, x5, ...x, Vvektorlerine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde yani,
a,, a,, ..., a, skalerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak tizere Y[, a;x; =0

esitligi saglaniyorsa bu durumda x4, x5, ... x,, vektorlerine lineer bagimlidir denir.

b. A matrisim X n tipinde herhangi bir matris olsun. A matrisinin sutun vektorlerini
A, A, .. A, ile, ve satir vektorlerini Ay, A, ... , A, ile  gosterelim.
Ai., 1=1,2,...,m vektorleri arasindan olusturulan en biiyiikk lineer bagimsiz
vektorler kiimesinin eleman sayisina A matrisinin satir ranki, A, iJ=12,..,n
vektorleri arasindan olusturulan en biyilik lineer bagimsiz vektorler kiimesinin

eleman sayisina ise A matrisinin siitun ranki denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)
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Teorem 2.7. Bir matrisin iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesi matrisin satir

rankini degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: A matrisinin herhangi iki satir1 yer degistirdiginde satir vektdrlerinin kiimesi
degismeyeceginden, bu durum matrisin satirlar1 arasindaki lineer bagimsizlig

degistirmez. Yani satir rankini degistirmez.

Teorem 2.8. AX = 0 ve BX = 0 denklemlerinin ¢6zlim kiimeleri ayn1 ise, o zaman A

ve B n X n tipindeki matrislerin siitun ranklar1 aynidir. (Branson R., 1999)
Ispat: AX = 0 sistemi,
x1A1 + szz + -+ anTL = O (28)

olarak yazilabilir. Burada A;, A matrisinin i-yinci stitunudur ve X = [xy, X3, ..., X ]"

olur. Benzer sekilde, Bx = 0 sistemi,
x131 + szz + -+ anTl = 0 (29)
olarak yazilabilir.

A matrisinin siitun ranki a, B matrisinin siitun ranki b ile gosterilsin. A matrisinin
stitun ranki, B matrisinin siitun rankindan biiyiikk kabul edilsin. Béylece a > b olur.
Bu durumda A matrisinin a tane lineer bagimsiz siitunu olmalidir. Genellik
kaybedilmeden, bunlarin A matrisinin ilk a stitunu oldugu varsayilabilir. (Eger
degilse, A matrisinin siitunlar1 bu sekilde yeniden diizenlenebilir. Bu durum ise
Teorem 2.7’ ye benzer sekilde A matrisinin siitun rankin1 degistirmez.) Ancak a > b
kabul edildiginden B matrisinin ilk a siitunu lineer bagimlidir. Boylece, hepsi sifir

olmayan oyle d,, d,, ..., d,, vardir ki,
diB; +d;B, +--+d,B, =0
olur. Buradan,
dyB, +d,B, + -+ d B, + 0Byyq + -+ 0B, = 0
ve (2.9) sisteminin ¢6zumu olarak,
x1=d; Xp=d; .. Xg=dg Xq41=Xgi2 ==X, =0
bulunur. Bu ayni degerler (2.8) sisteminin de ¢dziimii olarak verildiginden,

d1A1 + dzAz + -+ daAa =0
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dir. Burada, belirtildigi gibi, dy, d>, ..., d, sabitlerinin tlimii sifir degildir. Ancak bu

A4, A, ..., A, matrislerinin lineer bagimli oldugunu gosterir ki, bu da bir ¢eliskidir.

A ve B matrislerinin rollerini degistirerek yapilan benzer bir ¢alisma, B matrisinin
stitun rankinin da A matrisinin siitun rankindan daha biiyiik olamayacagini gosterir.

Boylece bu iki matrisin siitun ranklar1 esit olmalidir.

Teorem 2.9. Elemanter satir islemleri herhangi bir matrisin siitun rankini

degistirmez. (Branson R., 1999)

Ispat: A matrisine elementer satir islemleri uygulanarak elde edilen matris B olsun.
Bu durumda Ax = 0 ve Bx = 0 homojen denklem sistemlerinin ¢6zim kimeleri

aynidir. Teorem 2.8 yardimiyla A ve B matrislerinin siitun ranklar1 aynidir.

Teorem 2.10. Herhangi bir A matrisi igin satir ranki siitun rankina esittir. (Branson
R., 1999)

Ispat: m x n tipindeki bir A matrisinin satir rankmin r ve siitun rankinmn ise ¢
oldugu kabul edilsin. r = ¢ oldugu gosterilecektir. A matrisinin satirlar1 ilk r satiri
lineer bagimsiz ve kalan m — r satir1 ilk r satirin lineer birlesimi olacak sekilde
yeniden diizenlenirse, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8 yardimiyla bu islemin A matrisinin
satir ve sltun ranklarin1 degistirmedigi goriiliir. A matrisinin satirlar1 sirasiyla

Ay, Ay, ..., Ay, ile gosterilsin ve C ve D matrisleri,

Al Ar+1
C = AZ ve D = AT+2
A, A,

olarak tanimlansin. O zaman A matrisi [g] bloklanmig matrisidir. Ayrica D

matrisinin her bir satir1 € matrisinin satirlarinin bir lineer birlesimi oldugundan, dyle

bir T matrisi vardir ki, D = TC olur. Ozel durumda eger,
AT+1 = dlAl + dzAz + -+ dTAT

ise, 0 zaman [d4, d5, ..., d,] vektdrl T matrisinin ilk satiridir. Buradan, her hangi bir

n boyutlu x vektoru igin,

=[] =)
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yazilabilir. Bu durumda, ancak ve ancak Cx = 0 ise, Ax = 0 olur ve Teorem 2.8 den
dolay1 A ve B matrislerinin siitun ranki ¢ dir. Ancak B matrisinin siitunlar1  boyutlu

vektorlerdir. Boylece B matrisinin siitun ranki r den buyik olamaz. Yani,
C<r (2.10)
olur.

Yukaridaki durum AT matrisi igin tekrarlanirsa, AT matrisinin siitun rankinmn
AT matrisinin satir rankindan biiyiilk olamayacag gorulur. Ancak, AT matrisinin
stitunlar1 A matrisinin satirlart oldugundan bu durum A matrisinin satir rankinin A

matrisinin siitun rankindan biiyiik olamayacagi anlamina gelir. Yani,
r<c (2.11)
olur. (2.10) ve (2.11) bagmtilarindan r = ¢ oldugu goriliir.

Tamm 2.8. Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ve siitun ranki olarak tanimlanir ve

rank(A) veya r(A) seklinde gosterilir. (Branson R., 1999)

Teorem 2.11. A bir matris olmak (zere r(4) = r(AT) dir. (Hacisalihoglu H.H.,
1977)

Ispat: A matrisinin satirlar1 AT matrisinin siitunlar1 ve A matrisinin siitunlar1 AT

matrisinin satirlart oldugundan, Teorem 2.10 dan istenilen sonug elde edilir.

Tamm 2.9. n X n tipindeki bir A kare matrisi i¢in eger r(A) = n ise A matrisine
Nonsinguler (Tekil Olmayan) Matris denir. Aksi durumda yani, r(A) <n ise A
matrisine Singuler (Tekil) Matris denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Tanmm 2.10. a. A € Kj', m X n tipinde bir matris olsun. NV (4) = {x: Ax = 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A marisinin null (sifir) uzay denir.

b. A € K}i', m X n tipinde bir matris olsun. R(A) = {y: Ax = y} seklinde tanimlanan

kiimeye A matrisinin ranj (situn) uzayi denir. (Hacisalihoglu H.H., 1977)

Teorem 2.12. Eger A, r rankli m X n tipinde bir matris ise, bu durumda asagidaki
sartlar1 saglayan nonsingiler P ve Q matrisleri vardir. I, r X r boyutlu birim matris

olmak Uzere,

a m=n=1r= PAQ = 1.

15



b. m =r < n = PAQ = [I,0].
C. m>r,n>r=PAQ=[£ q (2.12)

Ispat: Lancaster, P., (1969)

Teorem 2.13. Carpmaya uygun A ve B matrislerinin c¢arpiminin ranki Ave B

matrislerinin rankin1 gecemez. Yani,
r(AB) < min{r(4), r(B)} (2.13)
dir. (Lancaster, P., 1969)

Ispat: AB matrisinin her bir situnu A matrisinin siitunlarinm bir lineer
kombinasyonu oldugundan AB matrisinin siitun uzayr A matrisinin siitun uzayinin
alt kuimesi olur. Boylece r(AB) < r(A) esitsizligi bulunur. Benzer sekilde r(AB) <
r(B) esitsizligi de saglanir. Bdylece r(AB) < min{r(A),r(B)} elde edilir.

2.2. Genellestirilmis Inversler

Herhangi bir A matrisi bir inverse sahip olabilmesi i¢in A matrisinin nonsingler ve

kare matris olmasi gerekir. Bu durumda A matrisi yardimiyla
AX =B (2.14)
lineer denklem sisteminin var olan tek ¢oziimii X = A~1B seklindedir. Ayrica,
AATY = A71A =

sartin1 saglayan ve A matrisinin inversi olarak adlandirilan A~! matrisi vardir.
Bununla birlikte A matrisinin kare matris olmadigi durumlarda ya da A matrisinin
kare matris fakat singiiler oldugu durumlarda inversi yoktur. Bu durumlarda A~!
matrisinin Ozelliklerini de iceren ve genellestirilmis invers (g—invers) matris adini

alan yeni bir kavram sayesinde (2.14) sisteminin bir ¢zumu olabilir.

Cy', kompleks sayilar cismi tizerinde tanimli m X n tipindeki tum matrislerin
klimesini gostersin. Bir A € CI* matrisi i¢in asagidaki dort sartt (Moore—Penrose
sartlar1) saglayan bir G matrisine A matrisinin Moore—Penrose inversi denir ve A"

veya AT ile gosterilir.

(i) AGA = A4,
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(i) GAG = G,

(i) (AG)" = AG,

(iv) (GA)* = GA. (2.15)
Eger G matrisi sadece (i) sartin1 sagliyorsa, bu G matrisine, A matrisinin bir
genellestirilmis inversi (i¢ inversi) denir ve A~ veya A® ile gosterilir. Sadece (ii)
sartin1 saglayan G matrisine, A matrisinin bir dis inversi denir ve A® ile gosterilir.
Hem (i) hem de (ii) sartin1 saglayan G matrisine ise, A matrisinin bir yansimali

genellestirilmis inversi denir ve A2 veya 4, ile gosterilir.
Moore—-Penrose sartlarindan sadece (i) sartin1 saglayan yani,
AGA = A (2.16)

olacak sekildeki G matrisine, A matrisinin bir g—inversi (genellestirilmis inversi)

denir.
Bir matrisin g—inversini bulmak i¢in asagidaki algoritma kullanilir.

Algoritma 2.1. A = [ai]-] r rankli herhangi bir matris olsun.

mxn
1. Adim: r rankli A matrisinde, r X r tipinde nonsinguler her hangi bir B alt matrisi
secilir.

2. Adim: Segilen B alt matrisinin inversi bulunup bu inversin transpozu alinir.

3. Adim: A matrisinde B alt matrisinin her bir elemanina karsilik gelen yere (B~1)7

matrisinin elemanlar1 yerlestirilir.
4. Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A

matrisinin bir g—inversidir.

Ornek 2.1. Algoritma 2.1 3x3 tipindeki

2 31
A=[-1 5 0
6 9 3

matrisine uygulansin. A matrisi ranki 2 olan singiiler bir matristir.

1. Adim: A matrisinin 2x2 tipinde bir nonsinguler B = [_21 g] alt matrisi secilsin.
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2. Adm: |B| = 10 - (—3) = 13 # 0 oldugundan B! mevcut olup

1 _ 1 _ 5 —31_[5/13 —-3/13
B 1"Eﬂ'Ek(B)"1/13'L_ 2] _[1/13 2/13

elde edilir. Bu matrisin transpozu alinirsa

(5-1yr = [ 5/13 1/13]

-3/13 2/13
bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Bulunan (B~1)T matrisi A matrisinde elemanlar1 B alt matrisinin
elemanlarinin yerlerine karsilik gelecek sekilde yerlestirilir. Diger tiim elemanlar

sifir alinir. Boylece

-3/13 2/13 0

[ 5/13  1/13 o]
0 0 0

matrisi elde edilir.

5. Adim: Bir dnceki adimda bulunan matrisin transpozu alinarak

1/13 2/13 0

5/13 -=3/13 0
o A
0 0 0

matrisi olusturulur. Bu sekilde olusturulan G matrisi A matrisinin bir g—inversidir.

Gergekten
2 3 11 [5/13 -=-3/13 0 1 0 0
AG=(-1 5 0].|11/13 2/13 0|=|0 1 O
6 9 3 0 0 0 3 00
olup,
1 0 0112 3 1 2 31
AGA=10 1 Of|.|-1 5 0|=|-1 5 0|=4
3 0 00l6e 9 3 6 9 3

oldugu goriiliir.

Verilen A matrisinin baska bir B alt matrisini segerek, secilen bu yeni B alt matrisine

Algoritma 2.1 uygulansin.

1. Adim: A matrisinin ranki 2 oldugundan B matrisi B = [g g] seklinde secilsin.
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2. Adim: |[B| = 10 — 0 = 10 # 0 oldugundan,

-1 _ 1 _ 3 0]_ [ 1/5 0
B~ = |B|'Ek(3) - 1/15'[_9 5] ~[-3/5 1/3
bulunur. Boylece,

-

elde edilir.

3. ve 4. Adimlar: Bu durumda,

0 O 0
0 1/5 —3/5]
0 O 1/3

olur.
5. Adim: Bu sekilde bulunan matrisin transpozu alindiginda
0 0 0
G = [O 1/5 0 ]
0 -3/5 1/3

matrisi elde edilir. Bulunan bu G matrisi A matrisinin bir g—inversi olur. Gercekten

2 3 0 o 1/3
AG =|-1 5 1/5
6 9 -3/5 1/3
ve
0 0 1/31[2 3 1 2 3 1
AGA=1|0 1 0H—1 5 o]=[—1 5 0|l=4
0 0 1 6 9 3 6 9 3

oldugu goriiliir.

Sonu¢ 2.1. Yukaridaki iki se¢im, bir matrisin g—inversinin tek olmadigini gosterir.

Bu nedenle bir matrisin taniml1 birden ¢ok g—inversi bulunabilir.

1 1
1 -1

rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.1 E matrisine uygulansin.

Ornek 2.2. 2x3tipindeki E = [ _11]dikd6rtgen matrisi alinsin. E matrisinin

1. Adim: Bu durumda M matrisi M = [1 _11] olarak segilebilir.
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2. Adim: [M|=—-1-1= -2 # 0olup

1 171_[1/2 1/2
M~ = M|’ Ek(M) = _1] N [1/2 -1/2
ve dolayistyla,
_ 1/2  1/2
INT —
(M=5)" = [1/2 -1/2]
bulunur.
. 1/2 0
3. ve 4. Adimlar: Buradan [1/2 ~1/2 0] bulunur.

5. Adim: Bu sekilde elde edilen

1/2  1/2
G =‘}/z —1/2]
0 0

matrisi E matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,

i [1/2 1/2

ol 4 R 0

ve

2 ) Py B Py B
oldugu goriiliir.

Ornek 2.3. 5x2 tipindeki

rt 1
| 3 0f

E=|-2 1
0 2
-1 2
dikdortgen matrisi alinsin. E matrisinin rankinin 2 olacagi agiktir. Algoritma 2.1 E
matrisine uygulansin.

1. Adim: Bu durumda M matrisi, M = [ ] olarak secilebilir.

2. Addim: [M| = -4 —0 = —4 # 0 olup,
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M7= Bk = —1/4.[ “ZL]=[‘10/2 172*

ve dolayisiyla

(M7)" = [_1}{12 192]

bulunur.

3. ve 4. Adimlar: Buradan

0 0
| 0 o
| -1/2 o0 |
~1/4 1/2J
0 0
bulunur.
. ) ) [0 0 -1/2 1/4 ..
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G—[O 0 0 1/2 0 matrisi, E
matrisinin bir g—inversi oldugu gosterilebilir. Gergekten,
[1 1] 0 0 -1/2 3/4 0
EG=1-2 1 [8 8 01/2 1//2 0]20 o 1 0 0
0 2 0 0 0 1 0
-1 2 0 0 1/2 3/4 0
ve
0 0 —-3/2 3/4 0] 3 0] | 3 0]
EGE =0 0 1 0O ol.l-2 1|=|-2 1|=E
0 0 0 1 0 0 2 0 2
o o 1/2 3/4 ol'-1 2 -1 2

oldugu goruldr.

Algoritma 2.1 ranki 1 olan matrislerin g—inversini bulmak ic¢in asagidaki sekilde

uyarlanabilir.
Algoritma 2.2.
1. Adim: A matrisinin sifirdan farkli her hangi bir eleman1 B olarak segilir.

2. Adim: Secilen bu elemanin inversi bulunur.
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3. Adim: Bulunan bu invers A matrisinde karsilik gelen yere yazilir.

4, Adim: A matrisinin diger tiim elemanlarinin yerine sifir yazilir.

5. Adim: Elde edilen matrisin transpozu alinir. Bu matrise G denirse, G matrisi A
matrisinin bir g—inversidir.

6 4
-3 -2

Algoritma 2.2 A matrisine uygulansin.

Ornek 2.4. A matrisi, A = [_21 ] olarak alinsm. Amatrisinin rank: 1 dir.

1. Adim: B = [—3] alinsin.

2. Adim: B~ = [—-1/3] olur.

0 0 0
3. ve 4. Adimlar: Buradan [O ~1/3 O] olacaktir.
0 0
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = [0 —1/3| matrisi A matrisinin bir g-
0 0

inversidir. Gergekten,

0 0
AG:[—21 —63 —42][8 _%/3]:[8 _12]

ve
[0 =2172 6 471.12 6 471_
AGA_[O 1][_1 -3 —2]_[—1 -3 —2]_‘4
olur.
) 1 -2 3 4
Ornek 2.5. 3x4 tipindeki L =12 —4 6 8| matrisi almsin. L dikddrtgen
3 -6 9 12

matrisinin ranki 1 dir. Algoritma 2.2 L matrisine uygulansin.
1. Adim: M = [8] segilsin.

2. Adim: M~1 = [1/8] olur.

0 0 0 O
3.ve 4. Adimlar: Buradan [0 0 0 1/8]elde edilir.
0 0 0 O
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0 0 0
. . 0 0 0 . .
5. Adim: Bu sekilde elde edilen G = 0 0 0 matrisi L matrisinin bir g-
0 1/8 0
inversidir. Gergekten,
1 -2 3 4 8 8 8 0 1/2 0
LG=2—468000=010
3—691201/80 0 3/2 0

ve
O 1/2 0 -2 3 -2 3 4
LGL = —4 6 -4 6 8|=L
O 3/2 0 -6 9 12 -6 9 12
olur. L matrisi 3x4 tipinde oldugu i¢in 3.4 = 12 tane g—inversi bulunabilir.

Sonug 2.2. Genel olarak 1 rankli ve m X n tipindeki matrislerin m.n tane g—inversi
bulunabilir. Matrisin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin inversini alip, diger tim
elemanlarini sifir aldiktan sonra elde edilen matrisin transpozu alinarak g—inversi

bulunur. Eger A matrisi,

A1 Q12 0 Qun
A=|%1 Q2 - dzpn
Am1 Amz ° Amn

seklinde 1 rankl1 bir matris ise, A matrisinin,

[(a;1)™" 0 - 0]
l-ncisi;| 0 0 -+ 0
0 0 - 0l
0 0 ... 0]
2—-ncisi; (a2)™ 0 - 0
0 0 - 0
0 0 0
(m.n)-ncisi; [0 0 - 9
0 0 (@mn) ™!

seklinde m.n tane g—inversi bulunabilir.
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2.3. Moore-Penrose Inverslerin Varhg

A nonsingiiler matrisinin inversi olan A~! matrisinin Moore—Penrose sartlarmi
saglayacag aciktir. Yani A™1 = A% olur. Bununla birlikte, eger A bir singiiler matris
veya kare olmayan bir matris ise, bu durumda Moore—Penrose sartlarini saglayan bir
A* matrisinin mevcut olup olmadigi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Bu kisimda her A
matrisi icin bir A™ matrisinin var ve tek oldugu gosterilecektir. Ayrica bu sekilde

tanimlanan Moore—Penrose inversin bir takim 6zellikleri ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 2.14. Eger A matrisi m X n tipinde sifir matris ise, AT matrisi n X m tipinde

sifir matristir.
Ispat: Agik olarak A™ = 0 alindiginda Moore—Penrose sartlarinin saglandig goriiliir.

Teorem 2.15. Her A matrisi icin Moore-Penrose sartlarmi saglayan bir A* matrisi

vardir.

Ispat: Eger A = 0 ise AT = 0 oldugu aciktir. A # 0 olsun. A matrisinin r rankl

oldugu kabul edilsin. Bu durumda A matrisi,
A = BC (2.17)

seklinde pargalanabilir. Burada B matrisi m X r tipinde r > 0 rankli ve C matrisi
r X n tipinde r > 0 rankli matrisler olup, B*B ve CC* garpimlarinin her ikisi de

nonsingiilerdir. Bu durumda eger A* matrisi,
At =c*(cc)"Y(B*B) 1B* (2.18)
olarak alinirsa, A* matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,
(i) AATA = (BC)C*(cCc*)~Y(B*B)~1B*(BC)
= B(Ccc*)(cc*) Y (B*B)"Y(B*B)C
= BC = A,
(i) ATAAT =c*(ccH)~Y(B*B)"1B*(BC)C*(CC*)"Y(B*B) 1B*
=c*(ccHY(B*B)"1(B*B)(CcCH)(CC*) Y (B*B)™1B*
= C*(CC)"Y(B*B)~'B* = A",

(iii) (441)* = [(BC)C*(CC*)~*(B*B)~1B*]* = B(B*B)~1(CC*)~1(CC*)B*
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= B(B*B)~'B* = B(CC*)(CC*)"1(B*B)~'B"*
= (BC)C*(CC*)"Y(B*B)~1B* = AA*,
(iv) (A*A)" = [c*(cC*)~*(B*B)'B*(BO)]"
= C*(B*B)(B"B)"*(CC)~IC
= c*(ccHc
= C*(CCH™(B*B)"Y(B"B)C
= C*(CC)™(B*B)"1B*(BC) = A*A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.16. Herhangi bir A matrisi icin Moore—Penrose sartlarini saglayan bir tek

A' matrisi vardir. Yani, her A matrisinin bir tek Moore—Penrose inversi vardir.

Ispat: A matrisinin Moore-Penrose sartlarmi saglayan herhangi iki Moore—Penrose

inversi AT ve A3 olsun. Bu durumda,
AT = ATAAT = AT (AAT)" = AT (A1) A" = AT (A1) (AAA)
= AT (AT A*(AD) A" = AT (AAT)*(AAD)" = ATAATAAY = ATAAT
= ATA(A7AA3) = (ATA)" (A3 A)'A = A"(A])"A"(A3) A3
= (AATA) (AD)" A7 = A"(A3)°AT = (AFA)'A = AJAAT = A3
oldugundan A7 = A% olur. Yani, A* matrisi tektir.

Teorem 2.17. m X n tipindeki bir A matrisinin bir Moore—Penrose inversi varsa

n X m tipindedir.
Ispat: AA* matrisinin simetrik ve dolayistyla kare olmasi gerceginden ispat goriiliir.
Teorem 2.18. a. m X n tipindeki bir A = [al-j] matrisinin tiim elemanlar1 1 ise bu

takdirde, A* = — A* dir.
mmn

b.a, n x 1tipinde a # 0 olan bir stitun vektoru ise, bu durumda a* = (a*a) ta*

seklindedir.

c.a, 1 xntipinde a # 0 olan bir satir vektorii ise, bu durumda a* = a*(aa*)™!

seklindedir.
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Ispat: a. Ispat icin teoremde verilen AT matrisinin Moore—Penrose sartlarii

sagladigin1 gostermek yeterlidir. Bu durumda,

P +1 — 1 g — 1 * _ 1 —
(i) A4 A—A(m—A )A—AH(A A)=A——.mn=4,

n

(i) A*AA* = (ﬁA* )A (ﬁA* ) =—(A"4) (ﬁA* ) =X mn (LA* )

+\k **_ L * +
(iiii) (44%)* = (A A) = A—— A" = AA*,

—
3
2

(V) (A*A) = (-=A"A) =-——A"A=A*A

oldugu goriiliir.

b. a™ matrisi Moore—Penrose sartlarini1 saglar. Gergekten,

(i) aa*a = a(a*a) ta*a = a(a*a) (a*a) = a,

(i) ataat = (a*a) ta*a(a*a) ta* = (a*a) *(a*a)(a*a) ta*
= (a*a) 'a* = a*,

(iii) (aa™)* = [a(a*a) ta*]* = a(a*a) ta* = aa®,

(iv) (ata)* = [(a*a) ta*a]* = (a*a) ta*a = ata

oldugu goriiliir.

c. a™ matrisi Moore—Penrose sartlarini saglar. Gergekten,

(i) aa*a = aa*(aa*)"ta = (aa*)(aa*)"ta = a,

(i) ataat = a*(aa*) taa*(aa*)"! = a*(aa*) "1 (aa*)(aa*)™?!
=a*(aa*)"' =a",

(iii) (aa™)* = [aa*(aa*)"]* = aa*(aa*)"! = aa®,

(iv) (ata)* = [a*(aa*) ta]* = a*(aa*) ta=a'a

oldugu goriiliir.

1

Ornek 2.6. 4 = [_11 4

_11] matrisi verilmig olsun.m = 2, n =3 ve

26



1 -1
A*=[1 -1

1 -1

olarak alinirsa,

~1] [1/6 -1/6
At =4 =— —1]=[1/6 —1/6]
| 1/6 —1/6

matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

1/6 —1/6
1 1/2 ~1/2
(i) AA* = [1/6 —1/6]
[ 1] 1/6 el 1F1/2 172
L [1/2 =1/2]1 11 111 171
A4 A‘[—1/2 1/2_'[— —1 - ] _[ -1 —1]_‘4'
1/6 —1/6] 1/3 1/3 1/3
(i)A*tA= |1/6 —1/6 .[11 11 11]=[1/3 1/3 1/3]
1/6 —1/61 —~ 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/31[1/6 —1/61 [1/6 —-1/6
AtAAT =|1/3 1/3 1/3”1/6 —1/6]=[1/6 ~1/6| = A*,
1/3 1/3 173 liye -1761 l1/6 -1/6

1/2 —1/2*2[1/2 -1/2

(iii)(AA+)*=[—1/2 1/2 | Tl-1/2 1/z]=AA+’

1/3 1/3 1/317" 1/3 1/3 1/3

(iv)(A+A)*=[1/3 1/3 1/3| =|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

oldugu goriiliir.

Ornek 2.7. a = [;] olsun. Bu durumda,

e =@aoa =13 2[]) B 2

=[13]"%.[3 2]=[1/13].[3 2]=[3/13 2/13]
matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

()aa* = [3].13/13 2/13] = [Zﬁg Zﬁg
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aata =

oy ol Bl=El-a

(i) ata = [3/13 2/13]. B] -

ataa®t =[1].[3/13 2/13]=[3/13 2/13] =a*,

s _ [9/13 6/13]° _[9/13 6/13] _ .
(i) (aa™) _[6/13 4/13] = l6/13 4/13]_““

(iv) (ata)* = [1]* =[1] = ata
oldugu goriiliir.

Ornek29.a=[1 2 1] alinirsa,

v e+ o] -

matrisi Moore—Penrose sartlarin1 saglar. Gergekten,

1/6
Naat*=[1 2 1].[1/3
1/6

= [1]

aata=[1].[1 2 1]=[1 2 1] =a,

1/6 1/6 1/3 1/6
(i) a*a = [1/3].[1 2 1]=[1/3 2/3 1/3]
1/6 1/6 1/3 1/6
1/6 1/3 1/61 [1/61 [1/6
ataa® [1/3 2/3 1/3] [1/3]=[1/3]=a+,
1/6 1/3 176l l1/6] l1/6

(iii) (aa™)* =[1]" =[1] =
1/6 1/3 1/61 [1/6 1/3 1/6

(iv) (a*a)* = [1/3 2/3 1/3] =[1/3 2/3 1/3]=a+a
1/6 1/3 1/6 1/6 1/3 1/6

oldugu goriiliir.

Teorem 2.19. A herhangi bir matris olmak Gzere,

(ADr =A%y (2.19)
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esitligi gecerlidir.
Ispat: (2.17) bagmtisindaki gibi A = BC olsun. A* = C*B* oldugundan,
A* = C*(CC*)~"(B*B)~1B"
alinirsa,
(AY)* = B(B*B)~1(cC*)"'C (2.20)
olur ki, bu da A* matrisinin Moore—Penrose inversidir. Gercekten,
(i) A*(A)TA* = C*B*B(B*B)~X(CC*)"1CC*B* = C*B* = A",
(i) (A")*A* (4" = B(B*B)"1(CC*)~*CcC*B*B(B*B)~(CC*)"IC
= B(B*B)"1(CC*)"IC = (AH)*,
(i) [A"(A)*]" = [(C*B)B(B*B)~'(CCH)TICI = [C*(CCHTICT
= C*(CC*)™1C = C*(B*B)(B*B)~1(CC*)~1C = A* (4",
(iv) [((A)*A"]" = [B(B*B)~*(CC)~*C(C"BM)]" = [B(B"B) ' B"]"
= B(B*B)"'B*=B(B*B)"1(CC*)"1(CC")B* = (AH)*A*
olur. Boylece,
(A")* = B(B*B)~1(cC*)"'C (2.21)

elde edilir. (2.20) ve (2.21) bagintilarindan ve bir matrisin Moore—Penrose inversi

varsa tek olacagindan dolay1, (A*)* = (4™)* oldugu goriiliir.

Teorem 2.20. Bir matrisin Moore—Penrose inversinin Moore—Penrose inversi

matrisin kendisine esittir. Yani, her hangi bir A matrisi icin, (A™)* = A olur.
ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AT(AN)TAT = ATAAT = AT,

(i) ADH AT (AN T = AATA=A = (4",

(iii) [AT(AT)'] = [ATA]" = ATA = A (A")",

(iv) [(ADTAT]" = [AAT]" = AAT = (A A +T

oldugu goriiliir.
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Teorem 2.21. A matrisinin Moore-Penrose inversinin ranki 4 matrisinin rankina

esittir. Yani,

r(4) = r(4Ah) (2.22)
dir.
Ispat: Teorem 2.13 AA*A = A Moore-Penrose sartina uygulandiginda,

r(A) = r(AATA) < min{r(4), r(A*)} < r(4") (2.23)

elde edilir. Benzer sekilde, Teorem 2.13 ATAA* = A* Moore-Penrose sartina

uygulanirsa
r(A*) = r(ATAAY) < min{r(4), r(AH)} < r(4) (2.24)
elde edilir. (2.23) ve (2.24) bagintilarindan dolay1 (2.22) bagintisi saglanir.

Sonu¢ 2.3. A matrisinin ranki r ise, AT, AA*, ATA, AAT A, AT AAT matrislerinin her

birinin ranki da r dir.

Teorem 2.22. A simetrik ve idempotent matris ise, A* = A olur.
ispat: Moore—Penrose invers tanimindan,

(i) AATA = AAA = A’A = AA = A? = A,

(i) ATAAT = AAA = A2A = AA = A? = A = A,

(iii) [AAT]* = [AA]* = [A?]* = A* = A = A? = AA = AAY,
(iv) [ATA] = [AA]* = [A?]* = A* = A =A% = AA = A% A
oldugu goriiliir.

Teorem 2.23. B = Kos{b;1,b,3, ... , by} iSe, B matrisinin Moore—Penrose inversi
BT, i—yinci satir1 ve i-yinci siitununda yer alan késegen eleman1 b;; # 0 ise b;;* ve

b;; = 0 ise “0” olan bir kdsegen matristir.

Ispat: B matrisinin Moore—Penrose sartlarmi sagladig agik¢a goriiliir.

2 0 0 O

Ornek 2.10. D = 8 (1) 8 8 seklinde verilen bir D matrisinin Moore—Penrose
0 0 0 2

inversi
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[ 0 0 0
pi_fo 1 00
00 00
1
00 0 5
matrisidir. Gercekten,
1
2 00 07]; 000 1 00 o0
pp+—10 1 0 offo 1 00 to 1 0 0
000 O0ffp o 0 0/["|]0 00O
0002000§ 0 0 01
ve
100 072 000 200 0
+n_l01 0 0/|0 1 0 o0_|01 0 o_
DD™D =156 0 o|fo 0 0 o/T|]o 0 0 ofTP
o000 1tdlo o o2l lo oo 2

oldugu goriiliir.

Teorem 2.24. a. A, m X n tipinde tam satir rankli bir matris ise, bu durumda

AT = A*(AA") 1 ve AAT = I, olur.

b. A, m x n tipinde tam siitun rankl1 bir matris ise, bu durumda A* = (4*A)"1A* ve

A*A =1, olur.

Ispat: Teoremde verilen At matrislerinin Moore—Penrose sartlarin1 sagladigini

gostermek yeterlidir. Buna gore,

a. (i) AATA = AA*(AA") 1A = (AA")(AA*) A = 4,

(ii) ATAAT = A*(AA") LAA*(AA*) ™t = A*(AA") "1 (AA") (AA") !
= A*(AA")™1 = AT,

(i) (AAT)* = (AA*(AA*)™ D) = (AAHAA) D =" =1
= (AA")(AA")™t = AA*(AA*)™1 = AAT,

(iv) (A*A)* = (A" (AA")1A)* = A*(AA*) 1A = A*A

oldugu goriiliir. Benzer sekilde,

b. (i) AATA = A(A*A)1A*A = A(A*A)"1(A*A) = 4,
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(i) A*AAY = (A"A) LA A(ATA) A" = (A*A) L (A" A)(A*A) 1A
= (A"A)7A" = A,

(i) (441" = (A(A"A) 14" = A(A"A) 14" = AA™,

(iv) (A*4)" = (A" A4 A) = (A @ ) =I"=1
= (A*A)71(A%A) = (A"A) 1A"A = A*A

oldugu goriilir.

Ornek 2.11. 2x3 tipindeki bir A = [2 1 2] matrisi alindiginda rank(A4) =

1 1 2
oldugu agiktir. Yani, A tam satir rankli bir matristir. O halde Teorem 2.24 a. dan

dolay1
2 1] (1 4 2 M 21 9
A+=A*(AA*)‘1=[1 1.<1 1 5 [ 1]) =[1 1].7
2 2] 2 2 2
2 1 .
-t 1 [ - 1675 13/5]
2 2 1 132/5 26/5
olur.
) 2 1
Ornek 2.12. 3x2 tipinde bir A =2 0] matrisi verilmis olsun. Bu durumda,
1 1

rank(A4) = 2 oldugu agiktir. Yani, A tam siitun rankl1 bir matristir. O halde,

1 _1
e =(F 20 o) £ 2
_[9 317 12 2 1]_[1 1/3] [2 2 1]
13 20 11 o 1! 11/3 2/9]1°11 0 1

_[7/3 2 4/3
~18/9 2/3 5/9

oldugu goriiliir.

Teorem 2.25. B # 0 ve C # 0 matrisleri sirasiyla m X r ve r X n tipinde matrisler,

r rankli olsun. Bu durumda,
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(BC)* = C*B* (2.25)
esitligi gergeklenir.
Ispat: Teorem 2.24 e gére C* = C*(CC*)~* ve BT = (BB*)~B* olur ve buradan,

CtB* =C*(CC*)™Y(BB*)"'B* elde edilir. Bu deger zaten (BC)™ matrisidir. O
halde, C*B* = (BC)* oldugu goriiliir.
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3. 2X2 LiK BLOK MATRISLERIN NONSINGULERLIiGIi

Bu kisimda singiiler deger ayrisimi ve blok matrislerin Moore-Penrose inversleri
yardimiyla 2x2 tipindeki bir blok matrisin nonsingiilerligini garanti etmek i¢in bazi
gerek ve yeter sartlar verilmistir. Bu sartlar Decker ve Keller tarafindan verilen
sartlardan daha basittir ve ayn1 zamanda Bai tarafindan verilenlerden de kolayca elde

edilir. Ayrica 2x2 tipindeki matrislerin ranki i¢in genel formiiller verilmistir.

3.1. Giris

_[A B
cC DY
formundaki 2x2 tipindeki bir blok matrisin nonsingiilerligini garanti eden sartlar

M (3.1)

tartisacagiz ve AeC™™, BeC™", CeC™™, DeC™"™ kompleks matrisler olmak (izere
M matrisinin ranki i¢in genel formiiller tiiretecegiz. Uygun bir pargalanis altinda

herhangi bir matrisin (3.1) formunda yazilabilecegi agiktir.

Temel ve 6nemli problemlerden biri nonsingiilerligin nasil kontrol edilecegi ya da

genel olarak bir matrisin rankinin nasil belirlenecegidir.

A pozitif semi-definit, D hermityan pozitif semi-definit ve € = —B* tam rankh

oldugunda eger
N(H(A))nN(B*) = {0}

ise M’nin nonsingiiler oldugu ve eger M nonsinguler ise
N(4) n NV (B") = {0}

oldugu bilinmektedir.

Yukaridaki sartlarin tersinin genelde dogru olmadigini, dolayisiyla onlarin ya sadece
yeter ya da sadece gerek sart oldugunu belirtelim. Eger A’nin H (A4) = %(A + A”)

hermityan kismi, hermityan pozitif semi-definit ise A matrisine pozitif definit (semi-
definit) denir. Burada (*) ve IV (*) sembolleri sirasiyla karsilik gelen matrisin eslenik
transpozunu ve sifir uzaymi gostermektedir. Ayrica D = 0 ve m > n oldugunda

gosterilir ki eger M nonsinguler ise bu takdirde

rank(B) =n ve rank(‘g) =n

34



dir. Bu sartlar sadece gerekliligi gosterir.
Genelde 2x2’lik M blok matrisinin nonsingiilerligi hakkinda birka¢ sonug vardir.

Teorem 3.1. (3.1)’de tanimlanan 2x2 tipindeki bir M blok matrisi i¢in asagidaki

ifadeler dogrudur.

1) Eger boy(W(4))=n=1 ise A singilerdir. Bu takdirde M matrisinin
nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(i) boy(ranj(B)) = n

(ii) ranj(A) nranj(B) = {0}

(iii) boy(ranj(C)) =n ve

(iv) M (A) n NV (C) = {0}

olmasidir.

2) Eger A nonsingliler ise M nonsingilerdir ancak ve ancak S = D — CA~1 Schur
timleyeni nonsingulerdir.

3) Eger A singiler ve boy(IV'(4)) > nise M tekildir.

Acikca goriilliiyor ki bu sartlar A 'nin singiiler ve boy(N(4)) <n olmasi
durumundaki gibi saglanmaz. Son zamanlarda M nin nonsingiilerligini garanti eden
gerek ve yeter sartlar ortaya konulustur. Bunlar asagidaki teoremde acik¢a yeniden
ifade edilmistir. Buna ilaveten herhangi bir M matrisinin ranki i¢in singililer deger
ayrisimini ve onun alt matrislerinin Moore-Penrose yalanci inversini géz Oniine

alarak bazi ifadeler verilmistir.

Bu ¢alismada ya singiiler deger ayrisimi ya da M’nin alt matrislerinin Moore-Penrose
yalanci inverslerini kullanarak 2x2 M blok matrisinin nonsingiilerligini garanti eden
gerek ve yeter sartlar tiiretilmistir. Bu sartlar tamdir ve Decker ve Keller tarafindan
verilenlerden ¢ok daha basittir ve iistelik hesaplama agisindan orada verilenlerden
daha kolay kontrol edilebilir. Ayrica uniterlik ve izdisiliriilmiis matrislerin
ortogonalligi dikkate alinarak 2x2’lik bir blok matrisin ranki i¢in genel formiiller

tiiretilmistir.

Bu kismin sonunda bazi gerekli notasyonlar ve tanimlar verelim. Bir blok matris i¢in

eger onun alt bloklarindan birisi sifir ise bu alt bloga karsilik gelen satirlar ve
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sttunlar silinebilir. (-)* herhangi bir vektér veya matrisin eslenik transpozunu
gosterir. N(*),range(>), ()t ve rank(:) ele alman matrisin sirasiyla sifir uzayi,
range uzayl, Moore-Penrose yalanci inversi ve rankini gosterir. boy(-) ise karsilik

gelen lineer uzayin boyutunu gostermektedir.

3.2. Tekil Deger Ayrisimlarina Dayali Durumlar

(3.1)’de tanimlanan MeCM+Mx(m+m) 2x2°1ik blok matrisinin AeC™™ blogunu
(i) A=0

(if) A # 0 ve A singdler

(iii) A nonsinguler

durumlarina ayirarak M matrisinin nonsingiilerligini garanti eden baz1 gerek ve yeter
sartlar, buna karsilik gelen alt matrise gore singiiler deger ayrisimi cinsinden ifade

edilmistir.

Genelligi bozmaksizin, bu kisimda (3.1)’de tanimlanan MeCm*m*m+n) 242 )ik

blok matrisin tanimimda m < n oldugunu farz edelim. Aksi takdirde M’nin yerine

m=[] olMl} ol=lz il

matrisini g6z 6niine alabiliriz. Once A = 0 durumunu tartigalim.
Teorem 3.2. Farz edelim ki (3.1)’de tanimli MeC*m*(M+n) 252 plok matrisinin

AeC™™ matris blogu sifir olsun. Oyleyse M nonsingilerdir ancak ve ancak B tam

satir ranki, C tam siitun ranki ve D, ya tekil ya da sifirdir. Burada

% D D
U] sz[ 1 12] 3.2
Dy1 Dy (32)

U,V ve U,V uniter matrislerdir dyle ki; By, C;,6C™™ nonsingiiler matris bloklar:

Ve D11eC™™, D,,eC™¥ M) p ™M poeCT™M glmak lizere

0BV =[By 0] veU'CV = [‘762] (3.3)

olacak sekilde uniter matrislerdir.

Ispat. 11k olarak gerekliligi ispat edecegiz. Eger M matrisi nonsingiilerse o zaman B

ve C matrislerinin her ikisi tam rank olmak zorundadir. Aksi takdirde, eger ya B ya
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da C eksik rankli ise X'B = 0 veya CX = 0 olmasina baglh olarak ya sifirdan farkli
xeC™ ya da sifirdan farkli XeC™ vektorleri mevcuttur. 2 = [’g] ve 7= [g] olsun. O

zaman Z # 0 ve Z # 0 olacaktir. Bununla beraber B matrisinin satira gore eksik
rankli veya € matrisinin siituna gore eksik rankli olmas1 durumuna paralel olarak ya
2"M = 0 ya da MZ = 0 esitlikleri saglanir. Bu nedenle M singtilerdir. Bu durum M
matrisinin nonsingiiler olmasi varsayimiyla g¢elisir. Eger D, (n > m) sifir degilse

nxm

D,,y = 0 olacak sekilde sifirdan farkli yeC™™" vektorl mevcuttur. M matrisini

7 O] [F 9]
0 0V
uniter matrisleriyle soldan ve sagdan carpar ve elde edilen matrisi M ile gosterirsek

M’1n rank1 M ile aynidir ve

0 By O
M=|Ci; Di1 Dy
0 Dy1 Dy

dir. Burada B;; ve C;3’in matris bloklar1 oldugunu belirtelim. M matrisini

r 00 I 0 —CilDy
—D11Ba1r I Olve (o | 0
—Dy B3t 0 I 0 0 I

nonsingiiler matrisleriyle soldan ve sagdan carpar ve elde edilen matrisi M ile

gosterirsek M nin ranki hem M ile hem de M ile aymdir ve

0 By O
M: CIZ O O
0 0 Dy

dir.

0
zZ= [0] olsun. Bu takdirde z # 0 ve Mz = 0 oldugu gériiliir. Bu nedenle M singiiler
y

olur ki bu da M’nin nonsingiiler oldugu varsayimiyla gelisir.

Simdi yeterliligi gosterelim. Eger B tam satir rankli, € tam siitun rankli ve
D, (m =n) ya sifir ya da nonsingiiler ise Bu durumda yukarida tanimlanan
M, M ve M matrisleri ayni ranka sahiptir. Yani rank(M) = rank(M) = rank(M)

olacaktir. Clnki
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rank(M) = rank(M)
= rank(B,,) + rank(Cy,) + rank(D,,)

_ { m+n, eger D,, (m = n) sifir ise
S lm+m+ (n—m), eger D,, nonsingiiler ise

Teorem 3.3. (3.1)’ de tamimlanan MeC*™*(M+m) 242 plok matrisinin AeC™™
matris blogunun sifir ve nonsingiiler oldugunu ve A;;eC™" nonsingller olmak Uizere

U, VeC™™ matrislerinin

U*AV = [All 0]

& (3.4)

olacak sekilde iki uniter matris oldugunu farz edelim. B;eC™", B,eC™ " ve
C,1eC™, C,eC™ ™) olmak lizere

B4

UB= [B ] ve CV=[C, Gl (3.5)
2
matrislerini tanimlayalim. Bu takdirde M’ nin nonsingiiler olmasi icin gerek ve yeter

kosul B;’nin tam satir rankli, C;’nin tam siitun rankli ve D,y — CZIAfllBlz ’nin

nonsingiiler olmasidir. Burada

Uo7 = [ D] BT =By Bial ve U'C, =G| (3.6)
D1 Dy Cy

ve U,V ve U,V By, CieC™ X" nonsingiiler matrisler Dy;eC™ *0m"),
Dlze(c(m—r)x(nﬂ”—m)’ D21E(C(n+r—m)x(m—r) ve DZZE(C(n+r—m)x(n+r—m) olmak lizere
0B,V = [By, Olve U C,V= [Céz] (3.7)

olacak sekilde uniter matrislerdir. Diger matris bloklart B;;eC™*™ ™) |

Blze(crx(nﬂ”—m), Clle(c(m—r)xr ve 6216((:(n+r—m)xr “dir.

Ispat. Once gerekliligi gosterelim. (3.5) ve (3.6)’ten

ve ojia By o [Ar 0 B
W:[o I”C DHO 1]: C(’)l C(‘)z % (3.8)

elde edilir. Bu nedenle M’nin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul W’nin

nonsingiiler olmasidir.
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Eger M nonsinguler ise hem B, hem de C, matrislerinin ful rankli olmasi gerekir.
Aksi takdirde B, ya da C,’den biri eksik rankl1 ise bu durumdaX'M = 0 ve C,X% = 0
kosullarina bagl olarak ya sifirdan farkli XeC™ " ya da sifirdan farkhi %eC™ "

vektord mevcut olmalidir.

0 0
Z= H ve Z = 35] olsun.
0 0

Bu takdirde z # 0 ve Z # 0’dir. Bununla beraber B, matrisinin satira gore eksik
rankl1 veya C, matrisinin siituna gore eksik rankli olmasina paralel olarak ya
2'W =0 ya da Wz = 0 esitlikleri saglanir. Bu W ’nin dolayisiyla M ’nin singuler

olmas1 demektir. Bu ise M matrisinin nonsingiiler oldugu varsayimiyla celisir.

Eger Dy,—CoA7L By, singiiler ise bu durumda (D22—621Aff812)7= 0 olacak

n+r—m

sekilde sifirdan farkli yeC vektori mevcuttur. W matrisini soldan ve sagdan

I 0 0 I 00
0o U o0 ve [0 7 0
0 0 U 0 0 V

uniter matrisleriyle soldan ve sagdan garpar ve elde edilen matrisi W ile gosterirsek

W’in W ve M ile ayn1 rankli oldugunu ve

[An 0 B 312]
0 0 By 0
Ci1 Ci2 Dy Dy
C1 0 Dy Dp

—

W= (3.9

verildigini goriiriiz. Ayrica W matrisini

[ 000 I 0 —-A{iB,, —AilB,

0 [0 0 0 I 0 0
—Cj1ATE 0 1 0 Ve[O 0 ; 0 J
—CpAp 0 0 1 0 0 0 I

nonsingiiler matrisiyle soldan ve sagdan carpar ve elde edilen matrisi W ile

gosterirsek W’ in M, W ve W ile ayn1 rankl1 oldugunu ve

Ay 0 0 0 0
B |o 0 0 B, 0 |
w=l0o 0 o 0 0
[ 0 Ci; 0 Dyy—C1A7iBy D12—C11AI11312J
Czi 0 0 Dy—CpnATiBiy Dyp—CyAiy By
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Ay, 0 0 0 0
0 0 0 By 0

=1 0 0O o0 O 0
0 Cz 0 Xyy X12
0 0 0 Xy Dyp—CrAiiBy,

verildigini goriiriiz.

Buna ek olarak B,; ve C;, nonsingiiler oldugundan W’y1

I 0 0 0 O I 00 O 0

0 I 000 [0 I 0 0 —CiiXyy
0 —X11By 0 I O lo 0 0 1 0o |
0 —XyB32 0 0 1 lo 0 0 o [

nonsingiiler matrisleriyle soldan ve sagdan carpar ve elde edilen matrisi W ile

gosterirsek Wnin M, W, W ve W ile ayn1 rankl1 oldugunu ve

[All 0 0 0 0 ]
0 0 0 By 0

W=| 0 0 0 0 0 |

[0 Cy, 0 O 0 J

0 0 0 0 Dyy—CyAiiByy

ile verildigini goriiriiz.

olsun.

NI
I
LKoo o

Bu takdirde z # 0 ve Wz = 0 oldugu gbriiliir. Bu ise W nin ve dolayisiyla M’nin
singiiler oldugunu gosterir. Bu durum M matrisinin nonsingiiler olmas1 varsayimiyla

celisir.
Simdi yeterliligi gosterelim.

Eger B, tam satir rankli, C, tam siitun rankli ve D,,—Cy1A7i By, nonsingiiler ise bu

takdirde yukarida tanimlanan W, W, W W ve M matrisi ayni ranklidir. Yani
rank(W) = rank(W) + rank(W) + rank(W) + rank(M)
dir. Clnku

rank(M) = rank(W)
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= rank(A,,) + rank(B,,) + rank(C;,) + rank(D,,—C,1A7{ B1)
=r+(m-r)+(m—-r)+(n+r—m)
=m+n

olup M matrisi nonsingulerdir.

U,V , U,V ve U,V uniter matrisleri sirayla 4, B, ve C, matrislerinin singiiler deger

ayrisimlariyla elde edilebilir.
Son olarak A’nin nonsingiiler olmast durumunu tartigsalim.

Teorem 3.4. (3.1)’de tanimlanan MeC+Mx(m+m) 2x2°lik blok matrisinin AeC™™
blogunun nonsingiiler oldugunu varsayalim. Bu takdirde M nonsingulerdir ancak ve

ancak D — CA~1B nonsingulerdir.

Ispat. A singiiler oldugundan

[ I O] [A B”] _A—lB] _[A 0 ]

—cAa™" 1llc pllo 1 0 D—CA'B

elde edilir. Bu nedenle M’nin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D —
CA~1B’nin nonsingiiler olmasidir.

3.3. Moore-Penrose Inverse Bagh Durumlar

Bu kisimda (3.1) bagintisinda verilen 2x2 tipindeki MeCm+m*(m+m) phlok matrisinin
nonsingiilerligini garanti eden gerek ve yeter sartlar ortaya konulacaktir. Burada alt
matrislere gore ortogonal izdiisiimler kullanilacaktir. Kisim 3.2° ye benzer olarak

genelligi bozmaksizin bu kisimda da m < n alacagiz.

Teorem 3.5. (3.1)’de tamimlanan MeCU™+™Wx(m+n) 252 hlok matris nonsingiilerdir

ancak ve ancak

(i) rank(P) = m — rank(4),

(i) rank(Q) = m —rank(A) ve

(iii) rank(G) = n+ rank(A) — m’ dir.
Burada

P=(U—-AAT)B, Q=C(-ATA)
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ve
G=U-QQ")(D—-CATB)(I — PTP)

olacaktir.

Ispat.

Bu durumu (3.1)’ de verilen matrisin A blogunun 3 durumuna goére agiklayalim.

i) A=0

(i) A # 0ve singllerdir

(il) A nonsingilerdir.

(iv) 1k olarak A =0 durumunu ele alalm .Budurumda Teorem 3.1
denkleminden M’ nin nonsingiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart rank(B) =

m, rank(C) =m, rank(D,,) = n — m olmasidir. Burada D, (3.2)’de

tamimlanmustir. Ayrica (3.2) ve (3.3) bagintilarindan

rank(B,;) = rank(C;;) = m

ve
_ 0 By 0 1r
[g g]=[g g] Ci2 D11 D12 [V ,9*] (3.10)
0 Dy Dypft0 V

oldugu goriiliir. U ve ¥ uniter matrislerini U, , V,e €™ ve U, V, e ™™
olmak tzere U =[U, U,] ve V=[V, V,] olarak parcalayalim. Bu takdirde
(3.10) bagintist ve A = 0 ifadesi dikkate alinirsa

{P =(1-4A")B=B=0[By 0V =UB,V,, 1)

elde edilir. Basit bir hesaplamayla
I-P"P=1-VV;=WV; ve 1-QQ"=1-0,0;=0,0;

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

{B(l —P"P)=D[By 0V (V,73)=0
(3.12)

(1-0Q")c = (0,05)T [662] 7 =0

ve

42



(1-0Q")D(1 = P"P) = (U,03) D (VV2) = U2D2,7; (3.13)
elde edilir. (3.12) ve (3.13) ecsitlikleri (3.10) ile birlikte goz Oniine alinirsa G

matrisinin agik bir ifadesinin

G=U-QQ")(D—CATB)(I — PTP) = U,D,,V; (3.14)
seklinde oldugu goriiliir.

(3.11) ve (3.14)’te tamimlanan P, Q ve G matrislerinden

rank(P) = rank(B,,), rank(Q) = rank(C,,) ve rank(G) = rank(D,,)
esitlikleri kolayca goriiliir. Bu esitlikler

rank(A) =0, rank(B) =m, rank(C) =m ve rank(D,,) =n—m
gergekleriyle birlestirildiklerinde tartisma kolayca saglanir.

Simdi A # 0 ve singiiler durumunu g6z oniine alalim. Bu durumda Teorem 3.2” den
kolayca gorullr ki M’ nin nonsinguler olmasi igin gerek ve yeter sart

rank(B,) =m —r, rank(C,) = m —r ve rank(D,,—CyA7iB;) =n+r—m
olmasidir. Burada A1, By, Cy, B13, C21 Ve Dy, (3.4)-(3.7)’da tanimlandig1 gibidir.

Ayrica uniter matris parg¢alanislar1 dikkate alinarak (3.8) ve (3.9)’den

A11 0 Bll B12

A B [U 0] 0 0 By 0 [V* 0]
M = = b ~ |, 3.15
[C D] 0 Ul|Ci1 Ciz Dyy Diz|lo V* ( )
C;y O Dy1 Dy,
Burada
I 0 = I 0
U U[O U] ve V_V[O v

dir. Simdi de U, T ve V, 7 uniter matrislerini Uy, Vi€ €™, U,, V,e ¢C™M)

Uy, Ve €M) e T, Pye €™ olmak iizere
U=1[U0, Uy, U=I[0, U,

ve
V=V, V), V=[P, 7,

olarak parcalayalim. Bu taktirde (3.15) bagmtisindan
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P=(—AAT)B = U,B,,V; ve Q =C(I—ATA) = U,C,,V; (3.16)
elde edilir. Burada A = U,4,,V;, AAT =U,UF ve ATA=V,V] ifadeleri

kullanilmistir. Basit bir hesaplamayla
I-PTP=1-VV;=WV;, ve I1-QQ"=1I1-0,0;=0,0;

elde edilir. Dolayisiyla

B(I—P'P) = U[(I) g] gi 362] 7' (7,75) = U,B1,75

Nt o (3.17)
(1-0Q")c = (U,05)U gi 652] (I) §* V= U,Cp 7,
ve
(1-QQ")D(1 = P"P) = U, (U3DV,) V3 = U,D,7 (3.18)

esitlikleri saglanir. (3.17) ve (3.18) esitlikleri (3.15) ile birlestirilerek G matrisinin
acik bir ifadesi olarak

G=(~-QQ"(D—CA"BYU = P"P) = Up(Dyz — CrA1{B12)V;  (3.19)
esitligi elde edilir. Boylece (3.16) ve (3.19)’da tanimlanan P,Q ve G matrisinin

ifadeleri bize
rank(P) = rank(B,;), rank(Q) = rank(C;)
ve
rank(G) = rank(Dy, — C,1A71B;5)
esitliklerini verir. Bu esitlikler
rank(A) = rank(A4,,), rank(B,) =m—r, ve rank(C,) =m—r
ve
rank(D,, — C1A7iB;) =n+r—m
gercekleriyle birlestirilirse istenen sonug kolayca goriiliir.

Son olarak A’nin nonsingiiler olmast durumunu goz Oniine alalim. Bu durumda

Teorem 3.5 denkleminden kolayca gorullr ki M matrisinin nonsingiiler olmasi igin

gerek ve yeter sart D — CA~2"in nonsingiler olmasidir. A" = A™! oldugundan basit

bir hesaplamayla
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P=(U—-A4AAT) B=0, Q=CU-ATA)=0
G=U-QQ")(D—-CA™B)(I—PTP) =D —CA™'B
oldugu goriiliir. Bu ise
rank(A) = m, rank(P) =0, rank(Q) =0
ve
rank(G) = rank(D —CA™'B) =n
esitliklerini saglar. Boylece Teorem ispatlanmis olur.
3.4. Matris Ranki i¢in Genel Formiiller

Bu kisimda (3.1)’de tammlanan 2x2°lik MeCm*+™*(M+n) plok matrisinin ranki icin
genel formiilleri singiiler deger ayrisimi ve alt matrislere gore ortogonal izdiisiimler

cinsinden ifade edecegiz.

Teorem 3.6. (3.1)’ de tammlanan MeCM+Mx(m+1) 249 *lik blok matrisi igin

U,VeC™m

UAV = [Aél 8] (3.20)

olacak sekilde iki uniter matris olsun. Burada Aq; ya sifirdir ya da rxr’lik

nonsingtler bir matris blogudur. B; ya sifir ya da rxn’lik bir matris blogu, C; ya sifir
ya da nxr’lik bir matris blogu ve bunlara karsiik olarak B,eC™ ™" ve

C,eC™™ ) olmak iizere

U'B = [gl] ve CV=[C, G (3.21)
2
olsun. Ayrica UeC™ ¥ gec™ ve  TeC™™ |, VeC™ ™ matrisleri

B,1€C*™1 €1,€C°**? ya sifir ya da nonsingiiler olmak iizere
0B,V = [Bgl 8] ve U'C,V = [652 8] (3.22)
olacak sekilde uniter matrisler olsun. B1;€C™**! , Bq,eC™*™ ™D (.. eC?"
$ 11 12 11

C216(C(n—sz)xr ve D11€(Cszxsl, DZZE(C(n_SZ)x(n_Sl), Dlze(cszx(n—sl) ve D21E(C(n—sz)xsl

olmak Uzere
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& F* D1y Dlz] (3.23)

C .
BV =[Bu Bl Uci=|1] ve Upv=|
1V =1[B11 B2l 1 ey Dy, Doy
matrislerini tanimlayalim. Bu takdirde
rank(M) = rank(A;;) + rank(B,) + rank(Cy;) + rank(D,, — C,1A71B;1,) (3.24)
esitligi saglanir. Burada eger A;; = 0 ise Dy, — 621AI11312 ile D, yer degistirir ve
eger A11, By ve Cq, matris bloklart sifir ise rank(A;1), rank(B,;), rank(Cy,)

yerine sifir konur.

Ispat. (3.20) ve (3.21)’ den

. A1 0 By
A 0
A | O o

oldugu goriiliir. (3.22) ve (3.23) ifadeleri kullanilarak basit bir hesaplamadan sonra

U=U[(I) g] ve Vzv[é g] olmak lizere

All 0 0 Bll BlZ
R 0 0 0 By 0.
M= =Y % 0o o o o oflV 0 (3.25)
cC D 0 U 0o Vv~
Cll ClZ 0 D11 D12
C21 0 0 D21 DZZ
elde edilir.
A7 0 0 By By
|0 0 0 By 0
w=[lo o0 o o0 0|
|C11 Ci3 0 Dy Dyl
Csi O O Dy Dol

olsun. Bu takdirde M ve W matrislerinin ayn1 rankli oldugu gériiliir. A;; = 0 olmas1

durumunda (3.25)’ ya gbre M matrisiyle

0 By O
Ci2 D11 Dy
0 Dy Dy

matrisinin ayni ranka sahip oldugu goriiliir. Bu ise By veya Cq;’nin sifir olmasina

Dy, By 0

C
bagli olarak [ 12
& 0 Dy D1 Dy

] ya da ] ’ a doniisir ve By, ve Cq»

nonsinguler ise
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r 00 I 0 CilDy,
—D11Ba1 I Ofve |o 0
—D,Byt 0 1 00 I

nonsingiiler matrisleriyle soldan ve sagdan ¢arpildiginda

0 By O
C, 0 0
0 0 Dy

Matrisine doniisiir. Bu nedenle rank(M) = rank(B,,) + rank(C;,) + rank(D,,)’
dir. Bu ise (3.24)’ te verilen rank formiiliiniin dogrulugunu gosterir. A;; nonsingtler

oldugundan W matrisini soldan ve sagdan sirastyla

I 0 00 O
[ 0 I 00 o]
|0 0 I 0 O
|~Chail i 0 1 0
|l—c,iait 0 o0 o 1l

ve
I 0 0 —AyB,, —AuB,
01 0 0 0
00 I 0 0
lo 0 0 I 0 J
000 0 I

nonsingiiler matrisleriyle carpar ve elde edilen matrisi W ile gosterirsek W’ nin M ve

W ile ayn1 ranka sahip oldugunu ve

A, 0 0 0 0
0 0 0 By, 0 |

W=l0 0 0 0 0
0 Ci; 0 Dyy—C1A7iBy D12—C11AI11312J
€21 0 0 Dy—CpA1iBin Day—CypAli By,
A, 0 0 0 0
0 0 0 By 0

=10 0O o0 O 0

O Clz 0 Xll X12
0 0 0 X1 Dy—CrAiiBy,

ile verildigini goriiriiz. Bunun sonucu olarak ya B, veya C1; sifir ise M matrisi
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A, 0 0
0 Cyi2 X12

0 0 Dyp—CyiAiiByy

Ay 0 0
0 By 0

0 Xy Dyy—CpAiiBiy

ya da

matrisleriyle ayni1 ranka sahip olacaktir. Bu nedenle (3.24) rank formiilii dogrudur.

Ote yandan hem B;, hemde C; nonsingiiler ise W matrisin soldan ve sagdan

I 0 0 0 O I 00 O 0

o 000 [o I 0 0 —Ci3Xy,
0 —X41B;y 0 1 0 o 0 0 1 0o |
0 —XyB32 0 0 1 lo 0 0 0 ;o

ile carpar ve elde edilen matrisi W ile gosterirsek W’nin M, W ve W matrisleriyle

ayni ranka sahip oldugunu ve

[An1 0 0 O 0 1

0 0 0 By 0
w=l0 0 0 0 0

0 Cp 0 0 0

Lo 0 0 0 Dypy—CuAlB,l

seklinde verildigini goriiriiz. Bu nedenle (3.24) rank formulu gerceklenir.
Teorem 3.7. (3.1)’de tanimlanan MeC™*™*(m+m) 2x2°|ik blok matrisi igin
P=(—-AATB, Q =C(I—ATA)
ve
G=U-QQ")(D—-CATB)(I1 — PTP)
olmak Uzere
rank(M) = rank(A) + rank(P)rank(Q) + rank(G) (3.26)
esitligi saglanir.

Ispat. Teorem 3.6 denklemindeki gibi (3.20)-(3.23) matris carpilislarini uyarlayalim

ve U, eC™2, U,eC™ ™52 7,eC™ ve 7, eC™*™ 5V olmak izere
U = [ﬁl ﬁZ] ve V = []71 ]72]

alalim. Bu takdirde (3.24)’ ten (3.26)’ nin ispat1 igin sadece
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rank(A) = rank(A,,), rank(P) = rank(B,,), rank(Q) = rank(C,;)  (3.27)

ve
rank(G) = rank(Dy,—C,1A7iB;3) (3.28)
esitliklerinin gosterilmesi gerekmektedir. (3.20)” den kolayca gorulir ki
rank(A) = rank(A,,)’ dir. Dolayisiyla (3.27)" deki ilk esitlik saglanir. Ayrica
A=U [Aal 8] Ve ove A=V [Agf 8] U (3.29)
olur. Eger A1 = 0 ise bu takdirde
AT=0, I-AAT=1-ATA=1
ve
P=B=B, Q=C=C,ve G=(-C,CID( —BIB,)
olacaktir. (3.22) e gOre B, veya Cy; nin sifir olup olmamasina gore

rank(P) = rank(B,) = rank(B,;) ve rank(Q) = rank(C,) = rank(C,,) elde
edilir ki bu da (3.27)’ deki son iki esitligi verir. Dolayisiyla sadece (3.28) esitliginin
saglandigin1 gostermemiz gerekir. Bu durumda rank(G) = rank(D,;) oldugunun

gosterilmesine indirgenir. Gercekten hem B,; hem de Ci, sifir ise bu takdirde
B,=0, C,=0ve U DV =D,, olur. Dolayisiyla G = D = UD,,V* olur ki bu da

rank(G) = rank(D,,) esitligini saglar. Eger By; = 0 ve Cq, nonsingller ise
vor=[py} co=0[ G g7 =[G o

ve
G=(~-Cehp = (I~ [(I) 8] 0°)D = 17[8 ?] 0D
=0y l@onr=ofg 5[pz]r =0l ]

elde edilir. Bu ise rank(G) = rank(D,,) oldugunu gosterir. Eger C1, = 0 ve By

nonsinguler ise bu takdirde C, = 0’dur.
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ve benzer sekilde
— _ T _ _ (7 I 0 i7*x ) (7 0 0 (7 %
G =DU-BIB)=D(I V[O O]V)_DV[O I]V
1377 D7 0 0’\*_"" 0 O’\*_"" (7 *
= U(0"DV) [0 I]V = J[Dy; Dyl [0 I]V = J[0 Dy,]V
elde edilir. Bu ise rank(G) = rank(D,,) olmasi demektir.
Eger hem B,; hem de C4, matrisleri nonsinguler ise bu takdirde
Ty BZI 0]"* T_"[B_1 O]"* T i I 015
BZ—U[O o7 Bi=7[B OU,BZBZ—V[O o7
ve
_ #[C1a o]~* T:~[c;21 o]~* r_ = 07
C, U[O 7 d=v|Ce YT, e ol oo
olacaktir. Basit bir hesaplamayla
i mtvmer oTm s — 70 Ol Feno[0 Olos _ 7 1 o
G =(—-C,CHD(U —BIB,)) = U[O I]U DV[O I]V = U,D,,V;

elde edilir ki bu da
rank(G) = rank(D,,)
oldugunu gosterir. Eger A1, nonsingler ise (3.20)’ dan

0 0

1—AAT=U[8 (I)]U* ve I—ATsz[O ;

v
elde edilir. (3.21) ve (3.22)’ e uygun olarak
10 07, _ 4, [0 031]_ [o]
P_U[o I]U =Ulo 1][32 =Uls,
0 0]

B,, 0|V* (3.30)
0 o0l

=]y gl

ve

0 0

0=y |

v =1c cz][g ?]V*:[o ]V

:ﬁ[o Ci, OHI 0

o0 o ollo v
elde edilir. Bu ise (3.27) deki son iki esitligi verir. Boylece sadece (3.28) esitliginin

] v (3.31)
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saglandigin1 gostermemiz gerekir. Eger B,; ve Cq, nonsingller ise (3.30) ve (3.31)

esitliklerinden

I—PTp =17[8 ‘;]17* = 0,0y
ve

—qor=0[3 Yo =00
elde edilir.

Bu durumda (3.20) ve (3.23) ifadeleri gbz oniine alinirsa
G = (0,05)(D — CA™B)(V,V3)
= (0,03)0[(TDV) — (Tcv)(Urav)T (u*BV)|V*(7,V5)
=[0 T,)(0°D7 - 0°CAztB, ) [t]
2
= 172 (Dzz—C21AI1lB12)V2* (3.32)

elde edilir. Bu ise rank(G) = rank(D,,—C,;A71B;,) oldugunu gosterir. Eger By
ve Cy,” nin her ikisi de sifir ise B, = 0,C, = 0, B,V = By, ﬁ*Cl = (1 olacaktir.

BunedenleP =0, Q =0, U'DV = D,, ve
G=D—-CA"TB=D-CV(U*AV)TU*B
_n_ A7l 0] Bil _ nh_, 41
=p-c. ot 0| = p-caitm,
= ﬁ(fj*D"/\ - U*ClAIilBlf/\)f)* = ﬁ(DZZ_CZZLAI%BlZ)‘?*
elde edilir. Bu ise rank(G) = rank(D,,—C,,A71B;,) oldugunu gosterir.

Eger B,; nonsinguler ve Ci; =0 ise bu taktirde C, =0 ve ﬁ*Cl = (C,, 'dir. Bu

nedenle
Q=0, D—CA™B=D—CA7{B,, UDV=[Dy Dy]

ve (3.30)’ ¢ benzer sekilde

0 0
p=ull o By 817*
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elde edilir. I — PTP = V,V; oldugundan (3.32)’ e benzer sekilde
G = (D - C1AI1131)(‘72‘72*)
= U(U*DV — U*CL AT B, V)V*(V,05)
= OlDs—CoriiBry Drr=Condii Buol ]

= ﬁ(Dzz_CmAﬁlBu)V;

elde edilir. Bu ise rank(G) = rank(D,,—C,1A7{ B;3) oldugunu gosterir. Son olarak
eger By, = 0 ve Cy, nonsingiler ise bu takdirde B, = 0 ve B,V = B, olacaktr.

Dolayistyla

P=0, D-CA"B=D-CA{iB;, UDV = [g”]
22

olup (3.31)’ ¢ benzer sekilde
17 0 Clz O I 0 *
¢= U[o 0 o”o V*]V
oldugu goriiliir. I — QQT = U,U; oldugundan (3.32)’ e benzer sekilde
G = (172172*)(1) - C1AI1IB1)
= (0,03)0(U*DV — U*C,A7{B,V)V*

_ [Dyy—Ci1ATIB1y] .
— [0 Uz][ 12— (11 1 12]V
Dy2—C21411B12
= Uz(Dzz—CmAﬁlBlz)V*
elde edilir ki bu da rank(G) = rank(D,,—C,,A71B;,) olmas1 demektir.

Teorem 3.8. (3.1)’ de tanilanan MeCT*™*(M+1) 242 tipindeki blok matrisi

nonsingiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

rank(A) + rank(P) + rank(Q) + rank(G) =m +n
olmasidir.
Bu kisimda 2x2 tipindeki blok matrislerin inversini gosterecegiz.

Once
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il

e (3.33)

2x2 tipindeki blok matrisi i¢in agik invers formiilleri 3 farkli kisimda verilecektir.
Daha sonra bu sonuclar blok ticgensel matrislerin inverslerinin elde edilmesinde ve
bisimetrik, Hamilton, per-Hermityan ve centro-Hermityan matrisler gibi degisik
yapidaki matrislere uygulanacaktir. Son olarak 2x2 tipinde blok matrisler ve onlarin
inverslerini tamamlama problemleri tartisilacaktir. 2x2 tipinde blok matrisin (3.33)
bagintisinda verilen ters matrisi birgcok konuda siklikla ortaya c¢ikmistir ve uzun
zamandir ¢alisiimaktadir. A= veya D1 cinsinden inversler lineer cebir ile ilgili

bircok standart kaynaklarda bulunabilir.

Bununla beraber burada tam bir isleyis verecegiz. (3.33) bagmtisindaki A matrisinin
D — CA™'B Schur bileseni pek ¢ok matematikgi tarafindan calisitlmistir. Lazutkin
2x2 tipindeki blok matrislerin yapisini incelemistir. Bapat ve Kwong 2x2 tipindeki

pozitif definit blok matrislerin Schur ¢arpimai igin esitsizlikler elde etmistir.

Bu caligmanin 3 amaci vardir. Birincisi 2x2 tipindeki blok matris ve onlarin tersleri
ile ilgili tum formallerin tam bir listesi verilecektir. Ikinci olarak 2x2 tipindeki bir
blok matrisle ilgili simetrik yapilt matrisler ele alinacaktir. Ayrica bilgisayar cebir
sistemleri de kullanilarak su ana kadar bilinen formiiller alisilmis yolla
ispatlanacaktir. Gergekten belirli 2x2 ve 3x3 tipindeki blok matris tamamlama
problemlerini ¢ézmede kullanilan paket programlar olusturulmustur. Son amacimiz

ise bu gercegi gostermek ve bu tekniklerin detayl bir ¢alismasidir.

E F

oo (3.34)

Rz[‘é g veR-lz[

nonsinguler bir R matrisi ve onun tersi R~1 (3.34) seklinde parcalanabilir olsun. R ile
R~ 1ve R71ile R garpimlarmim miimkiin olmasi i¢in tiim alt bloklarm biiyiikliikleri
keyfi alinamaz. Bu nedenle 4, B, C ve D matrislerinin k + [ = m + n olmak uzere
sirastyla kxm, kxn, lxm ve lxn boyutlu oldugunu varsayalim. Bu takdirde E,F,G
ve H matrislerinin boyutlar1 sirasiyla mxk , mxl , nxk ve nxl tipinde olmak
zorundadir. Baska bir deyisle R™1, R matrisinin eslenik pargalanisindadir. Bu
kissmda A,B,C ve D cinsinden E,F,G ve H igin formiiller verecegiz.

Genellestirilmis inverslerden kaginmak i¢in A, B,C veya D bloklarindan birinin
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nonsinguler bir kare matris oldugunu varsayalim. Boylece sadece 3 mumkin

parcalanis s6z konusudur.

e Kare kosegen parcalanis: k = mvel =n
e Kare kdsegen olmayan pargalanis: k =nvel=m

o Tiim kare parcalanis: k =l=m =n

Siiphesiz ki R orijinal matrisi ve R™! inversi tiim kare parcalanisa uygun boyutta
olmalidir. ik olarak R ve R™! matrislerinin kare kdsegen parcalanmisin1 goz oniine
alalim. Bu durumda A, D, E, H kare matrislerinde A ve E ayn1 boyutta ve dolayisiyla
D ve H da ayni boyuttadir.

Teorem 3.9.

i. A nonsingililer olsun. Bu takdirde (3.34) bagintisindaki R matrisinin tersinin
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin D — CA~'B Schur tiimleyeninin
tersinir olmasidir ve

. _[A'+ATB(D—-CA'B)"'CA™Y —AT'B(D — CAT'B)™?

.
—(D —CA™'B)™1CA™! (D —CA'B)?

(3.35)

elde edilir.

ii. D nonsingiler olsun. Bu takdirde R matrisi tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter
sart D matrisinin A = BD~1C Schur tiimleyeninin tersinir olmasidir ve

(A—BD 1)t —(A—BD ') 'BD™!

R1=
—-D"'C(A-BD™'C)™* D '+D'C(A-—BD'C)'BD!

(3.36)

Bu iki formiiliin farkli durumlarda kullanildigi, dolayisiyla A ve D matrislerinin her
ikisinin de nonsingiiler olmasi durumunda bunlarin birbirine denk oldugu agikca

goraldr,

Bu teoremin ispatlanmasi i¢in ¢esitli yollar vardir. Fakat R matrisinin blok Gauss
eliminasyonu cinsinden yapilan ispat daha dnemsizdir. Daha acik bir sekilde Teorem

3.9 bagintisinin birinci kismi igin

R= [C/{‘l (1)] [g D - c(‘)A-lB] [(I) A_IlB]

ikinci kismi igin
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Rz[(l) BD HA BD~'C 0“1

I e 1

oldugu goriiliir.

Ote yandan R ve R~ matrislerinin kare fakat kdsegen olmayan pargalanisini goz
Ontine alalim. Bu durumda B,C,G ve H matrisleri kare matrisler olup B ve G
matrisleri ayn1 boyutlu ve dolayisiyla C ve H matrisleri de ayn1 boyutludur. Satir ve
stitunlarin uygun bir permiitasyonu ile R ve R~ matrisleri kare kdsegen parcalanisa

dontistiiriilebilir.

Ornegin ] matrisi ikinci kdsegen 1, digerleri 0 olan bir matris olsun. Bu durumda RJ
matrisi, R matrisinin siitunlarinin sirasimi degistirir ve dolayisiyla kare kosegen

parcalanis olur. Bu nedenle
B] [0 J1 [B] A]]
plly o] [pJ cCJ
matrisine Teorem 3.9 denklemini uygulayabiliriz. Fakat tamlik ve daha sonraki

kullanimlar i¢in bu formiilleri verelim.
Teorem 3.10.

i. B matrisi nonsingiler olsun. Bu takdirde (3.34) bagmtisindaki R matrisinin
tersinir olabilmesi igin gerek ve yeter sart B matrisinin C — DB~*A Schur
tiimleyeninin tersinir olmasidir ve bu durumda

—(C—DB~'A)"'DB™! (C —DB™14)™!

R!=
B™' + B~'A(C — DB~'A)"'DB~' —B'A(C - DB~'A)™!

(3.37)

elde edilir.

ii. C matrisi nonsinguler olsun. Bu takdirde R matrisinin tersinir olmasi igin gerek
ve yeter sart C matrisinin B — AC~1D Schur tiimleyeninin tersinir olmasidir ve
bu durumda

C1D(B—AC™'D)™' €'+ C 'D(B - AC D) 1AC™?

R1=
(B—AC™1D)™1 —(B — AC™'D) AC™!

(3.38)

elde edilir.

Yukaridaki duruma benzer sekilde bu iki formiil farkli durumlarda kullanilir ve hem

B hem de C matrisi nonsinguler ise bu iki formul birbirine denktir.
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Son olarak tiim kare pargalanis, yani R ve R™! matrislerindeki tiim bloklarin kare
olmasi durumunu gdz 6niine alalim. Bu durumda R ve R~ matrisleri aym boyutlu
olmak  zorundadir. Bu pargalanis kare kdsegen  parcalanis  olarak
diistiniilebileceginden yukarida verilen iki teorem uygulanabilir. Fakat farkl

varsayimlar altinda kullanilir.
Baz1 6zel durumlarda bu formiiller 6zdestir.

i. Eger A ve B matrisleri tersinirse (3.35)=(3.37)
ii. Eger A ve C matrisleri tersinirse (3.35)=(3.38)
ii. Eger B ve D matrisleri tersinirse (3.36)=(3.37)
iv. Eger C ve D matrisleri tersinirse (3.36)=(3.38)

R nonsinguler matrisi i¢in A, B, C, D bloklarinin tiimiiniin singiiler olma ihtimalinde
mevcut oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla R~ matrisini hesaplamak igin yukaridaki

formallerin hicbiri uygulanamaz. Bunun icin tipik bir érnek

oo O
S OO K
SO O
O RO O

matrisidir. Gercekten bu matrisin tim kare koOsegen pargalanigslar1t A ve D
matrislerinin nonsingulerligi i¢in gegersizdir. Bu nedenle m = 1 ve n = 3 olmak
lizere kare kosegen olmayan pargalanis bunun tersini elde etmede uygulanabilir.
Bundan dolay1 diger metodlarin higbiri saglanmadiginda istenilen inversi bulmak i¢in
birden ¢ok secim yapabilecegimizi gosteriyor ve sec¢imlerin herbiri ilerideki

kisimlarda gosterecegimiz gibi 6nemlidir.
3.5. Blok Uggensel Matrisler

Bu kisimda 2x2 tipindeki blok kdsegen matrisler i¢in verdigimiz temel teoremleri
blok iicgensel matrislere uygulayacagiz. ilk olarak blok kosegen ve blok ikinci

kosegen matrislerin inversleri i¢in 6nemli sonuglar1 verelim.

Sonug 3.1.

I. Kare kdsegen pargalanis igin [‘3 g] matrisinin tersinir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart A ve D matrislerinin tersinir olmasidir ve bu durumda tersi
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olur.

ii. Kare kdsegen olmayan pargalanis igin [g g] matrisinin tersinir olmasi igin

gerek ve yeter sart B ve C matrislerinin tersinir olmasidir. Bu durumda tersi

[ )

Bl 0

olur. Blok kosegen bir matrisin tersi de blok kosegen matristir. Benzer sekilde blok
ikinci kdgegen matrisin tersi de blok ikinci kdsegen matristir. Fakat pargali transpoz
alinmis sekildedir. Dolayisiyla B ve C matrisleri arasinda bir degisim s6z konusudur.

Bu sonug n. T tipindeki blok kosegen ve ikinci blok kdsegen matrislere de kolayca
genisletilebilir.

Bu kismin devaminda blok ticgensel matrislerinin terslerini inceleyecegiz. Teorem

3.7 ve Teorem 3.8 denklemlerinden asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonug 3.2. [A

0 D] Ust tiggensel blok matrisini g6z 6niine alalim.

I. Kare kosegen pargalanis igin bu matrisin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A ve D matrislerinin tersinir olmasidir ve tersi

-1 _ A1 -1
[
olur.

Ii. Kare kosegen olmayan pargalanig i¢in B matrisi nonsinguler olmak uzere bu
matrisin tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart DB~'A matris blogunun tersinir

olmasidir ve tersi

(DB'A)"1DB! (DB 14)™?

3.40
B '+ B 'A(DB'A)"'DB™! B'A(DB'A)"'DB! (3.40)

olur.

Kolayca goriliir ki bir blok iist liggensel matrisin tersi sadece kare kdsegen

pargalanmasi1 durumunda yine blok Ust li¢cgensel olacaktir.
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Genel olarak kare kosegen olmayan pargalanig i¢in bu dogru degildir. Ayrica eger
pargalanis gercekten bir tim kare parcalanis ise ve A, B, D matrislerinin her biri
tersinir ise bu takdirde (3.40)=(3.39). Benzer sckilde kare kdsegen pargalanistaki

blok alt Gggensel matris igin

¢ ol=Lohea ol

elde edilir. Kare kdsegen olmayan pargalanis icin ise

[,4 0]-1_ c'D(ACTID)™t ¢ t-clpAciD)tAc!
cC D —(Ac™1D)?! (Ac™'D)*Ac!

olur. A =0 veya D = 0 gibi en fazla iki mimkin durum s6z konusudur. Birinci

durum i¢in Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 asagidaki sonuca doniisiir.

Sonug 3.3. [0 B] matrisini gbz oniine alalim.

¢C D

I. Kare kdsegen olmayan pargalanig i¢in bu matrisin tersinir olmasi i¢in gerek ve

yeter sart B ve C matrislerinin tersinir olmasidir ve bu durumda tersi

—c 'ppt c—l]
3.41
[ B! 0 (341)

olur.

ii. D matrisi nonsingiiler olmak tizere kare kdsegen pargalanis igin bu matrisin
tersinir olabilmesi icin gerek ve yeter sart BD™'C matris blogunun tersinir

olmasidir ve bu durumda tersi

—Bpt0)”! (Bp~'c) 'BD?

-1 -1 (342)
p~tc(Bp7'¢) = D'+ Dp7'c¢(Bp7'c) BD!
olur.

Teoremin birinci kisminda matrisin tersi transpozu alinmis sekilde oldugu halde hala

daginiktir.

Ikinci kisimda dagmikligi genelde bozulacaktir. Ustelik eger pargalanis gercekten bir

tam kare pargalanis ise B, C ve D matrislerinin her biri tersinir ise (3.41)=(3.42) olur.

Benzer sekilde kare kosegen olmayan parcalanis i¢in
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A B]_lz 0 ¢t
C D B~! —B7lACc™?

ve kare kdsegen pargalanis icin

A B]-l_ [A‘l—A‘lB(CA‘lB)‘ch‘l A"IB(CA™'B)!
c bl ~— (CA™'B)~1cA™! (CA™1B)™1

seklinde pargalanir.
3.6. Yapilandirilmus Matrisler

Bu kisimda temel teoremlerimizi bisimetrik, Hamilton, Hamiltonian, Hankel,
Toeplitz, circulant, Hermityan, per-Hermityan, centro-Hermityan ve onlarin ¢apraz
hermityan matrislerini igeren yapilandirilmis matrislere uygulayacagiz. Bir
hermityan ya da simetrik matris i¢in dogal pargalanis kare kdse parcalanistir. Bu
kosegen bloklarin simetrisini korur. Tersine olarak kare kdsegen olmayan parcalanis
genelde hermityan matrislerin simetrikligini bozar. Bununla beraber Teorem 3.9 ve
Teorem 3.10 yine de tim Kkare pargalanmis tek boyutlu hermityan matris igin

uygulanabilir. Ozet olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 3.4.

I. Bir matrisin hermityan olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart o matrisin A ve D

hermityan olmak tizere kare kosegen parcalanista

b Dl

formunda olmasidir. Bu durumda bu matrisin tersi istenen tersler mevcutsa

[A-l +A"'B(D — B*A7'B)™'B*A™' —-A'B(D — B*A-lB)-l] (3.43)
—(D — B*A7'B)"1B*A™1 (D —B*A™'B)7! '
ya da
(A—BD 1B —(A—BD 'B*)"'BD™! (3.44)
—-D"'B*(A-BD"'B*)™* D'+ D7 'B*(A—BD'B*)"'BD! '

ile hesaplanabilir.

ii. Tim kare pargalanmis formdaki
A B ]
B* D
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hermityan matrisi gerekli tersler mevcutsa

[ —(B*—DB™'4)"1pB"! (B* — DB~ 14)™1 ] (3.45)
B~' 4+ B 'A(B*— DB 'A)"'DB~! —B~'A(B*— DB~ 14)™! '
ve
[(B*)‘lD(B — A(B*)"'D)"' (B*)"'+ (B*)"'D(B - A(B*)-lp)-lA(B*)-l] (3.46)
(B — A(B*)~'D)~ —(B — A(B*)"'D) *A(B*)" '

terslerine sahiptir. Burada (B*)™! = (B~1)* notasyonu kullanilmigtir. Bu sonuglar

Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 denklemlerinden elde edilir.

Ayrica (i) sikkindaki A=, (D — B*A™'B)~', D' ve (A — BD™'B*)™! tersleri aym
pargalanis metoduyla da hesaplanabilir. Boylece hermityan matrislerinin terslerini
elde etme icin bir tekrarlama metodu elde edilmis olur ki bu metot pratikte ve paralel
hesaplamada yaralidir. Bir hermityan matrisin

[E F

G H
tersinin de hermityan oldugu bilinmektedir. Bu nedenle kare késegen pargalanis igin
E ve H hermityan olup G =F* olur. Bu ger¢ek yukaridaki matris tersi
formillerinden de kontrol edilebilir. Dolayisila G ve F matris bloklarindan yalniz bir
tanesini ve E ve H matris bloklarinin tamaminin hesaplamamiz gerekir. Bir 6zel
durum olarak pozitif definit matrisi géz Oniline alalim. Pozitif definit matrisler
hermityandir. Bu matris

[A B

B* D
olarak pargalanmis olsun ve onun esas A ve D alt matrisleri de pozitif definit olsun.
Dolayisiyla hem A hem de D nonsingulerdir. Boyle bir matrisin tersi (3.43)-(3.46)
kullanilarak hesaplanabilir. Bu matrisin ters matrisi pozitif definittir ve dolayisiyla bu
ters matrisin esas alt matrisleridir. Bu nedenle (3.43)-(3.46) bagintilarindaki tim

kosegen bloklar pozitif definittir.

Simdi capraz hermityan ya da capraz simetrik matrise donelim. Kare kosegen
parcalanis ¢apraz simetrikligi korumak i¢in dogru bir se¢imdir. Gergekten asagidaki

sonucu elde ederiz.
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Sonu¢ 3.5. Bu matrisin ¢apraz hermityan olmasi i¢in gerek ve sart A ve D capraz

hermityan olmak {izere kare kdsegen pargalanista

5 o)

-B* D
gOsterime sahip olmasidir. Bunun tersi (3.35) ve (3.36) bagmtilarindan
hesaplanabilir. Buna ilaveten tiim kare parcalanis icin (3.37) ve (3.38) bagmtilart
kullanilabilir. Kolayca goriilebilir ki tiiretilmis ters matris de ¢apraz hermityandir.
Cift mertebeden bir ¢apraz simetrik matrisin singiiler olmas1 gerektiginden ve higbir
terse sahip olmadigindan tek mertebeden bir ¢apraz simetrik matrisin tersini g0z

onidne almak yeterlidir. Bir bi-simetrik matris A ve D kdsegen bloklari ayni1 boyutlu

simetrik negatif semi-definit ve
[ ol
BT 0
kalan matrisi ¢capraz simetrik olmak tzere
A B
| % Dl (3.47)

formunda bir reel matristir. Bisimetrik bir matrisin negatif semi-definit oldugunu
gostermek  miimkiindiir.  Quadratic = programlamanin  lineer  tamamlayici
problemlerinde ortaya ¢ikar. Bir bi-simetrik matris tiim kare pargalanis oldugundan
Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 denklemlerine goére bu matrisin

6 b

terslerini elde edebiliriz.

Sonug 3.6. (3.47) ile verilen bi-simetrik matrisin tersi (3.35)-(3.38) bagntilarina gore
hesaplanabilir. (3.35) ve (3.36) denklemleri A ve D farkli boyutta olsa bile saglanir.
Bisimetrik bir matrisin tersi de bi-simetriktir. Bunu gérmek icin G = —FT ve E ve H
matris bloklarmin simetrik oldugunu kontrol edelim. Bu bi-simetrik matris bir terse
sahip oldugundan negatif definit olmak zorundadir. Dolayisiyla tersi de negatif
definit olmalidir. E' ve H esas alt matrisleri de negatif definit olmalidir. Bir R = (7y;)
matrisine per-hermityan denir. Eger Vi,j i¢in 7j; = 41— jn+1-; kisaca j ikinci

kisimda tanimlanan matris olmak tizere R = JR*J’ dir. Bir reel per-hermityan matris
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per-simetrik veya ikinci simetrik olarak adlandirtlir. Bunun elemanlar1 ikinci
kosegenine gore simetriktir. Bir per-hermityan matris i¢cin dogal parcalanis kare
kosegen olmayan parcalanistir. Bu kdsegen disindaki bloklarin simetrikligini korur.
Tersine tiim kare kosegen parcalanis genelde per-hermityan matrisin simetrikligini

bozacaktir.

Sonu¢ 3.7. Bir matrisin per-hermityan olmasi igin gerek ve yeter sart B ve C per-

hermityan olmak iizere kare kdsegen olmayan parcalanista

¢ ]

formuna sahip olmasidir. Bu matrisin tersi (3.37) ve (3.38) kullanilarak
hesaplanabilir. Ozel olarak eger parcalanisi tiim kare matris ise bu takdirde (3.35) ve
(3.36) bagmtilar1 da kullanilabilir. Benzer sekilde (3.37) ve (3.38) bagintilarindaki
B™1,(C—JA*JB1A)™L, C7 1, (B — AC™1JA*)) ™! tersleri aym pargalanis metoduyla

ardisik olarak hesaplanabilir.

R™ = (R =](R™Y]
oldugundan bir per-hermityan R matrisinin

[E F

G H
tersinin de per-hermityan oldugu kolayca goriiliir. Bu nedenle kare kdsegen olmayan
pargalanig ig¢in F ve G per hermityan olmak Uzere H = JE*] dir. Bu tum matris tersi
formdallerinden de kolayca kontrol edilebilir. Dolayisiyla E ve H alt matrislerinden
yalniz bir tanesini, F ve G alt matrislerinin tamamini hesaplamak gerekir. Eger

R = —JR*] ise R matrisine ¢apraz per-hermityan denir.

Sonu¢ 3.8. Bir matrisin ¢apraz hermityan olmasi igin gerek ve yeter sart B ve C

capraz per-hermityan olmak tizere kare kosegen olmayan parcalanista

¢ —a]

formunda olmasidir. Bunun tersi (3.37) ve (3.38) bagintilarindan hesaplanabilir. Tim
kare pargcalanmig bir matris igin (3.35) ve (3.36) bagintilar1 da kullanilabilir. Bir reel
capraz per-hermityan matrise genellikle capraz per-simetrik matris veya ikinci ¢apraz
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simetrik matris denir. Cift mertebeden her capraz per-simetrik matrisin singller
oldugunu dolayisiyla hicbir terse sahip olmadiginit hatirlayalim.
Oncelikle belirtelim ki J matrisinin determinant1 1 veya -1 olur. Dolayisiyla nxn
tipindeki capraz per-simetrik matrisi
detR = (—1)"det].detR".det] = (—1)"detR
esitligini saglar. Bu nedenle n ¢ift oldugunda detR yok olur.
Bir Hamilton matris B ve C ayn1 boyutlu simetrik matrisler olmak tizere
A B
- e

formundaki bir matristir.

Boyle bir matris kontrol teorideki cebirsel Ricatti denklemiyle ilgilidir. Bu matris
tam kare matris parcalanmis oldugundan hem Teorem 3.9 hem de Teorem 3.10

uygulanabilir.

Sonug 3.9. (3.48) Hamilton matrisinin tersi (3.35)-(3.38) ile hesaplanabilir. B ve C
farkli boyutlu olsa bile (3.37) ile (3.38) bagntilarinin sagladigini belirtelim. Bunun
tersi [g Z] olsun. Ters formillerinden F ve G alt matrislerinin simetrik oldugu ve
H = —ET oldugu kolayca gériiliir. Bu nedenle bir Hamilton matrisinin tersi de
Hamilton matristir. Bir 7;; = 7,41_;n41—; ise baska bir deyisle = JRJ olur.
Gergekten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.10. Bir matris tek mertebeli centro-hermiyandir ancak ve ancak A ve B ayni

boyutlu olmak Uizere

[A_ BiF]

IB JA]
formundadir. Bu tiim kare parcalanisa karsilik geldiginden bu matrisin tersini
hesaplamada (3.35)-(3.38) formiillerinin herbiri kullanilabilir.

Rl =) 1R~1-1 :]F]

oldugundan bir centro-hermityan matrisin [g H]

Dolayisiyla E ve H alt matrislerinden yalmiz birini ve F ve G alt matrislerinin de

tersi de centro-hermityandir.
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birini hesaplamamiz yeterlidir. Bir reel centro-hermityan matrise merkezi simetriktir
denir ve elemanlar1 matrisin merkezine gore simetriktir. Tek mertebeli her merkezi

simetrik matris bir blok kdsegen matrise benzerdir. Yani

[T ]
K—\/—E[_I ; (3.49)

olmak Uzere (3.49) bagintisinin istiidiir. Sonu¢ 3.10 denklemine ilaveten eger bu

matrisin tersi mevcutsa Sonug 3.1 in i bagintisina gore (3.49) bagintisi
-1
4[A+B 0 7° _ [(A+B)‘1 0
1 — -1
Kk [ 0 A—B] k=K 0 (A-B)!
alt1 ile hesaplanabilir. Cift mertebeden bir merkezi simetrik matris i¢in benzer bir

sonu¢ verebiliriz. Boyle bir matris A ve B aym1 boyutlu matrisler x ve y situn

vektorleri ve = bir skaler olmak lizere

A x B
y'oor Yy
JB Jx JA]

seklinde gosterilebilir.
K==[0 1 0
V2 -1 0 J

olsun. Bu takdirde

A x B
R=\y" r y7J
JB Jx JA]

olup Sonug 3.1 in 1 bagintisina gore
A+B 2x 0
yT T 0
0 0 A-B

R 1=K K

elde edilir. 2x2 tipindeki blok matrisin Ust sol tersi dnceki gibi hesaplanabilir. Daha

acik olmasi i¢in Teorem 3.9 i bagintisina uygun olarak eger A + B tersinir ve
t=r—-2yT(A+B)x#0

ise bu takdirde p = 2(4 + B) 'x ve q7 = yT(A + B)~! olmak uizere

64



[A + B 2x]_1 _1 [t(A +B) 1 +pgT —p
t

yT r —q7 1

olur. Ote yandan Teorem 3.10 ii bagintisindan egerr = Ove M = (A + B) — %xyT

nonsinguler ise

[A+B Zx]_l 1 [rZM-l —2rM1x

yT rl TEly™ Y r+2yTM

oldugu goriiliir.
Benzer sekilde eger R = —JR] asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.11. Bir matris tek mertebeden ¢apraz centro-hermityan matrisdir ancak ve
ancak tiim kare parcalanista
A BJ
[—]B —JA]

formuna sahiptir. Bu nedenle bdyle bir matrisin tersini hesaplamak icin (3.35)-(3.38)
kullanilabilir. Bu matrisin tersi de capraz centro-hermityan matris oldugundan
tersinin sadece ikinci blogunu hesaplamak yeterlidir. Bir reel c¢apraz centro-
hermityan matrise ayni zamanda c¢apraz merkezi simetriktir denir. Tek mertebeli
capraz centro-hermityan matris asagidaki pargalanisa sahiptir. K , (3.49)
bagintisindaki gibi olmak iizere

0 A—-B

[A BJ 7 _
A+B 0

P

|k
olup bu matrisin tersi Sonug 3.1 ii bagintisina uygun olarak

—K‘l[

— B! 0 A+B)™!
0 AOB] K=—K‘1[ (A+B)7

A+B (A—B)™? 0

olur. Cift mertebeden bir capraz merkezi simetrik matris daima singdlerdir.

Dolayistyla higbir terse sahip degildir. Bu durum
detR = (—1)"det]/.detR.det]
esitligiyle goriilebilir.
Yukarida verdigimiz formiiller diger yapilandirilmig matrisler i¢in de kullanilabilir.

Ornegin; tiim Hankel matrisler simetriktir. Dolayisiyla terlerini hesaplamada Sonug
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3.4 ve kare kosegen parcalanist kullanmak gerekir. Tek mertebeden Hankel matrisler

icin tum kare parcalanis en iyi se¢imdir ve buna gore [A B

B D] formundadir. Buna

gore (3.35)-(3.38) bagntilarinin her biri kullanilabilir.

Toeplitz ve circulant matrisler otomatik olarak persimetriktir. Dolayisiyla kare
kosegen olmayan pargalanis ve Sonug 3.7 ilk secimdir. Tek mertebeli bu iki tip

matris i¢in tlim kare parcalanis en iyi kullanimdir. Bu durumda Toeplitz matris

A B . . [A B e
[ c A] formundadir ve circulant matris [ B A] olarak sadelestirilebilir.
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4. TERSLERININ DURUMUNA GORE MATRIS TAMAMLAMA

4.1.  Tersinin Baz1 Bloklar: Bilindiginde Matrisi Tamamlama

A11, pxq tipinde bir matris olmak Uzere

A A
A= ( 11 12)
Az Ay

nxn tipinde bir matris olsun. Eger A nonsingler ise A~! matrisinin

(Bn 312)
By1 By

seklinde parcalandigini varsayalim.

Ik olarak Aq; Ve By, sifirliklarinin esit oldugunu gosterecegiz. Bu sonucu kullanarak
nxn tipindeki A matrisinin her kdsegeninin bir sifir elemanini igermesi igin gerek ve
yeter kosul p + ¢ = n + 1 olmak izere A matrisinin pxq tipinde bir sifir alt matrisine
sahip olmasidir. D. Konig tarafindan verilen teoremin bir kismini1 genellestirebiliriz.
Gercekten Teorem 4.5’ te B pxq tipinde r rankli bir matris olmak {izere B’nin nxn
tipinde nonsingiiler bir matrise tamamlanabilmesi icin gerek ve yeter kosulun

n = p + q — r oldugunu gosterecegiz.

Bu calismanin geri kalan kismi asagidaki tamamlama problemiyle ilgilidir. Farz
edelim ki

m+my=ni+n,=n>0
olacak sekilde negatif olmayan tamsayilar olsun. Aqq, A1z, Az V& Ay, matrisleri
sirastyla mqyxnq, myxn,, mpyxn; Ve myxn, boyutlu matrisler olsun. Bu takdirde

A A
A= ( 11 12)
Az Ay

matrisi nonsinguler ve B,,, A" in pargalanisinin sag alt blogu olacak sekilde
myxn, tipinde bir A, matrisinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter sartlari
belirleyecegiz. Burada bu sonucun 6zel kisimlarinin literatiirde bulunabilecegini

belirtelim.

Blattner A, mxn tipinde bir kompleks matris U, siitunlar1 A" matrisinin sifir uzayi

igin bir taban olacak sekilde mx(m — r) tipinde tam siitun rankli bir matris ve V de
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stitunlar1 A” nin sifir uzay1 igin bir taban olacak sekilde nx(n — r) tipinde tam siitun
rankl1 bir matris ise

7 o
matrisinin nonsingiiler oldugunu ve A* A’nin Moore-Penrose inversini géstermek

Uzere tersinin

A+ (V*)+
" o

oldugunu gostermistik. Burada hatirlatalim ki A mxn tipinde herhangi bir matris ve

X de nxm tipinde

. AXA=A
ii. XAX =X
iii. (AX)" = AX
iv. (XA)*=XA
kosullarin1 saglayan bir matris ise X’ e A matrisinin Moore-Penrose inversi adi
verilir. Blattner’in sonucuna benzer diger sonuglar Reid ve Ben-Israel’in

caligsmalarinda bulunabilir.

Teorem 4.1. nq,n, pozitif tamsayr olmak iizere n; + n, = n olsun. Eger A; nxny

tipinde bir matris ve B, nyxn tipinde bir matris ise

U A () =1 (1)

olacak sekilde nxn, tipinde bir A, matrisi ve nqxn tipinde bir B; matrisinin

bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

rank(A,) =n, (4.2)
rank(B;) = n, 4.3)
B,A, =0 (4.4)

olmasidir. Eger (4.2) ve (4.4) kosullar1 saglanirsa bu takdirde A, B, nin herhangi bir

B3 olarak yani

B,B; =1, (4.5)

68



Ispat. Eger (4.1) i saglayan A, ve B; matrisleri mevcutsa bu takdirde

(gl) (A1 A) =1 oldugundan (4.2) ve (4.4) kosullar1 saglanir.
2

Tersine olarak (4.2) ve (4.4) saglansin ve B (4.5) baglantisini gergeklesin. ilk olarak
(A, B7F) matrisinin nonsingiiler oldugunu gosterelim.
Eger bu matris nonsingiiler degilse herhangi bir y" # 0 icin y"(4, B3)=0
olacaktir. B,A; = 0 ve rank(B,) = n — n, oldugundan y"A4; = 0 olmas1 herhangi
bir z" icin yT = z'B, oldugunu gosterir. Benzer sekilde y"B3 = 0 oldugundan
z'B,B3 = 0 elde edilir ki buradan (4.5) bagintisma gore z” = 0 oldugu goriiliir.
Dolayistyla y' = 0 elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
Simdi
VA, =0 (4.6)
VB = I, 4.7

bagintilart saglanmak tizere

(4 B;)_l = (g)

alalim. Bu takdirde yine (4.6) bagintisindan Q, nyxn, tipinde matris olmak Uzere
V = QB, seklinde yazilabilecegi goriiliir. Ote yandan (4.7)’ ye gore QB,BS = I,
olur. Bu nedenle (4.5) bagintisindan Q = ve V = B, oldugu goriiliir. Boylece B

matrisi U olarak secilir.

Teorem 4.2. Nonsingiiler bir A matrisinin bir parcalanisi (simetrik olmasi1 gerekmez)

<A11 A12)
Ay Ap

olsun ve
(Bn 312)
By1 By
matrisi ise A™'” in A’ nin paralamisina uygun bir parcalamisi olsun. Bu takdirde

n(A;1) ve n(B,,) uzaylar birbirine esittir.
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Ispat.

[BZZ BZl] ve A22 AZl]
BlZ Bll A12 A11

matrisleri birbirinin inversi oldugundan n(4,1) < n(B,,) oldugunu kabul edebiliriz.
Eger n(B,,) = 0 ise n(4;;1) = 0 olmast gerekir. Bu durumda ispat tamamlanir.
Boylece ¢ > 0 igin n(B,;) = c¢ alahm. Bu takdirde B,,F = 0 kosulunu saglayan ¢

tane lineer bagimsiz siituna sahip bir F matrisi mevcuttur. Dolayisiyla
A11B1z + A12B2; =0
baglantisini kullanarak

A11312F = 0 (48)

elde edilir. Benzer sekilde
Ay1Bia + ApByp =1
denkleminden
A BppF =F
ve dolayisiyla
rank(B,,F) > ¢
oldugu goriiliir. (4.8) esitligi goz Oniine alinirsa
n(A,,) = rank(B,F) = ¢ = n(B,,)
olur ki; bu da n(A;;) = n(B,;) oldugunu gosterir.

Sonug 4.1. A, nxn tipindeki nonsingtler bir A matrisinin pxq tipinde bir alt matrisi
olsun. Bu takdirde A=1’ in By, tamamlayic1 alt matrisi, rank(4y;), A1’ in ranki

olmak Uzere

rank(B,,) = rank(Ay1) +n—p—q (4.9)

rankina sahiptir.

Ispat. By, , (n—q)x(n—p) tipinde oldugundan dolayr A;; Ve By, ’ nin

sifirlayicilar
n(Aq) = q —rank(As;)

n(Byz) = n —p — rank(By;)
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esitliklerini saglar. Boylece Teorem 4.2” den (4.9) esitligi elde edilir.
Sonug 4.2. nxn tipinde nonsinguler bir matrisin pxq tipindeki bir alt matrisinin ranki
icin daima

rzp+q—n (4.10)
esitsizligi saglanir.
Ispat. Inversin tamamlayic1 alt matrisi en azindan sifir rank’ na sahip olacagindan
iddia (4.10)’ dan kolayca goruldr.
Teorem 4.3. pxq tipindeki r rankli bir B matrisinin nxn tipindeki bir nonsinguler
matrise tamamlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

nzp+q-r (4.11)

olmasidir. ny = p + q — r i¢in eger

B B12>
A=( 4.12
By1 By (4.12)

matrisi nyxn, tipinde nonsingtler bir matris ise A~! de B * yi tamamlayan matrisin
sifir alt matrisidir. Ayrica By, = 0 olacak sekilde (4.12) formunda nonsinguler bir A
matrisi mevcuttur. P, pxq ve Q da rxq tipinde matrisler olmak tzere B = PQ olsun.

Bu takdirde eger By, ve By matrisleri

da(0)¢o (4.14)
B2
bagintilarin1 saglarsa boyle bir matris (4.12)’deki gibi elde edilir. Bu durumda eger
1 S
(P By l= c (4.15)
21
Q _1
G ) =R Cy2) (4.16)
21
esitlikleri saglanirsa
RS ¢
-1 _ 12
AT = <C21 0 ) (4.17)

esitligi saglanir.
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Ispat. Eger B matrisi nxn tipindeki nonsinguler bir matrise tamamlanabilirse (4.10)
bagintisina gore (4.11) esitsizligi saglanir. Tersini gostermek igin ngxng tipinde bir
matrisin varligini ispatlamak yeterlidir. Sifir alt matris hakkindaki iddia (4.9)" dan
kolayca saglandigindan eger (4.17)’ yi ispatlayabilirsek ispat tamamlanacaktir. Eger
By, =0 ve P ve Q matrisleri sirasiyla pxr,rxq tipinde olmak Uzere B = PQ ise
(4.12) bagintisi

_(PQ 312)
A_(Bm 0

seklinde yazilabilir. (4.13) ve (4.14) varsayimlar1 altinda

(111;’2Q1 Béz)z(g Béz I;L)(g Ipo_r>

esitligi ve (4.15) bagintisindan iddia edildigi gibi (4.16) *nin

_ S 0
(PQ 312) to (R 0 Clz) c 0
By 0) ~\0 I, © 31

Iy_r

(. ) (4.18)

esitligini sagladig goriiliir.
Teorem 4.4. my, m,, nq, n,
my+m,=n;+n,=n>0

olacak sekilde negatif olmayan tamsayilar olsun. A;4, A1, A1, By sirastyla myxny,
myxn, , myxn,; , myxn, boyutlu matrisler olsun. Bu takdirde (4.18) matrisi
nonsingiler ve B,,, A™1” in sag alt blogu olacak sekilde m,xn, tipinde bir 4,,
matrisinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.19)-(4.23) kosullarinin her

birinin saglanmasidir.

rank(A11 AIZ) =my (419)

rank <311> =n (4.20)
21

n, —rank(A;;) = m, — rank(B,,) (4.21)
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olur. Eger r = rank(A,,), P matrisi m,xr, Q matrisi rxn, tipinde olmak uzere
Ai; = PQ ve s =rank(B,,), R matrisi n;xs, S matrisi sxm; tipinde olmak (zere

B,, = RS ise bu takdirde
A12R = PH (4.22)

olacak sekilde sirastyla rxs ve sxr tipinde H ve K matrisleri mevcuttur. Eger (4.19)
ve (4.20) sartlar1 saglanirsa (4.18)’ deki A matrisi nonsingiiler olacak sekilde bir A;,

matrisi mevcut olup

rank(Azz) S Tank(Bzz) (4’24)
ve
B B
A-1 =( 11 12)
By1 By
icin

T'ank(Bll) < rank(All) (425)

olur. Boyle bir secim R*, ST matrisleri R*R = I;ve SS* = I esitliklerini saglayan

keyfi matrisler olmak (zere
Ay, = SH(Is + KH)R?Y (4.26)
seklinde verilebilir. Bu takdirde B1, B2, By1 matrisleri asagidaki gibi elde edilir.
A1=<£;) By=(-K )
matrisleri Teorem 4.1’ deki (4.1)-(4.4) sartlarini saglar.

0
Bg:(s*)

secilerek (4.5) saglanir ve

Q S\'_
<A21 S*) -

olacak sekilde Q* ve A4;, matrisleri mevcuttur. Benzer sekilde R™’ nin yukaridaki

(g; ég) (4.27)

secimi igin
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P Ap\'_ (Pt —H
(0 R+) ‘<7121 ! (4.28)

olacak sekilde P* ve 4,; matrisleri de mevcuttur. Bu takdirde

Bi1=Q"( HK)P' (4.29)
BlZ = 7112 - Q+HS (430)
321 = 7121 - RKP+ (431)

olur.

HATIRLATMA: Eger r = 0 ve/veya s = 0 ise iddia ispatlanacagi gibi ger¢eklenir.
r = 0 durumunda P, Q, H, K matrisleri P, Q+ gecersiz olarak g6z Oniine alinacak
sekilde segilir ve (4.22),(4.23), (4.26) v.b’de PH,KQ,KH,STK v.b seklindeki tiim
carpanlar sifir matrisleri olarak alinir. Bu durumun formiilasyonu Sonu¢ 4.3 olur.
Egers = 0ver # 0ise By, = 0’ dir. Dolayisiyla (4.22), (4.23) sartlar1 gegersizdir.
(4.24)’ den Ay, = 0, A; kare matris ve By, = A, Ve By, = Ayq alnir. Egerr = s =
0 ise (4.21)’e gbre ny = m, ve n, = my olup A, ve A, matrislerinin her ikiside
kare nonsingulerdir. (4.24) bagmtisindan A,, = 0, (4.25) bagintisindan B{; = 0 ve

By, = A7}, Bqp = A1 oldugu goriiliir.

ispat. (4.18) nonsingtiler bir matris ve B,,, A~ in karsilik gelen matrisi olacak
sekilde m,xn, tipinde A,, matrisi mevcutsa (4.19) ve (4.20) bagintis1 saglanir. Ote
yandan Sonug 4.1’ e gore (4.21) saglanir. (4.22) ve (4.23)’ iin saglandigini gostermek

icin P, Q, R, S matrisleri teoremdeki gibi tanimlanmis olsun ve

_ B B
A1 =( 11 12)
By1 By

olsun. Bu takdirde

A2By; = —A11B1
esitliginden

A;RS = —PQBq;

elde edilir. Bu esitligi SS* = I kosulunu saglayan herhangi bir S* matrisiyle sagdan

carparak H = —QB;,S™ icin (4.22) bagintis1 elde edilir. Benzer sekilde

ByA71 = —B31411
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esitligi
RSAy; == —B»PQ

olarak yazilabilir. Bu son esitligi R*R = I kosulunu saglayan herhangi bir R*

matrisiyle soldan carparak K = —R* B, P icin (4.23) bagintis1 elde edilir.

Ters yonde ispat icin (4.26) ile verilen A, igin (4.29)-(4.31) sartlarinin (4.24)
ve (4.25)’ i saglayan A’ nin inversine yol actigini gostermek yeterlidir. (4.24) ve
(4.25), (4.26) ve (4.29) ’ un sonuglar1 oldugundan (4.27) ve (4.28) ile tanimlanan
P*,Q", 45,44, igin

PQ Aqz Q*(,+HK)P* A, —QHS
+ + _ + = I (432)
Ayr ST (Is+ KH)R A1 — RKP RS

oldugunu gosterecegiz. (4.28)’e gore

PQQ* (I, + HK)P* + Ay,( A,; — RKPY)
= P(I, + HK)P* + (I — PP*) — A;,RKP*
=]+ PHKP* — PHKP* =1

elde edilir. Ayrica (4.27)’e gore QA;, = 0 oldugundan
PQ(A;; — Q*HS) + A1,RS = —PHS + PHS = 0
Boylece (4.28)’e gore RY4,; = 0, (4.27)’e gbre A,;Q" = STK olup
A1 QT U, + HK)PT + ST (I, + KH)R* (A3, — RKPY)
=S*K(, + HK)P* — ST, + KH)R*RKP* =0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonuc¢ 4.3. my,my,ny,ny
m+my=ni+n,=n>0

kosulunu saglayan nonnegatif tamsayilar olsun. A,B,C matrisleri sirasiyla

mqxn,, myxny, npxm, tipinde matrisler olsun. Bu takdirde

- 9

nonsingiiler ve C, Z~!’in sag alt matrisi olacak sekilde bir myxn, tipinde bir X

matrisinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart s = m, — n4 igin
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rank(A) =my, rank(B) =n, (4.33)

P matrisi n,xs ve Q matrisi sxm, tipinde oldugunda

rank(C) =s ve ¢ = PQ (4.34)

AC =0 (4.35)
ve

CB=0 (4.36)

olmasidir. Eger tiim sartlar saglanirsa X matrisi P*, Q"
P+P = IS QQ+ = IS
sartlarin1 saglayan keyfi alt matrisler olmak {izere

X =Q+p* (4.37)

olarak secilebilir. X” in bu secimi ile U matrisi Teorem 4.1’ e gore
-1 U
B 09" =(g)

sartlarin1 saglayan bir matris ve benzer sekilde V’ de

(3) =0

sartin1 saglayan bir matris olmak {izere

¢ ;1()‘1 = (% Y)our.

Ispat. Ispat = 0 icin Teorem 4.4’ ten kolayca elde edilir.

4.2. 2x2 Tipinde Simetrik Blok Matrisleri Tamamlama ve Tersi

Asagidaki tamamlama problemlerini géz oniine alalim. nq, n,
ng+n,=n>0

olacak sekilde nonnegatif tamsayilar olsun.

A11, A1y, Apq, Byy sirastyla  nqxnq, nyxny. npxnqy Ve npxn, boyutlu matrisler

olsun. Bu durumda

Aqq A12)
4.38
<A21 Ay (4.38)

olacak sekilde nyxn, A,, matrisinin ve ayrica
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i. A nonsinguler ve simetrik ve By,, A"’ in parcalanisinin sag alt blogudur,

Il. A simetrik pozitif taniml ve B, AV in parcalanisinin sag alt blogudur,
matrislerinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari belirleyecegiz.

R™", mxn tipindeki reel matrislerin kiimesini gostersin ve T Ustindisi transpozu

gostermek lizere
Ry = {4 e R™™: rank(4) = r}
SR™" = {4 € R¥™: AT = A}

olsun. A pozitif sifir gosterimi A’ nin simetrik pozitif definit olmasini I,, ise n-yinci
mertebeden birim matrisi gostersin. Bir yanlis anlama olmadikga n alt indisini genel
olarak kullanmayacagiz. A + A matrisinin Moore-penrose genellestirilmis inversini
gosterir. Fieldler ve Markham R™"’deki bir A matrisi i¢in asagidaki tamamlama

problemini ele almistir. mq, my, ny, n,
m+my=n;+n,=n>0

olacak sekilde nonnegatif tamsayilar olsun.
Ay ER™M™ A, € R™M™2 | A, € R™™ | By, € R"™2 olsun. A = (j“ 312)
21 422

matrisi nonsingiiler ve B,,, A~ ’in transpozu alinmis parcalimsinin alt sag blogu
olsun. Problemin ¢oziimiiniin varhigi i¢in gerek ve yeter sartlar Bai Z.-Z.(2006)
verilmistir. Bu calismada simetrik ve simetrik pozitif-definit matrislerle ilgili
asagidaki tamamlama problemleri goéz Oniline alinmistir. Farz edelim ki nq,n;
ny+n, =n>0 olacak sekilde negatif olmayan tamsayilar olsun. A €
R™*™ A, € R | A, € R ve B,, € R olsun. Asagidaki kosullar

saglayacak sekilde bir Ay, € R"™*"2 matrisini belirleyelim.

1) (4.38) formundaki A parcali matrisi nonsingiiler ve simetrik ve By,, A1 in
parc¢alanisin alt sag blogudur.
2) (4.38) formundaki A parcali matrisi simetrik pozitif definit ve Bjy, A™*" in

parcalanisin alt sag blogudur.

Yukaridaki problemlerin ¢6ziimii i¢in gerek ve yeter sartlar verip problemin ¢oziimii

icin ifade verecegiz.
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Bu caligmanin amaci asagidaki sonuglar1 vermektir.

Teorem 4.5. nq,n, sayllann  ny +n, =n >0 olacak sekilde negatif olmayan
tamsayilar ve Aqq € R , Ap € R™1*72 , Ay € R™2*™M , Byy € R"™*"2 olsun. Bu
takdirde

A A
A= ( 1 12) 4.39
Ay Ay (4.39)

-1,

matrisi nonsinguler ve simetrik ve B;,, A in sag alt blogu olacak sekilde bir

Ay, € SR™*™ matrisinin mevcut olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

Al =Awn,  Ayp =Al, Byp =By (4.40)
rank(411 Ap) =ny (4.41)
ny —rank(4,1) = ny —rank(B;;) (4.42)
range(Ai; Bjy;) € range(A,;) (4.43)

ifadelerinin saglanmasidir. Bu durumda A;; ve B;;’ nin spektral ayrigimlari

An=qnQ" =} Yo" (4.44)

By, = UNUT = U(/Bl 8) u’ (4.45)
olur. Burada Q= (Q; Q;) e Rm*1 ve U= (U; U,)e€ R™*"2 ortogonal
matrisler

D, =diag(d,d;...d,),d;#0({=1,2,..,1r), r =rank(A;1) (4.46)

A =diagAi ;... A), A, #0({=1,2,..,5), s=rank(B,;) (4.47)

Q, € R™",U; € R"* dir.

_ B B
A 1 — ( 11 12) 4.48
By1 By (4.48)

alalim. Bu takdirde A,,, By, B1; matrisleri
Ay = B, + AL AT Ay — U US AT, AT A UL UG + BEFZFITAH + A},HB3,
+U,GUT (4.49)
By, = ATy + AT1A13B AT AT, + A-ll—lAlzi:IT + HAL AT + FIB;zﬁT
—A$141,U,(Q7 A1,U5)71Q7 — Q,(UT AT,Q,) TUT AT, AT,

+Q, (U7 AT,Q,) ™1 (US AT, AT AUy — GY(QF A12UR) Q7 (4.50)
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=~

Bio = —AfiA1Ba + Q,(U3A10,) UL - A (451)
seklinde elde edilir. Burada G € RSM2~9x(2=5) ye f € R™1~7)%S glmak iizere
H=Q,HU] (4.52)
dir.
Sonu¢ 4.4. ny,n, Teorem 4.5’ teki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde (4.39)

bagintisindaki A matrisi nonsinguler ve simetrik ve B,,, A" in alt sag blogu olacak

sekilde bir tek A,, eleman matrisinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Al1=An, An=Al, Bp=By (4.53)
rank(A,,) = nq, rank(B,;) = n, (4.54)

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda ¢6ziim

Ay = B3y + AL AT Ay (4.55)
-1 -1 T -1
By = A1 + A11 A12B22A17,A41 (4.56)
By, = A11A12By; (4.57)
ile verilir.

Sonug 4.5. nq,n, Teorem 4.5 teki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde (4.39)

bagntisindaki A matrisi simetrik pozitif definit ve B,,, A~ in alt sag blogu olacak

sekilde bir A,, eleman matrisinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ay >0, Ay =A%, By >0 (4.58)
olmasidir. Bu durumda ¢6ziim yine (4.55)-(4.57) ile verilir.
Teoremin ispatina gegmeden Once asagidaki bilinen lemmalart verelim.

Lemma 4.1. A{1, nxn tipindeki nonsinguler A matrisinin pxq tipinde bir alt matrisi

olsun. Bu takdirde A™Y" in B,, tamamlayici alt matrisi
rank(B,;) = rank(A;1) +n—p—q (4.59)
rankina sahiptir.

Lemma4.2. E € R™" ve F € R™" ve E matrisinin singiiler deger ayrigimi
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U= U, Uy eR™mve V=V, V,)eR™ ortogonal matrisler
Y =diag(oy,...,0,),0;,>0({=1,...,7), r =rank(E),U; e R™", V; e R™™

olmak Uzere

E=U(s o)V

olsun. Bu takdirde EX = F matris denkleminin bir X € SR™" simetrik ¢ozimiine

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

EFT =DET, UlF=0 (4.60)
esitliklerinin ~ saglanmasidir. Bu durumda bir genel simetrik  ¢6zim
G € SR@*(=) keyfi bir simetrik matris olmak tizere

X =V 2 WIF + V,VIFTU, 2~ + V,GV} (4.61)
seklindedir.
Lemma 4.3. Bir reel matris

(# o)

F' G

seklinde par¢alanmis olsun. Burada E ve G kare matrisleridir. Bu takdirde bu

matrisin simetrik pozitif definit olmasi i¢in gerek ve yeter sart E >0 ve G —

FTE=1F > 0 olmasidir.

Lemma 4.4. nxn tipindeki nonsinguler bir matrisin pxp’lik bir alt matrisinin r ranki
daimar = p + q — n esitsizligini saglar.

Simdi teoremin ispatina gegelim.

Eger (4.39)’deki A matrisi nonsingiler ve simetrik ve B, A" Vin karsilik gelen
blogu olacak sekilde bir A,, € SR varsa bu takdirde (4.40) ve (4.41) bagmtilar:
saglanir. Dolayisiyla Lemma 4.1° den (4.42) bagntis1 da saglanir. (4.39), (4.48) ve

AA™! = | bagintilan1 gdz 6niine alinirsa
A12By2 = —A11B12

elde edilir. Bu takdirde ranj(Ai2 Bjyz) = ranj[A;1(—Bi2)] € ranj(A4,,) olur.
Dolayisiyla (4.43) bagmtisi da saglanir. Tersi yonde ispat icin (4.39)" deki A matrisi
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nonsinguler ve simetrik ve B,,, A" in alt sag blogu olacak seklide nyxn, tipinde
simetrik bir A,, matrisi olusturmak yeterlidir. (4.43) ve (4.44) ’ den

ranj(A1z  Baz) € ranj(Q,)
elde edilir. Dolayisiyla QgAlszz = 0’ dir. (4.45) bagintis1 g6z Oniine alinirsa
Q;A12U1 =0 (4.62)
elde edilir. (4.44), (4.45) ve (4.62)’ den

T T
T Q O\_ /.7 T (D1 0 QA1U1 Q1412U;
A A = A ApU) =
Q (A 12)(0 U) (Q"411Q Q'ApU) (0 0 0 QT A,Us

oldugu goriiliir. Bu takdirde
rank(A;1  Agz) = rank(D,) + rank(QYA;,U,)

elde edilir. (4.41), (4.42) ve (4.46) bagmntilarindan Q§A12U2‘ nin nonsingiler oldugu
goraldr. (4.43) bagintisindan

A1pByp = AntF (4.63)
olacak sekilde bir F € R™*"2 matrisi vardir. (4.44) ve (4.45) g6z Oniine alinirsa
F = Q"FU olmak Uizere (4.63) esitligi

DF = QTA,UA (4.64)

esitligine denktir. Burada F;; € R™® olmak Uzere

=~ _ (F11 F12
F—(F21 F22> (4.65)

olsun. (4.65) bagintisindaki bloklari karsilagtirarak

(DQT A UsA, 0)
F=( Fyy Fyy (4.66)

elde edilir. Fp; = H (ny — r)xs tipinde bir matris olsun.

-1
Fpp = —(UgAlzTQz) (4.67)
By, = —F = —QFU" (4.68)

alalim. Bu takdirde A{3;B,; = —A11B1>
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T
By (I - BzzAlz) = Bzz(l —AzzBlz) = By, + B1,411B1,
T
A11(1 - AlzBIZ) = A11(1 - B12AI2) = Ay; + A13ByAT
. T T T\ . .
olur. Yani By,(I — B12412) Ve All(l - A12312) simetrik olup
T T _ T T T _
U3(I — B12A1) = U (I1+ UF QAg,) =0
T
Q;(1—AwBY,) = Q) (I+A2UF Q") =0
elde edilir. Lemma 4.2’ den
Byphy =1—BA;, =1+ UFTQTAlz

=T
A11By =1—ApBL, =1+ ApUE QT

matris denklemlerinin  sirasiyla  A,, € SR"*? ve B € SR™™  simetrik
cozimlerine sahip olacagi ve genel cozimlerinin ise G € RSM2=9)x(2=s) ye

Gz € RM™*(=1) gimak (izere

Ay = U ATPUT (1 + UFTQTAy,) + U, UT (1 + AT,QFUT)U AT UT + U,GUT  (4.69)
B, = Q1D1_1Q1T(1 + A12UFTQT) + QzQzT(I + QFUTAzz)Qﬂ)IlQI +Q,GzQ; (4.70)
bigiminde oldugu goriiliir.(4.44), (4.45), (4.66) ve (4.67) bagntilarindan

Agy = UAT'UT

A UTAT,Q,D7? HT TA
+U1A11(I O)( 1Y1 12Q1 1 - _1> <Q:’; 12>
0 —(Q2412U2) Q2412
+U UTAT (Q Q ) DI1Q:’{A12U1A1 0
el 2 H ~(UF AU,

1T
X <A10U1) + U,GUT

= B, + AT, A}, Ay, — U,UL AT, AT Ay, U, UT + B3, HT Ay, + AT,HBS,
+U,GUT (4.71)

By =Q,D7'Q} + Q,D1'Q] Ay,
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NUARA A, UTAT,Q,D1! HT Q7
12 0 —0TA,U)"1) *\or
(QZ 12 2) QZ
DI'QT AU A 0
Q0 0) H —(UTAT,U,)"
urar _
2 ) a0iter + 0,600]
U2A12

T -~
= ATy + AT A13Bp AL AT + AT AL H + HATLAY

_Ai-lAlZUZ (QgAleZ)_ng - QZ(U’ZTA’{Z UZ)_lU%WA’{ZArl

+Q,G5Q) (4.72)

elde edilir. A,,, By ve B, matrisleri By1A1 + B124;; = 0 esitligini veya buna
denk olarak (Q"B11Q)(Q"A1,U) —FUTA»U = 0 esitligini  sagladigindan, bu
takdirde (4.62), (4.65), (4.67), (4.71) ve (4.72) bagmtilarindan G ve Gg’ nin

_1 _
GsQTA1,U, + (U3AT,U,) G — HA 1HTQ§A12U2
—(U2TA7112 Uz)_leTAIZAT1A12 U, =0
esitligini sagladig1 goriiliir. Dolayisiyla
-1 -1 _
Gp = —(U341,Q,) G(Q1AT,U,)  +HAT'H"
+(U; AT,Q2) 7 U5 AT, AT, A1, U, (QF AT, U) ™1 (4.73)
olur. Ote yandan (4.66) — (4.68) bagintilarindan
-1 .
By, = —AT1A;;B3, + Qz(UgAIZQz) Uy —H

elde edilir. Basit bir hesaplamayla (4.49)-(4.51) bagintilar ile verilen A,,, B11 Ve By,

matrislerinin

<A11 A12> <B11 B12> _

T T =1

A1z Ax)\B1z Bz

esitligini sagladig1 goriiliir. Bu nedenle (4.39) bagintisindaki A matrisi nonsinguler ve

simetriktir.
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HATIRLATMALAR:

1)

(2)

(3)

Teoremin ispat1 ¢éziimlerin bir kiimesinin elde etmek i¢in bir inga metodu verir.
Gergekten (4.49) — (4.52) (i) probleminin bir genel ¢éziimiind verir. Bu nedenle
coziimlerin  kiimesi (G, H) € RSM2=9)x(M2=9)xR(m-7%s  matris  ikilileriyle
birebir eslenir. Teoremin bir 6zel ¢o6ziimi durumu rank(4;,) =n, ve
rank(B,,) = n, olarak Sonug 4.4 kolayca elde edilir.

Simetrik pozitif definit bir matrisin tim o6zalt matrislerinin ve tersinin de
simetrik pozitif definit oldugu bilinmektedir. Sonug¢ 4.5, Sonu¢ 4.4 ve Lemma
4.3 denklemlerinden elde edilir.

Ispatin yani sira iddiar = 0 ve / veya s = 0 olsa bile gegerlidir. Egerr =s =0
ise A1 =0,Q0,=0,Q =0, =1ve By, =0,U; =0,U = U, = I elde edilir.
(4.41) - (4.42) bagintilarina gore ny; = n, ve A, kare nonsingulerdir. (4.49)-
(4.52) bagintilarindan A,,, nyxn, tipindeki keyfi simetrik bir matrisi olmak

-1 -1
lizere By; = —(A,) ApA7s ve By, = (A5;)  oldugu gorilir.
Egerr =0ise Aj; =0,Q, =0,Q = 0, = I * dir.

Bgers =0ise B, =0,U; =0,U = U, = I * dir.

Sonu¢ 4.6. Bir Ay; € RM™ matrisinin nansinguler bir nxn simetrik matrisine

tamamlanabilir olmasi i¢in gerekli ve yeter sart (4.75) olmasidir.

ny = 2nqy —ri¢in eger (4.76) matrisi nonsingller bir ngxn, simetrik matris ise bu

takdirde A™!" de A;; i¢in tamamlayic1 alt matrisi sifir alt matrisidir. Ote yandan eger

Aqy, det(Q1 Aqp) sartim saglarsa (4.56) bagintisindaki nonsingller simetrik bir A

matrisi mevcut olup A,, = 0 elde edilir. Bu durumda

Qi - Alz(QﬁAlz)_1@§]>

(Q1 1412)_1 :< 1
(QhA1) Q)

elde edilir. Dolayisiyla

[1- 0,(AT20,) " aTa| Al — A412(03412) Q01 0,(AT0,) "

A=
-1
(07412) @) 0

elde edilir.
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(4) Sonug 4.6, Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 denklemlerinden 4;; € R™*"* matrisinin
nxn tipinde simetrik pozitif definit bir matrise tamamlanabilmesi icin gerekli ve
yeter sartin A{; > 0 ve n > n; oldugu goriiliir.

(5) Son olarak bu caligmadaki sonuglar kompleks cisimde tanimli hermityan ve

pozitif definit matrislere de genellestirilebilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu Yiiksek lisans tez caligmasinda 2x2 tipindeki blok pargalanmis matrislerin
nonsingiilerligi incelenmistir. Bu amacla oncelikle matrislerle ilgili temel kavramlar
detayli bir sekilde verilmis ve kare olmayan ya da kare oldugu halde bilinen anlamda
inversi mevcut olmayan matrisler igin gelistirilen ve lineer denklem sistemlerinin
genel durumda ¢oziimiinde kullanilan ve bilinen anlamda invers O6zelliklerini de
saglayan genellestirilmis invers kavrami ele alinmigtir. Bir matrisin genellestirilmis
inversi, yansimali genellestirilmis inversi ve Moore—Penrose tipi genellestirilmis
inversi tanimlar1 verilerek bu inverslerin ¢esitli 6zellikleri ortaya konulmustur. Daha
sonra 2x2 tipindeki blok parcalanmis matrislerin nonsingiilerligi ile ilgili ¢esitli
Ozelliklerin verildigi kapsamli bir literatiir arastirmasi yapilarak temin edilen
caligmalar incelenmistir. Ayrica keyfi boyutlu bir kare matrisi 2x2 blok pargali
matrise indirgeyerek, bu matrisin nonsingiilerligi incelenerek matrisin tersinir olmasi

durumunda bu tersler i¢in hesaplama yontemleri gelistirilmistir.

Yapilan bu caligmalara ilaveten verilen bir kare matrisin daha degisik tipten
parcalanislar1 i¢in de mevcut olmalar1 durumunda inversleri hesaplama yontemleri
gelistirilebilir. Ayrica bu inverslerin hesaplanmasinda kullanilmak iizere bilgisayar
programlart ya da algoritmalar gelistirilebilir. Elde edilen invers hesaplama
yontemleri lineer denklem sistemlerinin ¢Oziimlerine ve c¢esitli problemlere

uygulanabilir.
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