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OZET

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE TAUBER TIPI TEOREMLER
Ilker MUMCU
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali, 2014
Yiiksek Lisans Tezi, 45 s.

Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Cemal BELEN

Bu tez ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig kismidir ve burada Tauber tipi teoremlerin ve istatistiksel yakinsaklik
kavraminin tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde toplanabilme metotlar: ve istatistiksel yakimsaklik kavrami ile ilgili temel
tanim ve teoremlerden bahsedilmisg ve ayrica klasik Tauber tipi teoremlere yer verilmistir.

Ugﬁncii boliimde ilk olarak istatistiksel yakinsakliktan yakinsakligin ve istatistiksel Cesaro
toplanabilmeden istatistiksel yakinsakligin elde edildigi, bilinen Tauber tipi teoremler
ayrintil olarak incelenmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda ise istatistiksel (N, p) toplan-
abilmeden istatistiksel yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi teoremler ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Tauber tipi teoremler, Cesaro toplanabil-
me metodu, Agirlikli ortalama metodu.
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ABSTRACT

STATISTICAL CONVERGENCE AND TAUBERIAN THEOREMS
flker MUMCU
Ordu University
Institute for Graduate Stadies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2014
MSc. Thesis, 45 p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Cemal BELEN

This thesis consist of three chapters.

The first chapter of this thesis is introduction chapter and in this chapter, historical devel-
opment of Tauberian theorems and the concept of statistical convergence are considered.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems related to concepts of summa-
bilty methods and statistical convergence are mentioned. Moreover, the classic Tauberian
theorems are established.

In the first part of third chapter, the known Tauberian theorems, in which usual con-
vergence follows from statistical convergence and statistical convergence follows from sta-
tistical Cesaro summability, are examined in detail. In the second part of this chapter

some Tauberian theorems, in which statistical convergence follows from statistical (IV,p)
summability, are proved.

Keywords: Statistical convergence, Tauberian theorems, Ces aro summability method,
Weighted mean summability method.
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1. GIRIS

Toplanabilme teorisi, Euler’in (1707-1783) yakinsak olmayan sonsuz bir seriye uygun bir
toplam kargilik getirdigi giinden beri matematigin ¢ok genig bir ¢aligma alani olmustur.
Abel (1826) yakinsak bir serinin ayni1 noktaya Abel toplanabilir oldugunu kanitlamigtir
fakat bu durumun tersi gecerli degildir. 1897 yilinda Avusturyali matematik¢i Alfred
Tauber, Abel toplanabilir bir serinin bir yan kogul altinda yakinsak oldugunu kanitlamigtir.
Tauber’in yaptigi bu ilk ¢calisma nedeniyle, genel olarak bir toplanabilme metodundan bir
dizinin ya da serinin yakinsakliginin elde edildigi teoremler Tauber tipi teoremler olarak
adlandirilmigtir.  Hardy (1910), Tauber’in kullandigi kogulun zayiflatilabilecegini iddia
etmisg, Littlewood (1911) ise Hardy’nin hipotezinin dogru oldugunu kanitlamigtir. Little-
wood’un yaptigi caligma oldukca etkileyici olmasina ragmen kullandigi ispat yontemi ¢ok
karmagikti. Karamata (1930) Littlewood'un teoreminin Weierstrass yaklagim teoremine
bagl daha basit bir ispatin1 yapmistir. Sadece Abel toplanabilme metodu i¢in degil, diger
bir ¢ok 0zel toplanabilme metotlar: i¢in de Tauber tipi teoremler elde edilmistir. Lan-
dau (1910), Schmidt (1925), Karamata (1931), Wiener (1932) klasik Tauber teorisinin
onciileri arasinda yer almaktadir. Tauber teorisinin tarihsel geligimi ve diger bir ¢ok alan-

daki uygulamalari hakkinda detayli bilgi Korevaar'in (2004) ” Tauberian Theory” isimli

kitabinda yer almaktadir.

Aligilmig yakinsakliktan daha genel olan istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk defa Fast
(1951) tarafindan kullanildi. Fast bu kavrami Steinhaus’a (1951) dayandirsa da, ashnda
Antoni Zygmund (1935) yazdigi ”Trigonometric Series” isimli kitapta "hemen hemen
yakinsaklik” adiyla bu kavramdan bahsetmistir. Schoenberg (1959), Salat (1980), Freed-
man ve Sember (1981), Fridy (1985, 1993), Connor (1988), Fridy ve Orhan (1997a, 1997b)

gibi bir¢ok matematikci istatistiksel yakinsakhigin gelisimine katkida bulunmustur.

Buck (1953) reel ve kompleks diziler i¢in istatistiksel yakinsaklhigi geligtirerek bu kavramin
genellegtirme fikrini ortaya atmigtir. Schoenberg (1959) toplanabilme teorisi ile istatis-
tiksel yakinsakligin iligkisini incelemigtir. Fridy (1993) istatistiksel limit ve istatistiksel
yigilma noktas1 kavramlarimi, Fridy ve Orhan (1997a, 1997b) istatistiksel tist ve alt limit
ve istatistiksel ¢ekirdek kavramlarim tammlamiglardir. Istatistiksel yakisakhigim, fonksiy-
onel analiz (Connor ve ark. 2000), sayilar teorisi (Niven ve Zuckerman 1980, Erdés ve
Tenenbaum 1989), 6l¢ii teorisi (Miller 1995), topoloji (Connor ve Swardson 1993, Di Maio
ve Kocinac 2008), yaklagim teorisi (Gadjiev ve Orhan 2002) gibi alanlarla iligkisi vardir.
Son zamanlarda, Di Maio ve ark. (2009) ve Djurci¢ ve ark. (2009) tarafindan yapilan



caligmalarda istatistiksel yakinsakligin asimptotik analiz, segme prensipleri ve oyun teo-

rileri gibi farkli alanlarda da uygulandigi goriilmektedir.

Fridy (1985) ve Fridy ve Khan (2000), Hardy'nin (1910) ve Landaunun (1910) Tauber
tipi teoremlerini istatistiksel yakinsaklik durumuna genigletmiglerdir. Moricz (2002) is-
tatistiksel Cesaro toplanabilmeden istatistiksel yakinsakhigin, Méricz ve Orhan (2004)
ise istatistiksel (N, p) toplanabilmeden istatistiksel yakinsakligin elde edildigi gerekli ve

yeterli kogullar1 vermislerdir.

Hazirlanan bu tez caligmasinda oncelikli olarak yukarida belirtilen calismalar detayh
olarak incelenmis, sonrasinda ise Totur ve Canak (2012) tarafindan verilen ve agirlikh
ortalama metodu ile toplanabilmeden yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi teoremler

istatistiksel yakinsaklik durumuna genellegtirilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde tezin temelini olugturan tanim ve teoremlere yer verilecektir. Birinci kisimda
toplanabilme metotlarindan bahsedilecek ve bunlar arasindaki iligki incelenecektir. Ardindan
yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari ele alinacaktir. Son kisimda ise bilinen
klasik Tauber tipi teoremler ve sonraki boliimde ihtiya¢ duyulacak olan bazi kavram ve

sonuclar ele alinacaktir.

2.1 Toplanabilme Metotlari

Kompleks ya da reel terimli tiim dizilerin uzayini s, tiim sinirh dizilerin uzayini /., ve tim
yakinsak dizilerin uzayi c ile gosterelim. ¢ ve {,, uzaylar, ||  ||.o= sup,, |z,| normuyla

birlikte birer Banach uzayidir.

Iraksak bir diziyi veya iraksak bir seriyi toplamanin en yaygin yontemi sonsuz matrisleri

kullanmaktir.

Tanim 2.1.1 X ve Y, s nin iki alt kiimesi ve A = (aux), n,k = 0,1,2,--- | reel veya

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere, bir x = (x) € X dizisi ve her n igin

Yn = (Ax)n = Zankxk
k=0

serisi yakinsak ise Az := ((Ax),) déniisiim dizisi (z in A-dontigiim dizisi) mevcuttur denir.
Eger her z € X icin ((Ax),) doniistim dizisi meveut ve ((Az),) € Y ise A matrisi X den
Y ye bir doniisiim tanimlar denir ve A € (X,Y) ile gosterilir.

Eger bir x dizisi icin Az doniisim dizisi mevcut ve bir L degerine yakinsak ise x dizisi L
degerine A-toplanabilirdir (veya A-limitlenebilirdir) denir ve bu durum A —limz = L ile
gosterilir.

Ozel olarak, X = Y = ¢ olmak iizere A € (c,c¢) ise A ya konservatif matris denir. Her
yakinsak (zy) dizisi i¢in limy, 2, = L oldugunda lim,,(Az),, = L kosulu saglanirsa A regiiler

matris adini alir. Bu durum kisaca A € (¢, ¢; p) ile gosterilir (Hardy 1949; Boos 2000).

En basit toplanabilme metodu aritmetik ortalamalar metodu olarak da bilinen Cesaro

toplanabilme metodudur.

Tamm 2.1.2 3  a, serisinin kismi toplamlar dizisi (s,) olsun. Eger
So+ S1+S2+ ...+,

1 — L (n — 0)

Op =



ise (s,) dizisi L saysma (C, 1) yakinsaktir veya (C, 1) limitlenebilir ya da ) 7 a,, serisi
L ye Cesaro toplanabilirdir denir ve bu durum (C, 1) — lims,, = L veya C; — lims,, = L
seklinde gosterilir. Cesaro metoduna karsilik gelen matris

1
—, 0<k<nise
n+1
Cnk =
0, diger yerlerde

seklinde tamiml olup, C} = (¢,x) matrisi regiiler bir matristir.

Ornek 2.1.1 3°° (—1)" serisini cle alalim.

(sn) = (1,0,1,0,...) = (% (1+ (—1)"))

oldugundan

_on+1 1+ (-1)" 1
3D Ay 2 T

dir. O halde Cy —lims, = 5 veya Y o (—1)" = 3 (C}) dir. Dolayisiyla bilinen anlamda

waksak olan Y 7/ (—1)" serisi 3 sayisima Cj-toplanabilirdir.

Cesaro metodundan daha genel bir metod olan Abel metodu veya diger adiyla kuvvet

serisi metodu su sekilde tanimlanir.
Tanim 2.1.3 Eger |z| < 1ig¢in )~ a,z" serisi f(z) fonksiyonuna yakmsak ve

lim f(z)=1L

r—1—

ise Y, an serisi L sayisina Abel toplanabilirdir denir ve

Zan =L(A;) veya A —lims, =L

n=0

ile gosterilir.

Ornek 2.1.2 |z| < 1 icin

1
St =
n=0
ve
. 1 1
lim = -
z—1— 1 +x 2



oldugundan

olur.

Yukaridaki orneklerden de anlasilacag tizere toplanabilme teorisinin esas problemi iraksak

olan bir seriye bir toplam kargilik getirmektir.

o0

Teorem 2.1.1 Y  a, serisi yakinsak olsun. Bu durumda )7,

i¢in yakinsak ve

o o

E a, = lim E anpx”
rz—1—

n=0 n=0

dir (Abel 1826).

Ornek 2.1.2 den goriildiigti gibi Abel teoreminin tersi gecerli degildir.

Tanim 2.1.4 p = (p) terimleri negatif olmayan, py > 0 ve

Pn:ZpkHoo (n — 0)
k=0

a,x™ serisi her |z| <1

(2.1.1)

ozelliklerine sahip bir dizi olsun. Bir (z,,) dizisinin n. dereceden agirlikli ortalamasi

1
07(1171)0 = Unl,% (z) = - Zpkl’k, n=20,1,2...

seklinde tanimlanir. Agirlikli ortalama metoduna karsilik gelen matris

Pk .
—, k<nise
o n
Wpk =

0, k>nise

seklinde tanimlanir ve (2.1.1) kogulu altinda W = (w,,;) matrisi regiilerdir. Eger

lim o) = L

n
n—oo P

(2.1.2)

ise = dizisi p = (pg) ile belirlenen agirhikh ortalama metoduna gore L sayisina toplan-

abilirdir, kisaca (N,p) toplanabilir denir. Baz kaynaklarda agirhklh ortalama metodu

Riesz metodu olarak adlandirlmaktadir. Ozel olarak her k icin p, = 1 ise bu durumda

(N, p) toplanabilme (C, 1) toplanabilmeye indirgenmektedir.



2.2 Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda ilk olarak istatistiksel yakinsaklik kavraminin temelini olugturan dogal yogunluk

kavrami ele alinacaktir.

Tanim 2.2.1 N tiim dogal sayilar kiimesi olsun. Bir A C Nkiimesii¢in A, :={k <n:ke€ A} =
ANA{L,2,---,n} olmak lizere A, kiimesinin eleman sayisini |4, | ile gosterelim. Eger
An
lim u
n—oo n
limiti mevcut ise bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu) denir

ve 0(A) ile gosterilir. Ayrica (a,,) pozitif tamsayilarn bir dizisi ve
A={a,:n €N}

ise bu durumda
n

d(A) = lim —

n—00 (y,

ile verilir (Niven ve Zuckerman 1980).

Ornegin, 6(N) = 1, 6({n*:neN}) = 0, 6({2n:n e N}) = §({2n+1:n e N}) = 1/2
dir. Tamimdan, dogal sayilar kiimesinin her sonlu alt kiimesinin sifir yogunluklu oldugu

agiktir.
d: P(N) — 0,1]

A — §(A) = lim

yogunluk fonksiyonunun sagladig 6zellikler kisaca su sekilde verilebilir: A, B € P (N)

icin;
1)o(N=A)=1-06(A) dur.

2)0(N)=1ved (D) =0 dur.

3) AC B ise § (A) <6 (B) dir.

4) A~ Bise (yani AA B = (A\B)U(B\ A) sonlu ise) § (A) = § (B) dir.
5) A sonlu kiime ise § (A) = 0 dir (Freedman ve Sember 1981).

Aligilmig yakinsaklik kavraminin daha genel bir hali olan istatistiksel yakinsaklik kavrami

asagidaki gibi tanimlanir.



Tanim 2.2.2 = = () reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin
1
S{keN: |z, — L >e})=lim —{k<n:|zg,—L| >} =0 (2.2.1)
n—oo M

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st —lima = L seklinde gosterilir (Fast 1951).

Uyar1 2.2.1 (2.2.1) yerine denk olarak, K(¢) := {k : |zx — L| > ¢} olmak {izere

n

1
h}@n (ClXK(s))n = nlim - Z XK (@) (k) =0

k=1

yazilabilir. Burada x (), K (¢) kiimesinin karakteristik fonksiyonudur, yani

|1, ke K(e)
i) (B) = { 0, keN\K(e)

seklindedir.

Ornek 2.2.1 = = (1) dizisi

[, k=m?P(m=1,2,..)
TRV 0, k#£m?

seklinde tanimlansin. Her € > 0 sayisi i¢in

{k<n:|zg| >e} C{k <n:zp #0}

oldugundan
1 1
lim Lk <ol > )] < lim L ({k <n g £ 0} < lim Y2 =0
n—oo M, n—oo 1, n—oo 1

elde edilir. Boylece st — limx = 0 olur.

Tiim istatistiksel yakinsak diziler kiimesini st ile gosterirsek, tanima gore ¢ C st dir. Fakat

yukaridaki ornekten goriilecegi gibi tersi gecerli degildir.

Yakinsak her dizinin sinirl oldugunu biliyoruz. Fakat istatistiksel yakinsak bir dizinin

sinirhh olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.2
[ VE E=m?(m=1,2.)
T — 2
2, k#m

seklinde tamimlanan simirsiz ve wraksak x = () dizisi i¢in st — limz = 2 dir.



Ornek 2.2.3 P tiim asal sayilarm kiimesi olmak iizere 2 = (z;) dizisi

(1, keP
=0, ke P

seklinde tanimlansin. Bir n sayisindan kiigiik veya esit olan asal sayilarin sayis1 yaklagik

olarak —- oldugundan
logn
.1 ) 1
lim — [{k <n:lzg| >} = lim =0
n—oo N n— oo IOgTL

dir. Boylece st —limz = 0 dir.

Buck (1953) istatistiksel yakinsaklik tanimina denk olan bir tamimi agagidaki sekilde

vermistir.

Tanim 2.2.3 A C N ve §(A) = 0 olsun. Eger herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde her
k> N ve her k ¢ A igin |zy — L| < € olacak gekilde bir N € N varsa, © = () dizisi L

sayisina hemen hemen her k i¢in yakimsaktir denir (Buck 1953).

Eger bir x = () dizisi, K C N, § (K) = 1 olmak {izere her k € K igin bir p 6zelligine
sahip ise bu durumda z dizisi hemen hemen her k igin p ozelligine sahiptir denir ve bu

durum kisaca h.h.k. ile gosterilir.

Tanim 2.2.4 Her ¢ > 0 ve h.h.k. igin |z, — 2| < € olacak gekilde bir N = N (¢) sayist

mevcut ise, yani her € > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—azn| >} =0

n—oo N,

ise x = (x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Teorem 2.2.1 Asagidaki ifadeler denktir.

(i) x istatistiksel yakinsak bir dizidir.

(ii)  bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) 6({k € N: 2y = yx}) = 1 yani h.h.k. i¢in x; = y;, olacak sekilde yakinsak bir y = (yx)
dizisi vardir (Fridy 1985).

Sonucg 2.2.1 Bir z dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise x ayni noktaya yakinsayan

bir alt dizi icerir (Fridy 1985, Connor 1989).

Bir reel say1 dizisinin istatistiksel alt limiti ve istatistiksel {ist limiti kavramlar ilk defa

Fridy ve Orhan (1997) tarafindan tanimlanda.



Tanmim 2.2.5 Bir x = (x;) dizisinin istatistiksel tist limiti
B,={beR:6{keN:z,>0b}#0}

olmak tlizere
sup B,, B, # 0 ise

st —limsupz = { —00, B, =0Iise

seklinde tamimlanir. Benzer sekilde bir & = (xy) dizisinin istatistiksel alt limiti
A, ={aeR:6{keN:z, <a} #0}

olmak tlizere
inf A,, A, # 0 ise

st —liminfx = { oo, A, = 0 ise

seklinde tammlanir (Fridy ve Orhan 1997).

Bir x reel sayisi i¢in
liminfz < st — liminf x < st — limsupz < limsupz
esitsizligi gecerlidir.

Ornek 2.2.4 Bir z = (xy) dizisi

.k bir tek kare ise
,  k bir ¢ift kare ise
, k tek ve kare degil ise
.k cift ve kare degil ise

O = N

seklinde tammlansin. Bu durumda B, = (—o00,1) ve A, = (0,00) olup st — limsupz = 1

ve st — liminfz = 0 dur.
Tanim 2.2.6 Bir z = (x}) dizisi i¢in 0, = n+r1 > r—o &k olmak lizere eger
st — liTan o, =1L
ise x dizisi L sayisma istatistiksel (C, 1) toplanabilir denir (Méricz 2002).
Tamim 2.2.7 Bir x = (x) dizisi i¢in eger
st — lim o) =L (2.2.2)

ise  dizisi L sayisina istatistiksel (N, p) toplanabilirdir denir (Méricz ve Orhan 2004).

Eger negatif olmayan biitiin n sayilar1 i¢in p, = 1 alinirsa istatistiksel (IV, p) toplanabilme

istatistiksel (C, 1) toplanabilmeye indirgenmis olur.



2.3 Tauber Tipi Teoremler

Bu kisimda klasik Tauber tipi teoremlere ve sonraki boliimde kullanilacak olan bazi
kavram ve sonuglara yer verilecektir. Bundan sonra, bir (z,) dizisi i¢in z, = O(1)
gosterimi (z,,) dizisinin simurhhgini, =, = o(l) gosterimi (x,) dizisinin bir sifir dizisi

oldugunu ve bir A reel sayisi i¢in \,, gosterimi ise An sayisinin tam kismini gosterecektir.

Birinci kisimdan biliniyor ki, sonsuz bir seri kendisi iraksak oldugu halde cegitli metod-
lar araciligiyla toplanabilir olabilir. Tersine, bir metod ile toplanabilir olan bir seri
yakinsak olabilir. Bu tipteki ilk sonu¢ 1897 yilinda Avusturyali matematik¢i Alfred
Tauber tarafindan verilmigtir. Tauber, Abel teoreminin tersinin na, = o(1) ek kogulu
altinda gecerli oldugunu ispatlamigtir. Bu yiizden genel olarak bir toplanabilme meto-
dundan yakinsakligin yeniden elde edilmesi i¢in konulan kosullara Tauber kosullar: ve bu

kosullar1 iceren teoremlere Tauber tipi teoremler denir. Tauber’in teoremi su sekildedir:
Teorem 2.3.1 Eger f(z) = > a,z" serisi |z| < 1 igin yakinsak, lim f(z) = A ve
r—1~

na, = o(1) ise Y, a, serisi yakinsaktir ve bu serinin toplami A ’dir (Tauber 1897).

Literatiirde goriilen bu tipteki klasik caligmalardaki amag¢ Tauber’in verdigi kosullari

zayiflatmak olmustur.

Hardy (1910), Tauber’in teoremini na, = o (1) kosulunu na, = O (1) zayif kosulu ile

degistirerek Cesaro toplanabilme icin ispatlanmigtir.
Teorem 2.3.2 )"  a, serisi Cesaro toplanabilir ve na,, = O (1), yani her n icin n |a,| <

C olacak sekilde en az bir C' > 0 sabiti var ise ) - a, serisi yakinsaktir (Hardy 1910).

Buradaki n |a,| < C sarti Hardy'nin iki tarafli Tauber kogulu olarak bilinir.

Landau (1910), Hardy’ nin verdigi na,, = O (1) iki tarafli simrhlik kogulunu tek tarafli

sinirlilik kogulu ile degigtirmigtir.

Teorem 2.3.3 ZZO:O a, serisi Cesaro toplanabilir ve na, > —c olacak gekilde en az bir
¢ > 0 sabiti varsa bu durumda )7, a, serisi yakinsaktir (Landau 1910).

Bu teoremdeki na, > —c sart1 literatiirde Landau’nun tek tarafli Tauber sart1 olarak
bilinir.
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Littlewood (1911), Hardy’nin teoremini Abel toplanabilme igin ispatlamigtir.

Teorem 2.3.4 f(x)=> " a,x™ serisi |z| < 1 i¢in yakimsak ve na,, = O (1) olsun. Eger

n=0

lim f(z)=Aise ) -, a, =A dir (Littlewood 1911).

rz—1~
Bu teorem Abel teoreminin tersinin na, = O (1) kogulu altinda gegerli oldugunu soyler.

Schmidt (1925), Teorem 2.3.3 de kullamilan na, > —c veya buna denk olarak, s, =
ap+ay+ - -+ a, olmak tizere n (s, — s,_1) > —c tek tarafli ssmirhlik kogulunu daha zayif

olan (s,) dizisinin yavag azalan olma kogulu ile degigtirmigtir. Schmidt’e (1925) gore eger

lim liminf min (sp —s,) >0 (2.3.1)

A—1t n—oo n<klA,

oluyorsa bu durumda (s,,) reel terimli dizisine yavag azalandir denir. Bu tanim daha agk
olarak goyle verilebilir: Eger her ¢ > 0 sayisin i¢in bir ng = ng () dogal sayis1 ve 1’e

yeterince yakin bir A = A (¢) > 1 sayis1 var oyleki
no<n<k<M\,iken s, — s, > —¢
oluyorsa o zaman (s,,) dizisi yavag azalandir.

f(A) = hgg.}f Jin (Sk — Sn)

fonksiyonu (1, 00) araliginda A ya gore artan oldugundan tanimda lim,_;+ yerine sup,.,

alinabilir. Méricz (2004) (2.3.1) kosulu ile

lim liminf min (s, —s;) >0 (2.3.2)
A—1— n—oo A <k<n

kosulunun denk oldugunu ispatlamigtir. Tanima gore her artan reel say1 dizisi yavas

azalandir. Ornegin, <ZZ:1 \%) dizisi yavag azalan bir dizidir.

Teorem 2.3.5 (s,,) bir L sayisina (C, 1) toplanabilir (limitlenebilir) olan yavag azalan
reel terimli bir dizi ise bu durumda (s,) dizisi L sayisina yakisaktir (Schmidt 1925).
Bir kompleks say1 dizisinin yavag salimmlh olmasi tamim ilk kez Hardy (1910, 1949)

tarafindan verilmistir. (s,) kompleks terimli bir dizi olmak {izere eger

lim li — = 2.3.
Jim linj:ipnm%i’sk Sp| =0 (2.3.3)
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oluyorsa bu durumda (s,) dizisine yavag salmimhdir denir. Bu tamim daha agik olarak
soyle verilebilir: Eger her ¢ > 0 sayis1 igin bir ng = ng () dogal sayis1 ve 1’e yeterince

yakin bir A = X (¢) > 1 sayis1 var dyleki
no <n<k<\, iken |sp —s,| <e
oluyorsa o zaman (s,,) dizisi yavag salinimhdir. Méricz (2004), (2.3.3) kosulu ile
lim limsup max |$p — sk| =0 (2.3.4)

A—1— n—oo An >

kogulunun denk oldugunu ispatlamigtir. Yavag salimml bir diziye érnek olarak (logn)

dizisi verilebilir.

Uyar1 2.3.1 s, = a9 + a1 + -+ + a, olmak tzere (s,) dizisi igin Teorem 2.3.2 deki
n s, — Sn—1| = O (1) kogulu saglaniyorsa (s,,) dizisi yavag salimmhdir. Gergekten,
n|s, — sp—1| = O (1) ise her n icin |s, — s,_1] < Y olacak bicimde bir M > 0 vardur.

Boylece bir A > 1 sayis1 icin

k

AN —n

max |[sp — s,| < max E |s; —sj_1| < M =\—-1

n<k<hn n<k<in n
j=n+1

olur. Bu egitsizlikte 6nce limsup alimip sonra A — 17 igin limit ahnirsa (2.3.3) geregince

(s,) dizisinin yavag salinimh oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.6 (s,,) kompleks sayilarin bir L sayisina (C, 1) toplanabilir olan yavag salinimli

bir dizisi ise bu durumda (s,,) dizisi L sayisina yakmsaktir (Hardy 1910).

Agirlikli ortalama metodu ile toplanabilme icin bilinen Tauber tipi teoremleri ifade etmeden

once bu tezde siklikla kullanilacak olan bazi kavramlar: verelim.

Bir = (z,,) dizisinin agirhikh tireteg dizisi ve agirlikh klasik kontrol modiilosu kavramlar

Canak ve Totur (2011) tarafindan tanimlanmigtir. (x,,) bir say1 dizisi olmak iizere z,, ile

onun n. agirlikli ortalamasi o' (x) arasindaki fark v, (Az) ile gosterilir ve (Vn(f]p) (A:c))

dizisine (z,,) dizisinin agirlikh iirete¢ dizisi denir. Ayrica
v — ol (2) = V.9 (Ax)

n?p

esitligine agirlikli Kronecker esgitligi denir. Burada

1 n
" k=1
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ve Axy, = xp — xp_1 dir. Eger p, = 1 ise <Vn(0) (Az) = #1 P kAxk> dizisine {iretec

dizisi denir. Bir (x,,) dizisinin agirhkh klasik kontrol modiilosu ise

P,_
w9 () = LAz,

n,p p
n

ile tammlanir. p, = 1 i¢gin Tauber (1897) tarafindan

w9 () = nAx,

seklinde tammlanan klasik kontrol modiilo elde edilir. Totur ve Canak (2012) agirlikl
klasik kontrol modiilo kavramini su gekilde genellegtirmistir. m > 1 bir tamsay1 ol-
mak tizere bir (z,) dizisinin salinim davramsglarinin m. mertebeden agirlikli genel kontrol

modilosu

wgg)

2) =™ (2) — oW (WM™ D (1)), n=0,1,2,...
n n,p

seklinde tanimlanir (Totur ve Canak 2012). Wi (x) taniminda p,, = 1 alimrsa (MST’;) (:c))

dizisi Dik (2002) tarafindan tanimlanan ve (w,(lm) (m)) ile gosterilen (x,) dizisinin salinim

davraniglarinin m. mertebeden genel kontrol modiilosu elde edilir. Her m > 0 tamsayisi

icin 0% () ve Vi) (x) ortalamalar ise sirasiyla

( n
1 -
F Zpkal(c,p g (aj) ;o m2 1
o) (x) = { i
\ ajn; m — O
ve .
] — i
5 onVi @), m=1
m) — " =
Vn(,p (ZL‘) - k=0
\ v, (Az), m=0

olarak tanimlanir (Canak ve Totur 2011).

Agirlikli ortalama metodu ile toplanabilme igin bilinen ilk Tauber tipi teorem Hardy

(1949) tarafindan verilmigtir.
Teorem 2.3.7 Eger (z,,) dizisi bir L sayisma (N, p) toplanabilir ve w'’) (z) = O(1) ise

bu durumda (z,) dizisi L sayisina yakinsaktir (Hardy 1949).

Totur ve Qanak (2012), Teorem 2.3.7 den yararlanarak daha genel Tauber tipi teoremler
elde etmiglerdir ve bu teoremler, bu tezin bir sonraki boliimiinde alisilmig yakinsakliktan

daha zayif olan istatistiksel yakinsaklik kullanilarak genellegtirilmigtir.
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Teorem 2.3.8 Eger (x,,) dizisi bir L sayisma (IV,p) toplanabilir ve bir m > 0 tamsayisi

icin w{ () = O(1) ise bu durumda (z,) dizisi L sayisia yakinsaktir (Totur ve Canak

2012).

Teorem 2.3.9 Eger (07(11,,)3 (:v)) dizisi bir L sayisma (N,p) toplanabilir ve bir m > 0

tamsay1st icin wi () = O(1) ise bu durumda (x,) dizisi L sayisina yakisaktir (Totur

ve Canak 2012).
Teorem 2.3.10

Py, Py,

A > licin 1 < liminf < lim sup < 00

n n n

P, P,
0 < A<liginl<liminf — <limsup — < o0
n An n An

ve

Pn
olsun. Eger <JT(LIJ), (x)) dizisi bir L sayisia (N, p) toplanabilir ve bir m > 0 tamsayist igin
o) (w™ (z)) = O(1) ise bu durumda (z,,) dizisi L sayisma (N, p) toplanabilirdir (Totur

ve Canak 2012).
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3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE TAUBER
TIPI TEOREMLER

Bu boliimde ilk olarak istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cesaro toplanabilme ile ilgili

tauber tipi teoremlerden bahsedilecek. Sonrasinda ise istatistiksel (N, p) toplanabilme ile

ilgili Tauber tipi teoremler ele alinacaktir.

3.1 Istatistiksel Yakinsaklik ve Istatistiksel Cesaro Toplanabilme
icin Tauber Tipi Teoremler

Onceki kisimdan ahsilmig anlamda yakinsakhgn istatististiksel yakisakhg gerektirdigini
fakat tersinin dogru olmadigim biliyoruz. Diger taraftan Schoenberg (1959) smirh ve
bir L sayisina istatistiksel yakinsak (zj) dizisinin aymi sayiya (C,1) toplanabilir ve
boylece istatistiksel (C, 1) toplanabilir oldugunu kanitlamigtir. Ancak bunun tersi gegerli
degildir. Ornegin, ((—1)") dizisi sifira (C,1) toplanabilir ve boylece istatistiksel (C,1)
toplanabilirdir fakat sinirli olan bu dizi ne bilinen anlamda yakinsak ne de istatistiksel

yakinsaktir.

Baz1 ek kosullar altinda yakinsaklik hem istatistiksel yakinsakliktan hemde istatistiksel
(C,1) toplanabilmeden elde edilebilir. Bu kisimda ilk olarak yakimsakhigin istatistiksel
yakinsakliktan elde edildigi Tauber tipi teoremlere yer verilecektir. Bu tipteki teoremler-
den tek tarafli ve iki tarafli Tauber kogullari kullanilan teoremler Fridy (1985) ve Fridy
ve Khan (2000) tarafindan ispatlanirken, yavag salimmllik ve yavag azalanlik gibi Tauber

kogullarmi igeren teoremler Méricz (2004) tarafindan ispatlanmistir.

Fridy (1985) Teorem 2.3.2 deki (C,1) yakinsaklik kogulunu istatistiksel yakinsaklik ile

degistirmigtir.
Teorem 3.1.1 z = (x;) bir dizi olmak tizere st — limz = L ve Az, = O (1/k) ise

limz = L dir. Burada Az, = x5, — 251 dir (Fridy 1985).

ispat. st —limx = L oldugundan Teorem 2.2.1 den limy y;, = L ve h.h.k. i¢in z; = yx
olacak sekilde y = (yi) dizisi segilebilir. m (k) = max {i < k : x; = y;} olmak {izere her k
indisini & = m (k) + p (k) seklinde tamimlayalm. Eger {i <k : z; = y;} kiimesi bog ise
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m (k) = —1 olsun (Bu, en fazla sonlu sayida k i¢in saglanir).
p (k)

lim —~ =0 3.1.1
kooe m (k) (3:-1.1)
oldugunu iddia ediyoruz. hm 7é 0 oldugunu kabul edelim. O halde £ —k) >e>0
olacak gekilde € > 0 vardir. Bu durumda
1 1
—Hi<k: ifl 2 ————~p(k
e < ka7 yidl m(k)+p(k)p( )
TG
P2 p)
€
1
Lo
€
€
1+

olur. Buise h.h.k. i¢in z; = y; olmasi ile geligir. O halde (3.1.1) dogrudur. Az, = O (1/k)
oldugundan her k i¢in |Azi| < B/k olacak sekilde pozitif bir B sabiti vardir. Buradan,

’ym(k) - xk‘ - ’xm(k) - xm(k)ﬂv(k)’

m(k)+p(k)—1

i=m(k)
k)+p(
B
< _Z —~

§p(k)m—>0,k:—>oo

elde edilir. lilgn yr = L oldugundan liin xr = L bulunur. [J

Bir sonraki teoremde, Teorem 3.1.1 de kullanilan sinirhilik kogulu yerine bosluk kogulu

kullanilmaktadair.

{k (i)} pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olmak {izere eger k(Z(Jr U > )\ > 1 ve bir 2 = (1)
dizisi (k(i), k(i + 1)] araliginda sabit degerler aliyorsa yani k # k(i) i¢in Az = 0 oluyorsa
x dizisine {k(i)} indisine kargilik gelen bosluk dizisi denir.

Teorem 3.1.2 {k(i)};2, pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve lim inf; ,;’(Jr)l) > 1 olsun.

x ise {k(i)} indis dizisine kargiik gelen bosluk dizisi olsun. Eger st — hlgn xp = L ise

lillgn z, = L dir (Fridy 1985).
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k(i+1)
k()

Ispat. liminf; =14 26 > 1 ise bu durumda yeterince biiytik ¢ igin

k(i + 1)

6] >14+0>1

veya

k(i +1) — k(i) > 0k(7)
olur. Bu, (i + 1). bloktaki terimlerin sayisinin 0k(i) den biiyiik olmasi demektir. st —
limy, x, = L fakat limy xp # L olsun. O halde yeterince biiyiik &k sayilar: igin

|ZEk—L|Z€

olacak gekilde bir ¢ > 0 segebiliriz. Dolayisiyla boyle bir k sayisi, (i + 1). bloktan segilirse

KGi+1)— k(@) 6

T Y

e RSk o= L= e} >

olur. Bu ise st — limx, = L olmasi ile celigir. O halde kabuliimiiz yanhstir. Yani

lillgn zr = L dir. O

Fridy ve Khan (2000) Teorem 3.1.1 deki Az, = O(1/k) smurhlik kogulunu tek tarafli
sinirhilik kosulu ile, ayrica Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.3.3 deki limo, = L kosulunu
st — limo, = L zayif kogulu ile degistirerek daha genel Taube; tipi teoremler elde
etmi@lenrdir. Bu teoremlerde uygunluk acisindan xz_; = 0 olmak tlizere Axy = xp — Tp_1
gosterimi kullanilmigtir. Bu teoremleri ifade ve ispat etmeden once gerekli olan bir lemma

verilecektir.

2000).
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ispat. n > 1 i¢in

dir. Boylece ispat biter. [J

Teorem 3.1.3 Bir x = (x) dizisi i¢in st — limo,, = L ve Az = O(1/k) ise lilgnxk =L
dir (Fridy ve Khan 2000).

Ispat. Az, = O(1/k) ise Lemma 3.1.1 den Ao, = O(1/n) dir. O halde Teorem 3.1.1

den lim o, = L dir ve boylece Teorem 2.3.2 den lim x = L sonucuna ulagilir. [J

n—oo

Fridy ve Khan (2000), Teorem 2.3.3 deki (C, 1) yakinsaklik kogulunun istatistiksel yakisaklik

ile degistirilebilecegini ispatlamigtir.

Teorem 3.1.4 Bir z = (xy) dizisi i¢in st — limz = L ve her k igin KAz, > —c olacak

bigimde bir ¢ > 0 var ise limz = L dir (Fridy ve Khan 2000).

Ispat. st—limz = L ise Teorem 2.2.1 den &yle bir y = () dizisi vardir Syleki limy = L
ve
1
lim —{k<n:y,#ax}| =0 (3.1.2)
n—oo N,
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dir. y, # a2 sartin saglayan k indislerinin dizisi m(i) olsun ve m(i) — oo (i — 00)
oldugunu kabul edelim. Aksi halde limx = L oldugu agikardir. Simdi varsayalim ki
limsupx < L olsun. Aksi halde 6yle bir ¢ > 0 vardir ki sonsuz sayida i igin 2, >
Ym(i) + 2¢ dur. Herbir ¢ igin p(i) sayismi su sekilde tanmmlayalim: ,,)4p(i), Tm@) den
sonraki

Tm(i)+p(i) < Ym(i)+p(i) T €

olacak sekildeki terim olsun. Dolayisiyla yeterince biiyiik ¢ degerleri icin

€
Tm(i) = Tm(i)+p(i) > 5 (3.1.3)
dir.
[{k <m@) +p0) - ys # 2} o pli)
m(i) + p(i) — m(i) + p(1)

oldugundan (3.1.2) den _

lim p(z) =0

ML D)

elde ederiz. kAzy, > —c oldugundan

Tm@i) = Tm(i)+p(i) — Z —Axy,

IN

m(i)+p(i)
>
- k—1
k=m(i)+1
<e p(4)

m(i)
elde edilir ki bu (3.1.3) ile geligir. O halde limsupx < L dir.

— 0 (i — o0)

liminfx > L oldugunu gostermek icin z;, < y, — ¢ ifadesinin sonsuz ¢oklukta k sayisi
tarafindan saglandigini kabul edelim. Ayrica sonsuz ¢okluktaki ¢ i¢in z; = y; dir ve herbir

i den sonra T,;) < Ym() — € olacak sekilde bir m (i) gelir. Béylece yeterince biiyiik ¢ i¢in

Ti = Ton(s) = Yi — Ym(@) > Yi — (Ym@) — €) > (3.1.4)

DO | ™

olur. Yukaridaki durum gibi, —Az;, < ? ¢ olmasi, x; — Ty, nin sifira yaklagmasim

gerektirir. Bu da (3.1.4) ile celigir. O halde yeterince biiyiik & sayilar i¢in zx > y, — €
dur. Bu ise liminf x > liminf y olmasini gerektirir. Sonug olarak limx = L dir. Boylece

ispat biter. [

Teorem 3.1.5 Bir z = (x}) dizisi igin st —lim,, 0,, = L ve her k igin kAxy,; > —c olacak

bigimde bir ¢ > 0 var ise limy zy = L dir (Fridy ve Khan 2000).
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ispat. Lemma 3.1.1 den dolay1 KAz, > —c sart1 z dizisi i¢in saglaniyorsa o,, aritmetik
ortalamasi i¢inde saglanir. Clinkii

1 n+1 n+1

dir. Yani Teorem 3.1.4 iin hipotezi o,, i¢in de saglanir. O halde limo,, = L dir. Boylece

Teorem 2.3.3 den lim z = L sonucu elde edilir. [

Méricz (2004), Teorem 2.3.5 in ve Teorem 2.3.6 nin hipotezlerindeki (C, 1) toplanabilmenin
istatistiksel (C, 1) toplanabilme zayif hipotezi ile degistirilebilecegini ispatlamig ve boylece
Fridy ve Khan (2000) tarafindan elde edilen sonuglar1 genellegtirmigtir. Ik olarak bu

teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bazi lemmalardan bahsedilecektir.

Lemma 3.1.2 (zy) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger mo < k < n < Ak sartim saglayan
her k ve n i¢in

Ty — x> —1 (3.1.5)

olacak bicimde bir mq pozitif tamsayisi ve bir XA > 1 reel sayis1 varsa bu durumda

1 n
~D (o =)
k=1
dizisi alttan simirhdir (Armitage ve Maddox 1990).

Lemma 3.1.3 (z;) kompleks sayilarim bir dizisi olsun. Eger mg < k < n < Ak sartim
saglayan her k ve n icin

|z, — x| <1 (3.1.6)

olacak bigimde bir mg pozitif tamsayist ve bir A > 1 reel sayisi1 varsa bu durumda, her
1 <k<3%igin
|z, — x| < Blog <%> (3.1.7)

olacak bigimde pozitif bir B sabiti vardir (Moricz 2004).

ispat. Genelligi bozmadan m sayisini
mo 2 ~—— (3.1.8)
sartini saglayacak derecede biiyiik secelim. n > mg olsun. ng :=n ve

ny =1+ [%} p=12 .,q (3.1.9)
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olacak sekilde n, sayilar1 tanimlansin. Burada g sayisi
Ngr1 < My < Ny (3.1.10)
sart1 ile belirlenmistir. (3.1.9) dan
Ng =N >N > Ng > ... > Ng > My > Ngy

yazilabilir. k sayisim 1 < & < £ gartin1 saglayacak sekilde segelim. Eger mg < k < % ise
1 <p<qign
Npr1 < k < ny, (3.1.11)

olur. (3.1.6) ifadesi goz éniine alindiginda

|z — x| < |y — Tpy| + |0y, — Ty + - + |xnp_1 — :cnp‘ + |xnp — xk}

(3.1.12)
sp+1
olur. (3.1.9) dan
n
ng <1+ X
ci4Moiplyn
n — p— —
D WD WP
1 p
1—(=
S S A (A)-+n<< Ao
EITATRT TN TR ST T TS 1T e
A
elde edilir. (3.1.8) den m < 1 ve buradan da
A 1
1-— > — 3.1.13
yazilabilir. n, >k > my ise
A A
- > — 3.1.14
(A—1)n, (A—=1)my ( )
olur. Ayrica
1 < A n
(A=1)n, nyA?
oldugundan
A
1 < (3.1.15)

A=1)n, nA»  ny,

dir. (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.15) den

1 A A n
NP < N1l - —— <MW1 =- —- e
=4 ( <A—1>mo>—A ( <A—1>np)<np<
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elde edilir. Son esitsizlikten A7 < 2?" sonucu ¢ikar. Boylece

1 2
log—n Mpr1 <k <n, 1<p<gq (3.1.16)

<
p_log)\ k

olur. (3.1.12) den

2n n
L—axl <1 log 22 mg < k< 1.1
N +10g)\ogk mo <k < 3 (3.1.17)
sonucu ¢ikar.
Eger 1 <k < my ise (3.1.6) dan
len — 2k <|zp — zp,| + X0y — | + . + |an — xm0| + | Ty — Tk
(3.1.18)
<g+1l+c
yazilabilir. Burada
¢:= max |Tm,, — g (3.1.19)

1<k<mgo

seklinde tammhdir. Yukaridaki iglemler ¢ i¢in yapilirsa (3.1.16)’ya benzer bigimde

1. 2
log =~ (3.1.20)

< Jogn &%

elde edilir. (3.1.20) ve (3.1.18) ifadelerinden

2
log =, 1<k < my (3.1.21)

n - <1
[on =@l S T et loe 7

esitsizligini elde ederiz. (3.1.16) da ¢ > 0 oldugundan hem (3.1.17) hemde (3.1.21) durumu

icin
| | <14t —log 2t
Ty — 2k < c 0g —
g log A gk’
Lot —log24+ ——log "
g C O og —
log A 8% logx 8%
olur. Eger
1 log 2
B = 2
log)\( +C+log)\)
olarak tanimlanirsa mgo < k < T igin log A < log% oldugundan
14+ct —log2+ ——log = B——Viogh+ —log "
c 0 og— = ——lo og —
log A 8% T log X 8% log ) 8 T logn Bk

elde edilir. Boylece ispat biter. [J
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Lemma 3.1.4 (z) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger (3.1.6) saglanacak sekilde

bir mg pozitif tamsayisi ve bir A > 1 reel sayis1 var ise, bu durumda

1 n
- > fan — il (3.1.22)
k=1

dizisi siirhdir (Méricz 2004).

Ispat. Lemma 3.1.3 den bir B sabit sayis1 vardir oyleki 1 < k < ; sartini saglayan her
k sayisi igin
2 — x4 < Blog (%) (3.1.23)

dir. k= 2,3,...,n olmak tlizere

k
log k > /logudu
k—1
esgitsizliginden

n

n n k
—Zlogkz<—z/logudu:—/logudu:—nlogn—i-n—l
k=2

k=2,."4 1

yazilabilir. Son esitsizlikle birlikte (3.1.6) ve (3.1.23) den n > Amy igin agagidaki iglemler

yapilirsa
[n/A] n

k=1

k=1 k=1+[n/)

[n/A]
< 53 (2) (- 1)
[n/A]
< BZ log (n/k)+n
k=1
=B {nlogn — ilogk} +n
k=2

n

<B nlogn—/logudu +n

1
< (B+1)n

elde edilir. Boylece (3.1.22) ile verilen dizinin simrlihigr kanitlanmig olur. [
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Agagidaki lemmada Landaunun (1910) tek yonlii Tauber kosulu yerine daha zayif bir
kosul olan yavag azalanlik kogulu kullanilarak istatistiksel yakinsakliktan yakinsaklik elde

edilmistir.

Lemma 3.1.5 (zj) reel sayilarin bir dizisi olsun. (zj) bir L sayisina istatistiksel yakinsak

ve yavag azalan ise (zy) dizisi L sayisina yakinsaktir (Moricz 2004).

ispat. Teorem 2.2.1 (iii) den h.h.k i¢in y, = =z sartim saglayan k indislerinin alt

kiimesini 1 <[y < [y < ... ile gosterelim. n := [,,, yazarsak m — o0 i¢in

— 1

1 m
l—|{k§lmiyk=1’k}\=l—

m

olur. Buradan

I +1 I +1 1
lim 0 gy (e ImEIMY (3.1.24)
sonucu gikar. (I,,,) alt dizisinin tanimi geregi
lim z;,, = lim y,, =L (3.1.25)
dir. (z) yavag azalan oldugundan (2.3.1) den her € > 0 igin
liminf min (2 —z,) > —¢ (3.1.26)

m—oo n<k<in
olacak gekilde bir A = A(e) > 1 vardir. (3.1.24) den yeterince biiyiikk m degerleri i¢in
lms1 < Ay, yazilabilir. Buradan

| I B
, dnin (g =) 2 min (o= ,)

ve (3.1.26) dan
liminf min (2 —2y,) > —¢ (3.1.27)

m—oo n<k<An

olur. £ > 0 sayis1 keyfi oldugundan

liminf min (2 —x,,) >0
m—0o0 lpy<k<lp,+1

elde edilir.

min  xy= min (z—x,,)+ 3,
Im<k<lm+1 lm<k‘<lm+1

esitligi gz Oniine alimirsa (3.1.25) den

liminf min x> L (3.1.28)

m—oo ly<k<lm+1 -
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sonucunu elde ederiz. Diger taraftan (2.3.2) den her € > 0 i¢in

liminf min (z, —x) > —¢ (3.1.29)

m—oo An<k<n

olacak gekilde bir A = A (¢) < 1 sayis1 vardir. Yeterince biiyiik m degerleri i¢in

. e o
B (T =) 2, (0 )

oldugundan (3.1.29) dan

liminf  min x; —x) > —¢
m—oo lm<k<lm+1( et ) -

sonucu elde edilir. € > 0 sayisinin keyfi olmasindan dolay1

liminf min x; —x) >0
m—00 lm<k<lm+1( et ) -

yazilabilir.

lméggﬁlﬁﬂ%)Zhwgghﬂ(ﬂmﬂ-xw-—fmﬂ

oldugu goz éniine alinirsa (3.1.25) den

liminf min (—xx) > —L
m—0o0 lpy<k<lm+1

elde edilir ve bu son ifade

limsup max 1z, <L (3.1.30)

Mmoo Im<k<lm+1 =

ifadesine denktir. (3.1.28) ve (3.1.30) ifadelerini birlestirirsek

L <liminf min 2 <limsup max 1z, <L
m—oo lrn<k<l7n+1 m—oo lm<k<l7n+1

sonucuna ulagilir. Bu ise () dizisinin L sayisina yakinsadigini gosterir. O

Bir sonraki lemmada ise Hardy’nin (1910) iki yonlii Tauber gart1 yerine daha zayif bir
sart olan yavag salinimhilik gsarti kullanilarak istatistiksel yakinsakliktan yakinsaklik elde

edilmistir.

Lemma 3.1.6 (z) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger (z) bir L sayisina istatistik-
sel yakimsak ve yavag salimimli ise bu durumda (xy) dizisi L sayisina yakisaktir (Méricz

2004).

Ispat.  Teorem 2.2.1 (iii) den h.h.k icin y, = zj sartim saglayan k indislerinin alt
kiimesini 1 <1} < [y < ... ile gosterirsek (3.1.24) ile (3.1.25) saglanir. ) yavag salinimh

oldugundan her € > 0 i¢in en az bir A = A (¢) > 1 vardir Gyleki

limsup max |zp —x,| <€ (3.1.31)
n—oo N<k<An
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olur. (3.1.26) ve (3.1.27) ye benzer olarak (3.1.24) ve (3.1.31) den

limsup max |z —xz,| <e¢
n—oo lm<k§lm+l

elde edilir. € > 0 sayis1 keyfi oldugundan

limsup max |z —z,|=0 (3.1.32)

n—oo lm<k3§lm+1

yazilabilir. (3.1.25) ve (3.1.32) den (z}) dizisinin L ye yakinsadigi sonucunu elde edilir. [J

Teorem 3.1.6 (zy) reel say1 dizisi bir L sayisina istatistiksel (C, 1) toplanabilir ve yavag

azalan ise bu durumda (zy) dizisi L sayisina yakimsaktir (Mdéricz 2004).

Ispat. Ik olarak (x;) yavag azalan bir dizi ise (0,,) dizisinin de yavag azalan oldugunu
gosterelim. Herhangi bir ¢ > 0 sayist verilsin. (zj) dizisinin yavag azalan olmasindan
dolay1

ng <n<k<Amniken x, —xz, > —¢ (3.1.33)

olacak sekilde en az bir ng = ng (g) ve 1 sayisina istedigimiz kadar yakin segebilecegimiz

bir A\g = Ao (¢) > 1 sayist vardir. ng < n < k < A\gn olsun. o, ortalamasinin tanimindan

]{:— n 1 n
o — 0, = — knn;%—i_E Z .Tj

j=n+1

(3.1.34)
E—n < 1 <
=7 Z(ﬂﬁk—Ij)JrE D (k)
j=1 j=n+1
yazilabilir. Lemma 3.1.2 den
1 n
—Z(xk —zj)>—B, n=1,2,..
n<
olacak bigimde pozitif bir B sabiti vardir. Bu esitsizligi ve (3.1.33) i kullanirsak
k—n 1 n
Ok =02 —— (=B) + 7 (k=) (=¢) = — (1_2) (B +e) (3.1.35)
olur. n < k < Agn ve A\g > 1 oldugundan
LIS I W (3.1.36)
D Y o
elde edilir. Boylece \g sayisi
1<) <1 3.1.37
<A sl g ( )
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olacak gekilde segilip (3.1.35) de yerine yazilirsa, no < n < k < Agn igin

—&

O — Op 2—(A0—1)(B+5)EB+8

(B+¢)=—¢

elde edilir. Bu ise (0,) dizisinin yavag salinimh oldugunu gosterir. Sonug olarak Lemma
3.1.6 dan (0,,) ortalamas1 L sayisia aligilmig anlamda yakinsaktir. Boylece Teorem 2.3.5

den (xy) dizisinin L sayisina yakimsak oldugu elde edilir. [J

Teorem 3.1.7 Kompleks terimli bir (xy) dizisi bir L sayisina istatistiksel (C, 1) toplan-
abilir ve (x) yavag salimimh ise bu durumda (zy) dizisi L sayisina yakimsaktir (Mdricz

2004).

Ispat. Ilk olarak (z) dizisi yavag salimml ise (o,,) dizisininde yavag salmiml oldugunu

gosterecegiz. Bir € > 0 sayis1 verilsin. (xy) yavag salinimli oldugundan
ng <n <k < Aniken |zp —x,| <e¢

olacak gekilde bir ny = ng (g) dogal sayisi ve 1’e yeterince yakin bir A, = Ag () > 1 sayis

vardir. (3.1.34) den

k—n < 1 <
ok — o] < i Z’xn—ﬂfjHEZ\%—%
j=1

Jj=n+1

yazilabilir. Lemma 3.1.4 den

1 n
—Z|xn—x]~|§B, n=12, ..
n

j=1
olacak bigimde bir B sabiti vardir. (3.1.35)’e ve (3.1.36)’ya benzer gekilde iglemler yapilir
ve Ao, (3.1.37) deki gibi segilirse ng < n < k < A\gn iken

0% — 0] < (1-%) (B4e)<(o—1)(B+e)<e

sonucu ¢ikar. Bu ise (o,) dizisinin yavag salinimli oldugunu gosterir. Boylece, Teorem
3.1.6 dan (o,,) dizisi L sayisina yakimsak olur. Sonug olarak Teorem 2.3.6 dan (zy,) dizisinin

L sayisia yakinsak oldugu elde edilir. [

3.2 Istatistiksel (N, p) Toplanabilme icin Tauber Tipi Teoremler

x = (xy) reel yada kompleks terimli bir dizi olmak tizere sonlu bir L sayisi i¢in eger

st — h;?“ xp =1L (3.2.1)
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ise bu durumda

st —limolM) (z) = L (3.2.2)

olur fakat tersi her zaman dogru degildir. Moricz ve Orhan (2004), (3.2.1) in (3.2.2)
den elde edildigi gerekli ve yeterli kogullar1 vermiglerdir. Bu kisimda once bu kosgullara
deginilecek ve daha sonra Méricz ve Orhan (2004) tarafindan verilen kogullar genellestirilerek

elde edilen sonuclar ispatlanacaktir.

Lemma 3.2.1 p = (pi) negatif olmayan sayilarin py > 0 sartim saglayan bir dizisi olsun.

O halde her A > 1 igin

P
st — liminf == > 1 (3.2.3)
P,
ve her 0 < A < 1 icin
Py
st —liminf — >1 (3.2.4)
P,

sartlarn denktir (Moricz ve Orhan 2004).

Uyar: 3.2.1 (3.2.3) veya (3.2.4) sartlar1 P, — oo olmasim gerektirir (Mdricz ve Orhan
2004).

Teorem 3.2.1 p = (px) negatif olmayan sayilarim py > 0 ve (3.2.3) kogullarini saglayan
bir dizisi olsun. Eger (z}) reel sayilarin sonlu bir L sayisina istatistiksel (N, p) toplanabilir
olan smurh bir dizisi ise bu durumda (xy) dizisinin ayn1 L sayisina istatistiksel yakimsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 icin

A
1 n
{”SN:R—_P > mm—ms—e} -

n " k=n+1

inf lim sup
> N +1

ve

inf limsu
0<A<1 Nﬂoop N +1

{ng Z i (0 — 1) 5}‘:0

Py, E=An+t1

kosullarinin saglanmasidir (Méricz ve Orhan 2004).

Teorem 3.2.2 p = (px) negatif olmayan sayilarin pg > 0 ve (3.2.3) kogullarinm saglayan
bir dizisi olsun. Eger (z;) kompleks sayilarin sonlu bir L sayisma istatistiksel (N, p)
toplanabilir olan siirh bir dizisi ise bu durumda (zy) dizisinin aym L sayisina istatistiksel
yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart her £ > 0 icin

{nSN

1 An

P, — P,
An " k=n+1

fnf limsup ==
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veya

n

1
e —p 2o prlwn— )

An pxn 41

inf limsup =0

0<A<l Nooo N +1

{nSN

kosullarindan birinin saglanmasidir (Méricz ve Orhan 2004).

-]

Belen (2014b), Teorem 3.2.1 de ve Teorem 3.2.2 de verilen kogullarda (z}) dizisi yerine
onun agirlikl iirete¢ dizisini alarak daha zayif Tauber kogullar: elde etmistir. Bu kosullar:
iceren Tauber tipi teoremleri ifade ve ispat etmeden 6nce gerekli olan bazi yardime teo-

remleri verelim.

Kolk™un (1993) vermis oldugu &nemli bir karakterizasyonun kiigiik bir modifikasyonu

asagidaki gibidir.
Lemma 3.2.2 A € (st N{y, c;p) < Areglilerdir ve §(K) = 0 sartin1 saglayan her K C N
igin limy, ), i @k = 0 dir (Kolk 1993).

Lemma 3.2.2 ye gore eger © € st Nl ve P, — oo ise lim, 07(”)9( ) = L ve boylece

st — lim,, crél,z), (x) = L dir.

Lemma 3.2.3 p = (p;) negatif olmayan sayilarin py > 0 ve (3.2.3) kogullarim saglayan
bir dizisi ve (z) kompleks sayilarmn, sonlu bir L saylslna istatistiksel (IV, p) toplanabilir

bir dizisi olsun. O halde, her A > 0 icin st — hma = L dir (Méricz ve Orhan 2004).

Lemma 3.2.4 (i) Eger A > 1 ise

R
Z piri = ol + 5 (04, — o)
" k= n+1 n

dir.
(i) Eger 0 < A < 1 ise

1 1 Py, 1 (1)
Pn - P)\n pkxk - 0-7(17; _'_ Pn - P)\n <0-7(17; B O-Xn,p>
k=Xn+1

dir (Méricz ve Orhan 2004).

Asgagidaki lemma ispatlarda yararl olacaktir.
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Lemma 3.2.5 p = (px) negatif olmayan sayilarin py > 0 sartin saglayan bir dizisi olsun
ve (3.2.3) saglansm. Eger (r;) kompleks sayilarin sonlu bir L sayisina istatistiksel (N, p)

toplanabilir sinirh bir dizisi ise bu durumda her A > 1 icin

st — lim Z kakO) Az) =0 (3.2.5)
" k=n+1
ve her 0 < A < 1 icin
st —lim 5——— z:pﬂA)Am—O (3.2.6)
An e Ant1

dir (Belen 2014b).

Ispat. X > 1 durumu. (z) dizisi sonlu bir L sayisina istatistiksel (N, p) toplanabilir
ise tanim geregince st — lim 07(1171)7 = L dir. Ayrica Lemma 3.2.2 den st — lim ol ;, = L dir.
Agirlikli Kronecker 6zdesliginden st — lim Vn%) (Az) = 0 olur. Dolayisiyla Lemma 3.2.3

den st — lim V)\(i)p (Az) = 0 elde edilir. Lemma 3.2.4 (i) de z,, yerine V,;\%) (Az) yazarsak

A

1 - (0) (1) P, (1) (1)

e k;ﬂ PV (A0) = VI (Aw) + 5 (Vi) (A2) = v (An))  (327)
elde edilir. Ayrica Lemma 3.2.1 den
P 1 1
st — limsup ——"— = st — lim sup = <oo  (3.2.8)
P)\ — Pn P)\n o P)\n
" iz -1 st—hmmf?—l

olur. Boylece (3.2.7) ve (3.2.8) den (3.2.5) elde edilir.
0 < A< 1 durumu. Eger Lemma 3.2.4 (ii) de z,, yerine V) (Az) yazarsak

n

1 (0) (1) Py, (1) 1
P HZH PV (8) = Vi3 (8) 4 o (Vi (az) = v, (an)) (3:29)
bulunur. Dolayisiyla (3.2.4) den
P 1
st — lim sup 5 ’\”P = j2 < 00 (3.2.10)
"0 st —liminf - — 1

An

olur. Boylece (3.2.9) ve (3.2.10) dan (3.2.6) elde edilir. [

Uyar1 3.2.2 Eger (3.1.2), (2.2.2) ve (3.2.3) kogullar saglanirsa, Lemma 3.2.5 den ve
agirlikh Kronecker 6zdesliginden her A > 1 sayis1 icin

An

1
. (0) 0 _
st — lim T E <Vk,p (Az) — Vn(’p) (Ax)) =0

k=n+1

30



ve her 0 < A < 1 sayis1 i¢in

o1 3 0 ©
st — lim PP 2 Hpk <Vn(7p) (Az) =V, (Am)) =0

sonuclar elde edilir.

Asagidaki sonug reel say1 dizilerinin istatistiksel (N, p) toplanabilirliginden istatistiksel

yakinsakliginin elde edildigi bir Tauber tipi teoremdir.

Teorem 3.2.3 p = (px) negatif olmayan sayilarin py > 0 sartini saglayan bir dizisi olsun
ve (3.2.3) sart1 saglansm. Eger () reel sayilarm sonlu bir L sayisma istatistiksel (N, p)
toplanabilir sinirli bir dizisi ise bu durumda (z;) dizisinin ayn1 L sayisina istatistiksel

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0 i¢in

A
1 n
. (0) 0 _
{n < N: P —P E Dk (Vk,p - Vn(7p)> < —5}‘ =0 (3.2.11)

" k=n+1

.
oS T N

ve

f i
0i1}<1 lﬁf;ip N+1

o1 - 0 _ 1O
{n <N: ﬂ Z Dk (Vn(’p — Vk,p) < —e7=0 (3.212)

" k=An+1

kogullarinin saglanmasidir (Belen 2014b)

Ispat. Ispatin gereklilik kismn Uyari 3.2.2 den elde edilir. Tersine (2.2.2), (3.2.3) ve
(3.2.11)-(3.2.12) kosullarmin saglandigimi kabul edelim. Bu durumda Lemma 3.2.5 de
oldugu gibi st — lim V;\}) (Az) = 0 ve boylece Lemma 3.2.3 den st — lim Vfi?p = 0 elde
ederiz. x, — o) = Vi) (Az) oldugundan ispat i¢in st — lim v, (Az) = 0 oldugunu

gostermek yeterlidir. Ilk olarak A > 1 durumunu ele alalim. (3.2.7) den

A
Py, 1 1 - 0

Vi = Vi = P (VA("?,J - Vn‘;)) S S (V,f,p) - VTE,O;) (3.2.13)
" " " " k=n+1

yazilabilir. Dolayisiyla her € > 0 sayisi i¢in

{nﬁN:VéS)—VéQEe}

R (1) M) < €
- {n =N Py, — P, <V*”vp_vn’p> =

" A
1 = 0) €
Udn<N:—— (v( _V<o>)<__
{n— P\, — Py kznilp’“ kp ~ Tnp ) =T

olur. Diger taraftan, verilen herhangi bir § > 0 i¢in, (3.2.11) den

A
1 1 = 0 9
l <N:—— (V& -ve) < -2t <o 214
msup {n_ - k;Mlpk Vie = Vap ) S 75 (| = (3.2.14)
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olacak bi¢imde bir A > 1 sayis1 vardir. Diger taraftan (3.2.8) den

. Py, (1 (1) €
< P— — > — = 0. 2.
MlHn_N B (Kp v ) St =0 (3.2.15)

N—oo — P mp ) =

dir. (3.2.14) ve (3.2.15) birlikte diigtintildigiinde

lim sup
N—oo

170 (@
S <NV -V > et <0
sonucunu verir. ¢ > 0 sayist keyfi oldugundan her € > 0 igin

MJ———Hn<N VO -V >el| =0 (3.2.16)

N—»oo

elde edilir. Simdi de 0 < A < 1 durumunu ele alahm. (3.2.9) dan

Py, 1 -
Vi = Viy = PP (Vn(,? - V)x(i)p> TP P > (Vn(,op) - Vk(,(;))) (3.2.17)
n n n " k=An+1

yazilabilir. Buradan her € > 0 sayisi i¢in
{n< NVl vl < -}

N M ) €
C{nSN'E:7§(%$_KW)S_§

1 n
U{nSN:— > o é?g—v,;;?)g—f}

Pn - P)\n k=Xn+1 2

olur. Yukaridaki A > 1 durumunun ispatina benzer bir digiinceyle (3.2.10) ve (3.2.12)
den

M1N——Hn<N VO - vl < —c}| =0 (3.2.18)

N—oo

elde ederiz. O halde (3.2.16) ve (3.2.18) den her € > 0 sayist igin

lm———Hn<N|Wm V| >e}| =0

N—oo N
sonucunu elde ederiz. Boylece st—lim (Vn(f]p) — Vn(,?) = 0 ve buradan da st—lim V,l(?,,) (Az) =

0 bulunur. 0J pr = 1 6zel durumunda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1 Eger (zj) reel sayilarin sonlu bir L sayisina istatistiksel (C, 1) toplanabilir
smirh bir dizisi ise bu durumda (zy,) dizisinin ayn L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart her € > 0 igin
An

fosw s 35 (- <<} o

{n <N Z < > < —5}
k=An

kosullarinin saglanmasidir (Belen 2014a)

fnf limsup =

ve

inf limsu
0<A<1 Nﬂoop N+1
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Tk kez reel say1 dizilerinin (C, 1) toplanabilirligi durumu icin Schmidt (1925) tarafindan
verilen yavag azalanlik kavrami Mdricz (2002) tarafindan su sekilde genellegtirilmigtir:

Eger bir (xy) reel say1 dizisi verildiginde, her £ > 0 sayis1 i¢in

1
inf li <N: i — < - = 2.
ir>1f1 hjlvnfolip ] Hn <N min (xp — ) < 6}‘ 0 (3.2.19)
veya
' i < N: i — < — = 2.
ogglhﬁljip ) {n <N Jmin (xy —xp) < 5} 0 (3.2.20)

oluyorsa bu durumda (zj) dizisi istatistiksel yavag azalandir denir. (3.2.19) ve (3.2.20)
kosullarinin denk oldugu Méricz (2002) tarafindan kanitlanmigtir. Eger (3.2.19) ve (3.2.20)
de zy, ve z,, yerine sirasiyla V,ff;) ve V{9 yazilirsa, bu durumda (3.2.11) ve (3.2.12) kogullar

(3.2.19) ve (3.2.20) den elde edilir. Boylece Teorem 3.2.3 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2 p = (px) negatif olmayan sayilarim py > 0 sartin saglayan bir dizisi olsun ve
(3.2.3) kogulu saglansin. (zj) reel sayilari siirh bir dizisi olmak tizere eger (Vk(f;) (Aa:))

dizisi istatistiksel yavag azalan ise bu durumda

st — lim ag{; =L=st—limx, =1L (3.2.21)

gerektirmesi saglanir (Belen 2014b).

Bir sonraki teoremde kompleks say1 dizilerinin istatistiksel (N, p) toplanabilirliginden is-

tatistiksel yakinsakliginin elde edildigi gerek ve yeter sartlar verilmigtir.

Teorem 3.2.4 p = (px) negatif olmayan sayilarin py > 0 sartin1 saglayan bir dizisi olsun
ve (3.2.3) sart1 saglansin. Eger (xj) kompleks sayilarin sonlu bir L sayisina istatistiksel
(N, p) toplanabilir siirh bir dizisi ise bu durumda (z;) dizisinin aym L sayisina istatis-

tiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢ > 0 i¢in

A
- . 1 - ©) _ 10
e e R R
veya

n

. 1 0 (0)
B, P 2. (V’fvlg_vk»»

A S

inf limsu
0<A<1 Nﬂoop N+1

{ngN

kogullarindan birinin saglanmasidir (Belen 2014b)

> 5}‘ =0 (3.2.23)

Teoremin ispati, Teorem 3.2.3 iin ispatinda kullanilan yontemle kolaylikla elde edilebilir.
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Sonug 3.2.3 Eger (z) kompleks sayilarin sonlu bir L sayisina istatistiksel (C, 1) toplan-
abilir sinirh bir dizisi ise bu durumda (xy) dizisinin ayni L sayisina istatistiksel yakimsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 icin

NP R ©) _ 1,0 _
i e {0 85 (00 v) 2o
veya
1 1 -
inf i <N: (0) <0))> _
oga 1gl_§ol<lij+1 Hn_ S ey V., Vi > € 0

kogullarindan birinin saglanmasidir (Belen 2014a)

Kompleks terimli bir dizinin yavag salinimli olmasi tanimi ilk kez Hardy (1910) tarafindan
kullanilmigtir.  Méricz (2002) ise kompleks terimli bir (xy) dizisinin istatistiksel yavasg

salinimli olmast tanimini su sekilde vermistir: Her € > 0 igin

1 i < . > — L.

oluyorsa bu durumda (zj) dizisi istatistiksel yavag salimmlhidir denir. Eger (3.2.24) ve
(3.2.25) de xy, ve x,, yerine sirasiyla Vk(,(;) ve Vi) yazarsak bu durumda (3.2.22) ve (3.2.23)
sartlar1 (3.2.24) ve (3.2.25) sartlarindan elde edilir. Boylece Teorem 3.2.4 den agagidaki

sonu¢ elde edilir.

Sonug 3.2.4 p = (pi) negatif olmayan sayilarin p, > 0 sartini saglayan bir dizisi ol-
sun ve (3.2.3) kogulu saglansm. (xj) kompleks sayilarm simirli bir dizisi olmak tizere
eger (%(3)) (Ax)) dizisi istatistiksel yavag salinimli ise bu durumda (3.2.21) gerektirmesi

dogrudur.

Totur ve CQanak (2012), (IV,p) toplanabilmeden yakinsakligin elde edildigi Tauber tipi
teoremler ispatlamak icin daha zayif kogullar kullandilar. Ahlgilmig yakinsaklik istatistik-
sel yakinsakligi gerektirdiginden st — lim 07(11’1)) (x) = L hipotezi Totur ve Canak’in (2012)
Teorem 2.3.8-2.3.10 da kullandigi hipotezlere gore daha zayif bir varsayimdir. Bununla

ilgili sonuclara gegmeden once gerekli olan bazi yardimeci teoremler verilecektir.
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Lemma 3.2.6 Bir (z,,) dizisi ve her m > 1 tamsayisi igin

P m -
p—nlAaﬁb,p) (l’) = Vn(,p b (AI)

dir (Totur ve Canak 2012).

Lemma 3.2.7 Bir (z,,) dizisi ve her m > 1 tamsayisi igin agagidaki esitlikler gecerlidir:
(i)

P, P,
- “Az, — VO (Az) = p—nlAv,f};} (Az)

(i1)
Pnfl

Pn

Vi (Az) = Vi (Az) = AV (Az)

(Totur ve Canak 2012).
Lemma 3.2.8 Bir (z,,) dizisi i¢in
P, P,
o) (—1Avn<?p> (m«)) = =2AVD (Az)
Pn Pn
dir (Totur ve Canak 2012).

Bir x = (z,,) dizisi i¢in

() - (29)_ (o) et (5)_-)
Pn m Dn m—1 DPn Pn Dn m—1

seklinde tanimlansin. Burada <%A) Ty = Xp VE (%A) T, = P’””Axn dir.
n 0 n 1

Pn

Lemma 3.2.9 Bir (z,,) dizisi ve her m > 1 tamsayisi igin

W™ (1) = <Pn_1 A) Vn(fg_l) (Ax)

n,p p
n

dir (Totur ve Canak 2012).

Simdi ise bundan sonraki sonuclarda ihtiyag duyulacak olan diizenli degisen dizi kavramim

verelim.

Tanim 3.2.1 Her A > 0 i¢in

¢ (A) := lim ];)‘"

limiti mevecut ve 0 < ¢ (\) < oo ise (P,) dizisine diizenli degisen dizi denir. Eger (P,)
dizisi diizenli degigen bir dizi ise

P
lim =2 = \°

n—oo n
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olacak sekilde bir p € R sayist vardir. Bu durumda (P,) dizisi p indeksine sahip diizenli
degisen dizi adin1 alir.

Ornegin, # € R\ {0} olmak iizere (n?) dizisi diizenli degisen bir dizidir (Bingham ve ark.
1973).

Uyar: 3.2.3 Eger (P,) pozitif indekse sahip diizenli degisen bir dizi ise bu durumda her

A > 1 i¢in
lim 2= 5 (3.2.26)
im 2.
n—oo Pn
ve her 0 < A < 1 icin
Py
lim — >1 (3.2.27)

n—oo An

olacaktir.

Bundan boyle P, = >} _, py, ile tamimh (P,) dizisinin pozitif indekse sahip diizenli degigen
bir dizi oldugu kabul edilecektir.

Teorem 3.2.5 = = (z,,) dizisi igin st — lim 07(11,,), (x) = L and wﬁ% (x) =0(1)ise limz = L

ve boylece st — limz = L dir (Chen ve Chang 2007).

Teorem 3.2.5 kullamilarak, dizinin siirli olmasi sartiyla asagidaki daha genel kosullu

Tauber tipi teorem ispatlanabilir.

Uyar1 3.2.4 Bundan sonraki iki teoremin ispatinda Totur ve Canak (2012) tarafindan

verilen Teorem 2.3.8 in ve Teorem 2.3.10 un ispat teknigi kullanilacaktir.

Teorem 3.2.6 = = (x,) smurh bir dizisi ve st — lim o) (x) = L olsun. Eger bir m > 0

tamsayisi ic¢in

wi™ (z) = O(1) (3.2.28)

ise bu durumda st — limz = L dir.

(1)

Ispat. z = (x,) smurh bir dizi, st — lim oy () = L olsun ve (3.2.28) kogulu saglansin.

= (
st — lim 07(},1); () = L oldugundan, agirhkl Kronecker 6zdesliginden ve Lemma 3.2.2
> 1 icin st — lim V,) () = 0 olur. Ayrca «, = o) (W™D (2)) =

(%A> v (Ax) oldugundan Lemma 3.2.9 dan
" m—1

den her m

m—1
i m—2\ P,— ,
Unl,])) () = Z (—1) ( . ) p—nlAVn(fp“) (Ax)



yazilabilir. Burada o = (a,) dir. Boylece st — lim, o4y (o) = 0 olur. Diger yandan

(3.2.28)’i ve
Py Py .
wim (x) = < IA) (( IA) vim=1 (Ax))
Dn DPn m—1

egitligini kullanarak

(P”1A> (o5 (@™ (2))) = O(1)

Dn
elde ederiz. Teorem 3.2.5 (aél,g, (w(mfl) (x))) dizisine uygulanirsa

limo) (™ (z)) =0 (3.2.29)

n
n P

olur. (3.2.28) ile (3.2.29) dikkate alindiginda

wm=1) (z) — o (w(mfl) (az)) — wm (z)

n,p n,p

esitliginden
elde ederiz. Benzer bicimde

= (B2a) (B2a) v an) = (B28) @m0 @)

Pn Pn Pn

esitliginden ( - 1A) (an (wm=2) (x))) = O(1) sonucunu elde ederiz. Ayrica
st — limol) () = L oldugundan st — lim oy (W™ (z)) = 0 olur. Teorem 3.2.5,
<0( ) (w(m 2) (x))) dizisine uygulanirsa

lim oY) (u)(m_2) (z)) =0

n
n P

1

olur. Bu sekilde devam edildiginde lim,, o) (w! (z)) = 0 bulunacaktur.

— lim Vﬁ? (Az) = 0 oldugunu ve 01(12, (w (2)) = VTE,OP) (Az) — Vé,lp) (Az) esitligini kul-
lanirsak st—lim Vmp (Azx) = 0 sonucuna ulagiriz. Boylece agirlikli Kronecker 6zdegliginden

istedigimiz sonug elde edilir. [

Sonug 3.2.5 © = (x,) smurh bir dizi ve st — hma(l)( ) = L olsun. Eger bir m > 0
tamsayist icin wi™ (x) = O(1) ise bu durumda st — limz = L dir (Belen 2014a).

Teorem 3.2.6 nin ispatina benzer bir sekilde agagidaki sonu¢ kanitlanabilir.
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Teorem 3.2.7 x = (z,,) smurh bir dizi, <‘77(1171)9 (ac)) bir L sayisma istatistiksel (N,p)

toplanabilir, yani st — lim o'y (x) = L ve bir m > 0 tamsayisi igin Wi () = O(1)

ise bu durumda st — limz = L dir.

Teorem 3.2.8 p = (pi) dizisi yukaridaki ozelliklere ilave olarak

Pn 1
o2 3230

kosulunu saglhyor olsun. x = (z,) smurh bir dizi olmak {izere eger (Jn?; (:c)) dizisi bir L

sayisina istatistiksel (N, p) toplanabilir ve bir m > 0 tamsayisi icin

ol (W™ (z)) = O (1) (3.2.31)

n,p

ise bu durumda (z,,) dizisi L sayisina istatistiksel (N,p) toplanabilirdir.

Ispat. 2 = (x,) smrh bir diz, <0,(11,I), (m)) dizisi bir L sayisma istatistiksel (N, p)
toplanabilir ve (3.2.30)-(3.2.31) kosullarinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda
st — lim o) (x) = L dir ve agirlikli Kronecker 6zdesliginden (Vn(;) (Am)) dizisi sifira is-
tatistiksel (IV,p) toplanabilir yani st —lim V2 (Az) = 0 dir. Boylece (07(12,29 (wm=D) (x)))
dizisi sifira istatistiksel (N, p) toplanabilirdir. Lemma 3.2.9 dan

Pra
Pn

o) (wm= (x)):< A> 1v7§g;> (Az)

dir ve boylece

o) (™ (2)) = 221 ((PA) o <Ax>)
’ DPn Pn m—1 ’

esitliginden ve (3.2.31) varsayimindan

Pn—l

o) (o (D @))) = L

A (0(2) (w(m_l) (z))) =0(1)

n?p

dir. Teorem 3.2.5 (an%}), (wm=b (m))) dizisine uygulanirsa

lim o) (W™ (2)) =0 (3.2.32)

o) (w(mfl) (x)) e) (w(mfl) (x)) — oM (w(m) (@)

n?p

esitliginden



elde edilir. Diger taraftan

o) (W (2)) = (P ”—lA)M Vb (Ax)

n,p p
n

esitliginden

dir. Teorem 3.2.5 <Un24), (wm=2 (x))) dizisine uygulanirsa
lim o) (0™ (z)) =0 (3.2.33)
olur. (3.2.31) ile (3.2.32) dikkate alindiginda

oD (W2 (2)) — 0@ (W™ (2)) = oD (WD ()

n7p n?p n?

esitliginden

oty (W (2)) = 0(1)
szl
Prn
nacaktir. (3.2.13) esitliginde Vn(,op) yerine 07(117,)) yazilir ve her n i¢in Am(f,l)) (x) =0 < Dn )

F%fl
oldugu kullanilirsa bir C' > 0 sabiti i¢in (3.2.30) dan

m @ _ D ) @) ) )
Onp — Onp = m (0—>\n,P - Unvp) P)\ . P kglpk (O— p)

elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde o) (W@ (2)) = Acll) (z) = O(1) bulu-

Py, ) @) 1 o
" P, - D, (“Anap_“ >+PA — P, > Z A

n k=n+1 j=k+1

P, ) 2) C Dj
=P —P, ("Anvp_a”p> B P Z P Z

n k=n+1  j=k+1 J‘
Pa, @ _ O An
< g g, (oM =) + Cloe
yazilir. Lemma 3.2.2, Lemma 3.2.3 ve (3.2.26) dan
P
fmsup e (47, = o) =0
dir. O halde
lim sup ( (1) — Ufl%z))) < ClogA\

n—oo
bulunur. Son esitsizligin her iki tarafinin A — 17 iken limiti alinirsa

o) <0 (3.2.34)

lim sup (aw)o — O

n—oo
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elde edilir. Benzer gekilde, yukaridakilerden farkli olarak, (3.2.17) esitliginden ve (3.2.27)
den
lim inf (0(1) —o®) >0 (3.2.35)

oo\ mp n,p) =

oldugu gosterilebilir. Boylece lim,, 0'7(11,1), = lim, aﬁfl), = L dir. O halde st — lim,, 07(114), =L

bulunur ve ispat biter. [
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