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OZET
DUAL UZAYDA PARALEL EQUIDISTANT REGLE YUZEYLER

Siimeyye GUR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2015
Doktora Tezi, 129s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siileyman SENYURT
II. Danigman: Prof. Dr. Ayhan SARIOGLUGIL
Erasmus Danigsmani: Prof. Luca GRILLI

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tezin igeriginde yol

gostermis olan kaynaklardan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, arastirma bulgulart boliimiinde kullanilacak olan bazi

tanimlar, teoremler ve 6rnekler sekillerle agiklanmustir.

Ugiincii boliimde, Oklid uzaymnda paralel p-equidistant regle yiizeylerin bazi

karakteristik 6zelliklere yer verilmistir.

Dérdiincii boliim tezimizin orijinal kismudir. Bu béliimde; Oklid uzayinda
striksiyon egrileri boyunca {iretici vektorler paralel ve karsilikli noktalardaki
diizlemler (asimptotik, polar ya da merkezi) arasindaki uzaklik sabit kabul edilerek
elde edilen equidistant (sabit es uzaklikl) regle yiizeylerin, dual uzaydaki karsiliklart
bulunmustur. Bulunan bu dual regle yiizeylerin dayanak egrilerinin egrilikleri
arasindaki ve kiiresel gostergelerinin Blaschke vektorleri arasindaki iligkiler
verilmistir. Ayrica bu regle yiizeylerin striksiyon egrilerinin kapali olmasi
durumunda meydana gelen kapali regle yiizeylerin integral invaryantlar1 ve bu
invaryantlar arasindaki iligkiler gosterilmistir. Son olarak bu yiizeylerin Gauss
egrilikleri hesaplanip, bu egrilikler arasindaki iliskiler ortaya koyulmustur.

Anahtar Kelimeler: Dual uzay, paralel equidistant regle yiizeyler, integral
invaryantlar, Gauss egriligi



ABSTRACT

THE PARALLEL EQUIDISTANT RULED SURFACES ON THE DUAL
SPACE

Siimeyye GUR

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Natural and Technology
Department of Mathematic, 2015
PhD Thesis, 129p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Stileyman SENYURT
. Supervisor: Prof. Dr. Ayhan SARIOGLUGIL

Erasmus Supervisor: Prof. Luca GRILLI

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
summary of the literature.

The second chapter deals with definitions, theorems and examples which are
necessary for the next chapter.

The third chapter contains some characteristic properties of parallel p-
equidistant ruled surfaces in Euclidean 3-space.

The fourth chapter is original part of the thesis. It contains to
correspondences in dual space of two ruled surfaces whose the generator vectors are
parallel along their striction curves are examined by assuming that the distance
between two planes (asymptotic, polar and central) at suitable points is constant, in
Euclidean space. In this part, the relationships between of Blaschke vectors and
curvatures belong to spherical indicatrix curves of these ruled surfaces are found. In
case of striction curves of these ruled surfaces are close; the relationships between
their integral invariants are computed. Also Gauss curvatures of these ruled surfaces
are calculated and the relationships between these curvatures are given.

Key Words: Dual space, parallel equidistant ruled surfaces, integral invariants,
Gauss curvature.
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1. GIRIS

Oklid uzayinda ve dual uzayda regle yiizeyler ile ilgili temel kavramlar bircok
kaynakta mevcuttur. Bunlardan bazilar1 Blaschke’ nin (1949) (Kerim Erim
tarafindan ¢eviri) "Diferensiyel Geometri Dersleri”, Miiller’ in (1963)
“Kinematik Dersleri”, Senatalar’ in (1978) “Diferansiyel Geometri (Egriler ve
Yiizeyler Teorisi)”, Biran’ m (1981) "Diferensiyel Geometri Dersleri”,
Hacisalihoglu’ nun (1983a-1994) “Diferensiyel Geometri I-11" ve (1983b)
“Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve Sabuncuoglu’ nun (2006)
“Diferensiyel Geometri” adli kitaplaridir. Valeontis’ in (1986) “Parallel P-
Aquidistante Regelflachen” adli calismasinda paralel p-equidistant regle
yiizeyler tanimlanarak bazi karakteristik 6zellikler verilmistir. Masal’ in (1994),
Masal ve Kuruoglu’ nun (1999, 2000a ve 2000b) ¢alismalarinda paralel p-
equidistant regle yiizeylerin integral invaryantlari, sekil operatorleri ve kiiresel
gostergeleri hesaplanmistir. Giiven (2010) doktora tezinde regle yiizeylerin
Gauss egriliklerini hesaplayarak bazi yeni sonuglara ulasmistir. Sarioglugil ve
ark. (2011) cizgiler uzayindaki bir paralel p-equidistant dual centroit egrisinin
olusturdugu regle ylizeyin integral invaryantlar1 iizerinde g¢aligmislardir.
Saracoglu ve Yayli (2012) kapali regle yiizeylerin dual kiiresel gosterge
egrileriyle ilgili bazi yeni sonuclara ulagsmiglardir. Senyurt (2012) tarafindan
ani Pfaff vektoriiniin olusturdugu paralel p-equidistant regle yilizeylerin integral
invaryantlari bulunmustur. As ve Senyurt (2013) calismalarinda asli normal
vektorler paralel almarak elde edilen equidistant regle ylizeylerin bazi

ozelliklerini vermislerdir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tamm 2.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun.
():VxV > IR, (% 9)—><§<,§>
reel degerli fonksiyonu asagidaki aksiyomlart sagliyorsa bu fonksiyona V
tizerinde bir i¢ carpim fonksiyonu denir: V ;(, 9, zeV ve a,be IR icin;

i) Bilineerlik aksiyomu:
<a§<+b§,2> = a<§<,2>+b<§/,2>
<§<,a§+b£> = a<§<,§>+b<§<,2>
i) Simetri aksiyomu:
(53)=(5%)

iii) Pozitif tanimlilik aksiyomu:

(xx)20, (xx)=0<x=0.
Tamm 2.1.2: IR® , 3-boyutlu vektor uzayi olsun.
. 3
() IRIR > IR, (x,y)=>"xy,
i=1

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ carpima IR® te

standart i¢ carpim veya Oklid i¢ ¢arpimu denir (Hacisalihoglu, 1983).

- 3
Tanm 2.1.3: d:IR*xIR® > IR, d(x,y)= /Z:(yi —x)* seklinde tanimli
i=1

fonksiyonuna IR® te uzakhk fonksiyonu, d(X,y) € IR sayisima da bu noktalar

arasindaki uzaklhik denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.1.4: a:1 > IR, a(s)=(a(s).a,(s),a4(s)) diferensiyellenebilir
fonksiyonuna IR® te bir egri, Ha'(s)” =1 ise egrinin parametresine de yay

parametresi denir.

Tamm 2.1.5: o : 1 — IR® diferensiyellenebilir bir egri olsun. Bu egrinin a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri uj(s), @(S) ve u:(s) ile gosterilirse;

1) S yay parametresi ise, bu durumda Frenet vektorleri;

u, (s)= ;(S) (2.1)

@(S): a'(S)Aiﬂ(s)

E(S)Aa"(s)u

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.1.6: o : 1 — IR® diferensiyellenebilir egrisinin egrilik ve burulmast;

ki (s)=(ui(s),u; (s))

i) , s yay parametresi (2.2)

K, (5) = (U5 (5).Us )



i) , s keyfi parametre

_ det(g’(s),a”(s),a"’(s))
o (s)na’(s)|

k, (s

seklinde tanimlanir, (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1.1: u,(s), u,(s) ve u,(s) Frenet vektorleri ile bu vektorlerin tiirev

vektorleri arasinda,

U, (s)=—k,(s)u,(s)+k,(s)us(s) (2.3)

bagmtist vardir. Bu bagintiya Frenet formiilleri adi verilir, (Hacisalihoglu,
1983).

a1 — IR?® egrisinin a(s) noktasindaki u, (s),U,(s),us(s)! Frenet catisinin
1 2 3

her s aninda, bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu
eksene egrinin «(s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni, bu eksenin

yon ve dogrultusunu veren vektore de Darboux vektorii denir. Bu vektor

w(s) ile gosterilirse,

w(s) =k, (s)u (s)+k (s)us(s) (2.4)

seklinde bulunur. u:(s) ile Vv(s) arasindaki aciya @ denilirse (Sekil 2.1),



A4

Sekil 2.1. Darboux vektori
k(s)= HW(S)H cos@

kz(s)z“Vv(s)“sine

yazilir. Darboux yoniindeki birim vektor E(S) ile gosterilirse,

c(s)=sind u,(s)+cosé u,(s) (2.5)
olur.

Tamm 2.1.7: o : 1 — IR® kapal1 egrisi boyunca egrisel integraliyle belirtilen

d(s)=pw(s)ds (2.6)

(@)

vektoriine ani helis hareketinin Steiner donme vektori,

da(s):al(S)ul(S)+a2(S)@(S)—I—ag(s)u:(s) (2.7)
olmak tizere,

v(s)=da(s)ds (2.8)

(@)

vektoriine de hareketin Steiner oteleme vektorii denir (Hacisalihoglu, 1983).



2.2 Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

X0y diizleminin bir (B) bolgesindeki her bir (X, y) noktasinin  F
diffeomorfizmi altindaki resmi zZ = F(X, y) olsun. Boylece (X, y) noktalari,
X0y diizleminde (B) bolgesini tararken, (X, y,z) noktalar1 da uzayda bir

yiizey meydana getirir. Bu yiizeyin denklemi Z= F(X, y) seklindedir. Bu

yazilis sekline yiizeyin acik denklemi veya yiizeyin Monge gosterimi denir.

Yiizeyin kapali formdaki yazilisi ise
F(xy.2)=0 (2.9)

seklinde verilir, (Senatalar, 1978), (Sabuncuoglu, 2006), (Sekil 2.2).

Ya

%1

Vo

Sekil 2.2. Yiizey

Sy <SS, V,<V<V, olmak lizere S,V bagimsiz parametreleri bu araliklarda

stirekli ve siirekli tiirevlere sahiplerse, bu durumda
x=x(s,v), y=y(s\v), z=z(sv) (2.10)

ifadesine yiizeyin parametrik denklemi denir. Burada v =1, sabit degeri igin
sadece s degiseceginden bu denklemler bir t, egrisi gosterir. Ayni sekilde

vV =t, sabit degeri icin de {, egrisi elde edilir. Sonug olarak vV parametreleri



stirekli degistikce bu egriler de siirekli olarak degiseceginden bir ylizey

meydana getirir. Benzer seyler S parametresi i¢in de sOylenebilir. Bagka bir

deyisle (S,V) bagimsiz parametrelerinin ikisinin de degismeleri bir yiizey
meydana getirir. Yani (2.10) denklemleri arasindan (s,v) parametreleri yok
edilirse F(X, y,z) =0 gibi bir denklem elde edilir. Bu ise bir yiizey gosterir.
Eger (s,V) aralarinda lineer bagimli ise bu durumda (2.10) denkleminin bir
egri gosterecegi agiktir. Ornegin; yaricap: a olan kiirenin parametrik denklemi,
kiire tizerindeki bir nokta P(X, Y, Z) ise,

X=4acosscosv, y=acosssinv, z=asins (2.11)

dir (Sekil 2.3).

ZA A
Lf..
————————— P
///” a N\\\\
| o S M..\,‘ >
.. N v J y

Sekil 2.3. Kiire
Tammm 2.2.1: Bir uzay egrisinin tegetlerinin dogurdugu yiizeye acilabilir
yiizey denir, (Biran, 1981).
Tanm 2.2.2: a:1 —IR® egrisi boyunca, egriye bagl bir X(s) dogrusunun
hareketiyle meydana gelen yiizeye regle yiizey denir. Burada (0!) egrisine

regle ylizeyin dayanak egrisi, ;((S) dogrusunu da regle yiizeyin anadogrusu

(dogrultmami) adi verilir. Bu tanima goére bir regle yiizeyinin parametrik



denklemi

—

9 1xIR—>IR%, (5,V) > ¢(s,V) = a(S) +VX(S) (2.12)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1983), (Sekil 2.4).

Sekil 2.4. Regle ylizey

Ornek 2.2.1: Bir dogrunun bir egri iizerinde hareketi ile meydana gelen

diizlem, silindir yilizeyi ve koni yiizeyi birer regle yiizeydir ancak kiire yiizeyi

bir regle ylizey degildir.

N -V 1+sv v—1

Ornek 2220 x=a>—Y | y=b— | 7=¢¥2 Jigeyi bir regle
S+V S+V S+V

1 - 1-
yiizeydir. Gergekten, —— =1t denilirse, s =
S+V

olur. Boylece

x=a(l-2wvt), vy :b(t+v—tv2) , 7= c(v—t—tvz)
degerleri bulunur. Bu ifade

x=a+t(-2av) y=bv+t(b—bv2) L z= cv+t(—c—cv2)
seklinde diizenlenirse, (2.12) deki yazilisa gbre

o(v,t)=(a,bv,cv) +t (—Zav,b(l—vz),—c(1+v2))

olur. Bu ise bir regle yiizey demektir. O halde her regle yiizey (2.12)

formatinda yazilir.



Tamm 2.2.3: (s,v)=a(s)+Vx(s) regle yiizeyi ¢(s+T,v )=g(s,v), T>0
olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapah regle yiizey denir,
(Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.4: é(s,v):&(s)wi(s) regle yiizeyinin bir M noktasindan

gecen ve yiizeyin normaline dik olan diizleme regle yiizeyin teget diizlemi

denir, (Senatalar, 1978).

o(s,v)=a(s)+vx(s) yiizeyinin normali n(s) ile gosterilirse;

(s)7 . (s)

S

n(s)=

veya
i(s)= i(s)A(&' (5)+VK (s)j @13)

olur. Diizlemin degisken bir noktasi P olmak iizere, bu regle ylizeyin teget

diizleminin denklemi,

(MP(s),n(s))=0,

—! —!

det(w(s),“x(s), 3 (5)+vi (s)]:o 214)

seklinde elde edilir (Sekil 2.5).

Sekil 2.5. Teget diizlem



Tamm 2.2.5: g;(s,v)=a(s)+v;((s) regle yiizeyinin ana dogrusu boyunca

normal dogrultusu (teget diizlemi) aynmi kaliyorsa, yiizeye agilabilir regle
yiizey denir, (Biran, 1981), (Sekil 2.6).

Sekil 2.6. Acilabilir regle yilizey

Bu tanima gore &(S, V) = (S) + V;((S) regle yiizeyinin n (S) normal vektorii

v parametresinden bagimsiz olmalidir. Bu ise (2.13) ifadesine gore

!

;((S) N (S) ve i(s) A S(J (S) vektorlerinin paralel olmasini gerektirir.

Buradan,

det(i(s),&'(s),k"(s)} -0 215)

olur. Bu bagint1 &(S,V) regle yiizeyin acgilabilir olma kosuludur.

Ornek 2.2.3: x=acoss, y=asins, z=bs dairesel helisinin tegetinin

meydana getirdigi regle yilizey acilabilirdir ancak asal normalinin meydana

getirdigi regle yiizey acilabilir degildir. Gergekten,;
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0]

Sekil 2.7. Dairesel helisin Sekil 2.8. Dairesel helisin
tegetinin meydana getirdigi asli normalinin meydana
regle yiizey getirdigi regle yiizey

dairesel helisin tegetinin meydana getirdigi regle yiizeyin denklemi

o(s,v) = a(s)+Vi(s)

dir (Sekil 2.7). (2.15) bagmtisindan,

det(t(s),t(s).k,(s)n(s)) =0

olur. Bu ise yiizeyin agilabilir olmasi demektir. Diger taraftan ayni egrinin asal
normalinin meydana getirdigi regle ylizeyin denklemi,

&(s,v) =a(s)+vﬁ(s)

dir (Sekil 2.8). (2.15) bagmtisindan,

— — — —

det(n(s),t(s),—k, (5)t(s)+k;b(s)) = (n(s) At(s), k. ()t(s) +k, (s)b(s))

bulunur. Dairesel helis bir uzay egrisi oldugundan k,(s)#0 dir. Bu durumda

yiizey agilabilir degildir.
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Tanim 2.2.6: gZ(s,v)=a(s)+v;((s) regle yiizeyin sonsuzdaki normal

dogrultusuna karsilik gelen teget diizleme asimptotik diizlem denir, (Biran,
1981), (Sekil 2.9).

(@)

Asimptotik diizlem

Sekil 2.9. Asimptotik diizlem

Asimptotik diizlemin normal dogrultu vektori igin, (2.13) teki
i(s)= i(s)A(a'(s)w i'(s)j

ifadesinde her iki taraf v ye boliindiigiinde, esitligin sag tarafi n(s) normal

vektoriin dogrultusu olacagindan, bu vektor

—! — —/

x(s)aa (s)+x(s)ax (s)

< |k

olur. M noktasinin ana dogru lizerinde sonsuza gitmesi halinde n(s) nin limiti

! — —! — —!

lim (li(s)/\g (s)+x(s)Ax (S)J: X(s)AX (s) (2.16)

V—00 V
bulunur. Bulunan bu deger asimptotik diizlemin normaline paraleldir.

Tamm 2.2.7: &(S,v) = E(S)+V;((S) regle ylizeyinin bir ana dogrusu iizerinde

bir noktadaki teget diizlemin asimptotik diizleme dik oldugu noktaya ana
dogrunun bogaz (merkezi veya striksiyon) noktasi, bu noktalarin geometrik
yerine de regle yilizeyin bogaz (striksiyon) cizgisi (egrisi) denir (Senatalar,
1978).

12



Bogaz noktasinin bir bagka tanimi su sekilde de verilebilir:

Tanm 2.2.8: Zo(s,v) = 5(S)+ V;(( s) regle yiizeyinin X ana dogrusuna sonsuz

yakin ana dogrunun ortak dikmesinin X ana dogrusu iizerindeki ayagina bogaz

noktasi denir, (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.10).

|
A’ :
\:/J B %+ di

A\
X

Sekil 2.10. Striksiyon noktasi ve striksiyon ¢izgisi

Striksiyon egrisinin denklemini bulmak ig¢in (;(S, V) = &(s) +VX (S) yiizey

denkleminde v nin hesaplanmasi gerekmektedir. Tanim 2.2.7 ye gore,

asimptotik diizlemin n_(s) normali ile teget dizlemin n(s) normali

birbirlerine dik olacagindan

(n.(s).n(s))=0
olur. (2.13) ve (2.16) bagintilarindan

-/ — —! —!

<§<(s)Ax (5),X(s)ad () +VK(s) AR (s)>:0
yazilir. Buradan vV hesaplanirsa;

<§(S)Ai’(s),i(s)Aa’(s)> )

<i(s)Ax (), X(s) A% (s)> |

V=-—

13
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bulunur. v nin bu degeri g;(s,v):a(s)+v;((s) ifadesinde yerine yazilirsa
striksiyon egrisinin ;7(8) denklemi
<i(s)Ai’(s),i(s)A5'(s)>

! - !

<i(s)m} (), X(s) A% (s)>

7(s)=a(s)- X(s) (2.18)

seklinde bulunur. Ayrica (2.17) ifadesinin pay1 ve paydasi agilirsa, sirasiyla,

<i(s)Ai’(s),i(s)Aa'(s)>:Hi(s)uz<i'(s), a'(s)>

—!

<i(s)A§’(s),i(s)Ai'(5)>:<x(s),x (s)><i(s),x (s)>—ui(s)uz <o

olur. H)?(S)szsbt olmasi (2.17) nin genel durumunu bozmayacagindan,

yukaridaki esitlikler
<§(S)Ai'(s), i(s)A&"(s)> :H‘x’(s)uz<i'(s),&"(3)>,

—!

<§<(s)Ai’(s),§(s)Ai'(s)>:-Hi(s)uz Lol

sekline doniisiir. Bu ifadeler (2.17) de yerine yazilirsa,

<§’(s),a'(s)>

vet— b x(s)| = sht (2.19)

x (s)

olur. Bu ifade regle yiizey denkleminde yerine yazilirsa, striksiyon egrisinin bir

bagka ifadesi

14



<?(s), E(s)} .

y(s) = a(s) ————Lx(s) (2.20)
¥

seklinde elde edilir.

Ornek 2.2.4: x(s,v)=a(v+s), y(s,v)=b(v-s), z(s,v)=Vs yiizeyi

¢(s,v)=(as,~bs,0)+v(a,b,s)

seklinde yazilabildiginden bu bir regle ylizeydir. Bu regle yilizeyin dogrultman
vektoriiniin uzunlugu S ye bagli oldugundan (2.17) bagintisindan

<i(s)Ai’(s), i(s)Aa’(s)>
<i(s)Ai'(s),i(s)Ai'(s)>

V=-—

((b,—a,0), (bs,as,—2ab))

((b.-2.0).(b.-2,0))

b*—a’
- S
a’+b?

olur. v nin bu degeri yiizey denkleminde yerine yazilirsa striksiyon egrisinin

denklemi
b*—a’
7(s)= (as,—bs,O)—ms(a,b, s)
seklinde elde edilir.

Ornek 2.2.5: x(s,v)=(a-v)coss, y(s,v)=(a-v)sins, z(s,v)=bs yiizeyi

¢(s,v)=(acoss,asins,bs)+v(—-coss,-sins,0)

seklinde yazilabildiginden bu bir regle ylizeydir. Bu regle yiizeyin dogrultman

vektoriiniin uzunlugu sabit oldugundan (2.19) bagintisindan
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((sin s,—C0ss,0),(—asins,acoss, b))

H(sin S,—COSS, O)H2

=a

olur. v nin bu degeri yiizey denkleminde yerine yazilirsa striksiyon egrisinin

denklemi
7(s)=(0,0,bs)
seklinde bulunur.

Tanim 2.2.9: (;(S,V) regle yiizeyinin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa

uzakligin, bu ana dogrular arasindaki agiya oranma regle yiizeyin dagilma

parametresi (drali) denir, (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.11).

5
\\ Komsu ana dogrular

arasindaki en kisa uzaklik

0
.,
LN
LN
L

.

Komsu ana dogrular

=

arasindaki act

=7 O
X

Sekil 2.11. Regle ylizeyin dagilma parametresi
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Birim dogrultman vektorii ;((s) olan bir regle yiizeyin drali p, ile gosterilsin.

<;((S),;((S)> =1 = x(s)L X (s) oldugundan komsu ana dogrularin ortak
dikmesi dogrultusundaki birim vektor

— !

X(s)Ax (s)
X (s)

dir. Dayanak egrisinin komsu iki noktasi &(S) ve 5(3 +ds) = &(S)+d&(s)

oldugundan bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik, da

X(s)AX ()

—!

x (s)

uzaklik K ile gosterilirse (Sekil 2.11).

vektoriiniin vektorii ilizerindeki izdiigsiimiidiir. Boylece en kisa

- d&.(s)’i(s)/\i,(s)

!

x (s)

veya

seklinde bulunur. Eger ana dogrularin kiiresel gostergeleri goz oniline alinirsa

bu gostergelerin yay elementi olan

—!

x (s)

dw: dx—(s)dsz ds
ds

komsu iki ana dogru arasindaki aci olarak alinabilir. Bdylece regle yiizeyin

drali igin,
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_ det(a (5),X(5),¥(s)) (2.21)

<)

bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

X

Tamm 2.2.10: @(S,V) regle yiizeyinin ana dogrularmin her birini dik olarak

kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir, (Hacisalihoglu, 1994),
(Sekil 2.12).

Sekil 2.12. Ortogonal yoriinge egrisi

Tanim 2.2.11: EJ(S,V) kapali regle yiizeyinin ana dogrulariin dik ydriingeleri

icin

(=P (da(s),x(s)) = Ppds (2.22)

(@) (@)

seklinde tamimli (, fonksiyonuna, regle yiizeyin acilim uzunlugu (adimi)

denir, (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.13).
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(a)

Sekil 2.13. Regle yiizeyin ag¢ilim uzunlugu

Tanim 2.2.12: g;(s,v) regle yiizeyinin ana dogrularina dik bir dogrultunun bir

periyot sonra ilk konumu ile yaptig1 agiya regle yilizeyin ag¢ilim agis1 denir ve

bu ag1 4, ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1994), (Sekil 2.14).

—

day

o

Sekil 2.14. Regle yiizeyin agilim agist

Teorem 2.2.1: ;(S,V) kapali regle ylizeyinin agilim uzunlugu ve agilim agis1

sirastyla, x ana dogrusunun Steiner Steleme ve Steiner donme vektorleri

tizerindeki dik izdiistimlerine esittir. Yani
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£,=(v(s), x(s))

(2.23)

A ==(d(s),x(s))
dir (Hacisalihoglu, 1994).

x(s) ana dogrusu yerine (a) egrisinin u,(s), u,(s)ve u,(s) Frenet
vektorleri alindiginda, elde edilen kapali regle yilizeylerin a¢ilim agilari, agilim

uzunluklari ve dralleri sirasiyla,

Ay, = <_|5 k,(s)ds, A, =0, Ay, = CJS k,(s)ds
(@) (a)
l, = ¢ ds, l, =0, l, =0 (2.24)
(@)
k,(s) 1
pul =0, pUz =2—’ pU3 -
) (S) (5

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.2.12: Bir ylizeyin birim normal vektorii ﬁ(s) ile gosterilirse S sekil

operatorii (Weingarten doniisiimii)
S(x)=D,n(s)
seklinde tanimli lineer ve simetrik bir doniisiimdiir (Hacisalihoglu, 1994).

Yiizeyin bir baz1 {Z(s), Xj(S)} ile gosterilirse sekil operatoriine karsilik gelen

matris

seklinde bulunur. Regle yiizeyin anadogrular1 hem asimptotik hem de geodezik

cizgiler oldugundan (Hacisalihoglu, 1994)
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(3(x(5)) 1 (5)) = (8 (% (5)) . %, (5)) = 0
olur. Yiizeyin P noktasindaki Gauss egriligi K ile gosterilirse
K(P)=detS(P)=~(S(x(s)). % (s)) (2.26)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1994).

2.3. Dual Uzayda Temel Kavramlar

ID= {A:(a, a*)‘a, a e IR} ciimlesine dual sayilar ciimlesi denir. Bu ciimle

lizerinde toplama, carpma, bélme ve esitlik islemleri sirasiyla,
A®B=(a,a’)®(bb’)=(a+b,a +b"),

AOB :(a, a*)c)(b,b*) =(ab,ab* +a*b),

B [b ab*—a*b]
— = 2 ’ aio;
A a a

A=B < a=bvea =b
seklinde tanimlanir. (ID, ®, O) ticliisti birimli ve degismeli bir halkadir ancak
cisim degildir.
A= (a, a*) e ID sayisi A=a+ea  seklinde yazilabilir. Burada & =(0,1)

sayis1 dual birimdir ve &° = (0,1).(0,1)=(0,0)+(0,0) =0 . Gergekten;

(a.2")
(2.0)®(0.a")
(0

A

)e(01)e(a',0)

sa’.

ID’ = IDxIDxID = {A=(A, A, A))| A €ID, 1<i <3} ciimlesi diizenlenirse,
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ID® ={ﬂ:(aﬁga;,az+ga;,a3+ga;)‘ai,ai*e IR,1<i<3, & =O}
:{Kz(al,a2,a3)+g(aj,a;,a;)‘ai,afe IR,1<i<3, & :O}

= {K: 5+g§‘5,§ elR?, &%= 0}
olur. Bu climle iizerinde toplama ve skalar ile carpma islemleri
A+B=(A)+(8)=(A+B),
JeA=(AA)

seklinde tanimlanir. (ID3,+,-) cebirsel yapisi ID dual sayilar halkasi tizerinde

bir modiildiir, bu yap1 kisaca 1D - Modiil seklinde gosterilir. Bu modiiliin her

bir elemanina dual vektor denir.

Tammm 2.3.1: ID - Modiilde iki dual vektor A= a+8§ ve B= B+8F olsun.

Bu vektorlerin i¢ ¢carpimi ve vektorel carpim sirasiyla;

) (AB)=(a+ea b’ )=(ab)+z((ab’)+(a" )
i) AAB :(§+56?)/\(6+8F)= 5/\5+8(5/\F+;/\5)
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.3.1: 1D -Modiilde iki birim dual vekior A=a+za ve B=b+eb’
ise,

i) <K§> =cosd,

ii) AAB=sindN.

Ispat: i) <K, §> =<é, B>+8(<5,F>+<§,B>) ifadesinin reel kisminin karsilig
bilinmektedir. Burada <é,F>+<§,B> ifadesinin geometrik manasina

bakilmalidir.
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X ¢
¢*
! i A
b
dy P Y
y
| - b*
w 0 o

Sekil 2.15. Dual Ag1

a’,b” vektorel momentleri sirastyla d, ve d, yonlii dogrulari iizerindeki

X veY noktalarinin segilisinden bagimsiz olduklarindan, bu noktalar ortak

dikmenin ayaklar1 olarak anilabilirler. Bu ortak dikme yoniindeki birim vektor

n ile gosterilirse

n=4 20D
b

dir. d, ve d, arasindaki en kisa uzaklik ¢ ile gosterilirse, Sekil 2.15 ten x,y

vektorleri i¢in

. nb
|~

-y

+¢

yazilir. Diger yandan a=xna ve b= 9/\6 degerleri <5, F> +<§, 6>

ifadesinde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
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<5,F>+<§,5> =+¢"sing
bulunur. Bulunan bu deger ve reel kismin karsiligi1 dikkate alinirsa
<R§> =CoSg+ep sing

seklinde olur. Burada (—) isareti i¢in ®=¢g+gp dual sayr olmak fiizere

Taylor agilimindan
cos® = cos(¢+ &g ) = cos p— &4 sin ¢
olur ve bdylece
<K, §> = cosd
seklinde elde edilir.
i) AAB =(§+5§)/\(6+gﬁ)= 5/\5+g(5/\ﬁ+§/\5) ifadesinin  reel

kisminin karsiligi bilinmektedir. Burada anb +a Ab ifadesinin geometrik

manasina bakilmalidir.

AnD +a AB=an(yAB)+(XAa) b
- (3,y)5-(a.B)y—(xB)a+(a.b)x
- (3,y)6-(%BYa+(a.B)(x-Y)
- (3,y)6-(%B)ax ¢ cosgr
dir. Ayrica 1" =XAN=yAn oldugundan
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olur. Buradan

Tl

+singn’ = <§<,5> —<§<,5>§

veya

isin¢? = <9,5>5—<x,b>5

bulunur. Bu deger yukaridaki anb +a Ab esitliginde yerine yazilirsa
anb +a Ab=xsingn +¢ cosgn

olur. Bulunan reel ve dua ifadeler yerlerine yazilirsa

AAB=1sin ¢ﬁig(sin o 4 cos¢ﬁ)

seklinde bulunur. Burada (+) isareti icin @ =g +g¢ dual sayr olmak tlizere
Taylor agilimindan
sin® =sin(p+4") =sing+ 4" cos g
yazilir ve bdylece
AAB=sindON
elde edilir.

Tamm 2.3.2;: O=¢+¢ ¢* dual sayisina A ile B birim dual vektorleri

arasindaki dual ag1 denir. Burada ¢ acisi eksenler arasindaki reel aciyi, ¢

sayist ise eksenler arasindaki en kisa uzakligi ifade eder (Sekil 2.15).

25



Bu tamimdan sonra A ile B birim dual vektdrleri icin asagidaki ozellikler

verilebilir:
i) <K,§> = Sirf dual, (¢ =% ve ¢ = oj,

ise A ile B birim dual vektérlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu

fakat aykiridir.
i) </K, §> =Sirf reel, (¢* = 0),

ise A ile B birim dual vektdrlerinin belirttikleri yonlii dogrular kesisir ve

<a*, b> + <a, b*> =0 bagintis1 dogrularin kesigsme sartidir.
i AB)=0,[g=Zveq =0|,
) (AB) (¢ S vey ]
ise yonlii dogrular birbirini dik olarak keser.
iv)  (AB)=(1,0), (4=0),

ise yonlii dogrular ayni yonlii ve paraleldir. Eger ¢ =0 ise bu iki dogru aym

zamanda cakigsiktir.
v (AB)=—(1,0), (¢=7),

ise yonlii dogrular zit yonlii ve paraleldir. Eger ¢ =0 ise bu iki dogru aym

zamanda ¢akigiktir (Hacisalihoglu,1983).

Bir A= 5+8§e ID? dual vektdriiniin normu HKH ile gosterilirse,
A= (A R) = [(a+ea’ asea’)
= & +2e(a.a)

—_ — 4’7a* - —
LRI -
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seklinde bulunur. Burada

a=[a

a" = <a'§> (2.28)

a

2

denilirse W =a+e&a  seklinde bir dual say1 olur. Eger HKH = (1, 0) ise
-1 )0
olur ve bu noktalarin geometrik yerine birim dual kiire denir.

Teorem 2.3.2: (E. Study) A=a+sa elD—Modil, a=0 olmak iizere
denklemi HZ\H =(1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalars, IR® teki yonli
dogrulara birebir karsilik gelir (Hacisalihoglu 1983), (Miiller 1963).

Ispat: IR? teki bir dogru bir O baslangic noktasma gore, iizerindeki bir M

noktas1 ve dogrunun yoniinii belirten bir u vektoriiyle belirlenir. Boyle bir

dogrunun vektorel denklemi Sekil 2.16 dan

Sekil 2.16. Dogrunun dogrultu vektorii ve vektorel momenti

(x-m)au=0

seklinde yazilir. Burada U vektdrii birim olarak alinabilir.
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denirse, uy vektorii U vektoriiniin O noktasina gore vektdrel momentini ifade

eder ve bu vektor noktanin dogru iizerindeki secilisinden bagimsizdir. Eger O

noktasindan dogruya inilen dikmenin ayag1 Z ise
ZAU=U,
yazilir. Bu esitligin her tarafinin normu alinirsa uf vektoriiniin boyu

Ug

=[eni]=[d]=2

olur. Yani qu vektorii O baslangi¢c noktasina baglidir. Boylece (G,u; ) vektor

ciftleri IR® teki yonlii dogrulara karsilik gelmis olur. (u, u; ) vektor ¢ifti

-1 (aa7)-o

sartlarin1 saglamaktadir. Diger taraftan A=a+¢a eID® birim dual vektdr

olsun. Yani [a] =1, <é,§>=0 dir. Buradan goriiliir ki (G,u;) vektor ciftine

(5,?) vektor ¢ifti karsilik gelmektedir. O halde A=a+ea  birim dual

vektorii IR® te bir yonlii dogru belirtir. Yani IR® teki yonlii dogrularla birim
dual vektorler birebir karsilik gelir. Eger A=a+ea  birim dual vektorleri
AO=A yer vektdrleri olarak alinirsa IR® teki yonlii dogrular, denklemi

HKH = (1, 0) olan kiirenin dual noktalarina birebir karsilik gelirler.

ID— Modiilde X birim dual vektorii dual kiire iizerinde Y(S) dual egrisini

cizer. Bu egrinin noktalar1 E. STUDY tekabiil prensibine gore 3- boyutlu Oklid

uzayinda yonlii dogrulara birebir karsilik gelir. Bu yonlii dogrular ailesi IR® te
regle ylizey meydana getirdiginden, X = Y(S) dual egrisine bir regle ylizey

goziiyle bakilir. Bu egriye regle yiizeyin dual Kiiresel resmi denir (Sekil 2.17).
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Sekil 2.17. E. Study tekabiil prensibi

2.4. Regle Yiizeyin Dual Vektorel ifadesi

(@)

a(s) x*(s)
X(s) = #(s) + ex*(s)

0]

Sekil 2.18. Regle yiizeyin dual vektorel ifadesi

Dayanak egrisi (@) ve ana dogrulari ;(=;((s) birim vektdrii olan regle

yiizeyin denklemi

—

(Z(s,u):a(s)+u;<(s)

seklinde yazilir. Sekil 2.18 den de goriildiigii gibi
X (s)=a(s)Ax(s),
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oldugundan

v=u+(a(s),x(s))

olmak tizere, regle yiizeyin dual ifade

o(s,v)=x(s)AX (s)+Vvx(s), X (s)=a(s)Ax(s) (2.29)

seklinde yazilir.

Tamm 2.4.1: ﬁ(s,v) = ;((S) AX (S)+V;((S) regle yiizeyi verilsin.

_<d§<(s),d?(s)>_<d&(s),d$(s)>: dg 2.0
©(dx(s).dx(s))  (dg(s).dg(s)) do |

ifadesine regle ylizeyin dagilma parametresi veya drali denir.

¢(S,V):X(S)AX*(S)+V;((S) kapali regle ylizeyin dual a¢ilim agis1 ve dual

agilim uzunlugu sirasiyla, D(s)= a(s)+g?(s) dual Steiner donme vektorii

olmak tizere;

—

Ay ==(D(s),X(s)) , (2.31)

L =(d°(s).x(s))+(d (5).X'(5)) (2.32)

seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983). (2.31) ifadesi (2.23) ve (2.32)

bagintilarindan
Ay = A —¢ely (2.33)
seklinde de yazilir (Hacisalihoglu, 1983).

ID- Modiilde, X (s) iiretici vektdr olmak iizere, bir regle yiizeyin dual

ortonormal sistemi
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U,(s)= =U,(s)+eU,(s) (2.34)

seklinde alnirsa, bu sistemin Jl(s),uz (S),u3(S) eksenleri bogaz noktasinda
kesisir ve bu kesisim noktasi ai( S) ekseni tizerindedir. U—3(S) dogrusu UT(S)
dogrularina dik, ylizeyin bogaz noktasindaki tegetidir. LTZ(S) ise ylizeyin

bogaz noktasindaki normalidir. Bu sekilde elde edilen {E(S)’LTz(S)’LTa(S)}

vektorlerine Blaschke vektorleri denir. Bu vektorler ile onlarin tirev

vektorleri arasinda

U, (s)=—x(s)U,(s)+7(s)U;(s) (2.35)

bagintis1 vardir (Blaschke, 1949). Burada

E— —

(s) =k, (s)+ 2k (5) = J<u (5).0; (s)>
0 (507 (5).0(9)|

r<s>=kz(s)+8k5<5):( <U'<s) U’(s)}

ifadeleri regle yiizeyin dual egrilikleridir. (2.35) ifadesi reel ve dual

bilesenlerine ayrilirsa
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(2.36)

U5 (5)=K; () () ~k, (5)u; (5)

olur. (2.29) bagmtisina gore (Ul), (Uz), (U3) regle yiizeylerinin denklemleri,

strastyla,

_ — - — —

o, (8,V) =Us(s) AUy (s)+vu§(s), Uy (S)=a(s)Au,(s)

seklinde yazilir. ul*(s), uz*(s), u?(s) vektorel momentlerin sirasiyla

tiirevleri alinirsa;

ul* (S) ~a

SH
—_
w
~—
>
=
—_
w
~—
+
Q|
—_
w
~
>
£
—_
w
~
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—! ! —!

u’ (5)=a (s)aus (s) +a(s)Ats (5)

olur. Boylece (2.36) bagmtisindaki vektorel moment tiirevleri ile tiirev

vektorleri arasindaki iligki

uz* (S):Us (S)_k1(s)ul*(s)+kz(s)us*(s) (2.37)

seklinde olur. {LI(S)[TZ(S)LI(S)} dual ortonormal sistemi her s aninda ani

dual Pfaff vektori etrafinda bir dual donme hareketi yapar. Bu vektor

W (s)=7(s)U,(s)+x(s)Us(s) (2.38)
denklemi ile bellidir. Hareketin dual Steiner donme vektori ise

D(s)=pW (s)=U; (s)$z(s)ds +U,(s)$x(s)ds (2.39)
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dir. Regle ylizeyin (LTl), (LTZ), (LTg) kapali regle yiizeylerinin dual ac¢ilim

uzunluklari, dual acilim agilar1 ve dagilma parametreleri sirasiyla,

L, =Pk; (s)ds
Ay, ==z (s)ds (2.40)
ki (s)
T (s)
L, =Ay, =0
(2.41)
5 ki (s)k, (s)+k,(s)k, (s)
V2 kZ(s)+k,” (s)

Ay, =—Px(s)ds (2.42)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1983).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Oklid Uzayinda Paralel p-Equidistant Regle Yiizeyler ve Baz
Karakteristik Ozellikleri

IR® te yay parametresi ile verilen bir («) egrisi diferensiyellenebilir egri ve bu
egrinin a(s) noktasindaki Frenet catisi {u?(s), uj(s),@(s)} olsun. Dayanak
egrisi a(s) ve dogrultmani uj(s) teget vektorii olan bir ¢(s,V) regle yiizeyi

p(s,V)=a(s)+vu,(s), (s,v)elxIR (3.1)

seklinde verilir. g;(s,v) ylizeyinin (7/) striksiyon egrisi ve P, dagilma

parametresi sirastyla,

2(s)=a(s)-=2 L >0y (g 0, (3.2)
, (s)
_ det(&l(s), Ul(zs), uj) (3.3)

Uy

—!

u, (s)

seklindedir.
Tamm 3.1.1: Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin striksiyon egrisi boyunca
Sp{uj(s),@(s)}, Sp{@(s),@(s)} ve Sp{uj(s),@(s)} uzaylarina karsilik

gelen diizlemlere, sirasiyla, asimptotik, polar ve merkezi diizlemler adi
verilir (Valeontis, 1986), ( Miiller, 1963).

Tamm 3.1.2: IR® te iki regle yiizey ¢(s,v) Ve ¢(s,v) olsun. Eger bu regle
yiizeyler i¢in;
I) Striksiyon egrileri boyunca iiretici vektorleri paralel,

i) Karsilikli noktalarda polar diizlemleri arasindaki P uzakligi sabit
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ise o(s,v) ve o(sv) regle yiizeylerine paralel p-equidistant regle

yiizeyler adi verilir (Valeontis, 1986).

Bu tanima gore 5(S,V) ve &(S,V) paralel p-equidistant regle yiizeylerinin

parametrik ifadeleri

(p(s,v):a(s)+vuj(s), (s,v) el xIR
(3.4)

Z(S,V) ZE(S)+VU7(S), (s,v) el xIR

seklindedir. Zo(s,v) ve Z(S,V) paralel p-equidistant regle yiizeylerinin
striksiyon egrileri dayanak egrileri olarak seg¢ilsin. Bu yiizeylerin karsilikli
noktalarda merkezi, asimptotik ve polar diizlemler arasindaki uzakliklar
sirasiyla z,q ve p olsun. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.1: g;(s,v) ve (_o(s,v) paralel P -equidistant regle yiizeyler,
o(s,v) nin dayanak egrisi 77(8) striksiyon ¢izgisi ve gzo(s,v) nin dayanak
egrisi de ;(s) olsun.

a(s)=y(s)+ pu;(s)+zu,(s)+qu,(s) (3.5)

olmak iizere, ¢(s,V) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi,

=y ato) (9 2l @9

seklindedir (Valeontis, 1986).

Sonug 3.1.1: ¢(s,v) ve ;(S,V) paralel P -equidistant regle yiizeylerinin polar

duzlemleri arasindaki uzaklik

_d(5)-7 an

ki(s)

dir (Valeontis, 1986).

P
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Teorem 3.1.2: g;(s,v) ve g_o(s,v) paralel p -equidistant regle yiizeyler olsun.
o(s,v) nin dayanak egrisinin yay parametresi s, egriligi K, (S) ve torsiyonu
K,(S), (s,v) nin dayanak egrisinin yay parametresi s, egriligi k, (s)ve

torsiyonu k_z(s) ile gosterilsin. Bu egrilikler arasinda

- d
ki(s)= kl(s)d—sg
(3.8)
= ds
kz(s) =k, (s) =

bagintilar1 vardir (Valeontis, 1986).

Teorem 3.1.3: ¢(s,v) Ve Z(s,v) kapali paralel p-equidistant regle

yizeylerinin ~ Frenet  vektorleri, sirasiyla {ua1 (s), u? (s), @ ( S)} ve

{Vl(s),\TZ(S),\TB(S)} olsun. Bu vektorlerin ¢izdigi regle ylizeylerin agilim

acilar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir:

A=A ta, a= <_|S k,(s)ds

((puy+zup +qugz)

A, =4, =0 (3.9)

Uz

A=A+, 8= <j> k,(s)ds

(puy+zup +qug)

(Masal, 1994).

Teorem 3.14: ¢(sV) Ve o(s,v) kapali paralel p-equidistant regle

yiizeylerinin ~ Frenet  vektorleri,  sirasiyla {UH1 ( S) , u? (S) , I ( S)} ve

{Vl(s),\TZ(S),\Z(S)} olsun. Bu vektorlerin ¢izdigi regle yiizeylerin agilim

uzunluklar arasinda asagidaki bagmtilar vardir:
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((puy+2uz+qus)

(=0, =0 (3.10)

(Masal, 1994).

Teorem 3.1.5: g(s,v) ve q:o(s,v) kapali paralel p-equidistant regle
yiizeylerinin ~ Frenet  vektorleri, sirastyla {uﬁ1 ( S) , uj ( S) , @ ( S )} ve
{\Z(S),\Z(S),\E(S)}Olsun. Bu vektorlerin ¢izdigi regle yiizeylerin dralleri

arasinda asagidaki bagintilar vardir:

p, =P, =0
o =p 38 (3.11)
V2 Uy dS
L
V3 Uz ds

(Masal, 1994).

3.2. Dual Uzayda Regle Yiizeylerin integral Invaryantlari, Dagilma

Parametreleri ve Gauss Egrilikleri

Birim dual kiire tzerindeki tegetler, asli normaller ve binormaller
gostergelerine karsilik gelen regle yiizeylerin acilim uzunluklar1 ve acilim

agilart sirastyla, L, , L, , L, Ve Ay, Ay, A, ise;
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I—u1 :¢k; Au1 =—(j.)k2

Ly, =0 Ay, =0

L03 =<ﬁk1* AU3 :_(ﬁkl

dir (Gliven, 2010). Birim dual kiire tizerindeki tegetler, asli normaller,
binormaller ve pol gostergelerine karsilik gelen regle yiizeylerin dagilma

parametreleri, swasiyla, R, , R, , R, , R ve K,, K,, K,, K ile

Ut Tu,r Tug e
gosterilirse;
P =0
> K, =0
— kZ
U, k12 +k22 KU2 ZO
k2
Ky, = : 2 —
P, _1 (k2 ({a,uy)-v) +1)
3 k2
K. =0
P.=0 ¢

dir, (Giiven, 2010).
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4. BULGULAR

Bu boéliimde, Valeontis’ in (1986) calismasindan yola ¢ikarak |ID— Modiilde
dual paralel equidistant regle yiizey tanimi verildi. Masal ve Kuruoglu’ nun
(1999) calismasindan hareketle, bu yiizeylerin Blaschke vektorlerinin birim
dual kiire iizerinde ¢izdikleri kapali dual kiiresel gosterge egrilerine Oklid
uzayinda karsilik gelen kapali regle yiizeylerin integral invaryantlar1 arasindaki
bagntilar bulundu. Son olarak da Giiven’ in (2010) doktora tezinde kullandig1
yontemle, kapali regle yiizeylerin Gauss egrilikleri hesaplanarak bazi yeni

sonuclara ulasildi.

4.1. Dual Paralel Equidistant Regle Yiizeyler

a:l >IR® egrisinin birim teget vektorii t(s) ve vektorel momenti

t*(s):a(s)/\t(S), B:1 > IR® egrisinin birim teget vektori ;(S) ve

% — = —

vektorel momenti t (s)=(s)At(s) olsun. T(S)zf(s)ﬁ—gtj(s) ve

f(s)=§(s)+gf*(s) dual vektorleri birim dual kiire iizerinde birer dual egri
cizerler. Bu egrilerin Blaschke vektorleri (2.34) bagintisindan, sirasiyla,

U, (s)=T(s)=U;(s)+e&u; (s)

ve
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seklinde verilir. Bu dual vektorlerin Uﬁl(S),U2 (S),U3(S) ve \Z(S),V:(S),\TS(S)

eksenleri bogaz noktalarinda kesisir ve bu kesisim noktalar1 U, (S) ve V, (S)

eksenleri {izerindedir. Tanim 3.1.2 ye gore, striksiyon egrisi boyunca {iretici

vektorlerin paralel ve ayni yonli, polar diizlemler arasindaki uzakligin sabit

olmasi igin, Ul(S) ve \71(8) dual vektorler arasindaki ®=g+gg  dual
agisinin sirf dual, yani ¢=0 ve ¢ sabit, olmasi gerekmektedir. Buradaki ¢
sabit degeri dual kiire tizerinde Ul(S) ve \71(8) dual noktalar1 arasindaki yay

uzunluguna karsilik gelmektedir (Sekil 4.1).

a(s) 2

,
=l

~
N3

[ 4 —»

/[;M
B)

Oklid uzay1 Birim dual kiire

Sekil 4.1. Dual kiiresel egriler ve Blaschke ¢atilart

41



Bu verilerden yararlanarak paralel equidistant regle yiizeylerin dual ifadesi su

sekilde verilebilir:

Tamm 4.1.1: IR® te iki egrinin birim teget vektorleri ve vektorel
momentlerinden olusan iKi birim dual vektoriin, dual kiire iizerinde ¢izdigi dual
egrilerin karsilik gelen dual noktalar1 arasindaki yay uzunlugu, sifirdan farkl
sabit ve sirf dual ise bu iki egriye dual paralel equidistant regle yiizeyle denir
(Sekil 4.2).

@(s, V)

Study doniistimii
«— ¢

a(s, V)

Sekil 4.2. Dual paralel equidistant regle yiizeyler

Bu tanimdan yola ¢ikarak, |D—Modiilde, UT(S) ve \71(8) vektorlerinin,

cizdigi (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda karsilik gelen regle

yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla, (2.29) bagintisindan

(T)=¥(s.v)=u;(s)Au; (s)+vu,(s),  uj(s)=a(s)Auy(s)

—_— .

('I:')EE(S,V) =V, (s)AV; (s)+W;(5),  Vi(s)=A(s)Av(s)

seklinde yazilir (Sekil 4.3). Burada E(S) = a(S)+¢*J1(S) dir.
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4.1.1. Dual Paralel Equidistant Regle Yiizeylerin Blaschke Vektorleri ve
Striksiyon Egrileri

Sekil 4.3. Dual paralel equidistant regle yiizeyler ve striksiyon egrileri

‘P(S,V) regle ylizeyinin  striksiyon  ¢izgisi Y’(S), dual  egriligi

K(s) =k, (s)+ek; (s), dual torsiyonu 7(s) =k, (s)+ek; (S) ve ¥(s,v) regle
yiizeyinin striksiyon ¢izgisi T’(S), dual egriligi E(s)=E(s)+gk_l*(s), dual
torsiyonu ;(s) :k_z(s)+gk_;(s) olsun. (3.2) bagmtisindan striksiyon egrileri

sirastyla,

43



ve

seklinde bulunur. Burada (2.3) ve (2.37) bagmtilarindaki ifadeler yerlerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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2 u,(s),

Y(s) =0 () AU (5)=(us (), Uy (), U (5) s (), (4.4

T(5) =V, (5) A (5)=(va(5), v (5) Vi (5) i (s) (45)

elde edilir. Sekil 4.3 teki YY(s) vektorinin U (S), U,(S), Us(S) birim

vektorlerine dik izdiigiimleri sirasiyla Z, g ve P ile gosterilsin. Bu durumda;

YY(5)= pu (5)+ 20 (5)+ aus s),

Y(s)=Y(s)+ pu,(s)+2u,(s)+quy(s) (4.6)

seklinde yazilir. Burada (4.5) bagtisi yerine yazilirsa

i(8) AV, (5)= (V5 (), (), (5) v (5) = Y(5) + pus (5) + 20 (5) + i 5)

bulunur. Tanim 4.1.1 geregi ¢ =0 oldugundan dogrultman vektorler paralel

olur ve boylece U, (s) =V, (s) alinirsa,

W (S)AY; (8)= V() #] p+(va(8) v (5) 5 (5)) () + 20, () + s (5) (@.7)

elde edilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa,
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+[p+(\72(s), vl(s),v;(s))}ul (s)

+2'u,(s)+2u, (s)+qu;(s)+qu; (s)
olur. Frenet formiilleri yerine yazilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

((5) 2% (5)) = ¥ <s>+[[p+(v: (5).5(5)%(9)) —z&(s)jﬁl )

(o (56w (52 () [ (5) 2 -k (5) ) 9)

+(zk, (s)+0")uy (s)

(4.8)

bulunur. Bu esitligin her iki yani \Z (S) ile i¢ carpilirsa,

[ 0] )= 7 01 )
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(4.9)
o[ p+{w(0) (s (5) l5)+ -k 5) )
bulunur. Ayrica (4.4) ifadesinin tiirevi alinirsa,
Y ()= (w(s) At (5)) ~(u(5) w ()05 (5)) w
(4.10)

(09,6 (5) L (9) (5) )

olur. (4.10) ifadesinin her iki yani \Z' (S) ile i¢ ¢arpilirsa

(5607 ()= (0 (5056

elde edilir. Bu ifade (4.9) da yerine yazilirsa

olur. (4.7) ve (4.11) ifadeleri (4.3) te yerlerine yazilirsa
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?(s):Y(s){p+(v2(s),vl(s),v;(s))}ul(spz@(s)+qu:(s)

kZ(s) m
_[p+(\72(3) \71(5),\72( ))}_Z ;?(k:)(s)
+2u, (5)+quy (s),
ﬁ meEese)) ]
Fis)= () ()5 5 >)< Ag ] LI
+2U, (5)+ U (5)
(4.12)
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elde edilir. Diger yandan (uj(s)MT;(s))' ifadesi, (2.3) ve (2.37)

bagintilarindan

seklinde bulunur. Ayrica

U,(s)=U,(s)AU,(s)

=uy(s)+eu, ()

oldugundan qu (s) vektdrel momenti

dir. Buradan

() AU (5)) =k(s)u(s)

seklinde bulunur. Bu ifade (4.12) bagintisinda yerine yazilirsa

ey o)+ 66000 6.0 0) 2505

(4.13)
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elde edilir. Boylece (Y) ve (Y) striksiyon egrileri arasindaki bagint1 i¢in su

teorem verilebilir:

Teorem 4.1.1: 1D —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda
karsilik gelen ¥ (s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
striksiyon ¢izgileri sirasiyla (Y‘) ve (?) olsun. Bu striksiyon ¢izgileri arasinda

Y(s)=Y(s)+ pu;(s)+2u,(s)+quy(s)

olmak iizere,

bagintisi vardir.

Sonug¢ 4.1.1: ID—Modiilde (‘l_:) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin

karsilik gelen dual noktalari arasidaki ¢ dual yay uzunlugu

¢*=p:(@<s>,u1<s>,u;<s>)—<@(s>,u?(s>>—%k;)(s) (419

seklinde bulunur.

¥ (s,v) ve W(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin U, (s) ve V, (s)

tiretici birim dual vektorleri paralel oldugundan

dir. Buradan bu vektoriin reel ve dual bilesenleri
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seklinde bulunur. Boylece

U, (s)=V,(s) (4.15)

bagintisi elde edilir. Ayrica

olur. Bu esitlikte (2.3), (2.37) bagintilart ve dual bolme islemi kullanilirsa, bu

vektoriin reel ve dual bilesenleri
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v,(s) = (s)

seklinde bulunur. Boylece

U,(s)=V,(s)
esitligi elde edilir. Son olarak

V,(s) =V, (s) AV, (s)

oldugundan bu vektoriin reel ve dual bilesenleri
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seklinde bulunur. Buradan
U,(s)=V,(s) (4.17)

olur. O halde bu yiizeylerin Blaschke vektorleri i¢in su teorem verilebilir:

Teorem 4.1.2: 1D —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen W (s,v) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
Blaschke c¢atilar1 sirasiyla {E(S),LI(S),U?(S)} ve {\71(5),\72(5),\73(8)}

olsun. Bu ¢atilar denktir. Yani:

Vi(s)| M1 o 0]VY.(s)
V,(s)[=]0 1 0{/U,(s)
Vy(s)| 10 O 1]iuy(s)

4.1.2. Dual Paralel Equidistant Regle Yiizeylerin Egrilikleri

¥(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle vyiizeyleri icin (4.15)

bagintisindan

dir. W(s,v) regle yiizeyinin dayanak egrisinin yay parametresi s olsun. Son
esitlikte tliirev alinir ve Frenet formiilleri yerine yazilirsa,

du,(s) _ dv,(s)ds
ds ds ds’

— = \—,.,ds
k (s)u,(s) =k (s)v, (s)g
olur. Bu ifade uj_(s) ile i¢ carpilirsa

ds

() =R () (us(5) 2 () 52
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K(5)=k(s) 52

bulunur. Ayrica (2.36) ve (2.37) ifadelerinden agik¢a goriiliir ki,
ki (s)=k/(s)=0
dir. (4.18) ve (4.19) bagintilarindan

ke (s)+ 2k, (5)= (ks (5)+ 2k (5)) =

ds

elde edilir. Diger yandan (4.17) bagintisindan

Uy (8) = v5(s)
dir. Bu esitlikte tiirev alinir ve Frenet formiilleri yerine yazilirsa,

duy(s) _dvs(s) ds
ds ds ds’

™ — o ds
—k, (s)u, (5) =k, (s)V, (s)E

bulunur. Bu ifade uj(s) ile i¢ garpilirsa

ds
ds

Ky (s)= ks (s)

elde edilir. O halde (2.36) ve (2.37) bagmtilarindan

—_

k, (s)=k;(s)=1
oldugu agiktir. Bu takdirde (4.20) ve (4.21) bagintilarindan

— — ds

k,(s)+ek, (s)=(k,(s)+ek; (S))T

S

elde edilir. Boylece su teorem verilebilir:

—

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Teorem 4.1.3: ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
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dayanak egrilerinin sirasiyla egrilikleri x =k +e&k/ ve x= El + gEl* :

burulmalar1 7 =k, + ¢k, ve 7 =k, + &k, olsun. Bu egrilikler arasinda

E(s):x(s)%
;(s):r(s)%

bagintis1 vardir.

Ayrica (4.17) bagintisindan

ifadesinin tirevi alinirsa

dus(s) _ dvi(s)ds
ds ds ds

dir. (2.37) bagintisindan
— ds

U (8) ke (8)05(5) = (s (8) R ($) ) 5

bulunur. Burada (4.16) ve (4.20) ifadeleri kullanilirsa

G (5) k(5161 (5) = (1 5) o (5) )| 2

E 2

bulunur. Bu esitlikten

E=1 = ds=ds ,
ds

elde edilir. Boylece su sonug verilebilir:
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Sonu¢ 4.1.2: 1D —Modiilde (‘l_:) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen W (s,v) ve ¥(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
dayanak egrilerinin yay parametreleri arasinda
ds=ds

bagintis1 vardir.

4.2. Kapah Dual Paralel Equidistant Regle Yiizeylerin Integral

Invaryantlar

Birim dual kiire tizerinde kiiresel gosterge egrileri Sekil 4.4 te gosterildigi
gibidir. Bu egrilere Oklid uzayinda karsilik gelen regle yiizeylerin dual agilim
acilari, dual ag¢ilim uzunluklar1 ve dagilma parametreleri arasindaki bagintilar
bu kisimda hesaplanmistir. Hesaplar yapilirken kisaligin hatiri igin, (4.13)

bagintisinda striksiyon egrileri arasindaki esitlik;

R(s)= (e ) 0) -0 ) 22 e

+2U, (5)+ s (5)
olmak {izere
Y(s)=Y(s)+R(s) (4.22)

seklinde alinmistir.
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Sekil 4.4. Birim dual kiire iizerinde kiiresel gosterge egrileri

4.2.1. Birim Dual Tegetler Gostergelerine Karsihik Gelen Kapalh Regle

Yiizeylerin Integral invaryantlan

@(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin LTl(S) ve \71(8)

teget vektorlerinin birim dual kiire lizerinde ¢izdikleri gosterge egrilerine

karsilik gelen regle ylizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla,

Wy, (8,V) = Uy () AL (8)+vuy (5),  U; (s) = ar(s) AU, (S)

‘P:Vl(s,v) =V, (s)AV; (3)+W;(5), Vi (5)=(s)Av(s)

seklindedir (Sekil 4.5).
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Vi(s) = 77(s) + ey (s) 0

Sekil 4.5. Birim dual tegetler gostergelerine karsilik gelen regle yiizeyler

Anadogrusu lTl(S) ve \71(8) olan kapali regle yiizeylerin agilim uzunluklar

(2.40), (4.21) bagintilarindan ve Sonug 4.1.2 den, sirasiyla

Ly, zcﬁk;(s)ds: <ﬁds,
(v) (¥)

L, = cﬁk_’;(s)dg :cj') ds
(¥) (7]

seklindedir. L, ifadesinde (4.22) yerine yazilirsa

L, = 4) ds = <j>ds+<j'>ds
(=R () [/
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bulunur. Burada

A= gS ds
(R)

alinirsa

L, =Pds+A
(%)

yazilir. Bdylece bu ylizeylerin a¢ilim uzunluklar1 arasinda

L, =Ly, +A

(4.23)

bagintis1 elde edilir. Ayrica (2.40) ve (4.21) bagintilarindan, dual a¢ilim agilar

sirastyla,

ve

(?) (Y)
olarak elde edilir. A, ifadesi, (4.20) bagintist ve Sonug 4.1.2 den

A, = —gS K, (s)ds—g(JS ds

G (¥

seklinde yazilir. (4.22) ifadesi (4.24) te yerine yazilirsa
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AV1=—<_f> k,(s)ds—¢ CJS ds

(Y+ﬁ) (Y+§)

= —95 K, (s)ds—gcﬁ ds— 95 K, (s)ds—ggS ds
() M ® (®)

bulunur. Burada

A= — cﬁ kz(s)ds—gcﬁ ds
(®) (®)

alinirsa

A, ==k, (s)ds—efds+A,,
() (Y)

Ay =4, tely + A

seklinde yazilir. Boylece (2.33) bagintisindan, bu yiizeylerin dual agilim agilari

arasinda
A, = Ay A, (4.25)

bagintis1 elde edilir. Ayrica (2.40) ve (4.19) bagmtilarindan, bu regle

ylizeylerin dagilma parametreleri, sirasiyla,

o K6
toki(s)
ve
R/ — kl (S) =0

seklinde olur. Boylece su teorem verilebilir:
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Teorem 4.2.1: 1D —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(s,v) ve ?(s,v) kapali dual paralel equidistant regle

yiizeylerinin, sirasiyla UT(S) ve \71(5) birim dual teget vektorlerinin ¢izdigi

regle yiizeylerin dual ag¢ilim uzunluklari, dual agilim agilar1 ve dagilma

parametreleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

L,=L,+A . A=¢ds
(%

A=A +A, . A= =Pk, (s)ds—efds
(R) (R)

4.2.2. Birim Dual Asli Normaller Gostergelerine Karsihk Gelen Kapah

Regle Yiizeylerin Integral invaryantlar

¥(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin U, (s) ve V,(s)

asli normal vektorlerinin birim dual kiire lizerinde ¢izdikleri egrilere karsilik

gelen regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla,

Wy, (3.V) = Uy () AU (8)+ WUy (5), U3 (5)=a(s) AU, (s)

‘P:\,Z(s,v):\TZ(S)A\TZ(s)+V\72(s), v, (s)=B(s)Av,(s)

seklindedir (Sekil 4.6).
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0 V;(s) = U5(s) + ev,’(s) O

Sekil 4.6. Birim dual asli normaller gostergelerine
karsilik gelen regle ylizeyler

—

Anadogrusu @(S) ve V, (S) olan regle yiizeylerin agilim uzunluklart (2.41)

bagintisindan

L\,2 = LU2 =0 (4.26)
ve dual agilim agilari

AV2 = AU2 =0 (4.27)

seklindedir. Aym yiizeyler i¢in dagilma parametreleri yine (2.41), (4.19) ve
(4.21) bagintilarindan
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_k (s)k, (s)+k,(s)k, (s)
V2 k?(s)+k, (s)

K (s)

k?(s)+k,”(s)

ve

\ KK REKE)
’ k. (s)+k, (s)

—2 k_Z(S—)Z
k. (s)+k, (s)

seklindedir. (4.18) ve (4.20) ifadeleri R, esitlifinde yerine yazilirsa

ds
ds

K, (s)

olur. Buradan

ds

R, =P, —

Vs, U, dS
bagintisi elde edilir. Sonug 4.1.2 den

R, =R

2 2

dir. Boylece su teorem verilebilir:
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Teorem 4.2.2: 1D —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(s,v) ve ?(s,v) kapali dual paralel equidistant regle

yiizeylerin sirasiyla LTZ(S) ve \72(8) birim dual asli normal vektorlerinin

c¢izdigi regle yiizeylerin dual agilim uzunluklari, dual a¢ilim agilar1 ve dagilma

parametreleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

L, =L, =0
A, =A,, =0
R/ZZPUZ

4.2.3. Birim Dual Binormaller Gostergelerine Karsilik Gelen Kapah Regle

Yiizeylerin Integral invaryantlan

¥(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin U, (s) ve V,(s)

binormal vektorlerinin birim dual kiire tizerinde ¢izdikleri gosterge egrilerine

karsilik gelen regle yiizeylerin parametrik denklemleri sirasiyla,

Wy, (5,V) = Us () AU (8)+VUy (5), U5 (5)= ar(s) AU, (S)

‘P:Vz(s,v) =V, (s) AV (s)+ W, (S),  Vi(s)=B(S)AV,(S)

seklindedir (Sekil 4.7).
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0 Vs(s) =v3(s) +evs’(s) O

Sekil 4.7. Birim dual binormaller gostergelerine karsilik
gelen regle yiizeyler

Anadogrusu LT3(S) ve \73(5) olan kapali regle yiizeylerin agilim uzunluklart

(2.42) bagintisindan, sirasiyla
Ly, = c_f> k, (s)ds,
(¥)
L, = $ Kk (s)ds
(v)

seklindedir. Burada k_l*(s) =k; (s) =0 oldugundan bu kapali egrisel integraller

sifira esit olur. Boylece bu yiizeylerin agilim uzunluklar: arasinda

L, =L, =0 (4.29)
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bagintisi elde edilir. Ayni regle yiizeylerin dual a¢ilim agilart (2.42) ve (4.19)

bagintilarindan, sirasiyla

Ay, = —(_]S k(s)ds= —cj} k,(s)ds,
(¥) (¥)

Ay, = —cf x(s)ds= —<I> k, (s)ds
(¥) (¥)

seklindedir. A, ifadesinde (4.18) bagintis1 yerine yazilirsa

A, = —<1‘> k (s)ds (4.30)

(¥)

olur. (4.22) ifadesi (4.30) da yerine yazilirsa

bulunur. Burada

A, = -k (s)ds
(R)

almirsa,
A, =2, +ely, A, (L, =0)

seklinde yazilir. (2.33) bagmtisindan bu yiizeylerinin dual acilim agilar

arasinda
Av3 = Au3 +A, (4.31)

bagintis1 elde edilir. Son olarak bu regle yiizeylerin dagilma parametreleri

(2.42) ve (4.21) bagintilarindan, sirasiyla
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ve

p, k() 1
K

.(5) &(5)

olur. (4.20) bagintisi F{,3 ifadesinde yerine yazilirsa

bulunur. Buradan
ds
R
S
bagintisi elde edilir. Sonug 4.1.2 den

R, =R,

3 3

(4.32)

dir. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.2.3: ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(s,v) ve ?(s,v) kapali dual paralel equidistant regle

yiizeylerinin, sirastyla lTs(S) ve \73(8) dual birim binormal vektorlerinin

¢izdigi regle yiizeylerin dual agilim uzunluklari, dual a¢ilim agilar1 ve dagilma

parametreleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

L, =Ly, =0

A, =AG+A . A =-Pk(s)ds
(R)

67



4.2.4. Birim Dual Pol Gostergelerine Karsihk Gelen Kapalh Regle

Yiizeylerin Integral Invaryantlari

¥(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle vyiizeylerinin dayanak

egrilerine ait ani dual Pfaff vektorleri sirasiyla W(S) = W(S) + SW(S) ve

VZV(S) =w(s)+ gW(s) ile gosterilirse (2.38) bagintisindan

yazilir. Bu vektorlerin reel ve dual bilesenleri

W(S) =k, (S)ul (S)+ kl(s)u:(s)

(4.33)

—_ * —_—

\77(3) =k, (S)v,(s)+k,(s)v, (5)+k, (s)v:(s)+ k. (s)vs (8)

seklindedir. (4.33) ifadesinde (4.15), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) ve (4.21)

bagintilar1 yerlerine yazilirsa, bu vektorler

w(s)=k,(s)u,(s)+k (s)u,(s)
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W(s)=w(s)<2

W(s):ms)%

seklinde bulunur. Sonu¢ 4.1.2 den

w(s)=w(s)

1 —_—

w (s)=w(s)

olur. Boylece su teorem verilebilir:

(4.34)

—

Teorem 4.2.4: ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsihk gelen @(s,v) ve ?(s,v) kapali dual paralel equidistant regle

yiizeylerinin dayanak egrilerine ait dual ani Pfaff wvektorleri sirasiyla

W(S) = VV(S) + EW(S) ve V:V(s) =w(s)+ g?(s) olsun. Bu vektorler arasinda
W (s) =W (s)

bagintu vardir.

US(S) ile W(S) vektorleri arasindaki dual agt ©=68+¢ 6, \73(8) ile V:V(S)

vektdrleri arasindaki dual ag1 da © =0+« 0 ile gosterilirse Sekil 4.8 den,

0 KU1 _ 0 K_,'Vl >

| | |

0 | 0 |

TF3) i TVs i
___________________ ;

Sekil 4.8. Ani Pfaff vektorleri
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K(S)=‘W(S)HCOS@ E(s)=”\/:\/(s)Hcosé

(s)= W (s)|sin® 7(s)=|W (s)sin®
yazilir. Buradan bu agilar arasinda,

E(s): K2(8)+2'2(S)COS(T) = K(s)=1}zc2(s)+r2(s)cos(7),

ve
;(s)z KZ(S)+72(S)Sin(T) = 7(s)= K2(5)+rz(s)sin@
esitliklerinden
cos® = cos®
{_ _ (4.35)
SIN® =sIin®

bagmtisi elde edilir. Pfaff vektdrleri yoniindeki birim vektorler C(s) ve C(s)

ile gosterilirse,

C(s)= ”\\:\/iv,gziu =sin® U, (s)+cos® U, (s) (4.36)
= W(s) =sin@ V, (s)+cos® V,(s) (4.37)

olur. Bu vektorler reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa,

c(s)=sin® u, (s)+cos® u,(s)
, (4.38)
3(5)=sin® uT*(s)+cos® E(s)
c(s)=sin@ v, (s)+cos® v, (s)
(4.39)
?(s)zsing) v, (5)+cos® v, (s)
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olur. 6(5) ve E(S) vektorlerinin birim dual kiire tizerinde ¢izdikleri pol
gosterge egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerin parametrik denklemleri

sirasiyla,

W_(s,v)=c(s)Aac (s)+ve(s),  c (s)=B(s)Ac(s)

seklindedir (Sekil 4.9).

O C(s) = &(s) + £2°(s) o

Sekil 4.9. Birim dual pol gostergelerine karsilik gelen regle yiizeyler

Anadogrusu E(S) olan kapali regle yiizeyin ac¢ilim uzunlugu (2.32)

bagintisindan
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—

L. =(d"(s).¢(s)) +{d(s).c"(s)) (4.40)
ile hesaplanir. Ayrica B(S) = H(s) + 6‘?(5) dual Steiner vektorii igin

= (c%W(s) ds = LI(S)?S)T(S) ds +LT3(S)(ﬂr>)K(S) ds

olur. Bu esitligin reel ve dual kisimlari,
<]5k s)ds +u, ( chkl(s)ds
(¥)
(4.41)

?(s):uf(s)cﬁ ds+u <_f> s)ds+u, ( )(cf)ds

(¥) (¥)

seklinde yazilir. (4.41) ve (4.38) ifadeleri, (4.40) bagmtisinda yerlerine
yazilirsa

—

(d(s).(s)) =sin®(us (5), 5" (5)) § ko (5) s

-+ cos®<u—1*(s),u3 (s)>g>) k, (s) ds+sin @?)ds,

<d (s)g(s)> =sin ®<u7(s),u3 (s)> 95 k,(s) ds

+cos®<uﬂ1(s),u—;(s)>(<j%>)k2 (s)ds

ifadeleri bulunur. Bu ifadelerin taraf tarafa toplanmasiyla a¢ilim uzunlugu
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+sin G)qus

(¥)
seklinde bulunur. LTl(S) ve l.Ts(S) vektorleri ortogonal birim vektorler

oldugundan

(u(5).u (9))+ {1 (5).us(s)) = 0

dir. O halde bu son esitlik L. ifadesinde yerine yazilirsa bu yilizeyin a¢ilim

uzunlugu,
L. =sin @4) ds (4.42)
(¥)
veya
Le =sin®L,

seklinde elde edilir. Benzer sekilde anadogrusu E(S) olan kapali regle yiizeyin

acilim uzunlugu (2.32) bagintisindan
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L :<f(s),é(s)>+<§(s),?(s)> (4.43)

—_—

seklinde yazilir. Ayrica D (S) = g ( S) + Sa* (S) dual Steiner vektori igin

qﬁk s)ds+v,(s) Pk, (s)ds

(4.44)

T (s)=v(s)§ kt(s)dsw;(s)(g@)@(s)dwﬁ(s)(@)ds

seklinde yazilir. (4.44) ve (4.39) ifadeleri, (4.43) bagmtisinda yerlerine

yazilirsa

(0 (9).206) =5 (5) 4 (5)) § K ()

|

+
o
@)
(72}
@

/\l

—
~
<
—
(%2}
~
~—
)
|
—
(%2}
R4
(%2}
+
2.
S5
D
o
(%2}
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ifadeleri bulunur. Bu ifadelerin taraf tarafa toplanmasiyla ag¢ilim uzunlugu

—

L :(<v1(s),\f(s)>+<\?(s),\73(s)>)sin@g))k_l(s)ds

+(<\71(s),v_;(s)>+<\?(s),\73(s)>)coség>)k_2(s)ds

seklinde olur. \71(8) ve \73(8) vektorleri ortogonal birim vektorler

oldugundan
<vl (s).vs (s)> +<v1* (s),vs (s)> =0
dir. Bu son esitlik L ifadesinde yerine yazilirsa, bu yiizeyin agilim uzunlugu

L. =sin @@ ds (4.45)
(¥)
veya
Lz =sin® L, (4.45)
seklinde elde edilir. (4.45) ifadesinde (4.22) bagntisi1 yerine yazilirsa
Lo =sin® ¢ ds
(Y+R)
=sin®@¢ ds+sin®¢ ds
(¥) (R)
olur. Burada (4.35) bagmntis1 kullanilirsa, bu uzunluk

L. = sin @(JS ds +sin ®<]S ds
() (R)

seklinde yazilir ve bu ifadede
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A =sin (i)gs ds
(®)

denirse bu yiizeyin a¢ilim uzunlugu

L =sin®g5 ds+ A
(¥)

veya
L =sin®@ L, +A

seklinde elde edilir. (4.42) bagintisindan, bu yiizeylerin a¢ilim uzunluklar

arasinda
bagintisi elde edilir.

Anadogrusu E(S) olan kapali regle yiizeyin dual agilim agis1 (2.31)

bagintisindan
Ac(s)=—(D(s).C(s)),
Ac(s)==(d(s).6(s))—2((d"(s).(s)) +(d(s).c°(s)))  @47)

dir. Bu esitligin reel kismi, (4.38) ve (4.41) bagntilarindan

<a(s),6(s)> = cos@({)} k,(s)ds +sin®g>) k, (s)ds (4.48)

seklinde bulunur. (2.24) bagintisindan
Ao ==(d(s),c(s)) = ~C0sOA, —siNOA,

olur. (4.42) ve (4.48) ifadeleri (4.47) da yerine yazilirsa bu yiizeyin dual a¢ilim

agis1

Ac (s)=—cos@ k, (s)ds -sin@P k, (s)ds - £sin© ds
() () ()
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seklinde elde edilir. (4.19) ve (4.21) ifadelerinden

Ac(s):—cos®gf>x(s)ds —sin@{)r(s)ds (4.49)
() ()

seklinde yazilir. Benzer sekilde anadogrusu C(S) olan kapali regle yiizeyin

dual agilim agis1 (2.31) bagintisindan
A (8)==(D(s).C(5)) = % (s)=eLc (s).

AC(s)=—<E(s),é(s)>—g(<?(s),é(s)>+<d:(s),c:*(s)>j (4.50)

yazilir. Bu esitligin reel kismi (4.39) ve (4.44) bagintilarindan

<§(S),§(S)> = c0s® (<£>)k_1(5)ds +5in® (CJS)k_z(S)dS (45D

seklinde bulunur. (2.24) bagintisindan
A = —<§(s)é(s)> = —cos® 4, —sin® 4,

olur. (4.45) ve (4.30) ifadeleri (4.50) da yerine yazilirsa yiizeyin dual agilim

agisi

As(s)= —cos@cﬁ k,(s)ds— sin@c_[) k, (s)ds—esin @c_[) ds

(v) (¥) (¥)
olur. (4.19) ve (4.21) ifadelerinden bu esitlik

Ag(s)=~- cos@)cf?(s)ds—sin@cf?(s)ds (4.52)

(7] (7]
veya
Ag(s)=cos® A, +sin® A,

seklinde bulunur. (4.52) bagintisinda (4.22) yerine yazilirsa
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Ac(s)=—cos® § x(s)ds—sin® ¢ z(s)ds,

(¥+R) (¥+R)

c

Ag(s)= —cos@)cﬁ E(s)ds—sin@j) z(s)ds

(¥) (v)

c

—cos@gf) x(s)ds —sin@d) z(s)ds
(®) (R)

olur. Burada (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) ve (4.35) bagintilarindan

A

c

(s)= —cos@)(cf)zc(s)ds—sin@({))r(s)ds

- cos@qS k(s)ds —sin@(_f) (s)ds
(R) (R)
seklinde yazilir ve bu ifadede

A= —cos@cﬁ x(s)ds —sin@cj') (s)ds
(R) (R)

alinirsa yilizeyin dual agilim agis1

Ag(s)= —cos@cﬁ K(S)dS—SiI’I@Cﬁ r(s)ds+ A
(v) (v)

seklinde elde edilir. Boylece bu yiizeylerin dual agilim agilari arasinda
A (s)=Ac(s)+A (4.53)
bagintisi elde edilir.

Son olarak, anadogrusu C(S) olan kapali regle yiizeyin dagilma parametresi

(2.30) bagintisindan
dc(s),dc’
P. =< (i(S) (i (S)> (4.54)
<dc(s),dc(s)>

olur. (4.36) ifadesinden dé(s) hesaplanirsa
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!

dC(s)=cos® U, (s)+sin® U, (s)-sin® U, (s)+cos® U, (s)

=c0s® U, (s)+(sin®@x(s)—cosOz(s))U, (s)

—sin® U, (s)
olur. Burada
sin®x(s)—cosO7(s) = ”\/VH cos®sin G)—‘Wucose)sin ®=0
oldugundan dC(s) vektorii
dC(s)=cos® U, (s)-sin® U, (s) (4.55)
seklinde elde edilir. Reel ve dual bilesenlerine ayrilirsa

dc(s)=cos® u,(s)-sin® u,(s)
(4.56)
dc’(s)=cos® u, (s)—sin® u, (s)

bulunur. (4.56) ifadesi (4.54) bagintisinda yerine yazilirsa ifadenin pay1

<d6(s),dc* (s)> =03 ©sin @<u7(s),u?(s)>—cos®sin ®<u1*(s),@(s)>

=cos@sin ® (<Ul(5)1 Uy (S)>+<I(S)J3(S)>)

=0

seklinde bulunur. Bu ifade (4.54) te yerine yazilirsa bu regle yiizeyin dagilma

parametresi

P. =0

olur. Benzer seklide anadogrusu E(S) olan kapali regle yiizeyin dagilma

parametresi (2.30) bagintisindan
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<d2(s),d§*(s)>
<dé(s),dé(s)>

P. =

c

(4.57)

dir. (4.36) ifadesinden dé(s) tiirevi hesaplanirsa

= _— ! _—

dC(s)=cos® V,(s)+sin® YV, (s)-sin® V,(s)+cos® V; (s)

=c0s@ V, (s)+(sin® x(s)-cos® (s))V, (5)-sin® V,(s)
bulunur. Burada
sin@® x(s)-cos® 7(s)= ”\/:VHcos@sin@—”\/:VHcos@)sin@) =0

oldugundan d c (s) vektorii

dC(s)=cos® V,(s)-sin® V,(s) (4.58)

seklinde olur. Bu vektoriin reel ve dual kisimlari

dc(s)=cos® v, (s)-sin® v,(s)
(4.59)

d?(s):cos@ v, (5)-sin® v, (s)

seklinde yazilir. (4.59) ifadeleri (4.57) bagintisinda yerlerine yazilirsa ifadenin
pay1

<d5(s),d5* (s)> = cosOsin @<\71(s),\?(s)>—cos@sin @<\Z(s)v:(s)>

= cosBsin®((4/(5). v, (5))+ (%’ (5).%5(5)))

=0

olur. Bu ifade (4.57) bagintisinda yerine yazilirsa bu regle ylizeyin dagilma

parametresi
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P.=0

C
seklinde olur. Yani bu yiizeylerin dagilma parametreleri arasinda

P =P =0 (4.60)

C

bagintis1 vardir. Béylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.2.5: ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(s,v) ve ?(S,v) kapali dual paralel equidistant regle

ylizeylerinin, sirasiyla E(S) ve E(S) ani Pfaff vektorleri yoniindeki birim

dual pol vektorlerinin ¢izdigi regle yiizeylerin dual agilim uzunluklari, dual

acilim agilart ve dagilma parametreleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

Le=Lc+A, A=sin@fds
(R)

Ag=Ac+A, A= —cos@cﬁx(s)ds—sin@(_ﬁr(s)ds
(R) (R)

4.3. Dual Paralel Equidistant Regle Yiizeylerin Gauss Egrilikleri

Bu kisimda, ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzaymda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerin

Gauss egrilikleri, (Giiven, 2010)’ in tezinden yola ¢ikilarak, yiizeylerin sekil

operatOrlerinin matrisinden yararlanilarak hesaplanmigtir.
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4.3.1 Birim Dual Tegetler Gostergelerine Karsilik Gelen Regle Yiizeylerin
Gauss Egrilikleri

Wy, (s,v) =y (s) Al (8)+vuy (s), u;(s)=a(s) A (s)

yiizeyinin V ve S ye gore tiirevleri alinirsa

(¥y,). =u(s), (4.61)

—r — — .

(‘ITl)s =u, (s)Au"(s)+u (s)Au," (s)+vu, (s)

(0,), =-k1(s)<u2(s),a(s)>il(s)+ki(s)(-@(s),&(s)}w)uz(s) (4.62)

olur. (4.61) ve (4.62) bagintilari i¢ ¢arpildiginda

((%20), (%), )= (5) s (5).x(5)) 0

oldugundan {(‘I’Ul) ,(‘I’Ul) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-
\' S

Schmitd yontemi uygulanirsa

(%), =(%.)

olmak tizere,

()
—
wn
—
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(Y,),(s)=(Xy,),(s)=us(s). (4.63)

(Y,), ()= ki (s)(—(us (), (s)) +V)us (s) (4.64)
bulunur. (4.63) ve (4.64) vektorleri birim hale getirilirse
(Y,,) (s) —
Ey, ) ()= —=u,(s), (4.65)
(%) (%),

(Es,),(s)=u,(s) (4.66)

elde edilir. Buradan
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<( %), (9):(Bu), (5)> =0

oldugundan {( Ey, )1 (S) ,(EUl )2 (S)} bazina gore lI’—Ul(s, V) ylizeyinin sekil
operatdrii bulunabilir. Bu yiizeyin normal vektorii ’\Th (s) ile gosterilirse
Ny, (S):(Eul)lA(Eul)z =u,(s)Au,(s)=u,(s) (4.67)

olur. ‘P—Ul(s,v) ylizeyinin sekil operatorii SUI(S) ve Gauss egriligi Kul(s) ile

gosterilirse (2.26) bagmtisindan

Ky, (5)=detS,, (5) = _(<Su1 (B ),9) (&), (s)>j2 (4.68)

seklinde yazilir. Burada

olur. Bu ifade ve (4.65) bagntisi (4.68) bagntisinda yerine yazilirsa yiizeyin

Gauss egriligi
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Ky, (s)=0 (4.69)

seklinde bulunur. Benzer sekilde

W, (5V) =V, () AV, (8)+ W (s), Vi (s)=A(s)AY(s)

yilizeyinin v Ves ye gore tlirevleri alinirsa

(ﬂ)v zvl(s) , (4.70)

(%), =k (5)(v:(8)- BN )+ () (¥ (5) () +v)ws ()
(4.71)

olur. (4.70) ve (4.71) bagintilar1 i¢ ¢arpildiginda

((%),(%2),) =K (5) (w2 (5). B(5)) #0

—_\

oldugundan {(‘Pvl) ,(‘Pvl) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-

Schmitd yontemi uygulanirsa

olmak tizere,

(le )1(s)=(X\,1 )l(s)=\71(s), 4.72)

(Y, ), () =k (s)(~(w(s). B(s))+v)v; (s) (4.73)
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bulunur. (4.72) ve (4.73) vektorleri birim hale getirilirse

(E,),(8)=p=2—=v(s), (4.74)

(E,),(5)=v,(s) (4.75)

elde edilir. Buradan

<(Ev1)1(3)’(EV1)2(S)>:o

oldugundan {( E, )1 (S) ,(E\,1 )2 (S)} bazina gore ‘IT,I(S,V) yiizeyinin sekil

operatorli bulunabilir. Bu ylizeyin normal vektorii N—Vl(s) ile gosterilirse

N, (s)= (‘{’Vl )1 /\(\PV1 )2 =V, (S)AV,(S)=Vy(9) (4.76)

olur. ‘ITVl(S,V) yiizeyinin sekil operatorii gvl(S) ve Gauss egriligi va(s) ile

gosterilirse (2.26) bagitisindan

Kvl(s):detgvl(s):—«gvl ((B), )} (&, )l(s)>j2 (4.77)

seklinde yazilir. Burada
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olur. Bu ifade ve (4.74) bagmtis1 (4.77) de yerine yazilirsa ylizeyin Gauss
egriligi

K (s)=0 (4.78)

seklinde bulunur.

Teorem 4.3.1: |D —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin

UT(S) ve \71(3) birim dual teget vektorlerinin birim dual kiire {izerinde ¢izdigi
kiiresel gostergelere Oklid uzayinda karsilik gelen regle yiizeylerin Gauss
egrilikleri sirasiyla Rul(s) ve va(s)ile gosterilirse, bu egrilikler arasinda

asagidaki bagint1 vardir:

Ky (s)=K,(s)=0.
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Sonu¢ 4.3.1: [ID— Modiilde ('I_:) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzaymnda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin

U, (s) ve V;(s) birim dual teget vektorlerinin birim dual kiire iizerinde ¢izdigi

kiiresel gostergelere Oklid uzayinda karsilik gelen regle yiizeyler agilabilirdir.

4.3.2. Birim Dual Asli Normaller Gostergelerine Karsiik Gelen Regle

Yiizeylerin Gauss Egrilikleri

Yy, (s,v) = @(s)xmj(sﬁvuj(s), u,(s)=a(s)Au,(s)
yiizeyinin v Ve s ye gore tiirevleri alinirsa

(Po, ), =ua(5), (4.79)

- — —_— —! —

(‘PUZ)S =U, (S)AU, (8)+U,(s)AU," (s)+vu, (s)

= (K, (8)u; (5)+k, (5)Us (5)) Ay (5)
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+(vk2 (s)—k, (s)<u2 (s),a(s)>)u3 (s)

olur. (4.79) ve (4.80) bagintilar1 i¢ ¢arpildiginda

((%0), (%), ) = (K () {u(5) () K (5) (15 5). ()} =0

[ —

oldugundan {(‘PU2> ,(‘PUZ) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-

Schmitd yontemi uygulanirsa

olmak iizere,
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(Xu,),(s)=u,(s). (4.81)
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(Yo, ), () = (1=vi () +ky () (U (5), 2 (5)) us ()

(4.82)
+(Vi () =k, (5) (s (), @(3)) )us (5)
bulunur. (4.81) ve (4.82) vektorleri birim hale getirilirse
(B ) (s)= E:U ;18 =U,(s), (4.83)
(YUZ) (s)
(EUZ )2 (S) - - J
(%.), ()|
(&) (S):(1_vkl(s)+kl(s)@’(s),a(s»)al(s)
2 )5 (Yuz )2 (S)H
(4.84)

) (vk (5)=k, () (U (). @(5)) ) us (5)
(%.), ()]

elde edilir. Buradan

<(Euz ), (s).(Ey,), (s)> =0

oldugundan {( E,, )1 (S) ,(EU2 )2 (S)} bazina gore ?%(S,V) yiizeyinin sekil

operatorii bulunabilir. Bu yiizeyin normal vektorii N—UZ(S) ile gosterilirse
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Ny, (s) =(EU2 )l(s) A(EU2 )2 (s)

U7 (s) A (LK, () +k<s)< (). (s)))u (s)

(), 0]

@(S)A(sz() ()< (S) a(s)))us (s)

—+

(o) (vkz(s)—kz(ﬂ (s).a(s)))us (s)
(). ¢)

(4.85)

_(1_vkl(s)+kl(s)<@(s),a(s)>)ia(s)

[r).0)

olur. ¥, (s,v) yiizeyinin sekil operatorii Su, (s) ve Gauss egriligi Ku, (s) ile

gosterilirse (2.26) bagintisindan

Ku, (s)=det Sy, (< (—) )(—) s)>j2 (4.86)

seklinde yazilir. Burada
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+ L - (VK
A e

1 - _
- ,(1—vk( )+ ki ( )<u2(s),a(s)>)u (s)
. ).
olur. Bu ifade ve (4.83) bagmtis1 (4.86) da yerine yazilirsa yilizeyin Gauss
egriligi
H H vk (s)k, (s)_kl(s)kz(s)@(s),&(s)))
Ruz(s):—

k s)-vk,(s)k, (s)+k (s)k, (s )<Uz(5)1a(5)>)
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Ko, (s)= {‘9(5)2} (4.87)
(%), (5)

seklinde bulunur. Benzer sekilde

‘P—\,z(s,v) =V, (S)AV,(8)+ W, (s), V;(s)=B(s)AV,(s)

yilizeyinin v Ves ye gore tlirevleri alinirsa

(¥2.), =v:(5):

(4.88)

94



olur. (4.88) ve (4.89) bagintilari i¢ carpildiginda

(%), (%)) = (s (5){% (). B(5)) ~ks () (s (5). B(5))) %O

oldugundan {(W) ,(‘PV ) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-
2 /v 2/s

Schmitd yontemi uygulanirsa

olmak iizere,

(%, ), (5)=(X,,),(s)=V,(s). (4.90)

(4.91)

—_— —_— —_ —

+(vk2(s)—k_2(s)<v2(s), ﬂ(s)>)v3(s)

bulunur. (4.90) ve (4.91) vektorleri birim hale getirilirse
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(E,).(s)= (%,),(6) v, (s), (4.92)

(4.93)

elde edilir. Buradan

<(EV2 ).(s).(E, )Z(S)>:o

oldugundan {( E, )1 (S) , ( E, )2 (S)} bazina gore ?W(S, V) yiizeyinin sekil

operatorii bulunabilir. Bu yiizeyin normal vektorii N—VZ(S) ile gosterilirse

Ny, (s)=(E,, ) (s)~(Ey,), (s)

V() A(1-vK (5) + ki (5)(v: (5). A (9)) i (5)
(). )

A ()R (5) (v (5). A () (5)
(%), )
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(4.94)

olur. ¥, (s,v) yiizeyinin sekil operatérii Sy, (s) ve Gauss egriligi Kv, (s) ile

gosterilirse (2.26) bagmtisindan

Kv, (s)=detS., (s) = -(<§V2 ((B.), (5))(E. )l(s)>)2 (4.95)

seklinde yazilir. Burada

S (@(5)) = D(EVZ)ZN—VZ(S)
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1 ds

1o >\rg<vz<s>-k:<s><vz<s>,ﬂ<s>>>kl<s>v2<s>

olur. Bu ifade ve (4.92) bagintis1 (4.95) da yerine yazilirsa yiizeyin Gauss
egriligi

1 ds /— —

2k, ()= vk, ()k, () + K, (5)k, ()(V, (5), B(s) 2
H(sz) (S)H ds( < >)

L ds o .

L — vkl(s)kz(s)—kl(s)k_z(s) v,(s),B(s)
H(sz) (S)H ds( < >)

o gt

seklinde bulunur. Sonug 4.1.2 den

{ e J

olur. (4.96) ifadesinin paydasi (4.16), (4.18) ve (4.20) bagintilarindan
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seklinde yazilir. Bu ifadenin her iki yani [%J ile carpilirsa
S

joe o2 j—ﬂ——k +k@x@@»&@»f

(4.97)
(v, (5) -k (5){u; (5), ()
olur. Ayrica (4.84) bagintisindan
‘GJZ“W:@—WJQ+M@M@@y&@»Y
(4.98)

+(Vk2 (s)—k, (5)<U2 (), a(s)>)2

yazilir. (4.98) ifadesi (4.97) de yerine yazilir ve ifade agilirsa

oo j [ S e +&@X@@»&@»f

(%), 6)] (v (5) k() (s).a(s)))

+

Hz
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HW(S)H( J =), 5)] -1+ 29 (9)- 2K (5) (w2 ). ()

{?fj -2k, (s )? + 2k (s )32<u (s).a(s))

S S

ol o[£ oo

26 (55 (0). (o) 21,

[ ) ol L[ Lot @rac)

(4.99)

bulunur. (4.20) ve (4.99) bagintilar1 (4.96) bagintisinda yerlerine yazilirsa

0

> BT e

G
el ([ o]

olur. Ve son olarak (4.87) bagintisindan
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S T

Ku2 (S

(4.100)

elde edilir. Sonug 4.1.2 den

Ko (5)=~(~yKu: (3)) =K. (5)

olur. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.3.2: ID—Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen ¥(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin

lTZ(S) ve \TZ(S) birim dual asli normal vektorlerinin birim dual kiire tizerinde
cizdigi kiiresel gostergelere Oklid uzayinda karsilhik gelen regle yiizeylerin
Gauss egrilikleri sirasiyla Ku, (s) ve Ky, (s)ile gosterilirse, bu egrilikler

arasinda asagidaki bagint1 vardir:

sz (S) = Ruz (S)

Sonu¢ 4.3.2: |ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzaymda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
lTZ(S) ve \72(5) birim dual asli normal vektorlerinin birim dual kiire tizerinde

cizdigi kiiresel gostergelere Oklid uzaymda karsilik gelen regle yiizeyler
agilabilirdir <> ko (s)=kz(s)=0.
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4.3.3. Birim Dual Binormaller Gostergelerine Karsiik Gelen Regle
Yiizeylerin Gauss Egrilikleri

Wy, (5,Y) = Uy (8) AU (5)+VUy (5), U3 (s)=a(s)Als(s)

ylizeyinin v Ves ye gore tiirevleri alinirsa

(Po,), =us(s), (4.101)

- —t '

(P0, ), =ts ()AL (5)+Us(s) AUy (8)+vuy (5)

—

(4.102)

olur. (4.101) ve (4.102) bagintilar1 i¢ carpildiginda

(), (%)) =k (s){u(5).a(s)) 20

oldugundan {(‘P—Us) ,(‘P—Us) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-

Schmitd yontemi uygulanirsa
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olmak iizere,

(Yo,),(5)=(Xy,),(s)=us(s), (4.103)

(Y, ), (5) =t (5)+({us (5), & (5)) Kz (5) ~Vi, (5) ) (5) (4.104)

bulunur. (4.103) ve (4.104) vektorleri birim hale getirilirse

(Eo),(5)= E:U3;1§23‘=@(S), (4.105)
(YUS) (s)

E, 2(3): :

=) %),

(Eu.), (5)= 4(5)k (S)(Ef()s)(.g;(S»V)@(s) (4.106)

olur. Buradan
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(£.).(5).(E.)(5)) =0

oldugundan {( E, )1(5),(EU3 )2(5)} bazina gore ‘P—U3(S,V) yiizeyinin sekil

operatorii bulunabilir. Yiizeyin normal vektorii W%(S) ile gosterilirse

N, ()= (B ) A (B,

(o) ({5 () a@()ke(8)+ v ()i (5) s )
(Y,),(s)

(4.107)

olur. lI’—UB(S,V) yiizeyinin sekil operatorii Su, (s) ve Gauss egriligi Ku, (s) ile

gosterilirse (2.26) bagimtisindan

Ku, (s)=detSu, (s)= —(<§u3 ((EU3 )2 (S))’(Eu3 )1

seklinde yazilir. Burada

(s)>j2 (4.108)
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(~(us(5),(s) s () ks (5))us (5) + 5 (5)
ol el
() @) 5) vk (9)] (5
). <)
(a5 a0k () (5) e (5)1 5

I%.),(s)

() (S) ()
o.).o)

olur. Bu ifade ve (4.105) bagintisi (4.108) de yerine yazilirsa yilizeyin Gauss
egriligi

TR A0
Ku, (s)=- — 5 (4.109)
[1+k22(s)(<u3(s),a(s)>v) ]

seklinde bulunur. Benzer sekilde

W, (5.V) =5 () AV (8)+W;(S), Vi (s)=B(s)Avs(s)
ylizeyinin v Ves ye gore tlirevleri alinirsa

(¥y,), =va(s), (4.110)
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(4.111)

olur. (4.110) ve (4.111) bagintilar1 i¢ ¢arpildiginda
((%),(9:),) =R (5)(52(5).75)) 0

oldugundan {(‘P—VS) ,(‘P—W) } sistemi ortogonal degildir. Bu vektorlere Gram-

Schmitd yontemi uygulanirsa

(%s), = (%), (5),

olmak tizere,

(Y, ).(5)=(X,),(8) = Vs (s) (4.112)
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(%) ()= (8)+((5(9). BE) k() V()N (s)  (4113)

bulunur. (4.112) ve (4.113) vektorleri birim hale getirilirse

E,, 1(s)= : =v,(s), (4.114)
(%) (%), (s)

— (sz) (S)

E,),(s) ===

(&) (%,),(s)

(4.115)

olur.

oldugundan {( E, )1 (s), ( E, )2 (S)} bazina gore ‘P—Vs(s, V) yiizeyinin sekil

operatdrii bulunabilir. Yiizeyin normal vektorii W(s) ile gosterilirse

N, (5)=(Bu), A ()

2

% (5) AN (9)+((%5(5). B(5) ks (5) vk, (5) ) (8)Ava )
I%,),)
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H (4.116)

olur. ‘I’—VS(S,V) yiizeyinin sekil operatorii Sv, (s) ve Gauss egriligi Kv, (s) ile

gosterilirse (2.26) bagintisindan

K, (s)=detS., (s) = -(<sV3 ((5.), (5)):(E. )1(s)>)2 (4.117)

seklinde yazilir. Burada

Su, ((ET)Z'(s)) =D, N (5)

:‘m(s)H D( )ZNva(S)
_ 1 dT_(S)ds
‘ H ds ds

+(< >k )+ VK, ( ) (s) ds
H<Y)<> *

+(—<v2<s>,73<s>>k‘< s) v ()l ()% () 05

o)l *

L R(S)u () (s)u(5) &5
(EXE




olur. Bu ifade ve (4.114) bagintis1 (4.117) de yerine yazilirsa ylizeyin Gauss

egriligi

2
— k,(s) ds
Kvs(S)Z— L)ZE :

(%), 09)
2

— Kk, s
Ky, (s)=- - :(5) ds (4.118)

seklinde bulunur. Sonug 4.1.2 den

Rv3 (S):— k_Z(S)

14k, (5)( (v (). 8(5))-v)

olur. (4.118) ifadesinin paydasi (4.17) ve (4.20) bagntilarindan

(), ()] =1k () (w2 (5). B()) )

=113 (5)( (15 (s).a(5)) v (Ej

o] (el )2

seklinde yazilir. (4.20) ve (4.119) bagintilar1 (4.118) de yerine yazilirsa

2
ds
_ k:(8) 15 ds

o] &) ®
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olur. (4.109) bagntis1 burada yerine yazilirsa, Gauss egriligi

2

K, (5) = - (kz)(s) (4.120)
K, (s ds \?
1{ —Ky, (s) l}(dg)

seklinde bulunur. Sonug 4.1.2 den

RV3 (S) = _( —Ky, (S))2 =Ky, (S)

olur. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem 4.3.3: ID —Modiilde (f) ve (T) dual egrilerine ¢izgiler uzayinda

karsilik gelen @(S,V) ve ?(S,V) dual paralel equidistant regle yiizeylerinin
LTS(S) ve \73(8) birim dual binormal vektorlerinin birim dual kiire tizerinde
cizdigi kiiresel gostergelere Oklid uzayinda karsilik gelen regle yiizeylerin
Gauss egrilikleri sirastyla Ku, (s) ve RVB(S)HC gosterilirse, bu egrilikler
arasinda

R\@ (S) =Ky, (S)

bagintis1 vardir.

Sonug¢ 4.3.3: ID —Modiilde @(s,v) ve ?(s,v) dual paralel equidistant regle

ylizeylerinin U—S(S) ve \73(8) birim dual binormal vektdrlerinin birim dual
kiire iizerinde ¢izdigi kiiresel gostergelere Oklid uzayinda karsilik gelen regle

yiizeyler agilabilirdir < k2 (S) =Kk, (S) .
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4.3.4. Birim Dual Pol Gostergelerine Karsiik Gelen Regle Yiizeylerin
Gauss Egrilikleri

—_ — " — —

P (s,v)=c(s)ac (s)+ve(s), c'(s)=a(s)Aac(s)

ylizeyinin v Ves ye gore tiirevleri alinirsa

(¥e), =c(s), (4.121)

' — .

(‘TC)S =€ (S)AC(s)+C(S)ACT (3)+VE (s)
olur. (4.38) bagintisindan tiirev alinirsa
¢ (s) =cos@u, (s)+sin Ok, (s)u, (s)—sin@u; (s)—cosOk, (s)u, ()
= cos @, (s)—sin Ou, (s)+(sin Ok, (s)—cos Ok, (s))u, (s)
= cosOu, (s)—sin O, (s),

—! — ! —

c (s):cos®u7*(s)+sin ®u, (s)-sin ®u?(s)+cos®u3* (s)
:cos®u—l*(s)+sin ®k1(s)f(s)—sin®u—;(s)
+cos®(—u2(s)—kz(s)uz*(s))
= cos @u, (s)—sin@u; (s)—cosOu, (s)

olur. Bu tiirev vektorleri (‘ITC) ifadesinde yerlerine yazilirsa
S
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(‘P—C)S ZE,(S)/\C*(S)+C(S)/\C* (s)+ve (s)
:(cos®Jl(s)—sin @@(s))/\(sin @u?‘(s)JrcosG)u?(s))
+(sin ®u7(s)+cos®u:(s))/\(cos®u7*(s)—sin®u?(s)—cos®@(s))

+v(cos®uj(s)—sin ®u2(s))

= c0s@sin Ou, (s) AU, (s)+cos® Ou, (s) AU, (s)

+5in?0U;" (5) AU (s) —Cos Osin OU (5) AU, (5)
+c0s@sin OU, (S) AU, (s)—sin? Ou, (s) AU, (s)
—cos@sinOU; (s) AU, (s)—cos? Oy, (s) Al (s)

—~c0sOsin O (s) AU, (s)—cos® Ou, (s) AU, (s)

+v(cos®uj(s)—sin @u:(S))

(‘P—c)s = (cos’ ©-sin’ @)(—<Jl(s),a(s)>u3(s)—<u3(s),a(s)>ul(s))

+2c0s Osin @(—<u7(s) , a(s)> u(s)- <u3 (s), a(s)>@(s)) (4.122)

+(cos’ @+vcos®)u, —(cosOsin© +vsin @) us (s)

olur. (4.121) ve (4.122) bagintilar1 i¢ ¢arpildiginda
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(%), (%), ) =~(cos® @=sin* ©) (u;(5), x(5))(us (5).6(5))

—(cos® ©—sin’ ®)<u:(s) a(s)><ul (s),E(s)>

—2c0sOsin ®<E(s) oa(s)><u1 (s),6(5)>

~2c0s@sin O (Us (5),(5)) (Us (),

Ol

(s))
+(cos® ©+vcos ®)<u7(s) E(s)>

~(cos @sin ©+vsin ©)(u, (s),c(s))

- (—cos3 ® +cos @sin? @)<Jl(s),a(s)>

+(—cos2 ®sin®+sin3®)<ﬁ3(5), 0‘(5)>

—2¢0s Osin? ®<uj(s) a(s)>

—2co0s’ ®sin ®<u:(s),a(s)>,

<(‘ITC)V (‘176)5> =—cosO(uy (s),@(s)) +(-3cos’ Osin © +5in* ©) (uy (5, x(5))

bulunur. <(‘P—C)V(‘P—C)s>¢0 oldugundan {(ﬁ)V(TC)S} sistemi ortogonal

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa

Y. (s)=Xc (s)=c(s), (4.123)
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Y, () = cos©sin ®<Jl(s),a(s)>u1(s)

—(—3cos2 ®sin?®+sin* ®)<J3(S)v“(3)>u1(s)

+(cos? @sin @) (~(u(s),@(s)) s (5) ~ (U (). (5))us (5))

+2c05@sin O ~(u; (5),@(s)); (s)~(U (5), () Us (5))

+(cos” ©+vcos®)u, —(cosOsin @ +vsin @) s (s)

+cos? ®<E(s),a(s)>u3 (s)

—(—30053 @sin O +cosOsin® ®)<J3(S),a(5)>ua (s)

olur. Bu ifadede

F = cos@sin G)<uﬁl(s),5(s)>—(—3cos2 ®sin®© +sin* ®)<u—3(s),a(s)>

—(cos® ®—sin® ®)<u2(s),a(s)>

—2¢0s®sin @<u?(s),&(s)>+(cos2 ®+vcos®),

H = —(cos’ ©—sin’ ®)<u7(s),&(s)>— 2c0sOsin ®<u:(s),a(s)>

~(cos@sin©+vsin®) +cos’ © (u; (s), a(s))

_(_3(;053 ®sin®+cosOsin® ®)<u:(s),a(8)>
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alinirsa, YZ(S) vektori

Y., (s)=Fu,(s)+Hu,(s) (4.124)

seklinde yazilir. (4.123) ve (4.124) vektorleri birim hale getirilirse

E. (s)= ::_Cl( =c(s)=sin@u, (s)+cosOu,(s) , (4.125)

Ec, (5)= 2= (4.126)

— o Fsin®+Hcos®
<EC1 (S)’ ECz (S)> =

JF?+H?

= cos@sin’ O(u (s),(s))

—sin® @(—3cos2 @ +sin’ ®)<@(s) a(s)>

—(cos* ©@-sin® ©)sin ®<u:(s),a(s)>

—2c0s®sin’? ®<u7(s),a(s)>+(cos®+v)cos®sin®

~(cos* ©-sin”©)cos O(u, (s), a(s))

—2c0s* ©sin ®<u:(s),a(s)>

—c0sOsin®(cosO +V)+cos’ ®<uj(s),a(s)>

—cos’ ©sin®(-3cos” © +sin’ ®)<u?(s),a(s)>,
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<EC1 (s).E, (s)> = cos Osin’ ®<Jl(s),a(s)>

+3co0s® @sin ®<u:(s),§(s)>—sin3 ®<@(s) a(s)>

—cos? ©sin ®<uﬁ3(s),3(s)>+sin3 ®<u:(s),a(s)>

—2c0s@sin’ @<u7(s),a(s)>

~cos”© (u;(s), @(s))+cos Osin” ©(u; (s),(s))

—2¢0s? ©sin @<u§(s),a(s)>

_ Fcos@u (s)au, (s)+Hsin®u, (s)Au,(s)

JEZ+H?2

_— (Fcos®—Hsin®)

Ne (s) = Nz u,(s) (4.127)

olur. ‘ITC(S,V) yiizeyinin sekil operatorii Sc (S) ve Gauss egriligi Kc (S) ile

gosterilirse (2.26) bagintisindan
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Ke (s) = detSc (s) =((Sc (ETZ(S)),E(S)»Z (4.128)

seklinde yazilir. Burada

Sc (ECZ (s)) =D,

2

(Ye), ()]

Ye,(s)] O

F cos® — H sin ®)j'a

ik ()
Ve, (s)] JFZ 4 H? ?

1 (Fcos®-Hsin®)—

Moo Ve (s).

+

S (£, (5)) = - EeRO O o) )

F?+H?

+((Fcos®—Hsin®)]'@(s)

(Fcos®—Hsin®)k,(s) —

+ F2+H2 u3(8)

olur. Bu ifade ve (4.125) ifadei (4.129) da yerine yazilirsa yiizeyin Gauss
egriligi
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_ _[—(F c0s®— H sin®)sin @k, (s)+(F cos® - H sin ®)cos Ok, (s)j2

KC (S) = F2 + H 2
(4.129)
seklinde bulunur. Benzer sekilde
¥_(s,v)=c(s)Ac (s)+ve(s), c (s)=B(s)ac(s)
ylizeyinin v Ves ye gore tiirevleri alimirsa
(%), =¢(s), (4.130)

- —! 1

(¥2). =¢ (s)Ac (s)+5(s)AC (s)+vE (5)

olur. (4.39) bagintisindan tiirev alinirsa

=!I

¢ (s)=cos@v, (s)+sin Ok, (s)v, (s)—sin@v, (s)—cos @k, (s)v, (s)

= cos OV, () —sinOv, (s),

— !

—

c (s)=cos®v, (s)+sin®y, (s)-sin®V, (s)+cos@v, (s)

—!

= cos®V, (s)—sin OV, (s)—cosOv, (s)

olur. Bu tiirev vektorleri (T—E) ifadesinde yerlerine yazilirsa

S

— N —! N

—% = —%

(‘P—)S ¢ (s)ac (s)+c(s)ac (s)+ve (s)

c

= c0s@sin OV, (s) AV, (s)+cos? @y, (s) AV, (s)

+5in2 @V, (S) AV, (5)—Ccos@sin OV, (s) AV, (S)
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+¢0sOsin OV, (s) AV, (5)-sin? OV, (s) AV, (s)

—~cos@sin OV, (5) AV, (5)—cos’ OV, (s) AV, (5)

—cosOsinOu, (s) AU, (s)-cos? Ou, (s) AU, (s)

+v(cos u, (s)-sin ®u:(5))

(‘Pé)s :(cosz@—sinz@)(—<\71(s),ﬂ(s)>v3(s)—<v3(s),,8(s)>vl(s))

+2005@sin(7)(—<v1(s),ﬁ(s)>vl(s)—<v3(s),ﬁ(s)>\73(s)) (4.131)

+(c0s’ ©+vcos®)y; —(cos Osin O +vsin O v, (s)

olur. (4.130) ve (4.131) bagintilar1 i¢ ¢arpildiginda

<(‘P6)v ,(\PE)S> = (—cos’ @+cos@sin® ©) (v, (), B(s))

+(—cos2 @sin@+sin3@)<V3(5)'E(s)>

—2c0s @sin C7)<\Z(S)Z3(s)>

—2cos? (T)Sin@<\73(s),ﬁ'(8)>,

—

() (¥e), )= -eos(u (). 70)

+(-3cos® @sin @ +sin’ 6)<\73(S)'B(S)>

bulunur. <(‘P—)V,(‘P—C)S>¢O oldugundan {(V)V(T)S} sistemi ortogonal

C C C

degildir. Bu vektorlere Gram-Schmitd yontemi uygulanirsa
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Y. (s)=X_ (s)=c(s), (4.132)

Ye, (5)=cos@sin®(v;(s), B(s))v: (s)

—(—30032 ®sin? @ +sin* @)<\73(3)v:3(5)>\’1(5)

+(cos” ©sin® (5)(—<v1(s),,8(s)>v3 ()~ (v (s),ﬂ(s)>v1(s))

+2c0s ©sin @(—<v1(s),,B(:~:)>vl(s)—<v3 (s),ﬂ(s)>v3 (s))
+(cos2 @+vcos(§)ﬁ—(cos@sin@+vsin (7))\7:;(3)

+C0s> (§<\71(s),ﬂ(s)>v3 (s)

—(—30053 Osin® +cos @sin® @)<\73(s),ﬂ(8)>v3 (s)

olur. Bu esitlikte
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F = cos®sin @<\71(s),ﬁ(s)>—(—3cos2 @sin?© +sin’ (7))<\73(s)ﬂ(s)>

—(cos2 © —sin? @)<v3 (s),,B(s)>

—2¢0s@sin (T)<\71(s),ﬁ’(s)>+(cos2 (T)+vcos(7)),

H= _(0032 © —sin’ 6)<‘71(S)’E(S»_ZCOS@SM6<\7~*‘(S)’ﬂ(s)>

—(cos@sin ©+vsin @)+cos2 (7)<\71(s),,8(s)>

_(_3(3033 ®sin©®+cosOsin’ @)<\73(S)/3(S)>

alinirsa, Yz (S) vektora

g(s):fﬁ(s)+ﬁ@(s) (4.133)
seklinde yazilir. (4.132) ve (4.133) vektorleri birim hale getirilirse
. E(S) = . = —_
o (8)===—7=c(s)=sinOv,(s)+cosOv,(s) , (4.134)
e (S)H
£ (5)=rel) _Fu (S_)2+ H_Vj(s) (4.135)
Y, ()] F’+H

olur. (4.134) ve (4.135) bagintilar1 i¢ garpilirsa
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— =, \\_ Fsin®+Hcos®
(Es.(5).E5, (5)) = o
:cos@sin2@<\7l(s),ﬁ(s)>

—sin’® CT)(—Scos2 © +sin? CT))<\73(s)ﬂ(s)>

—(cos2 © —sin? @)sin @<v3(s),,[3(s)>

—2c0s@sin’ @<\71(s),ﬁ(s)>+(cos@+v)cos@sin5
—(cos2 © —sin? @)cos@)@(s),fi(s»

—2c0s? ©sin @)<\73(s),/3(s)>

—cos Osin @(cos@+v)+cos3 @<\Z(s)ﬁ(s)>

—cos’ ©sin ©(—3cos’ © +sin’ @)<\73(s),6’(5)>

bulunur. O halde ‘ITE(S,V) yiizeyinin normal vektorii WE(S) ile gosterilirse
Ne (s)=Eg, (8) A Eq, (5)
_5(s)n 0l HY(S)
VF +H

_ FcosOv, (s) Ay, (s)+Hsin@vy, (s)Av,(s)

—2 —2

F +H
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. (Ecos@—ﬁsin@))ﬁ
Nz (s)= v, (s) (4.136)

c —2 —2

olur. W_(s,v) yiizeyinin sekil operatorii Sc(s) ve Gauss egriligi Ke (s) ile

gosterilirse (2.26) bagintisindan

Ke (s)=detSe (s)= ({5, (B (5).Eo. (9))) (4.137)

seklinde yazilir. Burada

gE(E—Ez(S)) =D, Nz (s)

1 [(Fcos®@-Hsin®) ,_,( )
S v, (s
fo ol FEer )
! (Ecos@—ﬁsin(j))\z,(s),

06| JELR
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5. (E?z(s)) _ _(F cos@E—zlisﬁir12®)kl(s)\71(s)

R S — V, (S
=7 = 2(9)

{(Ecos@ﬁsm@)};

. (Ecos@—ﬁsin 6)k_2(s) .

= Vs (s)

2 =2
F +H

olur. Bu ifade ve (4.134) ifadesi (4.137) da yerine yazilirsa yiizeyin Gauss
egriligi

2

—=2 —2

_ [(Ecos@ﬁsin @)sin @)k_l(s)+(fcos(7)—ﬁsin @)cos@k_z(s)
F +H

(4.138)

seklinde bulunur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, ID—Modiilde birim dual teget vektorler paralel alinarak dual
paralel equidistant regle yiizey tanimi verildi. Bu ylizeylerin Blaschke
vektorlerinin birim dual kiire tizerinde ¢izdikleri kapali dual kiiresel gosterge
egrilerine Oklid uzayinda karsihik gelen kapali regle yiizeylerin integral
invaryantlar1 arasindaki bagintilar bulundu. Bu dual regle yiizeylerin Gauss
egrilikleri hesaplanarak bazi yeni sonuglara ulasildi. Benzer sekilde birim dual
asli normaller, binormaller veya ani Pfaff vektorleri paralel alinarak da yeni
sonuglara ulagilabilir. Bunun yani sira yapilan bu g¢alisma aymi yontemler

kullanilarak dual Lorentz uzayinda da yapilabilir.
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