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OZET

BERTRAND EGRI CIFTINE AiT FRENET CATISINA GORE
SMARANDACHE EGRIiLERIi

Unzile CELIK

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2015
Yiksek Lisans Tezi, 78s.
Danigsman: Yrd. Dog. Dr.Siileyman SENYURT

Bu ¢aligsma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Giris Boliimiinde ¢alismanin amaci ve konunun
ele alinma nedeni tartisildi. Onceki Calismalar Béliimiinde Smarandache egrileri ile ilgili
caligmalara yer verildi. Genel Bilgiler Boliimiinde Oklid uzayu ile ilgili bilgilerden séz edildi.
Materyal ve Yoéntem Boliimiinde Oklid uzayinda Bertrand egri ¢iftleri ve Smarandache
egrileri ile ilgili temel kavramlar anlatildi.

Bulgular Boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bertrand egrisine ait partner
egrisinin Frenet vektorleri ve birim Darboux vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde
edilen Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 hesaplandi ve bulunan bu degerler,
Bertrand egrisine bagl olarak ifade edildi.Son olarak elde edilen Smarandache egrilerinin
Bertrand egri ¢iftine dahil olup olmadig: incelendi.

Anahtar Sozciikler: Oklid Uzay, Bertrand Egri Cifti, Smarandache Egrisi



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF BERTRAND CURVE PAIR
ACCORDING TO FRENET FRAME

Unzile CELIK

University of Ordu
InstituteforGraduateStudies in ScienceandTechnology
Department of Mathematic, 2015
MSc. Thesis, 78p.
Supervisor:Asst.Prof.Dr.Siileyman SENYURT

This study consist six fundamental chapters. In the introduction chapter, theaim of study and
the reasons why this subject is interestedare given. Then extchapter is covered with literatiire
review of Smarandache curve. In general formation chapter is included with some information
about Euclidean space. The basic consepts of Bertrand curve pair and Smarandache curves on
Euclidean space are given in the material and method chapter.

The Findings chapter is theoriginal part of the study. In this chapter, when the Frenet vectors
and the unit Darboux vector of the partner curve of Bertrand curve are taken as the position
vectors, the curvature and the torsion of Smarandache curves are calculated. These values are
expressed depending upon the Bertrand curve and it is examined whether the resulting
Smarandache curves have relations with Bertrand curves.

Key Words: Euclidean space, Bertrand curve, Smarandache curves
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde birgok calismalar
yapilmaktadir. Ozellikle egrilerin karsilikli noktalarinda Frenet catilari arasinda
bagintilar kurularak, birgok yeni teoriler elde edilmektedir. Bunlardan biriside

Bertrand egrisidir.

Bertrand egrisi ilk olarak 1850y1linda Bertrand Russel tarafindan tanimlanmistir. &
ve o egrilerinin aslinormal vektorleri birbiriyle lineer bagimli ise & egrisine
Bertrand egrisi, " egrisine & egrisinin Bertrand partner egrisi, (a,a*) ikilisine de
Bertrand egri ¢ifti denilmektedir.

2008 yilinda Turgut ve Yilmaz tarafindan yapilan calismada Smarandache egrileri
tanimlanmistir. Smarandache egrileri; egrinin Frenet vektorleri konum vektorii olarak

ele alindiginda elde edilen regiiler egrilerdir.

Bu g:ahsmada(a,a*)Bertrand egri c¢ifti olmak lizere o Bertrand partner egrisinin

Frenet vektorleri T*, N™ ve B*, birim Darboux vektorii C*ile gosterilirse bu

vektorler tarafindan olustulan T*N*,N*B*,T"B",T*N*B* ve N*C*Smarandache
egrilerinin tanimlar1 verilerek egrilikleri hesaplandi. Daha sonra bu egrilikler &

Bertrand egrisinin egrilikleri cinsinden ifade edildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Turgut ve Yilmaz 2008 yilinda “Smarandache Curves in Minkowski space-time”

isimli ¢alismada Minkowski uzayinda Smarandache egrisinin tanimini ifade ederek ,

E14 de TB, Smarandache egrisine ait bazi 6zel durumlarini incelemis ve bu egrinin

Frenet elemanlarini hesaplanmistir.

Ali, 2010 yilinda, “Special Smarandache Curves in Euclidian Space” isimli
calismada baz1 6zel Smarandache egrilerini tanimlayarak bu egrilere ait Frenet-Serret

invaryantlarinin 6zel durumlarini ¢aligmistir.

Cetin ve ark., (2010), “SmarandacheCurvesAccordingtoBishopFrame in Euclidian 3-
Space” isimli ¢alismada Oklid uzayinda Bishop catisina gére 6zel Smarandache
egrilerini arastirmislar ve bu egrilerin baz1 diferansiyel geometrik ozelliklerini
vermislerdir. Ayrica Smarandache egrisine aitoskiilator kiirenin merkezini ve kiirenin

egriligi ile ilgili sonuglar bulmuslardir.

Senyurt ve Sivas, (2013), “Smarandache Egrilerine Ait Bir Uygulama” isimli

calisgmada & egrisinin Frenet vektorleri T,N, B ve birim Darboux vektorii C olmak

tizere NC -Smarandache egrisini tanimlamiglar ve bununla birlikte NB ve TNB -

Smarandache egrilerinin egriliklerini hesaplamiglardir.

Bektas ve Yiice, (2013), “Special Smarandache Curves According to Darboux Frame
in Euclidian 3-Space” isimli ¢aliymada Oklid uzaymda Darboux catisina ait
Smarandache egrilerini incelemisler ve bu egrilere ait bazi karakterizasyonlar1 ve

sonuglart vermislerdir.

Bayrak ve ark., (2013), “Special SmarandacheCurves in Ef ” isimli ¢aligmada

Minkowski uzayinda regiiler bir egriye ait Frenet vektorleri tarafindan olusturulan

Smarandache egrilerini inceleyerek bazi sonuglar bulmuslardir.

Tagkoprii ve Tosun, (2014), “Smarandache Curves According to Sabban Frame onS?
” isimli galigmada S*birim kiiresi iizerinde Sabban catisina gére Smarandache
egrilerini incelemisler ve bu egrilerin karakterizasyonlar1 ile ilgili sonuglar elde

etmislerdir.



Caligkan ve Senyurt, (2015), “SmarandacheCurves in Terms of Sabban Frame of
Spherical Indicatrix Curves” isimli ¢alismada, kiiresel gosterge egrilerinin Sabban
catistna gore Smarandache egrilerini arastirmislar ve bu egrilerin  bazi

karakterizasyonlariyla ilgili sonuglar elde etmislerdir.

Caligkan ve Senyurt, (2015), “Smarandache Curves in Terms of Sabban Frame of
Fixed Pole Curves” isimli ¢aligmada, Birim Darboux vektoriiniin kiire yiizeyinde
¢izdigi egrinin Sabban catisina goére Smarandache egrilerini arastirmislar ve bu

egrilerin bazi karakterizasyonlariyla ilgili sonuglar elde etmislerdir.



3. GENEL BILGILER
Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayina ait temel kavramlara yer verilmistir.

Tanmm 3.1. A= bir ciimle ve V de K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun.
f : Ax A—V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa Aya V ile birlestirilmis

Afin uzay denir:

Al:VvP,Q,Re A i¢in f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

A2:VP e Ave VYa eV i¢in f(P,Q)=«a olacak sekilde bir tek QeA
noktasi vardir.
Tanmm 3.2. V , Aile birlesen bir afin uzay olsun. F%, Pl,---, Pn € Anoktalar1 i¢in

{%H,%%,...,%Pn}cﬁmlesi V nin bir bazi ise {PO,Pl,...,P} nokta (n+1)-|isineA

n

afin uzaymin bir afin ¢atis1 denir. Burada Po noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve

P, 1<i<n, noktalarma da catinin birim noktalar1 denir. boyV =nise Aya N -

boyutlu bir Afin uzay denir.
Tamm 3.3. V , A ile birlesen bir afin uzay olsun.

(Y:VxV — IR

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir:v x,y,zeV ve V¥ a,b e IR i¢in
1) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by,z)y =a(x,z)+b{y, z),
(X,ay +bz) =a(x, y)+b{x,z),

i) Simetri Aksiyomu;
XY =Y %),

iii) Pozitif Tanimlilik (Kararlilik) Aksiyomu;

(X, Xy >0, (x,x):0<:>x=b.



Tamm 3.4. Reel standart afin uzayr IR" olmak iizere, V X,Y € IR" icin
() IR" % IR" > IR, (X,Y) :Zn:xiyi
i=1

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ c¢arpima IR"de
standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu
IR" vektdr uzayi ile birlesen afin uzayma N -boyutlu standart Oklid uzayidenir ve

E" ile gosterilir.
Ornek 3.1. X,Y € IR?olmak iizere
()1 IRExIR? > IR, (X,Y) =|X|[¥|cos®, 0<O<x

seklinde taniml1 fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Tanmm3.5. X eE" noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlar
(xl,xz,...,xn) olsun. X :E" — IR, 1<i<n, fonksiyonuna E"nin i-yinci koordinat

fonksiyonu denir.

Tamm3.6. d:E"xE" > IR, d(X,Y)= /Zn:(yi ~%)
i=1

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d (X ,Y) € IR sayisma da X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir.

Tamm3.7. IR" i¢c carpim uzay1 ile birlesen Oklid uzayr E" olmak iizere,

{PO,Pl,...,Pn}eEn nokta (n+1)-1isi i¢in, {R)H,R)Pz,...,%Pn} climlesi E"nin bir

ortonormal bazi ise {PO, P, .. Pn} climlesine E"de bir Oklid cati veya dik cat1 denir.

Tamm 38. a:1cIR—>E"  a(t)=(a(t).a(t),...a,(t))diferensiyellenebilir

fonksiyona E" de bir egri denir. Burada | araligina & egrisinin parametre araligi ve

tel degiskenine de & egrisinin parametresidenir.



Tanmm 3.9. «: 1 < IR — E" diferensiyellenebilir bir egri olsun.
| o (t)]

seklinde taniml ||05'|| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu,

a!

1 > IR, ||a’||(t):|

a'(t)” € IRsayisina

egrisinin a(t) noktasindaki skaler hizi,

da (dal(t) da, (t) dan(t)Jlt

a'(t)=—7|= ,
(t) dt l‘ dt dt dt
vektoriine de & egrisinin hiz vektorii denir.

Tanim 3.10. a:1 < IR—E" egrisi igin”a'(s)” =1lise egriye birim hizli egri, sel
parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tanm 3.11. «:1 cIR—E" biregri vea,be | igin
b
o= fler (s (31)

reel sayisina a(a) ile a(b) noktalar arasindaki yay uzunlugu denir.

Tamm 3.12. o:1 < IR—E" bir edri ve ¢:{a’,a”,a”’,...a(r)} ciimlesi lineer

bagimsiz olsun.
Wes {¢} k>r
a'" eSplg!,

olmak tizere ¢ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen

{V,(5),V,(8),--:V, (s)} ortonormal sistemine @ egrisinin @ (S) noktasindaki Serret

Frenet r-ayaklist, V Vi, 1<T1<T, vektoriine de Serret Frenet vektdrii denir.



Teorem 3.1. «:1 < IR — E®egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi;

1) se | yay parametresi ise

Vz(s)zma”(s) (3.2)

Va(8)=T(s)xN(s)
2) s el yay parametresi degilse
1

Vl(s)zw“'(s)

V,(s)=B(s)xN(s) (3.3)

= L a'(s)xa'(s
V3(S)— a'(s)xa”(s)H( ( ) ( ))

Seklinde verilir (Hacisalihoglu,1983).

Tamm 3.13. «: 1 — E"egrisinin Ol(S) noktasindaki Frenetr-ayaklisi

N, (5).V, (s),..V, (5)} olsun.

ki1 =R, k (s)=(V'(s).Viu(s), 1<i<r,
seklinde tanimli K fonksiyonuna i-yinci egrilik fonksiyonu ve k (S) € IR sayisina
egrinin 0!(8) noktasindaki i-yinci egriligi denir.

Teorem 3.2. « : | — E" egrisinin Frenetr -ayaklisi {Vl(S),V2 (S),...,Vr (S)},

I -yinci egriligi ki(S) olsun. Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev

vektorleri arasinda



bagintis1 vardir(Hacisalihoglu,1983).

n=306zel halinde . egrisinin & (S) noktasindaki Frenet3-ayaklisi {T, N, B} ile

gosterilir. Burada Tye teget vektor, N ye aslinormal vektér ve B ye de binormal
vektor denir. o egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla «Vve ;olmak iizere

Frenet formiilleri

N'(s) =~ (s)T (s)+7(5)B(s), (34)

seklinde olur (Hacisalihoglu,1983).

Diger yandan . egrisi iizerinde o ( S)nokta51 egriyi ¢izerken bu noktadaki
{T, N, B} Frenet3-ayaklis1 her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi

yaptig1 kabul edilir ve bu eksene egrinin o (S)noktasmdaki Darboux (ani donme)

ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

W=NAN",
W =1T +xB (3.5)

dirve bu vektore Darboux vektorii adi verilir, ( Sekil 3.1).



Sekil 3.1.Darboux vektorii

W Darboux vektorii ile B vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

sinp=—— | cosp=—— (3.6)

Wl Wl

dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse
K
T + -t B

B

olur. Burada «ile - nun yerine (3.6) deki karsiliklar1 yazilirsa
C =singT +cos B (3.7)
bulunur (Fenchel,1951).

Tanmm 3.14. «:1 —>E" egrisinin a(S)noktasmdaki birinci ve ikinci egrilikleri

sirastylak, (s) ve k, () olsun.

H il - IR, H, (s) = 2l®)

k, (s)
seklinde tanimli H,; fonksiyonuna . egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir.

Tamm 3.15. «:1 — E"egrisinin & (S) noktasindaki hiz vektorii sabit bir U vektorii

ile sabit a¢1 yapiyorsa egriye egilim ¢izgisi (helis) ve S; {U} ya da egilim ¢izgisinin

egilim ekseni denir.



Teorem 3.3. a«a:l >FE%egrisi  bir egilim  ¢izgisidir

(Hacisalihoglu,1983).

& H,(s)=sht,

Ispat: = Kabul edelim ki ., bir egilim ¢izgisi olsun. egrisinina(s) noktasindaki

Frenet vektorleri {T (S), N (S), B (S)} olmak tizere,egilim ¢izgisi tanimina gore

(T(s).U)=coso
olur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa
(T'(s),U)=0=>x(N(s),U)=0
=N _1U
oldugu goriiliir. Buradan U €S, {T(s),B(s)} oldugundan
U =aT (s)+bB(s)
seklinde yazilabilir. Bu ifade sirastyla T ve B ile i¢ carpilirsa
(U,T(s))=a=cos,
(U,B(s))=b=sing
olur ve buradan
U =cosdT (s)+singB(s)
bulunur. Diger yandan
(N(s),Uy=0

ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

10

(3.8)



Kx(s
= sht

:>T(S) s

= H,(s)=sbt

elde edilir.

" «"Kabul edelim ki Vse | igin H,(s)=sbtolsun. iddia ediliyor ki & bir egilim
cizgisidir.
H, (s) =sbtise H, (s) = tan & = sbt alinabilir. Buradan

K(s):ﬂ =K (s)cosd—z(s)sind=0
7(s) cosé

olur.
U (s)=cosdT (s)+sinéB(s)
vektoriinli tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa

U'=cosdT'+sin 6B,

U'(x(s)cose—r(s)sin H]N (s),

=0

U'=0 = U =sbht.

bulunur. Buradan da

11



=(T (s),cosdT (s)+sin6B(s))
=cosd

=sbt
olur ki bu da  bir egilim ¢izgisi olmas1 demektir.

Teorem 3.4. o:1 — E’egrisinin diizlemsel bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart

7 = 0olmasidir(Hacisalihoglu,1983).

Ispat: "= "Kabul edelim ki  birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda
Vsel igina(S) noktalarmin tiimii bir E diizlemi i¢inde bulunur. Diizlemin

normali , diizlem {izerinde herhangi bir nokta P olsun. Bu durumda
(a(s)-p,q)=0
olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

(/(5).a)+(a(s)-p.q')=0 =(a'(s),q) =0

olur ve tekrar tiirev alinirsa

(a"(s),d)=0 =(x(s)N(s).q)

I
o

=(N(s),q)=0

bulunur. Buradan( vektoriininTve N vektorlerine dik oldugu goriiliir.Bu durumda
q vektorii B ye paralel olur. Dolayisiyla

B(s)=+-t
Ja

seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
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B'=0
bulunur ve
B'(s)=-7(s)N(s)
esitliginden
7(s)=0
elde edilir.

" <" Kabul edelim ki 7(s)=0 olsun. B'(s)=—(s)N(s)idi. Buradan

B(s)=c=sht.
olur. F:1 - IR, F(s)= <a(s)—a(0), B(s)> fonksiyonunu  tanimlayalim. s = O ise

F (0) =0dir. F nin Sye gore tiirevi alinirsa

dir. Buna gore
(x(5)-x(0),B(5)) =0

esitlii o egrisinin o (0) noktasindan gegen ve B vektoriine dik olan diizlem iginde

oldugunu gosterir.

Teorem 3.5. «:1 — E’egrisinin dogru olmasi igin gerek ve yeter sart x=0
olmasidir (Hacisalihoglu, 1983).
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Ispat: o :1 — E®birim hizl bir egri olsun.

x(s)=[e"(s)]
dir. Bu durumda

k(s)=0<

a"(S)H:O,

< a(s)=bs+c, b,celRr.
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4. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde Oklid uzayinda Bertrand egri cifti ve Smarandache egrileri ile ilgili

temel kavramlara yer verildi.
4.1. Oklid Uzayinda Bertrand Egri Cifti

Tanmm 4.1.1. o:1 — E*ve " : | — E*diferensiyellenebilir iki egri,bu egrilerin
Frenet3-ayaklilar: sirasiyla {T (S), N (S), B(S)} ve {T* (s), N* (s), B" (S)} olsun.

Vs e |l igin
{N(s),N"(s)}

lineer bagimli ise (a,a*) ikilisine bir Bertrandegri cifti denir(Hacisalihoglu,1983).

T(s)

Sekil 4.1.Bertrand Egri Cifti

Teorem 4.1.1. (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. 1 sabit bir say1 olmak iizere

o egrisi

o (s) = a(s) + A(S)N(s) (4.1)
seklindedir (Sabuncuoglu,2006).

Ispat: o : 1 — E® birim hizh bir egri olsun. Bertrand egri ¢ifti tanimina gore

a (s)=a(s)+u(s)N(s) (4.2)

bi¢iminde verilebilir.
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!

(a*) =a'+UN+UuN'=a'+U'N +u(—«T +7B)
ve buradan
(@) =(1-ud)T+uN+urB (4.3)

!

bulunur. (a*) (S) vektori T (S) vektoriine paralel oldugundan

(@) LN(s)

dir. N” (S) vektorii N (S) vektoriine paralel oldugundan

(@) LN(s)

olur. Oyleyse

dir. Burada (06*) n yerine yukarida bulunan esiti yazilirsa

u' =0,
u = sht
bulunur.u = Aalimirsa(4.1.2) ifadesinden
o (s)=a(s)+AN(s)
elde edilir.
Teorem 4.1.2. & ve " egrileri (l,a) ve (I,a*) koordinat komsulugu ile verilsin.

a egrisinina(S) noktasi ile o« egrisinin a*(S)noktalarl arasindaki uzaklik sabittir

(Hacisalihoglu,1983; Sabuncuoglu,2006).

ispat : & (s)=a(s)+A(s).N(s)egrisinin yay parametresi s* ile gosterilsin.
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& —a(8)+ A(5)N(3)+ A(5)N'(5)

T(5). =T (5)+2°(5)N (5) + A(5) % ()T (5)+£(5) B(5)]
=(1-2x)T(s)+A'(s).N(s)+A.7.B(s)

<T*(s)-dd—f,N(S)>=i‘(S)

A'(s)=0= A(s)=sabit.

Teorem 4.1.3. (a, a*) Bertrand egri ¢iftinin karsilikli noktalarindaki birim teget
vektorleri arasindaki ac1 sabittir (Hacisalihoglu,1983).

Ispat: o:1 > E®veq” : 1 — E2diferensiyellenebilir iki egri,bu egrilerin Frenet
3-ayaklis1 s1ras1y1a{T (S), N (S), B(S)} ve {T* (s),N"(s),B’ (S)} olsun.

Bu durumda
d . dT _. dT" ds”
—(T(s),T =(=—T T,—.
ds< (S) (S)> <ds >+< ds ds>

=<K‘N ,T*>+%—i<T,K*N*>

ds”

=c(N,T7)+ -

< (T,N")
yazilabilir. { N(s),N’ (s)} sistemi lineer bagimli oldugundan
(N, T")=0ve(T,N")=0

dir.Bu neticeler yukarida kullanilirsa

%<T(s),T*(s)>=0

bulunur. O halde
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(T(s),T"(s)) =sabit

olur.Kabul edelim kiT () ile T'(s) arasindaki ag1 # olsun. O zaman
(T(s),T"(s)) =cos 6 = sht

bulunur Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 4.1.4. (a, a*) Bertrand egri ciftlerinin birim teget vektorleri arasindaki a1 6

olmak iizereFrenet vektorleri arasinda

T cosd 0 —sin@][T
N |=| 0 1 0 N
B” sin@ 0 cosé || B

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu,2006).

ispat:(a,a*)Bertrand egri ¢ifti oldugundan tegetler arasindaki agi ile binormaller
arasindaki ag1 ayni olur (Sekil 4.2.). Bu durumda gatilar arasinda
T =cosdT —singB

N“=N (4.4)
B =sindT +cosHoB

bagintilar1 yazilabilir. Bu da ispati tamamlanir.

Sekil 4.2 Bertrand egri ¢iftinin Frenet ¢atilarinin gosterimi
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Teorem 4.1.5. (a,a") Bertrand egri cifti olsun. & egrisinin egrilikleri A Vel ise

bunlar arasinda
Ak +ur =1, p=—Acotd (4.5)
bagintis1 vardir (Hacisalihoglu,1983).

ispat: o ve o egrilerinin (S) ve & (S) noktalarinda Frenet 3-ayaklilari sirastyla
{T (s),N(s), B(S)} ve {T* (s),N"(s),B’ (s)} olsun.Buna gore T(s) ile T (s)
arasindaki ag1 § olmak iizere

T  =cosdT +singB
yazilabilir. Diger yandan

o =B T _ (1 ax)T + ArB
ds

dir. Buradan
cosd =(1-Ax) ds*
ds
sing = 1793

s

ds
bulunur. Bu ifade taraf tarafa oranlanirsa
Ax+Arcotd=1
veya y = Acot@ alinirsa
Ax+ ur =1,
bulunur.

Teorem 4.1.6. (a, o) Bertrand egri cifti olsun.  egrisinin egrilikleri « ve -,

o egrisinin egrilikleri x~ ve 7" olmak iizere bu egrilikler arasinda
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K*_/Ix—sinze
Al-Ax)
. sin*é@
T = 2
At

bagmtis1 vardir (Sabuncuoglu,2006).

Ispat: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.

!

oldugundan (05*) =v'T dur. (4.4) esitliginden yararlanarak

!

(a") =V cosdT —v'sin 6B
bulunur. (4.3) esitligine gore
(@) =(1-ud)T+uN+urB

oldugundan

V' (s)cos@ =1-Ax(s)
V' (s)sin@=-1r(s)

olur. o« : I — E’egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f* olmak iizere

(1) =

(4.6)

olsun. f*(s)=tiseh (t)=s olur. f'(1)=Jolmak tizere a’oh":J —E® egrisi

birim hizli bir egri olur. a*(S)Z(Z(S)ﬁ-ZN(S) esitliginin her iki yaninin h”

fonksiyonu ile bileskesi alinarak

a oh” =aoh” + ﬂ,( N oh*)
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aoh” =a oh™ - /1( N oh*)
elde edilir. N™ = N oldugundan bu esitlik

aoh” =a’oh™ — i( N *oh*)
seklinde yazilabilir. Bu durumda aoh” egrisi ile o oh”egrisi Bertrand egri ¢ifti
olusturur. (aoh*)o(h* )71 =aVe & birim hizli bir egri oldugundan aoh” egrisinin

yay uzunlugu fonksiyonu h* dir. f . (S) =tolsun.

olur.
Simdi aoh” egrisi ile a'oh” egrisinin Bertrand egri ¢ifti olusturdugunu g6z Oniine

alarak (4.7) esitliklerinde 1 yerine — A, 6 yerine —6 yazlirsa

v(t)cosd =1+ Ak (t),
v(t)sing=-A7"(t)

elde edilir. Buradax™ (t) ver” (t) ile a"oh” birim hizli egrisinin egrilik ve burulmas:

olmak tizere x” (t)=x"(s) ve " (t)=7"(s) oldugundan
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v(t)cos@ =1+ k" (s)

(48)

v(t)sing=-17"(s)
olur.(4.1.7)ve(4.1.8) ifadelerindeki birinci esitlikler taraf tarafa carpilirsa
cos® 0 =(1-Ax)(1+ k"),

. Ak—sin®@
K =————
A(l- k)
elde edilir. Benzer sekilde (4.7) ve (4.8) ifadelerindeki ikinci esitlikler taraf tarafa

carpilirsa

sin? @ = A%t
(4.9)
. sin’@
T =—
AT

elde edilir.

Teorem 4.1.7. (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun. o egrisinin egrilikleri « ve -,

o egrisinin egrilikleri &~ ve 7" olmak iizere bu egrilikler arasinda

K =KkC0SO—-7sSiné
{ (4.10)

T'=ksinf+7cosd
bagintis1 vardir(Kasap E.1996).

Ispat: (a, a*) Bertrand egri ¢ifti olsun.

K* =<T*’, N*>
" =(N”,B")

oldugundan bu ifadede (4.4) esitliginden yararlanilirsa
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K =(cosdT'+sin@B’,N)
7 =(N’,-sindT +cosHB)

bulunur. (3.4) esitligine gore yukaridaki baginti

k" =((kcos@—-7sind)N,N)
7' =(—kT +7B,—sindT +cosOB)

oldugundan

K =xCc0s@—-rsind
7' =Ksin@+rcosé

elde edilir.

4.2. Oklid Uzayinda Smarandache Egrileri

Tamm 4.2.1. Konum vektorii, herhangi bir & egrisinin Frenet catilar1 tarafindan
olusturulan ve bu vektor tarafindan ¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir

(Turgut ve Yilmaz,2008).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tamm 4.2.2. «:1 — E®birim hizhi regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T,N,B}olsun.

Konum vektori

g A)T(5)+ () (s)+¢c(s)B(s) |
AGs) \ja b?(s)+c*(s) (411)

olan vektoriin ¢izdigi regiileregriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve

Sivas,2013).
Tanim 4.2.3. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet catisi {T, N, B} olsun.
P (8) == (T +N)
J2
egrisi TN -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).
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Teorem 4.2.1. o:1 — E*egrisinin Frenet ¢atist {T, N, B},egriligi,cve torsiyonu?

olsun. TN -Smarandache egrisinin K, egrilifi ve 7 torsiyonu sirasiyla;

_ ‘E\/éf +:u12 +7712

F (21{2 +7° )2

_ \/E[(Kz +7? —K')(K771+Té_‘1)+’((’(7+7’)(/71_6_‘1)}

2 2 2
[T(2K2+Tz)+KT’—K‘T':| +(K'z'—m") +(2K3+K‘2'2)

Tpn

\/5(1(2 +K")(K‘;l—Z'Z)

2 2 2
[T(2K2+72)+KT'—K1’] +(K'T—Kr’) +(2K‘3+K‘Z‘2)

+

seklinde verilir. Burada

o, =—«* (2K2 +12)—T(TK'—KT')
w =" (2x° +3r2)—r(r3 —TK’+1<T’)

n, = KT(2K2 +2'2)—2K(TK"—K‘T’)

5, =« +K‘(2'2 —31(’)—1("
o =—K° —K‘(Z’z +3K’)—3ﬂ"

m=-K1-7+2tk" + k7' + 7"

dir (Ali, A.,2010).
Ispat: By (5) = %(T +N) Smarandache egrisinin Sy yay parametresine gore

tirevi alinirsa

T ds, ~ (—K‘T +xN +TB)

P ds ﬁ

ds, . .
olur ve norm alinirsa ——#~_ifadesi
ds
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ds, _ f2K2+‘[2
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬂTN egrisinin teget vektori

(—KT +xN -l-Z'B)

P (s): m (4'12)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

8, = —|:K‘2 (21(2 +T2)+T(TK"—K‘T'):|
W= —|:K2 (21{2 +3rz)+r(73 -7k’ + m")}

n, = K‘|:T(2K‘2 +z'2)— 2(27(’—1(2")}

. ! . .
olmak tlzere Tﬂm tirevi

T, (s):ﬁ(@ + N +7,B) (4.13)

seklinde bulunur. B egrisinin egriligi K 4, ile gosterilirse (4.13) bagmntisindan K,

egriligi
Kpn = ‘Tﬂ'm ’
K :ﬁ\]glz +/11L2 "'7712
P (21(2 + 72 )2

olur. By egrisinin aslinormali N 4, ile gosterilirse

Nﬂr — Tﬁ’TN
s
N - o,T + N +nB
P

\/512 + :Ulz + 7712

seklinde bulunur. Bﬂm :Tﬂm AN , ©ldugundan Bﬂm vektori
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_ (K’71 —r,ul)T +(K'771+T51) N +(—1c,u1 —K‘51)
\/(512 + 1’ +7712)(2K2 +rz)

By,

olur. ,BTN egrisinin ikinci ve ligiincii tlirevleri sirasiyla

—(x? +x")T +(x' —x*—7? )N +(xr+7")B
( )

Pin = \/E

ve

» O + N +1,B

N — ﬁ

seklinde bulunur. Burada 5, , /_11 ve 7_71
Si=K"+ K(Tz — 3K') -k"
Ly =—K°— K’(Tz + SK') -3’ + k"

- 2
n,=—k1—17°+ 2tk +xkr' + 1"

seklinde birer katsayidir. [y egrisinin torsiyonu 7 4, 1le gosterilirse 7, torsiyonu

i¢in

_ <ﬂTN, /\:BTN”’IBTN’">
ﬂTN' /\:BTN”

P

yazilir. Burada ,BTN egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu

\/E[(K‘z +7° —K')(m_]l +TS1)+ K‘(K"l‘ + T')(;_tl —5‘1)+ (K‘2 + i’ (K7_71 —rzl)}

TﬂTN 2

(T(2K2 +z'2)+m"—1c’2')2 +(K’z'—lcr’)2 +(2K‘3 +Kz'2)

seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.4. o :1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.
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1
ﬂNB (S) :ﬁ(N =+ B)
Egrisi NB -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).

Teorem4.2.2. o : 1 — E®birim hizh regiiler egrinin Frenet gatisi {T, N, B},egriligi ~

ve torsiyonu T olsun. NB-Smarandache egrisinin K, egriligi ve7, torsiyonu

sirastyla ;
P _ \/Eﬂé‘zz +,U22 +7722
P (/(2 +272 )2
x/i[(f(Zrz +K2))5z +(—K"T+ KT )yz (K'(K2 +27° +T’)—TK")T_]2i|
T [r(212+/c2)]2+[—1cr+1cr] +[ (/{2-1-21' +r) nc’]z

seklinde verilir. Burada,

8, =2¢° (—x'+ 1) + K‘T(K‘Z + 27’)
Uy = K‘(—K‘3 —TK+ z'/c')— 7 (31(2 + 22'2)
1, = i (f'—rz)—T(ZT3 +KK')

02 = —K"+K(21’+K2)+T(K’+Kr)

"

U, = K(—SK'+1’K)+T(—31"+72)—T

52 = —T(K'2 +7° +3r’)+f

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).

Ispat: Brs (8) = %( N +B) Smarandache egrisinin Sy yay parametresine gore
tiirevi aliirsa

ds,,

1
T =
Pre ds ¢2 (

—kT —7N +7B)

ds, . .
olur ve norm alinirsa ——#w_jfadesi
ds
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ds 1
5 / 2 2
__ PN T +2
ds ,_2 K T

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa Byg egrisinin teget vektorii

3 —xT—-7N+7B

T, (s)= m (4.14)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar

S, =2t (—k'+ Z‘K‘)—l—K‘Z‘(K‘2 + 22”)

My = K‘(—K‘S —-TK+ rlc') ~-7° (3K2 + 272)

n,=K" (z" —12)—7(213 + KK’)
olmak tizere T/;NB tirevi

T (S) _ \/?(521- + 1N +7728)
R (415)

seklinde bulunur. By egrisinin egriligi K 5, 116 gOsterilirse (4.15) bagntisindan K

egriligi
KﬂNB =HTﬁ’NB !
P ﬁvé‘; +/U22 "'7722
Phe (1(2 +27° )2

olur. fyg egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse bu vektor

T
NﬁNB - rNB (S) !
T (S)H
N, = o, +u,N+1n,B
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seklinde bulunur. BﬁNB :TﬂNB AN e Oldugundan BﬁNB vektori

—1[772 +,u2]T +[r52 +K‘772] N +[—lc,u2 +T52] B
\/(K'Z + 272)(522 + +7722)

Pxe

olur. Byg egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla,

1

Bls = ﬁ{(—x’+rK)T —(K‘Z +7? +z") N +(z”—z‘2) B}
ve

w 62T +1,N+7,B

NB T \/E

dir. Burada &, /_12 ve 52
52 :—K"+K(22"+K2)+T(K"+K'T)

1y = Kk (-3k"+ 1K)+ r(—3r'+rz)—r

1, =—r(/(2 +7° +3r')+r

"

seklinde birer katsayidir. ﬁNB egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse

"

=<ﬂNB :BNB ’ﬂNB )
ﬂNB /\IBNB

Brs

dir. Burada fyg egrisinin birinci, ikinci ve iigiincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, _ torsiyonu

[( (21 +K2))52+ —K'T+ KT ),u2 (K‘(K'2+2‘[2+T’)—TK")7_]2:|

e [ (21 +K )] +[—K’Z‘+K’T] +[ (K' +27° +T) TK'T

seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.5. «: 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.
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1
egrisi B -Smarandache egrisi olarak adlandirthir(Ali, A.,2010).

Teorem 4.2.3. o :1 — E*birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} ,egriligi

ve torsiyonu 7 olsun. TB-Smarandache egrisinin K, efriligi ve 7, torsiyonu

sirastyla;

2 2 2
. = ‘/_\/53 TH

" ()

ﬁ[i(g??g - 21(21'773 + Kzfgg + K‘Z'2773 - 21(726_‘3 + r3é_'3}

i [T(K—Z')2T+[T(K‘—T)2j|

TﬂTB - 2

olur. Burada,
5, =—x* +3x°r -3kt + k7’

#,=0
17, =kt -3k’ + 3k’ —*

0, =—3KkK'+ 2KkT'+ K'T
=K+’ — Kkt k1"

n,=xr'+2x't 317"

seklinde birer katsayidir.

ispat:

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

T ds, (x—7)N

Prs ds_ \/E
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ds . .
olur ve norm alinirsa —#e_ jfadesi
ds

ds, B (K'—T)2

ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [Brg egrisinin teget vektorii
T, (s)=N (4.16)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

T, (5) =2 (T +58) (017

K—T

seklinde bulunur. Brg egrisinin egriligi Ky ile gosterilirse (4.17)bag1ntlslndan

K egriligi
K —‘ !
P~ |l Bell’
2(K2+Z'2)
K =
P K—1

olur. Brg egrisinin aslinormaliN 4, ile gosterilirse

T’

NﬂTB = ﬁrrB !
7.

N _—«xT +7B

G P
seklinde bulunur. Bﬂrs = T/;rB AN 4, Oldugundan B 4., Vektori

B - 7T +xB

olur. ,BTB egrisinin ikinci ve iiglincii tiirevleri sirasiyla
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) (—KZ +TK‘)T +(K'—r’) N +(K'T—T2) B

3B \/E

ve

w 63T + ;N +7,B

T

dir. Burada &3, ;3 ve 7_73

03 =—-3kx'+ 27"+ kT
Uy =K+’ —kr’+1° + k"1

1, = KT’ + 27 =317’
seklinde birer katsayidir. Brg egrisinin torsiyonu 4 1le gosterilirse 7,4 torsiyonu
i¢in

’ 14 m
:<ﬂTB AP s Prs )
2
[ 14
P AP

T ps

yazilir. Burada Brs egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tlirevleri yerlerine yazilir ve
gerekli islemler yapilirsa 7 torsiyonu
\/E(st_h —2K%Tn, + KPT 83 + KT, — 2KT 53 + 2'35'3)

) (T(K—T)2)2+(K(K—T)Z)

TﬂTB - 2

seklinde elde edilir.

Tanim 4.2.6. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

@NB(S)=%(T +N +B)

egrisi TNB-Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, A.,2010).
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Teorem 4.2.4. o :1 — E*birim hizl regiiler egrinin Frenet gatist {T, N, B} ,egriligi

ve torsiyonu 7 olsun.TNB-Smarandache egrisinin K, egrili§i ve 7, torsiyonu

sirastyla;
o = ﬁ\/542+ﬂ42+7742
ﬂTNB — i !
4 (/c2 +7° —K‘Z‘)Z
A 2K, — 2K, + 2K T84 + 2kT2 0, — 2KkT2 54 + 20°5 4 +
Kt'n, —k'tn,+xt'u, +kt' — k't i, — K704
’Z' =
Pie I:ZK'T(K‘—T)+KZ"—TK"+2T3:|2 +[Kr'—z7(’]2 +
[2]('3 +x7 +2K7% - 2K — K’T:IZ
olur. Burada

5, = K* (—21('2 —47% + 4o — K‘ZT') + KT (K’ +27° + 22") —2x'7?

u, =’ (—21<2 —47% + 27 — r') +7° (—212 +2k7+ K')+ kt(Kk'—7")

n, =2K° (K'T -27° + T')+ r? (4]("[ -27° + K')—KT(T’ +2k")

01 =K'T—Kk"—3KK + 2Kk7" + K> + kT°

py =7 =Kk =3(kx"+77")—(—k"+7")+ k7 (K —T)

N, =1"— K0 =30 — 7% + 20’ + kT’
seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).

. . 1
Ispat: Bng = %

(T+N+B)

Smarandache egrisinin Sz yay parametresine gore tiirevi alinirsa

—K’T+ K T N+TB:|

TﬂTNB dS \/_ [
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ds, . .
olur ve norm alinirsa —“#we_jfadesi

ds
ds, _ J6ic? + 72—kt
ds 3

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa g egrisinin teget vektorii

il +(xk—7)N+7B

T S)=
ﬂTNB( ) «/E ,K'2+2'2—K"l'

(4.18)

olur. Bu ifadenin tekrar tiirev alinirsa katsayilar

5, = K* (—21(2 —47% + A7 — K'ZT') + KT (K’ +27° + 22") —2x'7?

=’ (—21<2 —47% + 27 — r') +7° (—272 +2k7+ K’)+ kt(K'—7")

n, =2K° (KT -2r%+ T') +7° (41{1 -2r%+ K’) -kt (7' +2K")
olmak iizereT/;TNB tiirevi

1 (5)=Y3AT N +78B (4.9)

4 (K2 +7° —K‘T)Z

seklinde bulunur. B egrisinin egriligi K, . ile gosterilirse (4.19) bagmtisindan

Ky, egriligi

_ ’
Kpe = HT&NB

:£V542+ﬂ42+7742

P g (/c2+z-2—zcr)2

olur. Bog egrisinin aslinormali N o 1€ gOsterilirse

Ve (8)
N, = ther
R UNO
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o, +uyN+n,B

e \,f 542 + :U42 + 7742

seklinde bulunur. Bﬂms :Tﬂms AN o Oldugundan B&NB vektori

N

5 :((K—r)m—Ty4)T+(T54+K774)N—(K,u4+(rc—r)54)B
e \/(2/(2 +27° — 21(2')(542 +u,° +7742)

olur. ,BTNB egrisinin ikinci ve ligiincii tiirevleri alinirsa sirasiyla,
[(—K'—KZ +K‘Z‘)T —(K'2 +1<'+z-’+z'2) N +(K‘T—T2 +r’) B]

ve

v 0T +uN+n,B

TNB — ﬁ

dir. Burada 54, 4, ve 1,
04 =K'T—K"—3KkK +2K7" + K> + kT?

p, =7 - =3(kx" + 77" ) = (-K"+7")+ kT (K~ 7)

N, =1"—k*c—3cc' — % + 2t + 7’

seklinde birer katsayidir. ﬂTNB egrisinin torsiyonu7, ile gosterilirse

Ty tOTSIyONU 1IN

! 14 "

_ (Brue A Prg » P )
2

! n
Prve A Prs

lBTNB

yazilir. Burada ,BTNB egrisinin birinci, ikinci ve {igiincii tiirevleri yerlerine yazilir ve

gerekli islemler yapilirsa 7, torsiyonu
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B3 21{354 - 2/{277_74 + 2% 54 + 21{2’27_74 —2kT2 54+ 2054 +

KT'n, —KTn, + Kk’ 1, + k7’84 —K'T 1, —K'TS4

T
Br 2 2
" [2Kr(/(—r)+l(r’—'n<'+2r3] +[KT'—TK’] +

2
[21{3 + 57+ 2x7% = 2K%T —K’r]

seklinde elde edilir.

Tamm 4.2.7. o : 1 — E*birim hizli regiiler egrinin Frenet ¢atisi {T, N, B} olsun.

1

ﬁNC (S) = \/5

(N+C)

egrisi NC -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Senyurt ve Sivas,2013).

Teorem 4.2.5. ¢ : 1 — E®birim hizh regiiler egrinin Frenet ¢atist {T, N, B}, egriligi

ve torsiyonu T olsun. NC -Smarandache egrisinin K, egrili§i ve 7, torsiyonu

sirastyla;

o = ‘/E\} 552 + /usz +7752
() +IW[ ~20'|W])

Pne

255720 sin g+ 55(¢')? SiN% @ — S5 SiN @ + i T + (9)° COS? i
+¢'% C0S? pr i — 2¢0' COS Pk — ' COS P11 T2 — @ COS P T — K 410" SIN @
V2| —k 110" COS @ + 11,00" COS T — 110" SiN @7 + ¢'% COS PryTSiN @

+;5K'(p' singp— K7_752'(0’ sin @ — 55k’ COS T + Sskp'? COS Psin @

+OsKT + e’ SiN® @ — 1K't + K1t + 1ok’ + S5t

e [(K(qp')z sin (0) Cos ¢ + (r (¢') sinp—x’p' - 2r2¢')sin P+ KT+ r:”J

2

" ! ! 2 ! ! 2 " H ! ! 3 ! 2
+[(T§0 -7'9' -k (¢') )COS¢+(K¢) —-7(¢') —xp )smgo—ric +(¢") +m’}
2

+ [(K((o’)z cos @+ T(go')z singp —2x%¢p’ — Tz(p')COS(/)— KTQ'Sin + k° + K‘Tz:|

olur. Burada

36



5, =" c0S p — k@'p" c0S* ¢ — 7' siN ¢COS(0—(§0’)4 sing —x* (go’)2 sing
—7? ((p')2 sing + 2/(((/)’)3 singpcosgp+ 21((/)')3 sin® ¢ — K’((p')2 — %K' - 2Kk’ COS @
—2k'p'tsinp—1r'p' cos g + K’((o’)2 cos” o + T'(gp')z singcosp + xg'e"
+ k77— KT@"SiN @ — @'t SIN @

Us = K(¢>’)3 cos @ +3x°p’ cos g + 3k’ Cos @ — 2K ((0')2 cos’ ¢ —4m(gp’)2 singcos g
K ((/)')2 — k' = 2K°1* + 3%’ sinp — 77 ((/)')2 +37% sinp + r(qp')3 sinp—27° (qo')z sin® @
112 2 1 [P 2 _Ma3 ronai I Main?2
s =7'(¢') +K°c' = 2K7'p' cOSp — K" SiN @ + k' " SiN P COS P + 790" SIN*
~(¢)" COS(p—KZ((p')z COS(p—TZ((p')Z COS(p+2K((p')3 COSZ¢+27(¢')SSin(pCOS(o

— 100" — kK’ + K" COS @ + TK'' COS @ + KK '’ SIN @ —K'((o’)z singcosg —r’(go')z sin®

5s =" cosp—3¢'p"sin (0—((0')3 cosp— k" —K’@' Cosp — kT’ Sinp + k° + kr°
/_15 =2k¢"COSp— 2/(((0')2 sin g —3kx’ + k" COS@ + 7'p'sin g + 2" sinp
+2((0’)2 cos ¢ —3rz’

1s = (k79 =3¢'p")cOSp + (rz(p’ —o" + ((/)')3)Sin N A

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas,2013).
. . 1
Ispat: B zﬁ(N +C)

Smarandache egrisinde C nin yerine (3.7) den karsilig1 yazilirsa

_ (singT +N +cospB)

Py = NG

olur. S, _yay parametresine gore tiirevi alinirsa

. ds,  (¢'cosp—ik)T+(r—-¢'sing)B

Bne dS \/5

ds, . .
olur ve norm alinirsa —“#x_jfadesi
ds
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ds,. (o) + W[ -20'|W]

ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa By egrisinin teget vektorii

p'cosp—x)T+(r—¢'sinp)B
T, (5)=! T+ ) (4.20)

V(@) +W [ - 20 W]

olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

5, = 179" cosp — kp'p" cos® p — 1" sin p cos p — ((p')4 sing —«? ((p’)2 sing
—7° (gp')z sing + 21(((0’)3 singcos g + 22'((0')3 sin’ - K'((p')z - 7%k = 2K’ cos @
—2k'¢p'tsingp—7r'p’' cosp + k'’ (go’)2 cos’ o + r’(go’)z singcos g + kp'p"
+x77' —KTQ"SiNQ —@'T'K SIN P

Uy = K((o’)3 cos @ + 3¢’ cos @ + 3r° kg’ COS @ — 2K° (gp')z cos’ @ —41{2’((0')2 sinpcos ¢
K’ ((0’)2 -k = 2K°7? + 3k’ 1p'sinp - 7° (gp’)2 +37%p'sin gp+r(¢’)3 sing
-27? (¢')zsin2 )

ns = T'(gp')z +&°7' = 2K7'p’ COS @ — %" SIN @ + K@'@" SIN P COS @ + 7' SIN* @
—(go’)4 COS(D—Kz((D')Z COS(D—TZ((D')Z CoS @ + 2/c(go’)3 cos? g0+21(g0')3sin @ COS

— 100" — tkK’ + K" COS @ + T’ COS @ + KK ' SN @ — K'((p’)2 sinpcosgp—1' (gp')z sin®

. ! . .
olmak tzere TﬂNc tirevi

2(8T + N +7,B
T (8)= J2(37 1N +18) (4.21)

(o) +IWIF -2/ ]

seklinde bulunur. By egrisinin egriligi k 5, 1le gosterilirse K egriligi

N
KﬂNc - HTﬁNc

o = \E\} 552 + /usz +7752
() +IW[" ~20'|W])

Pne
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olur. Byc egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse

The (5)
N, =2t
)

_ 6T + ;N +7,B
\/552 +/152 +7752

N

ﬂNC

seklinde bulunur. BﬂNc :TﬂNc AN e ©ldugundan BﬂNc vektori

s (@'sinp—7)T +(55 (t—¢'sing)-n; (go'COSgo—K)) N +(,u5 ((o’COSgo—K))B

B =
@) W ~20 (62 +17)

,BNC

seklinde bulunur. fyc egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

(go”COSgo—(q)’)z Singo—K')T +(K¢)' cos @ +7¢'sinp — x —rz) N

"

NC T \E
N (r’—(p"sin(p—(go')2 cosw) B
N
ve
w 05T +u;N+7,B

NC \/E

dir. Burada 5s , /_15 ve 7_75

Os =@

" r_n

H 3 " 2 1 ! o 3 2
cosp—3¢'p"sing—(¢') cosp—k"—k’p' cosp—krp'sing + k° + kr
s = 2K0" COSgo—ZK(go')2 sin @ —3xx’ + k" COS @ + 7'’ sinp + 2r¢" sin @

+ 2((p')2 cos ¢ —3rz’

15 = (k19" —3¢'p")cos p+ (ngo' —o" + (¢')3)sin o-kT1-7+1"

seklinde birer katsayidir. By egrisinin torsiyonu 7 5 1le gosterilirse 7,  torsiyonu
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[ 14 m
_<ﬂNC ABac 1 P )
= 2

r ”n
B A Bue

Bne

yazilir. Burada ﬂNC egrisinin ikinci ve ti¢lincii tiirevleri yerlerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa 7, torsiyonu

—2857°¢'Sin @ + 55 ()2 sin? @ — S5k’ sin @ + i 1.7 + (')° COS? P 1,
+'? COS? P11k — 20’ COS QK2 — @' COS P72 — ' COS P 1T — K 110" SIN @
V2| =k 110" COS @+ 11,90" COS @7 — 11,9 SiN 7 + ' COS PR T SIN @

+ 1 K'Q'SIN @ — k17,79 SIN @ — S5k’ COS T + Ssikp’ COS PSIN

+OsKT + @ SiN® @ — u k't + kN rt + ek’ + Jst’
T, =—= =

(K'((D’)Z sin (0) CoS @+ (T (gp’)2 sinp -k’ — Zngo’)sin Q+K°T+ 73}2

>

=

(g}
1

2

seklinde elde edilir.

40



Ornek 4.2.1.

B(s)= (isinms L sin3es,—— cos16s +ic05365,£sin103J
208 117 208 117 65

egrisinin Frenet vektorleri (Ali, A.,2010) ve birim Darboux vektorii
T(s)= gcoslﬁs — icos36s, 3sians — isin 36s, Ecoles
13 13 13 13 13

N (s) = EcosZGs,gsin 26s,—i
13 13 13

B(s) —gsin16s —isin 363,ic0536s +gc0516s,gsinlos
13 13 13

C(s)= icos 26s,£sin 26s,E

13 13 13

seklinde bulunur (Sekil 4.2.1).

Sekil 4.3. ﬂ(S) egrisi
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Bu egriye ait TN, NB, TNB ve NC -Smarandache egrileri sirasiyla;

Sekil 4.4. TN -Smarandache Egrisi Sekil 4.5. NB -Smarandache Egrisi

Sekil 4.6. TNB -Smarandache egrisi Sekil 4.7. NC -Smarandache egrisi
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5.BULGULAR

Bu bélim g¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Burada, (a,a*) Bertrand

egri ¢ifti olmak lizere «~ Bertrand partner egrisinin Frenet vektorleri tarafindan

olusturulan Smarandache egrileri ;

Bo=p.(s)= %(T +N ) T*N~-Smarandache egrisi
Bo=Pp (5)= %( N* + B*) N*B*-Smarandache egrisi
By=Py (5)= %(T +B") T"B"-Smarandache egrisi

By =By (s)= %(T +N*+ B*) T*N*B"-Smarandache egrisi
Bs =P ()= %(N +C") N*C*-Smarandache egrisi.

seklinde gosterilerek bu egrilere ait egrilik ve burulmalar hesaplanmistir. Elde edilen
Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalart & Bertrand egrisinin egrilik ve

burulmalari cinsinden ifade edilmistir.

5.1. T°"N* Smarandache Egrisi
1 - x
Au() =y (5)= 5 (T4 N) (5.1)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tirevi alinirsa

dsﬂl (_K*T*_FK*N*_'_T*B*)
= 5.2
Tﬂ1 ds (2 ( )

ds, . .
olur ve norm alinirsa % ifadesi
ds

ds

s 2K +T 53
s\ 2 (5:3)
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bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa s egrisinin teget vektori

T ()= —«T +x’N +7B"
A N2k 417

seklinde olur. (5.1) ifadesinde T've N"m yerine (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa

(5.4)

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

1

ﬂl(s)z \/5

(cos@T + N +sin @B) (5'5)

olur. (5.4)denkleminde (4.4) ve (4.10) bagintilart dikkate alinirsa (5.5)

ifadesindeki [, egrisinin teget vektorii

(s) _ —KT +(xcosd—zsind)N + 7B

T, (s)=
\/|[\N||2 +(xcosd —7sing)°

B

(5.6)

seklinde bulunur. (5.4) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

V= (—K*' —x’ )(ZK*Z +77° ) +x (/(*K*' - 2'*2'*')

(-

’ +K*')(2K*2 +z'*2)—/(*(1(*/(*' +T*T*') (5-7)

7= ( KT +1" )(2](*2 +7°7° ) -7 (K*K*' + z'*z'*')
olmak t{izere Tﬂ,l (S) tiirevi

(5T +1N"+ 1,B") (5:8)
(2](*2 +r*2)2 .

Ti(9) =2

0Iur.(5.7) ifadesinde x~ ve <z in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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7, = (—K' — x%cosO + krsin 6?)(|[\/V||2 + (kcos@ —zsin 0)2)

+ K(”\N W ||' + (xcos@ - rsin @) (x'cosd —z'sin 9))

1= (—|[\/V||2 +K'c0SO —7'sin 0)(|[\N||2 + (koSO —7sin 9)2)

— (xcos@ —zsin 9)(|[W I ||' + (kcos@ —rsin@)(x'cosé —'sin 0))

71 =(xrcosf—77sin0 + r')(|[vv||2 + (k0S8 — sin 0)2)

- r["vv v ||' + (kc0s@ —rsind)(x'cosé —'sin 9))
(5.9)

seklinde olur. T/;l (S) tiirevi ifadesinde (4.4) ve (5.9) bagintilar1 yerine yazilirsa Tﬂ'l

vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

JE(;lT +viN +;_(1B)
(|[\/V||2 + (xcosé —rsin 49)2)2

T, (s)=

; (5.10)

olarak bulunur. [, egrisinin egriligi Ky ile gosterilirse (5.8) bagintisindan K, egriligi
<=l
A A

2 2 2
ry =2 TH T (5.19)
(21( +7 )

olur. Burada x"ve ¢ in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa K; egriliginin
Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 — 2 — 2

x =2 AR S (5.12)
8 (|[\N||2 +(xcos@ —zsin 6’)2)2

dir. 3, egrisinin aslinormali N p 1le gosterilirse (5.8) bagmtisindan
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T
N, =2
Il

3 }/1T* +V1N* + ;(18*

A 2 2 2
NVARR AR

olur. Burada T",N"ve B’in yerine (4.4) den kargihklari yazilirsa N ; ifadesinin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar cinsinden karsiligi

B 7_/1T AN +;_(1B

A —2 -2 —2
Y, tVi + 1,

N (5.13)

seklindedir. B, = T/a A Nﬁ1 oldugundan B 5, vektori

B _ (K*Zl —T*vl)T* +(/<*;(l -|-T*)/l) N —(K*vl +K‘*)/1) B’ (5.14)
8 \/()/12 +vi+ )(21(‘*2 + 2'*2) .

olur. Burada T*,N",B",x"ve ¢~ ifadelerinin yerine (4.10)ve (4.4)den karsiliklari
yazilirsa B/fl binormal vektdriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden
karsilig
(;_(l(zccosa—rsin 0) —1_/11)T +(/c;_(l +r;_/1) N —(K'ljl +}_/1(K‘C039—T5in9)) B
2 . L\[—2 —2 —2
(|[\N|| +(xcos@ —rsin6) )(;/1 +vi + )

A

(5.15)

seklinde bulunur. B, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri alninca;
(—K*Z — )T* + (K*' —”\N*
(i \E

" 771T* +21N* +plB*

TR

Z)N* +(K'*T* +2'*')B*

olur. Burada 77;, 4, ve p,katsayilari
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m=(-x" = x) - ()

A=k (—K*' — K*Z) + (—K'*z +x - r*z) -7 (K*r* + r*') (5.16)

* *2 * * %k * '
p= (W ) (w0 )

seklindedir. /3, egrisinin torsiyonu 7 5 ile gosterilirse 7, torsiyonu

Bin BB

Bl ! " 2
”ﬁl A 181"
dir. Burada ,31' , 1" ve ﬂlm degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

7, torsiyonu
g = (k42" (W 4 o)

2, =K*(K*r* +T*')+f*(—lc*' —K*z) (5.17)

2
R, =—K" ”\N*H —x" + K (K*' 1 K*z)
olmak tizere

_ ‘5(91771 + o4+ 7(*1,01) (518)

-
A 2 2 2
3+, +K,

olur. (5.16) ve (5.17) bagintisinda (4.10) den karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

J— !

m =(-x'- K" cosO + krsin ) K(—|[vv||2 + (xCc0S6 —7sin 6)’)

A =K(—K'—Kk?CcosO+Kkrsing)+ (- 2+(Kc056’—rsin9)”
(5.19)

—T(KTCOSH—TZ Sinl9+r')

o, = r(—”\/\/ ||2 + (xcos@ —rsin 0)’) + (K‘TC059 —7%sind + r')'
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ve

9 = (xc0s0 —zsind)(xrcosd —°sin6 +7') —r(—|[\/v||"' + (kK cos@ —zsin 9)’)

o, =k (xzc0s0—7*sinO +7')+ 7 (- — k> COsO + k7 5IN0)

T = —[K(—”\N”2 + (kK cos@ —zsin 6?)’) + (,cos 0 — 75inO) (—x' -k COS O + KT SiN 9)}

(5.20)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.18)de yerine yazilirsa T N”-Smarandache

egrisinin T4 torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

2@+ +Hapy)
A -2 —2 =2

S + £, + R

olarak bulunur.

5.2. N"B" Smarandache Egrisi

ﬂz(s):ﬂN*B*(s):%(N*ﬁLB*) (5.21)

Smarandache egrisinin Sy yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds kT —zN" +7B"
T, dsﬂz :( 7 ) (5.22)

olur ve norm alinirsa ds, ifadesi
ds

ds

m_/%”+52 5.23
ds 2 (5.23)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬂz egrisinin teget vektori

T :—K*T*—T*N*+T*B*

5 (S) N

(5.24)
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seklinde olur. (5.21) ifadesinde N"ve B"in yerine (4.4) den kargiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

5, (s) 2%(—sin OT + N +cos6B) (5.25)

0Iur.(5.24) denkleminde (4.4) ve (4.10)den karsiliklar1 yazilirsa (5.25)

ifadesinde verilen f, egrisinin teget vektorii

(s) _ —KkT —(xsin@+zcosO)N +7B

T (s)=
\/|[\N||2 +(xsin@ + 7cos 6)

B,

(5.26)

seklinde bulunur. (5.24) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

Y, = (—K*’ + Z'*K'*)(K*Z —-277 ) +K (K*K*' +20°7" )

v, = (—K'*Z —" 47 )(K'*Z -27 ) -7 (K*K*' +20°7" ) (5.27)

X = (—r*z - )(1(*2 —27° ) -7 (K*K*' +20°7" )
olmak iizere T/; (S) tiirevi
2

(7,77 +,N"+ 2,B")

(K*Z +2772 )2

T (5.28)

ﬂz(s):ﬁ

olur. (5.27) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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¥, =(—«"+x(xsing+ rcos.él))(”\l\/”2 +(xsing + 1'0056’)2)

+ KU[\N””\N”' +(sing + rcos@))(x'sin@ +17'c0s6)

Vo = (—K‘2 —(x'sin@+17'cosH) —rz)(|[vv||2 +(z<sin9+rcos¢9)2)
5.29
+(/csin¢9+rcos(9)(|[\lv|||[\/v||'+(xsin¢9+rcose)j(zc'sin9+r’cos¢9) ( )

72 =(-7(xsin@+rcosd) + r')(

W+ (rsiné + rcose)z)

- r(|[\/v|||[vv||' +(xsing + rcose))(zc'siné? +17'c0s0)

seklinde olur. Téz (S) tirevi fadesinde (4.10) ve (5.29) bagintilar1 yerine yazilirsa

T

s, vektoriniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

' (5) = —N20aT +viN +7,B) (5.30)

T 2
(|[\N||2 +(xsing + rcose)z)

P

olarak bulunur. f, egrisinin egriligi K, ile gosterilirse (5.28)bag1ntlsmdan Kpg,

egriligi
Kp, =T ||
f 2 2 2
Kp, = V2 72 TV +Zzz (5'31)
(K'*z +277° )

olur. Burada x've 7" yerine (4.10) dan karsiliklart yazilirsa K, egriliginin

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 — 2

Vi +vi s 7, i (5.32)
2 - 2
(|[\N|| +(xsin@+17coso) )

Ky =2

dir. B, egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse (5.28) bagintisindan
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!
_ Tﬂz

B e
‘ Tﬂz

N

B 7/2T*+VZN*+;(ZB*
& W/zz "'sz "’7(22

olur. Burada T",N"ve B'in yerine (4.4) den kargiliklan yazilirsa N vektoriiniin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

7, T+vaN+y,B

B =2 —2 —2
\/(72 +ve +%,)

N (533)

seklindedir. Bﬁz =Tﬂ2 AN 5, 0ldugundan B 5, vektori

B, - 7 (1, +v,)T +(r*72 + K'*}(2> N +(—K‘*V2 +r*y2) B (534)
\/(K*Z +21*2)(]/22 -|—v22 -I—;(Zz)

olur. Burada T",N",B",x Ve 7”1 yerine (4.10)ve (4.4)den karsiliklar1 yazilirsa

B 5, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(}2 (xsin@+7cosd)+ ;zr>T + ()_(21( - 7_/21) N

Bﬁz - 2 ; N, 2 —2 —2
\/(|[\/V|| +(xsin@+17cosO))(y, +v2 +yx, )

(5.35)
(-ver+7,(xsin0+7cos0))B

+
\/("\N ||2 +(xsin@+rcos 6?)2)(7_/22 +ve 4 ;_(22)

olarak bulunur. f, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri alinirsa,

(—K*' + T*K*)T* —(”\N* ’ + 2'*') N +(T*' —T*Z)B*
2= ﬁ ’
m_ 7,7 + AN +p,B

T
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olur. Buradaj, , 4, ve p, katsayilari

mo=(-" exw ) e (W )

22 _ K'* (_K_*r n K*T*) n (_”\N*HZ _ T*' ), _ T* (_T*z n T*’) (536)
o= (] =)o (e

seklindedir. /3, egrisinin torsiyonu 7, ile gosterilirse 7 torsiyonu

BB
SN VOV

dir. Burada ﬂzl, ﬂzﬂ ve ,32’” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

Tﬂz torsiyonu

8, =2r° + k%"

P, =K"= (5.37)
R, =x" (”\N*H2 + z'*')+ T (—K*' + K*T*)

olmak tzere

_ \5(92772 + 0,4, + x2:02) (538)

.
Pa 2 2 2
& +0," + A,

olur. (5.36) ve (5.37) bagintisinda (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

1, =(—'+x(xsing + rcos@))' - K(—”\N |* +(x'sing + r'cose))

Ao =K (—K'+ K (kSiNO+1C0s0)) + (—|[\/\/ | = (x'sin@ +z'cos@

) (5.39)

—r(—r(/(sinz9+z'c059)+r’)

!

P, = r(—”\N I* +(x'sing + r’cosé?)) +(-7(xsind+rcosd)+7')
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ve

92 =(—xsin@—rcos0)(—r(xsin@ +rcosd) + ')
+ r(|[vv||2 +(x'sing + r’cos@))

0, = K(—T(K’Sin 0 +17c0s6)+ r') + r(—K' + K (Ksing + z-cos@)) (5.40)

Ko = /<(|[\/\l||2 +(x'sin@ + r'cose))

+(xsing + rcose)(—zc' +xc(xsing + rcose))

seklinde bulunur. Bu katsayilar (5.2.18) de yerine yazilirsa N*B"-Smarandache
egrisinin 7, torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(921, + 9,2, +hop,)
—2 —2 =2
P2+, +h2

_2

Tﬁz

olarak bulunur.

5.3. T"B* Smarandache Egrisi
1 . o
ﬂa(s):ﬁT*B*(s):ﬁ(T +B7) (541)

Smarandache egrisinin Sy yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*

ds, (K‘* —z'*) N

- 5.42
Tﬁ3 dS \/E ( )
olur ve norm alinirsa d§ﬁ3 ifadesi
S
%L fwf2er (5.43)
ds 2

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬂg egrisinin teget vektori
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*

_ (& -7)N (5.44)

W -2xe

seklinde olur. (5.41) ifadesindeT"ve B"in yerine (4.4)den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagl ifadesi

,83(S)=%[(cos6*—sin O)T +(sin@+cos0)B | (5.45)

olur. (5.44) bagintisinda (4.4) ve (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa (5.45)

ifadesinde verilen f;egrisinin teget vektorii

T [k(cos@—sinf) —z(sin@+cosH)|N
" i =7 —[w [ sin26

seklinde bulunur. (5.44) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

7o =" (& _T*)(\M*HZ _ z,af*)

(5.46)

O RO (U Rty

2=t (x - T*)(\M*HZ - z,af*)

(5.47)

olmak {izere TI% (S) tiirevi
(7/3T +v,N" + »,B )

(] -2x°)

olur. (5.47) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

T, (s)=+2 (5.48)

katsayilar
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7 =[x (cosé —sin @) — z(sin @ + cos A)] (x> — 22 — |W||’ sin 26)

v, =[x"(cos@ —sin§) — 7'(sin @ + cos O)](x* — 7% — W | sin 26) (5.49)

—[x(cos@ —sin @) — z(sin 6 + cos )] (xx’ — 77’ — W ||W ||' sin 26)

2 = 7l (cos —sin @) — z(sin @ + cos @) (x* — > —|W | sin 26)

seklinde olur. TI;S(S)tiirev ifadesinde (4.4) Ve(5.49) bagntilar1 yerine yazilirsa

Tﬁ'3 (S) vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden karsiligt

T, ()= J2(7.T +v,N + 2,B)
AT (6 =27 — W sin 26)°

(5.50)

olarak bulunur. B; egrisinin egriligi & 5, ile gosterilirse (5.48) bagintisindan

K, egriligi

Kﬁs :‘Tﬂ3, !
2 2 2
Kﬂs =\E ’\}7/3 +V3 +ZS (551)

(”\N g 21(‘*2'*)2

olur. Burada x've z"in yerine (4.10) dan karsiliklart yazilirsa K egriliginin

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

ot (5.52)
(x* —7* —|W/| sin 26)?

dir. B, egrisinin aslinormali N 5, ile gosterilirse (5.48) bagintisindan

B
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B }/3T*+V3N*+)(SB*

bs 2 2 2
\Ws, TV t s

olur. Burada T/, N"ve B"in yerine (4.4) den karsiliklar1 yazilirsa Nﬂs vektoriiniin

N

Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

3 ;_/3T +vsN +;_(38

No =3 (553)
V3 tV3 + ¥,
seklindedir. By =T, AN, oldugundan B, vektorii
g (<-)(ml -rB) (5.54)

P
\/(”\N*HZ - 2]('*2'*)(]/32 FV ;(32)

olur. Burada T, B",x" ve 7 1n yerine (4.4) ve (4.10) dan kargihiklari yazilirsa B

binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi

(%7 —7:B)[ x(cosf —sinG) —z(sin6 +cos6) |

Bﬁ3 (555)
\/(K2 —7? —|[\N||25in 20)(ys> +vi + 1)
seklinde bulunur. S, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri alimrsa
()T (6 =N (0 )
ﬂ3 = \/E y
ﬂm _ 773T* +13N* +p38*
’ 2
olur. Burada 77;, 4; ve p; katsayilari
773 — (_K_*Z + K*T* )' —K* (K_* —T* )’
A=K+ + (K* -7’ )" —k"r? 4+ (5.56)

! !

Py=T (K* —z'*) +(1<*z'* —T*Z)
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seklindedir. f; egrisinin torsiyonu 7 5, ile gosterilirse 7, torsiyonu

BB
P BB

dir. Burada ,Bé, ﬂ?:, ve ﬂé” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

T/)’s torsiyonu

ST =) () (5.57)

(W25}

olur. (5.56) bagintisinda (4.10) dan kargiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

Tﬂs

7, = —K'%[I{(COSQ—S”} 0)—z(sin@+coso)]
—ZK'{%[K(COSQ—Sin 68)—1z(sin 0+cos€)ﬂ

r— —=[x(cos@—sin@)—r(sin@ +cos6) |

1
NA
{%[zc(cose—sin 0)—r(sin@+cos 9)]}”

—7? i[/c(cosé'—sin 0)—(sin 9+cos€)]

N

P ’i[zc(cose—sin0)—r(sin0+cose)]

=7
Ps \/E

427 [L[K(cose—sin 0)—(sin @ +cos 0)]}'

N

(558)

ve
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[ «(cos@—sin@)—z(sin 6 +coso) | (5.59)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.57) de yerine yazilirsa T B™-Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi
g B, g

I, = ﬁ T +Khs3

s W[

olarak bulunur.

5.4. T*"N"B” Smarandache Egrisi

ﬁ4(s)=,8T*N*B*(s)=%(T*+N*+B*) (5-60)

Smarandache egrisinin S, yay parametresine gore tirevi alinirsa
By

dsﬂ“ =i[—K*T*+(K*—T*)N*+T*B*] (5.61)

T
By ds \/g

olur ve norm alinirsa ds, ifadesi
ds

ds

2 o
d—f=\gJ(,<2+r2—m) (5.62)

bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa ﬁ4 egrisinin teget vektori

kT +(K'* —r*) N"+7B

Tﬂ4 (5): (563)

Pl =)
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seklinde olur. (5.60) ifadesinde T, N° ve B in yerine (4.4)den karsiliklart

yazilirsa Smarandache egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi

,84(s)=%[(cos6’—sin O)T + N + (sin@+cos 0)B] (5.64)

olur. (5.63) denkleminde (4.4) ve (4.10) bagintilar1 dikkate alinirsa (5.64)
ifadesindeki S, egrisinin teget vektorii

_ —«T +[x(cosf —sind) —z(sin + cosd)|N + B

T =
\/"W"2 +[x(cos0 —sin6) — z(sin g + cosO) |

5 (8)

(5.65)

seklinde bulunur. (5.63) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

L e I e

! *  x *  x
—TK —TK‘)

o[ (=) Je o)
(=) 2w

! *  x *  x
—TK —TK')

re= (k7 e o[ ek )- T*(z\wmwu' R - K)

(5.66)
olmak iizere Tﬂ'4 (S) tiirevi
T,e’4(s)=£y“T*+V“N*+Z“B* (5.67)

2 . W)
-KT

tow

olur. (5.66) ifadesinde x~ ve z"in yerine (4.10)dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

59



74 =[ &'~ x(x(cos® - sin ) — 7(sin @ + cose))]("\N" +[x(cosd -sin@) - z(sind + cose)]z)

+ K(”VV””VVW +[x(cos@ —sin @) —z(sin & + cosd) | [k (cos& —sind) — z(sin & + cos@)]')

;4—{ |[\N|| +(x(cosf-sing) - r(sm0+cose)}(|[\lv|| [zc(cose—sine)—r(sin9+cose)]z)

—[x(cos@—-sing) —z(sind + cos&)]2 [x(cos@—sing) —z(sin6 + cos&)]’
—[x(cos@—sing) —z(sin 6 + cosH)]|[\lV|||[\N||'

%4 =] 7[K(cos0 -sind) — r(sin & + cos )| + r'](|[vv||2 +[x(cosd —sin) - z(sind + cosﬁ)]z)

- r(|[\N|||[V\/||' +[k(cos@ —sin @) - 7(sin @ + cos ) [k (cos & —sin &) — 7(sin & + cos&)]'j

(5.68)

seklinde olur. T/;4 (S) tirev ifadesinde (4.4) ve (5.68) bagintilar1 yerine yazilirsa

! oo _es e o o s e . . . .
T/5’4 vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

«/5(7_/4T +vaN +}4B)

Ti(s)= 2 (5.69)
(|[\N |” +[x(cos @ —sin 6) — z(sin @ + cos «9)]2)
seklinde bulunur. f; egrisinin egriligi & 5, ile gosterilirse (5 67) bagintisindan
Kj, cgriligi
\/_ 742 +V42 +Z42 (5.70)

T e

olur. Burada x've 7" yerine (4.10) dan kargiliklart yazilirsa K, egriliginin

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi
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\/(— 2+— 2+— 2)
Vo TV T X,
5

2 (5.71)
(|[\N |* +[x(cos® —sin @) — z(sin & + cos 49)]2)

dir. B, egrisinin aslinormali N 5, 1le gosterilirse (5.67) bagintisindan

_ }/4T*+V4N*-|-)(4B*
8 \ 7/42 ""/42 +Z42

olur. Burada T, N* ve B i yerine (4.4) den kargiliklar yazilirsa N, vektSriiniin

N

Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

_7_/4T+174N+;_(4B
P 2 —2 —2
Va tVas + 7,

N

(5.72)

seklinde bulunur. B/34 =Tﬁ4 AN s, oldugundan Bﬂ4 vektori

*

B (}(4(1('* —T*)—T*V4)T* +(r*7/4 + K'*)(4) N —(K*V4 +7, (K* —r*))B

-
\/2(|[\/v*||2 K7 (7 4t )

B

(5.73)

olur. Burada T, N, B", ¥ ve z'm yerine (4.10) ve (4.4) den karsiliklar

yazilirsa B, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden

e

ifadesi
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[;_(4(K(c056?—sin 0) —7(sind +cos b)) —hr}T + (}_(41('4- 7_/41) N

B

b - : : ——
\/|[\N|| +[x(cos@ —sind) — z(sin @ + cos )| (;/4 +Va +Z4)

[;4K+ 74 (x(cos@ —sin @) — z(sin 9 + cose))} B

\/HWMZ +[x(cos 0 —sin ) — z(sin 0 + cos ) (7_/42 Fvi o+ )_(42)

(5.74)

seklinde bulunur. ﬂ4 egrisinin ikinci ve ti¢lincii tiirevleri alinirsa

2 *f */ * EE *9 *I *
+x —7 IN +|(x7 -7°+7 |B

[

m 774T* +/14N* +p4B*

N

olur. Burada 7, , 4, ve p, katsayilari

Ny = (—K*' —-K*+KT )' -5 [—”\N*”2 + (K'* -7 )Ij

A=K (—K*' -+ K*T*) + (—”\/\I*”2 + (K‘* -7 )’J’ (5.75)

* * K *2 !
—T|KT —T +7T

’

pu= (W (=) (7 =)
seklindedir. /3, egrisinin torsiyonu 74, ile gosterilirse 7 torsiyonu

VAN A A,
S A

dir. Burada ﬂ; ﬂ: ve ,B‘;” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

75 torsiyonu
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9, = (K* —r*)(lc*z'* 4 r*')—f*(‘M*“z +(K* —r*)lj

P, =K [zc*r* +r% 4+ (—K*' -k + i’ )] (5.76)

poe i (e =e) olo=efoa)|

olmak lzere

TﬁA

G, + . + R, 0
:\/g( 4;2+;24+124 4) (577)
4 4 4

olur. (5.75) ve (5.76) katsayilar ifadesinde (4.10) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

ve

1, =(—x"—x[x(cos@—sin@) —z(sin @ + cose)])'

_ K(—”\N”2 +[x(cos@ —sin @) —z(sin 6 + cos@)]')

A4 = k(—x' — k[ x(cos & —sin O) — z(sin & + cos H) ])

+ (—”W I +[x(cos@ —sin 8) — z(sin & + cos 9)]’} (5.78)

—7(z[x(cos6 —sin @) —z(sin @ +cosH) |+ ')

Py = r(—|[vv||2 +[x(cos6 —sin @) — r(sin@+cos¢9)]’)

+(z[x(cos @ —sin @) — z(sin & + cos H) ] + z")’
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= (x(cosf —sinB) —z(sin 6 + cos 6) ) (7 x(cosf - sinB) — 7(sin & + cos ) | + ')

. |[\N|| x(cosé — S|n9)—r(sin9+cose)]')

0, = x(e[K(cosO—sin6) —z(sin 0+ cos )] +7')

+7(—«' - k[ K(c0s 6 —sin ) - 7(sin 6 + cos ) )

R = K(—"\N”Z +[x(cos8 —sin @) — 7(sin 6 + cos :9)]')

+ ([K(cose —sing) - z(sin@ + cosd)](—«’ - k* (cos & —sin O) + rxc(sin g + cose)))
(5.79)

seklinde bulunur ve bu katsayilar (5.77) de yerine yazilirsa T"N"B”-Smarandache

egrisinin 7, torsiyonunun Bertrand egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

BB o+ T

Tp =

342 +g5§ +7_i,z21

olarak bulunur.

5.5. N°C* Smarandache Egrisi
A(9)=Prcr (5)=75(N"+C7) (5:80)
(3.7) ye benzer olarak C” ;
C =sinp'T +cosp'B’ (5.81)

seklinde yazilir. Burada o*,W* ile B* arasindaki a¢idir. N*1n yerine (4.4) den
ve C"1n yerine (5.81) den kargiliklar1 yazilirsa
(sm(p T"+N"+cosp'B") (5.82)

A=

olur. Egrinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa
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ds; _ i(sin PT +N" + COS¢*B*)'

B e
ds 2 (5.83)
1 |:( Py * *) * ( * P *) *J
=— cosp —x |T "+ =@ sin B
«/E Q ® (Y (Y
olur ve norm alinirsa,

d 1 ; "
-T2

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade (5.83) de yerine yazilirsa, [} egrisinin teget

M*H+(¢*')2 (5.84)

vektora

T ()= ((p*' cosQ” — K*)T* + (T* — " sin (p*)B* (5.85)

W =20 o+ (o)

seklinde olur. Darboux vektorii tanimindan

W' =N"AN" =T +x'B’

olur. Burada 7,k ,T° VeB'in yerine karsiliklar1 yazilirsa Darboux vektoriiniin

normu

|-

\/Kz cos? 0 — 2k cosfsin@ + r*sin’ o

+x%sin? @ + 2k cos@sin @ + 2 cos’

W[ =Iw] (586)

seklinde bulunur. (3.6) ya benzer olarak
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cosg” :K—*

_ KC0S@ —7sind

Wi
K . T
=c0SO— —sinf—
[ —

=cos@cosp —sindsing

Cosg" =cos(p+6) (5.87)
ve

sing” =

'Z'*
3 xsin@ +rcosd

W]

. K T
=sin@——+cosfd—
W W

=sindcosg +cosdsin g

sing” =sin(p+6) (5.88)
olur. (5.87) den (veya (5.88)den)

cosg’ =cos(p+0)= ¢"sing” =¢'sin(p+6) (5.89)

— (D*,:(D’
bulunur.(5.82) ifadesinde T", N*, B"in yerine (4.4) den ve C0S¢’, sing’, ”VV*H,
¢”, K', T yerine, (4.10), (5.86), (5.87), (5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsiliklari

yazlhrsaTﬂ5 egrisinin Bertrand egrisine bagli ifadesi
_(—x+¢'cosp)T +(7—¢'sing)B

N T

Tﬂs

(5.90)

seklinde bulunur. (5.85) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar
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Vs = ((ﬂ*' cosgp" — k" ), (”\NH2 ~2¢" ”\NH + ((0*' )2)
~(¢" cosp —’f*)(V"V*W"V*H' o L e

o))
o[- o W | 20 o) | (591

ro=(r=osing') (W 20" ] (o)
(=0 sings | oo =0 o - | (o) (o)

olmak iizere Tﬁ' (S) tiirevi
5

V2(7,T7 + VN + 4,B7)

T, (s)= : = (5.92)
-2 W+ (o) |

olur. (5.92) ifadesindex”, ", [W"|| ve 9" yerine (4.10), (5.86) ve (5.89)

ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

Vs = (_Kcose+ rsin@+¢' cos(p+ 9)),("\’\/”2 29’ ”W”+ ((0, )Zj
_(—Kcost9+ rsind + (P'COS((P+ 9))(”\/\’””\'\/”, _("””W”‘ ¢ ”W " + ((p’)((p” ))
o=+ W 26w+

2= (zcsin 0 +7cosd—¢'sin(p+ 0)), U[VV " 20" ||+ (4‘”)2)
—(zcsin 0 +7c0s0—¢'sin(p+ 9))(|[\/V W[ =" W] W] + ((”)((”))

(5.93)

seklinde olur. Bulunan bu ifadeler Tj (S)tiirev ifadesinde yerine yazilirsa Tj (S)

vektoriinlin Bertrand egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden ifadesi
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[(Zcosé@%sin H)T + 1/_5N + (—;Z,sin 0+ ;Scose) BJ

Tﬁs'(s):\ﬁ e
W26 W+ () |

(5.94)
seklinde bulunur. B egrisinin egriligi K 5, ile gosterilirse (5.92) bagintisindan

Ky, egriligi

(7 +vi+ 2
K /5'5: ] ) 2
W -2+ (o) |

Burada y;, vy, x5, W[ ¢ nin yerine (5.86), (5.89) ve(5.90) ifadelerinden

(5.95)

karsiliklart yazilirsa K5 egrisinin Bertrand egrisine bagl ifadesi

K, _2 Ve +Ve + e (5.96)

2

M- 20 W+ () |

seklinde bulunur. s egrisinin aslinormali N 5 ile gosterilirse (5.92) bagintisindan

N — Tﬂ’S
ﬂ5 ! !
Tﬁs
T +v,N"+ B

Bs 2 2 2
W/s Vs t X5

Burada T, N*, B", 7%, Vi, %51 yerine sirastyla (4.4), (5.93), (5.86), (5.87),

(5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsihiklar1 yazilirsa N 5, egrisinin Bertrand egrisine

bagli ifadesi
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) (775c056?+;5$in 0)T +v,N +(—;755in9+f5cose) B

N 5= — (5.98)
ﬁ Vinisi
seklinde bulunur. Bﬂs :Tﬂ5 AN A oldugundan B 5 vektérii
Vs(r* —¢"sin (p*)
—_ : T
s
Zs((l’*' cosg’ —K*)+}/5(T* —¢"sin go*)

- N (5.99)

T =20 b o) v 2
vs((p*' coso” —K*)

T Wl oo o)

B*

*

olur. Burada T™, N*, B, s, vo, 20 K T, sin (0*, COS(/)* ve ¢ 1n yerine sirasiyla

(4.4), (4.10), (5.93), (5.87), (5.88) ve (5.89) ifadelerinden karsiliklar1 yazilirsa

B 5, binormal vektoriiniin Bertrand egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

Z[—chsin 0cos0 +z(sin” 0 —cos’ 0) + ¢'sin (g + ZG)JT

VI =20 W+ () 72 2 + 22)

B

B

+;75[(zcsin0+ rcose—(o'Si“((/’“g))] N

" (5.100)
W =20 W]+ (9 ) (52 2 + 22)

1/_5[/<(sin2 0 —cos’0) + 2rsin 9cos 6 + ¢ cos(p + 26’)}

W =20 W]+ (9 ) 52 2 + 22)

dir. ﬂ5 egrisinin ikinci ve ligiincii tlirevleri alinirsa,
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5 -%{((p”"cow*—K*)IT*+(—”\N*H2+¢*"M*H)N*+(r*—¢*'sin¢*)' B*}

ve

" 775T* +/,LSN* +pSB*

s NG

olur. Burada 7s, ﬂs, Ps katsayilari

=(ocosg | o x W ]

Bo= (9705 =) (g ) < (o sing ) (5201
o= ”W*HZ s ”W*H N (T* —p”sing’ )"

seklindedir. f; egrisinin torsiyonu Ty ile gosterilirse T, torsiyonu

BB
S VY4

dir. Burada ,55', ﬂ5” ve ﬂé” degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

T, torsiyonu
R ) ey
o5 = —{(go*' cosp” — K*)(r* —¢"sing’ )’ + (qo*' cosp” — K'*)’ (T* — " sin (p)}

b= cosor =) [ o)

(5.102)
olmak tizere
7, = \/?(85775 + 545 +7{'5p5) (5_103)

05" + 5" + R
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olur. (5.101) ve (5.102) ifadesinde (4.10), (5.86), (5.87), (5.88) ve (5.89)
ifadelerinden Karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

7 = ((p' cos(p+6)—xcosd +zsin 9) +(xcos@ —zsin@)|W|

—(xcos@—zsind) e [W|

!

A5 =(Kxcosd—zsin 0)(¢)' cos(p+6)—Kxcosé +sin 9)

(- +o

!

[\N||) —(xsing+ rcos@)(zcsin6?+ rc050—¢'sin((p+ 9))

5 = (—xsin@—zcos)|W| +(xsing+zcosd)g W]

+ (/csin 6+7cosf—¢'sin(p+ 49))”
(5.104)

ve

% =—(~IW[ + ¢ [W]))(xsin0+ rcoso - ¢'sin (o +6))

!

(go' cos(¢ +6)—xcos@ +sin 0)(zcsin6'+ 7cosd—¢'sin(p+ 6’))

5 ’

+(¢’ cos(¢+6)—«cosd+zsin 6’) (/csin6?+rcosﬁ—(p'3in(€0+9))

W)

A, = (go' cos(¢ +6)—kcosd +zsin 6’)(—”\’\/”2 g

(5.105)

olmak tlizere

\E<‘95775 + 9545 +K5/05)
Tp = — — —
%+ +As
seklinde elde edilir.

Ornek 5.1: a(s)= %(—cos s,—sins,1) helis egrisi bir Bertrand egrisidir.Bu egrinin
2

Frenet vektorleri, birim Darboux vektori, egrilik ve torsiyonu
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seklinde bulunur. Bu egriye ait Bertrand egrisinin denklemi
a’(s)=a(s)+A(s)N(s)

idi. ; — 2 alirsaa’ (S) egrisinin denklemi;
2

a (s)= \/_( COSS,—sins,s)+—— (coss sins,0);

a’(s)= E(COS s,sins,s)

olur. & (S) egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux vektorii, egrilik ve torsiyonu

seklinde bulunur. Bertrand egri ¢iftine ait Smarandache egrileri asagidaki sekillerde

gosterilmistir.
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=035

S —

—l— Q(J) = (—EDS(J);—sin(.S);.Sj

1

a‘(;):—j(cos(s):sin(.r):.r)
Sekil 5.1. Bertrand Egri Cifti Sekil 5.2. T*N"-Smarandache Egrisi
s /n\\
/// % ~

2 ™~ W
15 a

; ‘\\\/ /
05

05" 05

o ~p

05 05
1_1

Sekil 5.5. T*"N"B"-Smarandache Egrisi Sekil 5.6. N"C”-Smarandache Egrisi
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6. SONUC ve ONERILER

6.1. Sonuglar
Bu tezde ilk olarak (a,a*) Bertrand egri ¢ifti olarak alindiginda o*:1 — E®

egrisinin {T*, N*, B*} Frenet vektorleri ve C* birim Darboux vektorii tarafindan

olusturulan Smarandache egrileri ;

B=B..(s)= %(T +N ) egrisi T*N*-Smarandache egrisi
Bo (5)= J_(N +B") egrisi N*B*-Smarandache egrisi

Bs=p..(s)= \/_(T +B* ) egrisi T"B" -Smarandache egrisi
Broyee (8)= \/_(T +N"+B") egrisi T"N"B"-Smarandache egrisi
Byer (s)= J_(N +C* ) egrisi N"C"-Smarandache egrisi

Smarandache egrilerinin egrilik ve burulmalar1 hesaplanmistir. ikinci olarak yukarida

verilen Smarandache egrileri & Bertrand egrisinin Frenet vektorlerine bagli olarak
Bi(s)= i(cos6’T + N +sin B)
' V2
B (s)= i[(cosé’—sin O)T +(sin@+cos0)B |
V2
Bi(s)= ( SindT + N +cos @B)

Bi(s)= \/_[(cose sin@)T + N + (sin 6+ cos §)B|

(singT + N +cosgB)

Bi(s)= f

seklinde ifade edilmis olup bu egrilerin egrilik ve burulmalar1 hesaplanmistir.
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6.2. Oneriler
Bu caligma (a, a*) Bertrand egri ¢ifti ele alinarak Oklid uzaymda yapilmustir.

a- (a,a*) Evoliit-involiit egrileri olmast durumunda yapilir.

b- (a,a*) Mannheim egri ¢ifti olmast durumunda yapilir.
Bu iki ¢alisma Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’nde Yiiksek Lisans Tezi
olarak yapilmistir. Benzer sekilde (a,a*) Evoliit-involiit egrileri, (a,a*) Bertrand
egri ¢ifti ve (a,a*) Mannheim egri ¢ifti i¢in yapilan bu ¢alismalar Lorenzt uzaymda

ve Dual uzayda da yapilabilir. Hatta bu uzaylar iizerinde degisik ¢atilar alinarak bu
catilar tarafindan tiretilecek Smarandache egrileri tanimlanabilir ve bu egrilerin bazi

ozellikleri incelenebilir.
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