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TEZ BIiLDIiRiIMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin
bagka bir yerden alinmadigni, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat
yapilmadigini, tezin herhangi bir kisminin bu tiniversite veya bagka bir iiniversitedeki

baska bir tez ¢alismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.
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OZET

HIiLBERT UZAYINDA SIMETRIK BiR OPERATORUN SINIR DEGER
SARTLARI ALTINDA GENiSLEMELERIi VE SPEKTRAL YAPISI

Ahmet Adnan KARA

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2016
Yiksek Lisans Tezi, 55s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Erdal UNLUYOL

Bu tezde, soyut simetrik operatorlerin genisleme teorisinden bahsedilmistir. Fakat
burada geleneksel durumdan farkli bir yaklasim yapilmis ve sinir deger problemleri
teorisine adapte edilmistir. Genislemelerin bazi siniflarinin yani maksimal dissipativ
ve Oz-eslenik genislemeler gibi genislemelerin tanimlarinin yani sira bu siniflarin
genislemelerinin spektrum yapis1 sinir degerler uzayr olarak adlandirilan ifadeyle
verilmigtir. Daha sonra bazi belirli durumlarda alisilmis sinir sartlaria doniistigii
icin yapilan bu caligma tutarli ve dogaldir. Burada 6nemli bir yer bir Hilbert
uzaymda ikili bagintilarin ¢esitli gosterimleri hakkindaki teoremler tarafindan
yapilmis olmasidir. Bundan dolayr da burada yapilanlar genisleme teorisinin

yapisinin bir baglangi¢ noktasidir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzayi, simetrik operator, genisleme, dissipativ ve 6z-

eslenik genisleme, sinir deger uzayi.



ABSTRACT

EXTENSIONS OF ASYMMETRIC OPERATOR IN TERMS OF
BOUNDARY CONDITONS AND ITS SPECTRAL STRUCTURE IN
HILBERT SPACE

Ahmet Adnan KARA

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Scienceand Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 55p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

In this thesis, it is devoted to the theory of extensions of abstract symmetric
operators. Its presentation somewhat differs from the traditional one and is adapted to
the theory of boundary value problems. The description of various classes of
extensions, such a maximal dissipative and self-adjoint, as well as the structure of the
spectrum of extensions from these classes, is given in terms of so-called to the
boundary value spaces. The latter are convenient and natural because they runing to
the usual boundary condition in certain concrete situations. Here, an important place
is occupied by theorems about various representations of binary relations in a Hilbert

space. These are the starting point in constructing the theory of extensions.

KeyWords: Hilbert space, symmetric operator, extension, dissipative and self-

adjoint extension, boundary value space.
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SEMBOLLER DiZiNi

B ( X ) : X lineer normlu uzayinda lineer smirli operatérler uzayi

E . Birim operator

AC ( I ) : | aralig1 tizerinde mutlak stirekli fonksiyolar uzay1

C(")(I) : | aralig1 tizerinde N. mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar

uzayi

C((,") (1) : | araligi i¢indeki, kompakt bir kiime diginda sifir olan C(n)(l)’
daki fonksiyonlar uzayi

c” ( |) : | aralign tzerinde her mertebeden siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlar uzayi

Cy ( I ) . | aralig icindeki, kompakt bir kiime disinda sifir olan C” ( I ) ’
fonksiyonlar uzay1

S, (H), (1 <p=<=< oo): Schatten-von Neumann sinifi

L° (H ,(a, b)) : [a, b] > den H Hilbert uzayma tanimlanan vektor fonksiyonlarin

LP (X, 2, 1) : Lebesgue uzaylari, 1< p <o

|p ( K=R, (C) : K cismi iizerinde P. mertebeden yakinsak diziler uzayi,
1< p<£w

R, (A) , ( R (/1; A)) . A operatoriiniin rezolvent operatorii

p(A) : A operatoriiniin rezolvent kiimesi

O'(A) : A operatoriiniin spektrumu

o, (A) : A operatériiniin ayrik spektrumu

o, (A) : A operatoriiniin stirekli spektrumu

o, (A) : A operatoriiniin kalan spektrumu

W 'p( ) . 1,p>1 igin |. mertebeye kadar tirevi L ( |) uzayinda olan
fonksiyonlarin Sobolev uzay1

o !
W . (1) 1, p=1igin | araligi igindeki, kompakt bir kiime diginda sifir olan

wW 'p( I') fonksiyonlarin uzay

Vi



W 'p( H,(a,b)) ; [a, b] > den H Hilbert uzayma tanimlanan vektor fonksiyonlarin

Sobolev uzay1

0 |

W, (H.(a,b)) : [a,b] > den H Hilbert uzaymna tanimlanan vektér fonksiyonlarin
. . 1 :
kompakt bir kiime diginda sifir olan \\/ p( H,(a, b)) fonksiyonlarin

Sobolev uzayi

D(A) : A operatoriiniin tanim kiimesi
R(A) : A operatoriiniin goriintii kiimesi
Re(A), AR, A : A operatoriiniin reel kismi
fm(A), A 4; . A operatoriiniin sanal kismi

Vil



1. GIRIS

Bir Hilbert uzayinda lineer kapali esit defekt sayilarina sahip olan bir simetrik
operatdriin biitiin maksimal simetrik ve 6z-eslenik genislemelerinin tanim kiimeleri
dilinde ifadesi ve bu tip genislemelerin spektral ozellikleri ilk olarak John von
Neumann’in (1929-1930) calismasinda ele alinmis ve bu alanda temel sonuglara
ulagilmistir. Bu genel teorinin diferensiyel ve fark operatorlerine uyarlanmasi uzun
yillar stirmiis ve bugiine kadar yapilan caligmalarda devam etmistir. Yapilan

calismalarin genis 6zeti Rofe-Beketov ve Kholkin’in (2005) kitabinda verilmistir.

Lineer normal operatorlere ait ilk incelemeler Sz.-Nagy (1942), Kilpi (1953, 1957,
1963) ve Davis’in (1955) ¢alismalari ile baglamistir. 1960 yilindan sonra Coddington
ve Biriuk (1964, 1973) bir Hilbert uzayinda lineer kapali sinirsiz formal normal bir
operatoriin biitiin maksimal formal normal genislemelerini tanim kiimeleri dilinde
ifade ederek J. von Neumann’ m meshur g¢alismasini formal normal operatorlere
genisletebilmislerdir. Bu teorinin gelismesinde 1980 yilindan itibaren Stochel ve
Szafraniec’ in (1985, 1989a, 1989b) biiyiik katkilari olmustur. Bu teorinin
diferensiyel operatorlere uygulamasina ait ilk arastirmalar Schmiidgen (1985),
Maksudov ve Ismayilov (1994, 1996a, 1996b, 1999), Ismayilov (1992, 1994a,
1994b, 1998, 2003, 2005), Ismayilov ve Karatash (2000), Otelbayev ve Biyarov
(1993), Otarov ve Kokebayev (1985) tarafindan yapilmistir.

XX. yiizyiln ikinci yarisindan itibaren operatdr katsayili lineer diferensiyel
denklemler teorisi hizla gelismeye basladi. Bu alanda ilk ¢alismalar Gorbachuk
(1991), J-L. Lions, E. Hille, R. S. Philips, M. G. Krein, S. G. Krein, Yu. M.
Berezansky, B. M. Levitan, A. G. Kostyuchenko, Yu. L. Daletsky, S. Yakubov, Y.
Yakubov ve M. Gasimov gibi bilim insanlarinin ¢alismalarinin genis Ozetini
Yakubov’ un (2000) calismasinda bulabilirsiniz. Ayrica literatiire bakildiginda
Dunford ve Schwartz (1958, 1963), Naimark (1968), Gorbachuk (1973), Eidelman
ve ark. (2004), Abramovic ve Aliprantis (2002a, 2002b), Coddington (1973),
Kochubei (1979) ¢alismalarinda da bu alanla ilgili birgok bilgiye sahip olabilirsiniz.

Fu’ nun (1992) calismasinda ise;



M =>p,(x)D",

k=0

burada —w<a<b<o, P, :(a,b)—>(C, k=0,1---,n katsayilar1 bazi piiriizsiiz ve

integrallenebilir, diferensiyel ifadesinin (&,b) araligmm iginde sonlu tane singiiler

nokta durumunda dogurdugu minimal operatoriin tim 6z-eslenik genislemeleri onun
eslenik operatoriiniin tanim kiimesindeki fonksiyonlarin sinir degerleri dilinde ifade
edilmistir. Ayrica minimal operatoriin, bakilan araligin alt araliklar1 {izerinde ifade

edilemeyen 6z-eslenik genislemelerinin varlig1 gosterilmistir.

Yukarida yapilan literatlir 6zetine ve yapilan bunca calismalara baktigimizda bir
diferensiyel operatoriin sinir degerleri dilinde ifadesinin ne kadar dnemli oldugunu
goriiyoruz. Dolayisiyla, V. I. Gorbachuk, M. L. Gorbachuk’ un (1991) “ Boundary
Value Problems For Operator Differential Equations” kitabinda agiklanan simetrik
operatdrlerin genislemeleri ve sinir degerleri dilinde ifadesini iyi anlamak gerekir. Bu
yizden tezde bu eseri ana kaynak olarak kullandik. Simetrik operatorlerin
genislemeleri ve bu genislemelerin sinir degerleri cinsinden yazilisin1 ayrintili bir

sekilde aciklanip yapilan giincel makalelerden 6rnekler verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Operatorler Teorisinin Temel Kavramlari

Tamm 2.1.1: X, K cismi {izerinde bir vektor uzayr ve Y , X’ in bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. Y , X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi basina bir
vektOr uzayi olusturuyorsa Y ’ ye, X ’de bir lineer manifold (veya X ’in bir lineer

alt uzay1) denir.

Ornek 2.1.1: Ac(,, p>1 olmak iizere A={(x,)e(,:(%,)=(0,%,%,,-)} kiimesi
[ ,de bir lineer manifoldur.
Coziim 2.1.1: (X,)=(0,%, %), (¥,)=(0.¥, Ysr--") €A Ve &, R alalim,
(ax, +BY,)=(0,a%,+ BY,, aX + fYs,-++) =(0,a%, %, +-) +(0, BY,, BYs-++)
=a(0,%, %, )+ (0, Y,, Y. ) = (X, )+ B(Y,)
dolayisiyla A kiimesi lineer manifold olarak adlandirilir,

Tamm 2.1.2: X bir vektor uzayt ve X,X, X5, X, €X olarak verilsin.
al,az,a3,-~,an€K(R,C) olmak tizere X +0,X,+ -+ X, seklindeki sonlu

toplama X, X, X3, X, € X elemanlarinin  bir lineer kombinasyonu denir.

J#M c X ise, M’den alman her sonlu sayidaki vektorlerin lineer
kombinasyonlarinin tiimiiniin kiimesine M > nin gereni (veya lineer 6rtiisii) denir ve
spanM olarak gosterilir. spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M ’ nin irettigi
lineer manifold denir.

Tamm 2.1.3: X, K cismi lizerinde bir lineer vektor uzayi olsun.
H: X =[0.0), x>
dontisimii her x,y e X ve her ¢ € K igin
(N) [X|=0=x=6;
(No) florx| =er ]

(N3) ||X + y|| < ||x||+||y|| (licgen esitsizligi)



ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde bir norm ve bu durumda (X ,||||)

ikilisine bir normlu vektor uzay1 adi verilir. Yukarida verilen (N1)— (N3) 6zelliklerine
norm aksiyomlar1 denir. Bu vektor uzayi iizerinde birden fazla norm tanimlanabilir.
K cismine bagh olarak, reel normlu uzay veya kompleks normlu uzay terimleri de

kullanilir.

[ =max

(t)‘ fonksiyonu ile bir normlu

Ornek 2.1.2: E=C([a,b],K) ki

vektor uzaydir.

Gergekten, E ’nin bir lineer vektdr uzay: oldugu agiktir. X,y €C [a, b] vea € K igin,

(N [ =0 ise, x|, =max|x(t) =0 < vte[ab] igin x(t)=0;

teab]
(N2) [l = max|(enx) (t)] = max e (1) = el max ()] =[], :
(Ns) [+ Yl = max () +y (1) < max (x (1) [y (1))
< max|x(t))+ max]y (1) = [, +[¥]..

Tanmm 2.1.4: (Xn), (X,||||) normlu uzayi i¢inde bir dizi ve X; € X' olsun. Eger

||m||x —X0||—0 ise, ( n) dizisi |||| normuna gore X, noktasina yakinsiyor denir ve

nN—o0

X %XO yada lim x, = x, notasyonlarmnin biriyle gosterilir.

n—oo

Tanim 2.1.5: (X||||) normlu bir uzay olsun.

(x,)< X dizisi bir Cauchy dizisidir <V &>0 igin 3N, eN:Vmn>n, icin
%, =% < €.

Tamm 2.1.6: Bir (X,|]) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir

elemana yakinsiyorsa, bu (X,||||) normlu uzaymna tam normlu uzay veya Banach

uzay1 ya da B-uzay1 ad1 verilir.



Tamm 2.1.7: (X ,||||) bir normlu uzay ve bunun bir alt kiimesi A olsun.
d(A)=sup{|x—y|:xeA yeA}>0

d (A) eR genellestirilmis reel sayisma A kiimesinin ¢apt denir. Eger Ac X

kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesine sinirli kiime denir. X igindeki (Xn) dizisine

karsilik gelen noktalar kiimesi sinirli ise (Xn) dizisine sinirlt dizi denir.

Ornek 2.1.3: X =R" (veya X =C") vektdr uzayi igin

@ =3
© [, =(SP] 15 pee:

© |x]. = max{|xi| =12, n}
normlarina gore birer Banach uzayidirlar.

Tamm 2.1.8: (X,||||) bir normlu uzay, Y de X ’in bir lineer alt uzayi ise (Y,||||) de
bir normlu uzaydir. Bu uzaya (X,||||) uzayinin normlu alt uzayr denir. Eger Y
kapali ise (Y,||) alt uzayma (X,||) normlu uzaymn kapal alt uzayr denir. Bir

normlu uzaymin her lineer alt uzay1 normlu bir alt uzaydir.

Tamm 2.1.9: K (R,(C) bir cisim olmak iizere X bir vektér uzayr olsun.
(-,): X xX — K doniisimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (-,-)’ ye X iizerinde bir
i¢ carpim, (X : (', )) ikilisine ise i¢ ¢arpim uzay1 (veya 6n Hilbert uzay1) denir:

(H,) vxe Xigin (x,x)>0 ve (x,x)=0<x=0;

(H.)

(H3)Vx,yeXVe a € Kigin (aX y) ( )

(H,)

Ornek 2.1.4: f,geC ([a, b], K) fonksiyonlari igin

(f.0)=, f(t)g(tht

VX, ¥y e X i¢in (X, y) (y,X) (kompleks eslenik);

VX, y,ze X igin (X+Y,2)=(x2)+(y.2).



tanimiyla C ([a, b], K) bir i¢ carpim uzayidir.

Gergekten:
(H,) vf ec([a,b],K) igin (f,f)= j (t) f (t)t =

(f,f):j:f(t)m)dt:j:\f(t)rdt:o@f:e;
(H,) vf,gec([ab],K)icin

(f.0)=], f(®)atht=[ F(o(tpt=[ a(t) F (hit=(g.1):
(Hs) v fecC([ab].K)ve @K icin

(af,g):L )g(t)t= aj )a(tyt=a(f,9);
(H4)Vf,g,heC([a,b],K) icin

<f+h,g>=ﬁ<f(> n(v)g (k= (f (s () +h(Bg ()t

:j t)dt+j )g(t)t=(f,9)+(h,g).

Tamm 2.1.10: (X,(-,-)) bir i¢ garpim uzayr ve xe X olsun. |x|:=(x, X)ll2 seklinde

(t)‘zdt >0, eger

tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup, bu norma i¢ ¢arpimin {irettigi norm

denir.
Tamm 2.1.11: Bir (X()) i¢c carpim uzayi, i¢ ¢arpimin iirettigi norma gore tam
ise, yani(X,(-,-))ig carpim uzay1 i¢indeki her Cauchy dizisi i¢ carpimin {rettiSi

norma gore yakinsaksa, bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

Ornek 2.1.5: (-,-):l2 ((C) X|2( )—)K Zxk Y, doniisiimii | ( ) lizerinde

k=1
bir i¢ ¢arpimdir ve bu i¢ ¢arpima gore |, ((C) bir Hilbert uzayidir.

Tamim 2.1.12: Bir metrik uzaymn sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa bu uzaya

ayrilabilir metrik uzay denir.



Tanmmm 2.1.13: m>0 bir tamsay1 ve ), R"’ de parcali siirekli diferensiyellenebilir
o smirl bir tanim kiimesi olsun. QU AQ iizerindeki fonksiyonlarm C" [QU@Q]

kiimesinin tiimleyeni, yani M defa siirekli diferensiyellenebilir kiimesi,

| Zlool |

normu ile Sobolev Uzay1 adim alir. \|\/ ? seklinde gosterilir.

aa1+--~+an o m .
Burada D“:W, a={o,a,}, lo|=a+-+a,. W, (Q) ise, Q

icindeki kompakt bir kiime disinda sifir olan \\/ :(Q) fonksiyonlarin uzayi olarak

gosterilir.

Eger Q2 sinirli degil ise, o zaman Sobolev uzayini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.
Bir ¢(t), teQ fonksiyonunun \\/ >(Q) ya ait olmasi igin gerek ve yeter sart, o(t)
nin ve onun D%, |a| <M tiirevlerinin de L° (Q) > ya ait olmasidir. Son olarak,
W ;(Q) uzay1 asagidaki gibi bir i¢ ¢carpim ile bir Hilbert uzayidir.

(¢’W)W2m((2) - Z (Dag"' DaW)LZ(Q) '

\a\sm

Tamm 2.1.14: X kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli, % &lgiilebilir,

f|°,
1< p <o, fonksiyonunun bir £ Olgiimiine gore integralinin sonlu oldugu ¢
denklik siniflarinm ailesinin timiinii L* (X, X, ) ile gosterecegiz. Bu L” (X, X, 1)

ailesi lizerinde norm,

1/p
||f||p::U|f|pd,u] 1<p<co
X

seklinde tanimlanir.

1/p
L (X, X, 1) ailesi, |f] : [I|f|pdﬂj 1< p<oo normu ile bir Banach
X

uzayidir.



Tamm 2.1.15: X(t):t—>B, (tel), |reel eksen iizerinde bir aralik) seklinde

tamimlanan ve bir B Banach uzayinda deger alan X(t) fonksiyonlarma vektor

degerli fonksiyonlar denir.
Tamm 2.1.16: X ve Y iki lineer normlu uzay olsun. A:D(A)c X —Y olan her
doniisiime operator adi verilir.
D(A) = {X e X: AX tanml } C X kiimesine A operatdriiniin tanim kiimesi denir.
R(A)=AD(A)={y=Ax: xeD(A)}cY kiimesine A operatoriiniin deger
kiimesi denir.
Ker A:={ XeX:Ax=0 } c X kiimesine A operatoriiniin sifir kiimesi veya
cekirdegi denir.
Ornek 2.1.6: Af (X) = f'(X), f ec® [0,1] bi¢iminde tanimlanan

A:C([0,1],K)—C([0,1].K)
operatdriiniin tanim kiimesi D(A)=C"[0,1]"dir.
Tamm 2.1.17: A:X —Y ve B:X —Y operatorleri verilsin. Eger D(A)=D(B) ve
her xe D(A)=D(B) i¢in Ax=Bx ise A ile B operatorleri esittir denir ve A=B ile
gosterilir. Eger, D(A)c D(B) ve her xe D(A) igin Ax=BX ise A operatoriine B

operatoriiniin kisitlamasi (veya B operatoriine A operatoriiniin genislemesi) denir

ve A= Eﬂ ile gosterilir.

D(A)
Tanmm 2.1.18: A: X —Y bir operatér ve beY bir eleman olsun. Eger, her xe X

icin Ax=Db ise A operatoriine sabit operatdr denir.

Ornek 2.1.7: A:D(4) - €[0,1], D(A)=C'[01] olmak iizere Af(X)=1 ,
Af (X) =5 operatdrleri birer sabit operatorlerdir.

Tamm 2.1.19: A: X — X operatorii verilsin. Eger her xe X i¢in Ax=Xx ise A

operatdriine birim (6zdeslik) operatdr denir. |, E veya |, ile gosterilir.



Tamm 2.1.20: X ve Y iki normlu uzaylar, A:X —Y bir operatdr ve X, € X
olsun. Eger

V £>0 igin 30 >0: ||X—X0||X <d olan V xe X igin ||AX—AX0||Y<8

ise, A operatorii X=X, noktasinda siireklidir denir. A operatérii her Xe X

noktasinda siirekli ise, operatore siirekli operatdr denir.
Not 2.1.1: Eger bir A: X =Y lineer operatdrii bir noktada siirekli ise, her yerde
stireklidir.

Tanmm 2.1.21: X ve Y iki normlu uzay ve A: X —Y olsun.

(1) Eger VxeX igin ||AX||Y < C||X||X
olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayis1 varsa A operatdriine smirli operatdr denir.

(2) X >den Y ’ye sinirli lineer doniistimlerin olusturdugu uzaya smirli lineer uzay
denir ve B(X,Y) ile gosterilir.

(3) B(X.Y)’ ninnormu,

[H:8(X.Y) >R, [T]=sup{[T (x)]:x| <1}

seklinde tanimlanir.
Ornek 2.1.8: k(t,s) fonksiyonu D=[a,b] x [a,b], (a,beR) bolgesi iizerinde

stirekli bir fonksiyon olsun.
b
y(t):= _[k (t,s)x(s)ds

esitligi yardimiyla cesitli Y = AX integral operatdrleri tanimlayabiliriz.
X =Y =(C[a,b],]4, ) olsun.
b

A:C[a,b]>C[a,b], Ax(t)::jk(t,s)x(s)ds

a

operatorii lineer ve sinirli bir operatordiir.

Tamm 2.1.22: H bir Hilbert uzay1 ve Ae L(H) olsun. Eger H’da sl her

E c H alt kiimesi igin A(E) c H kiimesi 6n kompakt ise, A operatdriine kompakt

operator denir.



Ornek 2.1.9: H = L,[a,b], A:H —>H, Af (t)::j.k(t,s)f(s)ds,

a

Burada k e L, ([a, b]x[a, b]) seklinde tanimlanan operatdr bir kompakt operatdrdiir.

Coziim 2.1.9: AeB(L,[a,b]) oldugu bilinir. $imdi A’nn H’da sonlu rankl
operatorlerin H normunda limiti oldugunu gésterelim.
Eger 0,0, L, ([a,b]) i¢in bir ortonormal baz ise,
¢ (t.5)=¢ ()x@;(s), i, =12,
L, ([a, b]x][a, b]) i¢in bir ortonormal bazdir. Boylece
k=2 (k)4 dir.

I, ]=

N

k,(t,s)= Z (k, ¢ )¢i” (t,s) seklinde tanimlanirsa

ij=1

[k =k, =0 igin,
K,:D(K,)cL,[ab]—>L,[ab], (an)(t):zikn (t,s) f(s)ds

lineer integral operatorleri, R ( K, ) c span {(01, @y, qon} oldugu i¢in sonlu ranklidir,
yani her bir integral operatorii sinirlidir. Boylece,
[K=Ky| <[k =k >0

olup K operatoriiniin kompakthigi elde edilir.

Tamm 2.1.23: B bir Banach uzay1 ve K:B— B sinirli bir lineer operatér olsun.

Eger, K|| <1ise, 0 zaman K’ ya B’ de bir daraltma operatorii denir.

Tamm 2.1.24: X ve Y iki Banach uzayi olmak iizere Z:=X®Y olsun.
A: D(A) c X =Y lineer operatorii igin,
Gr={(x,Ax):xeD(A)}cZ=X®Y
alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.
Tamm 2.1.25: A: D(A)C X =Y operatoriiniin grafigi GI‘(A), Z=X®Y ’de

kapali ise A operatériine kapali operator denir.
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A:D(A)c X =Y operatoriiniin grafiginin kapali olmas
(%) =D(A), lim(x,, Ax,)=(xY)
kosullarmdan X € D(A) ve Y= AX esitligini saglamast demektir.
(xy)eXxY igin |(xy)| =[x +]y[ oldugundan A:X —>Y liner operatori

kapalidir ancak ve ancak (Xn)c D(A) icin limx, =x ve limAx, =y ise, Xe D(A)

ve Y= AX" tir.
Ornek 2.1.10: A:D(A)—L,[0,1], Af = f',

D(A)={f eL,[01]: f eAC[0,1], f'eL,[0,1], f (0)=0}
seklinde tanimlanan operatér kapalidir.

Gergekten, n=1,2,--- icin f, (t):t" ise

1

2 _Teng, 1
” fn|||_2[0,1] _It dt = on+1

0

n2
2n—-1

—> 0

1
<1ve[Af [0 o= [t dt=
0

Lot

olup A operatorii sinirsizdir. Simdi A operatoriiniin kapali oldugunu gosterelim.

Bunu gostermek igin, ilk énce KerA= {O} ve R(A) =L, [0,1] oldugunu not edelim.
gel, [0,1] igin f (t) =j'g(s)ds alalim. Buradan f e D(A) ve Af =g’ dir.
0

gel, [0,1] i¢in

A'g =1 seklinde tanimlanir.

(A 9)(0] < Jla(o)es=| [lacor es | -1l
olup A* siirlt lineer operatordiir. Buradan

Jaaf = J{(aa) o <ol ot Jof
olup | A <1°dir.

f,eD(A)igin f, > f ve Af, >hel,[01]
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icin f =A" Af =A™h olarak alindiginda f=A'he D(A) ve Af =h’ dr.
Dolayisiyla A operatorii kapalidir.

Tamm 2.126: A:D(A)c X —>Y operatériinin D(A)< D(A) ve her xeD(A)
icin AX= AX olacak sekilde bir kapali A: D(z\) c X =Y operatorii varsa, A’ya

kapanabilir operator ve A operatoriine A’ nin kapanisi denir.

Ornek 2.1.11: T:D(T)— L,[0,1], Tf :=xf (1), D(T)=C[0,1] seklinde tanimlanan

operatdr kapal degil ve kapanis1 yoktur. Gergekten, C[0,1]=L,[0,1] olup

(1, 00) 0, (h (X)) 5(), (6).()=co].
ama f (1):1, h, (1)=0, n=12,--- . O halde Tf =x, Th =0 oldugundan durum
aciktir.

Tamm 2.1.27: H bir Hilbert uzayi, A: D(A)C H — H lineer bir operatoér ve

D(A)=H olsun.
D(A"):={yeH:vxeD(A) iginbirzeH vardir, syleki (Ax,y)=(x,2)}, A’y =2
seklinde tanimlanan operatore A operatoriiniin A" Hilbert eslenigi denir.

A lineer operatoriiniin A eslenigi lineer ve kapalidir.

Tamm 2.1.28: A, H Hilbert uzayinda bir lineer operatdr ve A, A operatoriintin

eslenik operatorii olsun.
Eger D(A)c D(A") veher f eD(A) igin Af =A'f | yani
vV f,9eD(A)icin(Af,g)=(f,Ag)
ise, A operatoriine simetrik operator denir ve Ac A” semboliiyle gosterilir.
Eger D(A)= D(A*) ve her f eD(A) icin Af =A'f ise, A operatoriine 6z-
eslenik operator denir.

Tamm 2.1.29: A, H Hilbert uzayinda bir lineer operatér ve A, A operatoriiniin

eslenik operatorii olsun.

Eger her f e H i¢in AN f=AAf =1 ise, A operatoriine iiniter operator denir.
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Tanmm 2.1.30: H bir Hilbert uzay1 ve P:H — H bir lineer operator olsun. Eger
P’=P ve P"'=P

ise P operatoriine ortogonal projeksiyon (iz diisiim) operatorii denir.

Eger P, H ’da bir ortogonal projeksiyon operator ise,
Pe B(H) ve ||P|| =1

oldugu agiktir.

Tamm 2.1.31: H bir Hilbert uzayi ve A€ B(H) olsun. Eger AA" = A'A ise, A’ya

H *da bir normal operatér denir. Bu durumda AA = A'A kosulu AJA =AA

A+ A A-A )
5 A :T kosuluna denktir.

Bir A operatoriiniin sinirsiz oldugu durumlarda onun reel ve sanal kisimlarinin

A, =

komiitatifligi arastirmak cok zor hesaplamalarla karsilastirdigindan bu durumlarda
siirsiz bir operatdriin normallik kavrami bagka (daha pratik) sekilde asagidaki
bigimde tanimlanir.

Tamm 2.1.32: (1) H Hilbert uzayinda lineer kapali bir A operatorii i¢in

D(A)cD(A") ve VT eD(A) igin ||Af|, =[A"f

’
ise, A’ya H ’da formal normal operator denir.

(2) Eger A, H ’da formal normal bir operator ve onun trivial olmayan baska formal
normal genislemesi yoksa A ’ya H ’da maksimal formal normal operator denir.

(3) Eger A, H Hilbert uzayinda formal normal ve D(A)= D(A*) ise, ona H ’da

normal operat6r denir.
Not 2.1.2: Her simetrik operatoriin formal normal, her 06z-eslenik ve iiniter

operat0riin ise normal oldugu agiktir.

Ornek 2.1.12: A: Lz[O,l]—> Lz[O,l], a:[O,l]—>]R sinirh Lebesgue 6lgiilebilir bir
fonksiyon ve Af (t) = a(t) f (t), fel, [0,1] ise, A bir normal operatordiir.

Gergekten, A lineer bir operatdr ve her f €L, [0,1] icin

13



a(t)

0<t<1

81| [0 O [ bl M =00
oldugundan AeB(L,[0,1])" dir.
Ayricaher f,gel, [0,1] i¢in

(Af,9),00) :!a(t) f(t)g(tyt =£ f(t)|a®)e(t)]d=(f.Ag)_
dir. Burada A'g(t)=a(t)g(t) olup her f €L,[0,1] i¢in

[A o =[2(8) F (1)

oldugundan A bir normal operatordiir.

*

Af

L[oa] | Lo[0.]

Tamm 2.1.33: H bir Hilbert uzay;, A ise H iizerinde D(A)=Holan kapah

lineer bir operator olsun. Eger, her X € D(A) icin Re(Ax, X) >0 oluyorsa, 0 zaman
bu A operatéoriine akkiretif operator denir.

Tanmm 2.1.34:H bir Hilbert uzay;, A ise H iizerinde D(A)=H olan kapali

lineer bir operatdr olsun. Eger her Xxe X igin fm(Ax,x) >0 oluyorsa, 0 zaman bu
A operatoriine dissipativ operator denir.
Tamm 2.1.35: Bir H Hilbert uzayinda yogun tanimli kapali bir T operatorii, eger

her xe D(T) igin D(T)<=D(T") ve [T"x

., <|Tx|,, sartlarm saglhyorsa, o zaman

bu T operatoriine hiponormal operator denir.

Tamm 2.1.36: H, ve H, sirasiyla (+), (), ic carpimlanyla iki Hilbert uzay:

olsunlar. V : H; = H, bir lineer operatérii igin, eger herhangi f,9 € H, icin

(Vf.vg),, =(f.9),

saglantyorsa bu V operatoriine izometrik operator denir.

Tanmm 2.1.37: H Hilbert uzayinda kompakt operatorlerin kiimesini C_(H) veya

. . \U2
kisaca C, ile gosterecegiz. Eger A€ C, ise 0 zaman A'A ve |A|=(A /-\)
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3

operatorleri negatif olmayan ve tamamen siirekli operatorlerdir. Bundan dolay1 |A

nmn A, (‘A‘) ozdegerleri negatif degildir ve N —00 iken monoton olarak 4, (‘A‘) -0

‘dir. Bu sayilara A operatoriiniin s-sayilar1 veya karakteristik sayilari  denir ve
S, (A), neN ile gosterilir.

Tamim 2.1.38: Operatdrlerin agagidaki siniflarin1 gz oniine alalim.
S, = {A: AeC_, Z;sjp(A)<oo, p >0}
J:

seklinde tanimlanan sinifa Schatten von Neuman Sinifi denir. Bu sinif i¢in norm,

12
(et 0)
J:
seklinde tanimlanir. Bu norm agagidaki 6zelliklere sahiptir.

) A=Al aees,) foeD(A)

i) [AB], <|Al, B, [BA], <|Al,[B]. (A€, BeH)
Eger B operatorii iiniter ise, 0 zaman

|48, =[BAl, =[Al,.

Tamm 2.1.39: A bir simetrik operator ve A reel olmayan keyfi bir say1 olsun.

(A—/_IE)D(A) ve R,=(A-AE)D(A) sirasiyla (A—ZE) ve (A-AE)

%Z
operatorlerinin deger kiimesi olarak gosterecegiz. m; ve R, H Hilbert uzaymm
alt uzaylaridir. Bu alt uzaylarin kapali olmasi gerekmez. 9%% ve %j ortogonal
timleyenlerine A operatoriiniin defekt uzaylar1 denir ve sirasiyla ‘ﬁ; ve N s ile
gosterilir. Yani 0, =(HONR, ), N, =(HoR,)’ dir.

N L ve m; defekt uzaylar sirasiyla, A operatoriinin A ve A operatdriiniin A 0z

degerlerine uygun ¢6ziim uzaylaridir, yani

N, = ker(A*—ZE), N, =ker(A-AE)" dir.
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Tamm 2.1.40: M=dim9%, n=dim; olsun. M ve N sayilarina A operatdriiniin
defekt sayilart (indeksleri) denir ve ( m,n) cifti seklinde gosterilir. Ust yar
diizlemdeki her A kompleks sayisi igin dim9t =dim9t;, dim9, =dim;. Eger
imA >0 ise m=dim9, n=dimN > dir.
Tamm 2.1.41: H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) < H — H defekt sayilar esit (sonlu
veya sonsuz) olan lineer kapali simetrik bir operator olsun. $ bir Hilbert uzay1 ve
r,, r,:D ( A*) c $H — $ lineer doniisiimler olmak iizere, eger:
i) Her f,geD(A) i¢in, (A'f,g) —(f,Ag) =(I,f,I,9), —(,f,I9),,
i) Her F,Ge$ isin {3f e D(A):I,f =F, I',f =G}
kosullar1 saglaniyorsa, (sa,rl,FZ) tgliisiine A operatoriiniin sinir degerler uzayi

denir. Ayrica yukaridaki bu tanimdan asagidaki sonucu gérmek zor degildir.

feD(A)oT,f =T,f =0.

0 2
Ornek 2.1.13: A:W/(0,1)c L*(0,1) > L*(0,1),(Af)(t):= —% f(t) operatoriiniin
defekt sayilari (2, 2) olup, onun sinir degerler uzayn,
H=C% T,f ={-1(0), f (1)}, [,f ={f'(0), f'(1)}
seklindedir [29].
Tamm 2.1.42: Eger bir B 6z-eslenik operatérii igin B” = A ise bu B 6z-eslenik
operatoriine pozitif A operatoriiniin kare kokii denir.

Tamm 2.1.43;: T, —o0< J <+, operatérii yardimiyla bir H j (T) Hilbert uzay1

tammlayalim. H=H; kompleks sayilar cismi iizerinde (--), i¢ g¢arpimi ve

Ho

| f ||HO =(f,f )zj , f € H, normu ile bir Hilbert uzay olsun. T , H Hilbert uzay

tizerinde lineer 6z-eslenik bir operatdr olsun, dyle ki her fe H, igin ||Tf ||HU > || f ||HO .
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D(Tj), 0 < j <+oo kiimesi

(T j j
(f.9),. =(T'f.7 g)HO, f,geD(T’)
i¢ carpimu altinda bir Hilbert uzayidir.
H,;=H,;(T), 0<j<+oo seklinde tanimlanan uzaya pozitif uzay, benzer sekilde

H_;=H_;(T), 0< j<-+oo, uzay tanimlanabilir ve ona negatif uzay adi verilir.

H, cH

j +i?

O<i<j<+4o, H;cH=H;cH_,, (HH.)*:H_J., O< j<+ooVeE

H.., 0< j<+oo uzayt H Hilbert uzayinda yogundur.

i
Tamm 2.1.44: H aynlabilir bir Hilbert uzay1 vel® = LZ(H,(a,b)) de Higinde
sonlu [a,b] araliginda vektor fonksiyonlarin Hilbert uzayr olsun. Burada
U (t,S), t,S e[a, b] operatorii ~ lineer  siirekli  smirli  terslenebilir  ve
U™ (t,s)=U(sit)el® , U(t,s)=U(s,t)olsun. U(t,s), t,sefa,b], H Hilbert

uzayinda

U(s;s)f=f, feD(A),

homojen diferensiyel denklemi igin sinir deger probleminin ¢oziimii olsun. Bu

operatorler ailesine evoliisyon operatdrler ailesi diyecegiz.

Tamm 2.1.45: H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) c H — H bir lineer operator olsun.

p(A):={2eC:(A-2E) eL(H)|
kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin regiiler noktalar kiimesi (veya rezolvent
kiimesi) denir.
Lep( A) olmak iizere R(A;A):=( A—/IE)fl operatdriine A operatdriiniin
rezolventasi (veya ¢oziicli operatorii) ad1 verilir.
Tamm 2.1.46: X bir Banach uzay1 olsun. A€ B ( X )ve A, He ,O(A) icin

R,—-R, :(/1—/1) R,R,

esitligi saglaniyorsa buna rezolvent operatorler i¢in Hilbert esitligi denir.
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Tamm 2.1.47: H bir Hilbert uzay1 olsun. (C\,O(A) kiimesine A: D(A) cH->H

operatoriiniin ~ spektrumu denir. A operatoriiniin  spektrum kiimesi G(A) ile

gosterilir.

Tamm 2.1.48: o, (A):={41€C:(A-AE) operatdrii bire bir degil} kiimesine

A operatériiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger A4, € o, (A) ise,
(A=%E)% =0

denkleminin X, #0 ¢oziimii vardir. Buradaki /10 ’a A operatoriiniin 6z degeri, X, a

ise /10 > a uygun bir 6z vektorii denir.

Tanim 2.1.49:

O,

(A):={AeC:(A-ZE) bire bir, R(A-AE) = H,fakat R (A~ 2E) = H
kiimesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir.

Tanm 2.150: 0, (A):={ € C:(A-4E) bire bir, R(A-AE)=H|
kiimesine A operatoriiniin artik spektrumu denir.

o, (A) , O, (A) ve o, (A) kiimeleri ayriktir. Ayrica spektrumun tanimindan
o(A)=0,(A)uo,(A)uo,(A) oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 2.1.14: L, (O,l) uzaymda A:L, (0,1) ->L (0,1) operatori i¢in

0

(1) Au=u'+au, D(A)=W,(0,1);
(2) Au=u"+au, D(A,)={ueW,(0,1):u(0)=0},

operatorlerinin spektrumlarini bulalim.

Céziim 2.1.14:

(1) AeCiginR(A—1E) Le®") oldugunu gosterelim.

0

Gergekten, her u(t) eW, (0,1) i¢in

= (u', el )L o +(u, (a—/_l)e(a_l)t)

o' +au—Au, el )

L,(0.0) L,(0.0)
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— (u, ela ) ),L o (u, (a - /_”t) el 7k )
= (u (1),67) )

oldugundan her AeCiginR(A —AE)Lel™

+ (u, (a—ﬁ)e(a_z)t )

L,(0.1)

~(u(0).1), 5, =0

L(0.2)
“* ve buradan R(A—AE)Le*?)
bulunur. Yani, R(Ai——/lE);t L, (0,1) olacaktur.
Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gére o(A)=0,(A)=C.

(2) Au=u"+au, A:L,(0,1) >L,(0,1), D(A,)={ueW,(0,1):u(0)=0}.
Bu durumda 4 €C i¢in

u'+au=Au+f, f el (0,1)

denkleminin genel ¢6ziimii
t
u(t)=ce ™+ [e It (s)ds
0
seklinde olup U (0) =0 sinir deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her 1€C ve
her feL,(0,1) igin (A, —A)u= f denkleminin

e 1 (s)ds ew; (0,1)

u(t)=

O t—y

seklinde bir tek ¢oziimii vardir, yani her 1€C igin (A, —/IE)fl € B(L2 (0,1)) > dir.
Baska bir ifadeyle G(Az) =, p(Az) =C" dir.

Tamm 2.1.51: H bir Hilbert uzayi ve T:D(T)cH —H lineer kapali bir operatér
olsun. Eger p(T)#@ ve A€ p(T) igin R,(T)eC,(H) ise T ye H’ da ayrik
spektrumlu operator denir.

Tamm 2.1.52: f:R R siirekli bir fonksiyon ve A!: D(A)C H — H bir Hilbert

uzayinda 6z-eslenik bir operatdr olmak tlizere
D( f (A)) :={x eH: f |f (/1)|2 d(E,x,x)< +oo}

(burada E,, A operatérii igin birimin ayrilisidir) kiimesi {izerinde
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f(A)::T f (1)dE X, f(A):D(f (A))c H—>H

—0

seklinde tanimlanan operatore A operatoriiniin f fonksiyonu denir.

Tamm 2.1.53: H bir Hilbert uzayi, A:D(A)JcH —>H, B:D(B)cH —>H iki
lineer 06z-eslenik operator ve EX(A), AeR, Eﬂ(B), uelR sirasiyla AveB
operatorlerinin spektral fonksiyonlar1 olsun. Eger her A,u€R icin EQ(A) ve

Ey(B) sinirli 6z-eslenik operatorleri komutatif iseler, Ave B operatorlerine H

Hilbert uzayinda komutatif operatorler denir.
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3. YAPILAN CALISMALAR
3.1. SIMETRIK OPERATORLERIN GENIiSLEMELERI
3.1.1. Dissipativ Genislemeler ve Sinir Deger Problemleri

Biz bu boliimde esit defekt sayili, 6zelikle 6z-eslenik olan simetrik bir operatoriin
dissipativ genislemeleri ele almmustir. Yani simetrik operatorlerin  6z-eslenik
genislemeler teorisinde kullanilan geleneksel yaklasimin aksine diferansiyel
denklemler i¢in sinir deger problemlerinde kullanilan uygun simir sartlar1 altinda
geniglemeleri incelenmigtir. Burada bir dissipativ lineer baginti ve sinir deger uzayi

kavramlar1 bizim i¢in énemli kavramlardir.

3.1.1.1. Simetrik Operatorler

Tanmm 3.1.1.1.1: A yogun taniml bir § Hilbert uzayinda lineer bir operatdr olsun.

Budurumda A c A" ve her f, g € D(A) igin;

(Af.9) = (f,Ag) (3.1)

ise A operatoriine simetrik operator denir. Burada D(A), $ hilbert uzayinda

yogun tanimlidir.

Oz-eslenik bir operator daima kapali oldugundan A € A*  bagmtis1 simetrik
operatoriin kapanabilir oldugunu gosterir. Dolayisiyla simetrik operatorleri asagidaki

sekilde kapanabilir oldugunu g6z 6niinde bulunduracagiz.

5 0 0
Ornek 3.1.1.1.1: $=1,(0,1), Af = ——, D(4)=W2(0,1) olsun. W}(0,1)

dt2’

0
tanimindan ve W, (0,1) = C'[0,1] oldugundan, A operatérii kapalidir. Iste burada

A’vya

AN () = —£L0

dt?

diferansiyel ifadesi tarafindan L,(0,1) iizerinde iiretilen minimal operator denir.
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0
Her f, g €W, (0,1)igin,

f(l[f])(t)@dt—f fFOUSFD) dt
0 0

= (f(Dg'(D) - FMgD) - (£(0)g'(0)) — £'(0)g(0)) (3.2)

olup, buradan f,g € D(A) i¢in (3.1) saglanir. Bu yiizden A operatorii simetriktir.

0

Simdi A*’ 1 bulahm. M:Mf = —f", (M) = W, (0,1) olsun. (3.2)” ye gore f €

D(A) , g € DWM) igin, (Af,g) — (f,Mg) =0° dir. Yani, M c A*> dir. Diger

taraftan, eger g € D(A*), h = A*gve go € W, (0,1), I[x] = h denkleminin keyfi
bir ¢6ziimii ise bu durumda her f € D(A) igin (3.2)’ den (f,h) = (f,llgo]) =
(UIf1, 90) = (Af, go) oldugu goriilir.

Ayrica eslenik operatoriin tanimindan (f, h) = (f,A*g) = (Af, g)‘dir. Béylece her
feDOD) igin (Af,g—go) =0 dir. Burada g—go . ~5(g—go) =0
denkleminin genellestirilmis bir ¢oziimiidiir. Boylece her t € [0,1] i¢in g(t) =
go(t) + a + St “dir.

0
Sonug olarak g € WZZ(O,l) =D(M)olup A*g = h =l[g,] = l[g]° dir.

Bu yiizden, A* = M’dir. D(A4) kiimesi, f(0)=f'(0)=f(1)=f(1)=0 s
sartlartyla D(A*)’ dan farklidir. Sinir durumlarii belirli bir sekilde uygulayarak, A
operatoriiniin diizgiin genislemelerini belirlemek miimkiindiir. Yani 4,4 c A c A*
dir. Daha sonra f(0) = f(1) = 0 kosulunu inceleyecegiz. Ornegin A’ nin bir 6z-
eslenik genislemesini verece8iz. Diger taraftan, A ‘nin genislemelerinin, genis
siiflarinin sinir kosullart agisindan tanimlanabilecegini gorecegiz. Ayrica, uygun bir
sekilde genellestirilen sinir kosulu kavrami, genel simetrik operatorler tanimlanmasi

icin evrensel bir ara¢ olarak ortaya ¢ikacaktir.
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Simdi genel duruma donelim. A, $ © da keyfi simetrik bir operator ve A kompleks
bir say1 olsun. M, = R(A — AE) esitligini gbéz Oniine alalim. Buradan, 9, =
$ O M, kiimesi 1 6z degerine uygun A* operatdriiniin 6z uzayiyla ¢akisir.

Gergekten eger g € N, ise, 0 zaman herhangi bir f € D(A) i¢in,

(Af =Af,9) =0 (3.3)
yani;

(4f,9) = (f, Ag)’ dur. (34)
Bu ise, A* operatoriiniin tammmina gore, g € D(A*) ve A'g = Ag anlamina
gelmektedir. Diger taraftan, A*g = Ag ise, her bir f € D(4) icin (1.4) esitligi
saglanir. Boylece, g € 9t,' dir.

Tanim 3.1.1.1.2: k =1,..,n, fi € My i¢in f; + f, + -+ f, = 0 denklemi sadece
fi=f,==f,=0 i¢in saglamiyorsa bu M;, M,, ..., M,, kiimelerine lineer

bagimsizdir denir.

Teorem 3.1.1.1.1: D(A), 9Nz, N, lineer kiimeleri lineer bagimsizdir ve onlarm

direkt toplam1 D(4") ile ¢akisir. Yani

D(AY) = D(A)+954M, (3.5)

Ispat: Once lineer bagimsizlik boliimiinii ispat edelim.

f+g+h=0feD), geNy hef, (3.6)

olsun. A* — AE operatériiniin (1.6) esitliginin her iki tarafina da uygularsak

(A-2E)f+(1-2)g=0 (3.7)
esitligini elde ederiz. Ancak, (A —E ) f €My, (A —A)g € Ny * dir. Bu alt uzaylar
ortgonal oldugu i¢in (3.7) esitligi ancak

(A—2AE)f =0, 2—-Dg=0 (3.8)
olmasi durumunda miimkiindiir. Bu esitliklerden ilki A(f, f) = (Af,f) oldugunu
gostermektedir. A’nin simetrikliginden dolay1 (Af, f) reeldir. Bu yiizden f = 0 olur.
(3.8)’de ikinci esitlikten g =0 oldugu aciktir. (3.6) esitligi g6z Oniinde

bulundurulacak olursa, h = 0 sonucuna varilir.
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Simdi, (3.5) formiiliinii ispat edelim. D(A*) D D(A)+I;+N; agiktir. Geriye sadece
her bir u € D(A*) vektorii i¢in

u=f+g+h feD), geRy heN, (3.9)
oldugunu gostermek kalir.

[lk olarak, M3 kiimesinin kapali oldugunu biliyoruz. Herhangi bir ¢ € D(A4) igin,

(4= AE)o||" = ((A — ReA.E)g + ilmA. ¢, (A — ReA. E)g + ilmA. @)
= ||(A — ReAd.E)||? + ilmA(p, (A — Red.E)¢
—iImA((A — Red.E)op, @) + (ImA)?||¢||?
= [|(A — ReAE)@||? + (ImA)?|l ]I,

durumu ortaya ¢ikar ve bu nedenle de

A = ZEYg||* = (ma)2llll? ¢ € D(A) (3.10)
elde edilir.
Eger ¢, € $ kiimesi, n — o iken (A — AE )(pn — 1 € $ sartin1 saglayan bir dizi ise
bu durumda, o halde (3.10)’ dan ve $ uzaymin tamhgmdan dolayi, ¢, = ¢, elde
ederiz, burada ¢,, $’ da belirli bir vektordiir. A operatorii kapali oldugu igin,
Po EDA), Y = (A —/TE)(pO durumlarin1 elde ederiz. Bu da 9t;’ nin kapali
oldugu anlamma gelmektedir. 9t;” nin tanimmdan ve 93’ nin kapali olmasindan
dolay, $ = My @ Ny ortogonal ayrilist saglanir. Ozel olarak (A* — 1E )u =v +
v, vVEMV eENy v =(A-2E)f, fEDUA) ve v ;v =(1-2)g, g€
Jt7 seklinde yazilabilecegi igin,

(A= AE)u=(A-2E)f+ (A—)g=(A"=2E)(f + g)
esitligini elde ederiz. Ciinkii A*f = Af, A*g = Ag’dir. Bu
(A= 2E)(u—f—9g) =0

oldugunu gostermektedir. Bundan dolayi, h=u—f —g € 9N, dir. Boylece,
f €D(A), g € Ny, h € Ny olacak sekilde h = f + g + h durumu ortaya ¢ikar ve

(3.9) gosterimi ispat edilmis olur.
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A*u = Af + Ag + Ah  oldugu igin Teorem 3.1.1.1.1, A* operatdriiniin tam bir

tanimini vermektedir.

n, = dimJy, n_ = dimJty sayilart 4, ImAd > 0yar diizlemi boyunca ilerledigi
zaman degismez. (n,,n_) defekt ¢iftine A operatoriiniin defekt endeksleri adi

verilir. Buradaki n, , n_ sayilarina ise onun defekt sayilar1 denir.

Asagidaki sonug direkt olarak Teorem 3.1.1.1.1° den elde edilir.

Sonu¢ 3.1.1.1.1: Kapali bir simetrik Operatoriin 6z-eslenik olabilmesi i¢in gerek ve

yeter kosul onun defekt indeksinin (0, 0)’ a esit olmasidir.

3.1.1.2. Dissipativ Operatorler
Tanmm 3.1.1.2.1: A, $ hilbert uzayinda D(A) yogun tanimli bir lineer operator
olsun. Eger her f € D(A) igin

Im(Af,f) =20 (3.11)
ise A’ ya dissipativ operator denir.
Eger her f € D(A) igin

Im(Af,f) <0 (3.12)
ise A’ ya akiimiilatif operator denir.
Bir lineer A operatériniin akiimiilatif olabilmesi i¢in - A’nin disipativ olmasi
gerektigli icin dissipativ operatorle ilgili tiim sonuglar kolaylikla akiimiilatif
operatorler i¢in de degistirilerek yapilabilir.
Bir dissipativ veya akiimiilatif operator, eger trivial olmayan yani A’nin kendisinden
farkli higbir dissipativ veya akiimiilatif genislemesi yoksa buna maksimal dissipativ

(maksimal akiimiilatif) denir.

Bir dissipativ bir operator her zaman kapanabilirdir. Gergekten, f,, € D(A) i¢in
fn = 0 ve Af, = g (n — x)olsun. Her hangi bir f € D(A) ve keyfi a kompleks
sayis1 i¢in

Im(A(f + af).f +afy) 20

olur. Buradan da limit durumuna gecersek

Im(Af,f) + Ima(g,f) =0
elde edilir.
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Bu esitsizligin keyfi bir @ kompleks sayisi i¢in saglanabilmesi igin gerek ve yeter
kosul (g, f) = 0 olmasidir. D(A4) , %’ da yogun oldugundan dolay1 g =0’ dir.
Dissipativ operatoriin kapanisi da dissipativ oldugu agiktir. Bir maksimal dissipativ

operatdr daima kapalidir.

Teorem 3.1.1.2.1: Her dissipativ operatoriin maksimal bir dissipativ genislemesi
vardir. Bir dissipativ A operatoriiniin maksimal dissipativ olabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli kosul ImA < 0 sartin1 saglayan keyfi A i¢in R(A — AE) ‘nin tim uzayla

cakigmasidir.

Ispat: A, kapali bir dissipativ operatér ve ImA < 0 olsun. O zaman R(A — AE)
kapalidir. Gergekten, (1.11) esitligi Im((A — AE)f, f) = —ImA(f, f) durumunu
gostermektedir, fakat Im((A — AE)f, f) < |[(A=2AE)fI.IfII dir. Yani
—ImA||f|l < ||(A = AE)f||” dir. Buradan R(A — AE) kapalidir. Simdi iki ihtimal
bulunmaktadir. Eger baz1i A (ImA < 0) igin, R(A — AE) = $ ise, bu durumda A
operatorii maksimal dissipativdir.

Eger R(A—AE) # % ise 0 zaman A operatorii trivial olmayan dissipativ bir

genislemeye sahiptir. A operatorii dissipativdir:

(A(f +w), f +u) = (Af. ) + 2w w) + (Af,w) + A(u, f)
= (Af,f) + 2w, w) + (f, A"w) + 1w, f)
= (Af,f) + 2w, w) + A(f,w) + A(u, f),

boylece,
Im(A(f +w), f +u) = Im(Af, f) + ImA(w,u) = 0

olur.

Son olarak, ER(/I—AE) =% oldugunu dogrulamak zor degildir. Yukarida
gosterildigi iizere, A operatorii maksimal dissipativtir.

Simetrik bir operatoriin ayni anda hem dissipativ hem de akiimiilatif oldugunu

gosterelim. Teorem 3.1.1.2.1 ve Sonug¢ 3.1.1.1.1 ‘den goriiliiyor ki, bir operatdriin
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hem maksimal dissipativ ve hem de maksimal akiimiilatif olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul onun Oz-eslenik olmasidir. Maksimal dissipativ veya maksimal
akiimiilatif olan simetrik bir operatore maksimal simetrik denir. Teorem 3.1.1.2.1° e
gore, simetrik bir A operatoriiniin maksimal simetrik olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul onun defekt sayilarindan birinin sifira esit olmasidir (Nainmark, 1968). Baska
bir ifadeyle A operatoriiniin maksimal simetrik olabilmesi igin gerek ve yeter kosul o

operatoriin trivial olmayan simetrik genislemelere sahip olmasidir.

Teorem 3.1.1.2.2: A, simetrik bir A operatoriiniin dissipativ (akiimiilatif) bir
genislemesi olsun, bu durumda A c A* olur.
Ispat. A o A’nin dissipativ bir uzant1 oldugunu varsayalim. Teorem 3.1.1.2.1° e

gore, A operatorii maksimal dissipativdir. Simdi asagidaki operatdrleri goz Oniine

alalim.

B=(A—iE)(A—iE)t, B=(Ad-iE)(A—iE)" (3.12)
operatOrlerini  diislinelim. —i sayisinin  dissipativ (ayn1 zamanda simetrik) bir
operatoriin 6z degeri olamayacagimi gormek hi¢ de zor degildir. Bu yiizden, (3.12)
formiilii anlamlidir. B operatorii simetrik olarak 9t_;” den Mt; lizerine izometrik bir

dontigimdiir. Eger f € M_; ise, yani g € D(A) i¢in f = (A + iE)g ise, bu takdirde

IBfII? = [I(A = iE)gll* = ((A - iE)g, (A — iE)g)
= (Ag,Ag) — i(g,Ag) +i(Ag,9) + (9, 9);
IF1I? = 1I(A +iE)gll* = ((A +iE)g, (A + iE)g)
= (Ag,Ag) +i(g9,Ag) — i(Ag,9) + (g, 9);
olur.
(Ag,g) = (g,Ag) esitligi ||Bf|| = ||f]| durumunu gostermektedir. Benzer sekilde
Teorem 3.1.1.2.1° e gore $ ’nin tamaminda tanimhh B  operatdrii bir
daralmadir. ||§f|| < |If|| ¢ dir. Boylece (3.12)" den
A=—-iB+E)B—-E)t,  A=-i(B+E)(B-E)"
olur. B'nin B operatoriiniin bir genislemesi oldugu aciktir. u € 9t_; olsun. Bu
durumda u L ©(B)’ dir. Her hangi bir u € D(B) vektorii ve keyfi & karmasik

say1sl igin
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1Ev +ull2 = |[BEv+w)| =0 (3.13)
durumu gergeklesir.
|Bv|| = IBvll = |Iv|l oldugu diisiiniilerek, (3.13)’ten

lll? = [|Bul|” - 2Re (¢ (Bv, Bw)) = 0.
elde edilir.
g, keyfi bir sayt oldugu icin, (Bv,Bu)=0olur. Bdylece, herv € D(B) igin
Bv L Bu=Bvolur. YaniBu L 9; veya BueN, dir. Bu ise B=B®C
anlamma gelir. Burada € daralma doniisiimidiir. g, ZD(/I)’ dan alinan keyfi bir
eleman olsun. f = (A + iE)g ise, 0 zaman Bf = (A —iE)g ‘dir. Son iki esitlikten

su sonuclar1 elde ederiz:

.1 1
ag=5(f-Bf)= 5:(fi+ fa—Bf — Cf2)

1 1
~ Z_i(fl —Bf1) + Z_i(fz = Cfz),
burada, f; € M_; ,f, € N_;” dir. B operatoriiniin tanimina gore, f; — Bf; €
D(A) dir. f, —Cf, € N_; + N; olur. Bu yiizden g € D(A") olup
A'9=— A(fy = Bfi) +(f, = Cf2) = 5 (i = BA) +5(f, = Cf2)

elde edilir. Diger taraftan,

Ag=3 (f +Bf ) +5(f—Cf) = 5(fi = BA) +5(f = Cf)
olur. Boylece Ag=A"g’ dir.

3.1.1.3. Lineer Bagintilar
Bir © Hilbert uzayinda bir lineer baginti deyince keyfi bir 8 € H @ & lineer alt
kiimesini anlayacagiz. Eger 6; , 6, lineer bagintilar ve 6; < 6, ise bu durumda

0,‘ye 6, in bir genislemesi diyecegiz.
Tamm 3.1.1.3.1: Bir 6 lineer bagintisina, eger keyfi {x,x'} € 0 i¢in Im(x',x) =0

(eger Im(x',x) < 0veya Im(x’,x)=0) ise, dissipativ (akiimiilatif, simetrik) denir.

Bir dissipativ (akiimiilatif, simetrik) bagintinin eger trivial olmayan dissipativ
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genislemesi yoksa maksimal dissipativ (maksimal akiimiilatif, maksimal simetrik)
ad1 verilir. Simetrik bir baginti, ayn1 anda hem maksimal dissipativ hem de maksimal
akiimiilatif ise Hermitian (veya 6z-eslenik) adini alir.
Eger, {x,x'} € 6, {y,y'} €0 vex' +ix =1y'+ iy ise, budurumda

x—yx' —y}teb,x' -y =-i(x - y).
Diger taraftan

0 <Im@' —y,x—y)=Im(=iCx —y),x — y)=—|lx — y|]?
olur ve bu sebeple x = y,x" = y’ elde edilir. 6 bagintisinin Cayley doniisiimii adi
verilen U, operatorii asagidaki sekilde tanimlanir:

DWUy) =" +ix: {x,x'}e 0), Uy(x' +ix)=x"—ix
Bu tanima gore

1Us (" + i) 112=11x'117 + lIxlI* — 2Im(x’, x),

" + ix|I?= llx'12 + N1xI* +2 Im(x’, x),
ve 6 dissipativ oldugu i¢in;

Uy (x" + )|l < llx" +ixll, {x,x'} €6 (3.14)

olur.

Eger 6 bagmtis1 simetrik ise, o zaman (3.14)’ teki esitlik gegerli olmus olur.
Asagidaki teorem, yukarida belirlenen siiflara ait olan lineer bagintilarin yapisini

tanimlamaktadir.

Teorem 3.1.1.3.1:

(K—E)X'+i(K+E)x=0 (3.15)

(K-E)x"—i(K+E)x=0 (3.16)
denklemleri tarafindan belirlenen lineer bagintilar sirasiyla maksimal dissipativ ve
maksimal akiimiilatiftir.
Burada K, $ {iizerinde bir daralmadir. Tersine olarak sirasiyla keyfi maksimal
dissipativ ve maksimal akiimiilatif bagmtilar (3.15) ve (3.16) formunda gosterime
sahiptirler. Buradaki K daralmasi bir baginti tarafindan tek sekilde belirlidir.
Sirasiyla maksimal dissipativ ve maksimal akiimiilatif bagmtilarinin simetrik

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul (3.15) ve (3.16) daki K operatoriiniin izometrik
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olmasidir. Hermitian bagintilarinin genel sekli (3.15) ve (3.16) formiilii tarafindan

verilmistir. Burada K, $ lizerinde bir iiniter operatordiir. (Gorbachuk, 1991)

Sonug 3.1.1.3.1: Maksimal simetrik bir 8 bagintisinin maksimal dissipativ mi yoksa

maksimal akiimiilatif mi oldugunu gostermek zor degildir.

Gergekten, 6 maksimal akiimiilatif bagmtisinin Uy Cayley doniisiimiinii ve Uy, *deki
6, bagmtisimi (67 = {{—x,x'}: {x,x'} €0 }) goz oniine alalim. Bunlar izometrik
operatorlerdir. D(UQ)ZER(Ugl) ve ER(Ug):iD(Ugl) oldugu icin,
Ug, Up, operatdrlerinden en az biri $’nin tamaminda tammlamr. Aksi takdirde
tim $ uzayinda birinin izometrik bir genislemesini olusturmaliyiz. Bu yiizden
uygun bir lineer bagintinin simetrik bir genislemesi maksimal simetrik olmasiyla

celismektedir. Bu nedenle, 8 (3.15) veya (3.16) denklemlerinden biriyle belirlenir.
Sonug¢ 3.1.1.3.2: (3.15) denkleminde iiniter bir K operatorii igin
(cosC)x — (sinC)x' =0

yazilabilir burada, C, K = e=2¢ esitligiyle K operatorii ile baglantili § ¢ da 6z-

eslenik bir operatordiir.

Sonu¢ 3.1.1.3.3: Teorem 3.1.1.3.1’in ispatina benzer genelligi bozmadan keyfi

dissipativ ve akiimiilatif bagintilar sirasiyla asagidaki sekildedir:
K(x'+ix) = x" —ix, x'+ix € D(K)
K(x'—ix) = x" +ix, x'—ix € D(K)

Burada K; Her f €D(K) icin, ||[Kf|| < |If]| Ozelligine sahip lineer bir
operatordiir. $ ’da dissipativ ve akiimiilatif bagintilarin simetrik olabilmesi igin

gerekli ve yeterli kosul K operatdriiniin izometrik olmasidir.
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3.1.1.4. Simir Deger Uzaylan ve Dissipativ Genislemelerin Ifadesi

A, hilbert uzayinda esit, sonlu veya sonsuz defekt sayili, kapali simetrik bir

operator olsun.

Tamm 3.1.1.4.1:
i) Her f,g € D(A%) i¢in (A°f,9) — (f,A"9) = (I1f . [29) 5 — (I2f, 19D 3 5
i) Her Fi,F, € H i¢in I1f = F;,I,f = F, olacak sekilde f € D(A*) vardr,

seklinde tamimlanan I3, 15: D(A*) - H ya bir lineer dontisiim, H ‘da bir Hilbert
uzay1 olmak tizere (7, Ty, I;) Ugliisiine A operatoriiniin bir sinir deger uzayi denir.

Bu tanima gore f € D(A) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

Lf =Lf=0

olmasidir. Gergekten Tanim 3.1.1.4.1° deki ii” ye gore f € D(A) i¢in [1 f = —I,f ve
I,g = I3 f olacak sekilde bir g € D(A*) vardir. Buradan

0=(4"f,9) — (f,4°9) = (Lf, L@w — (Lf, 09w = ILfIIP, + L2,
olup If =Lf =0dm.

Tersine olarak eger I1f = I,f =0 ise bu durumda her g € D(A") igin (A*f,g) =
(f,A*g) olur. Bu ise f € D(A™)=D(A) oldugunu gosterir. Boylelikle ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.1.4.1: (n,n) (n < o) defekt endeksine sahip herhangi bir simetrik

operator igin, dimH =nolan (H,[},I;) bir smir degerleri uzayr vardir.
(Gorbachuk, 1991)

Simdi, (H, I3, I3), A’ nin keyfi bir sinir deger uzay1 olsun.

Teorem 3.1.1.4.2: Eger, K , $ ‘da bir daralma ise, o zaman f € D(4")
elemanlarinin kiimesi i¢in asagidaki sartlar1 saglayan A* operatoriiniiniin kisitlanigi

strastyla A’nin bir maksimal dissipativ ve maksimal akiimiilatif genislemesidir.

(K-E)Lf +i(K+E)Lf =0 (3.17)
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(K-E)Lf —i(K+E)L,f =0 (3.18)

Tersine olarak sirasiyla A operatoriiniiniin keyfi maksimal dissipativ ve maksimal
aktimiilatif genislemesi f € D(A*) elemanlarinin kiimesi i¢in A* ‘in kisitlanis
(3.17) ve (3.18) esitliklerini saglar. Burada bir K daralmasi bir genisleme

tarafindan tek tiirld belirlidir.

$ tizeride bir A operatdriiniiniin maksimal simetrik geniglemeleri ( 3.17) ve ( 3.18)

durumlarinda tanimlanir. Burada K izometrik bir operatordiir.

Eger K initer ise bu sartlar bir 6z-eslenik genislemeyi tanimlar. ( 3.17) ve ( 3.18)
esitlikleri (cosC)I,f — (sinC)I;f = 0’ a denktir.

Burada C, © tizerinde 6z-eslenik bir operatordiir. Sirasiyla A operatoriiniin dissipativ

ve akiimiilatif genislemelerinin genel hali:

KWLf +ilLf) = Lf —ilaf,  Lf +ilf € D(K) (3.19)
ve

K(Lf —ilLf) = Lf +ilhf, Lf —ilf € D(K) (3.20)

ile verilmektedir. Burada K, f € D(K) ||Kf]|| < ||f]| sartim1 saglayan bir lineer
operatordiir. (1.19) ve (1.20) formiilleri tarafindan simetrik genislemelerde

tanimlanir. Burada K izometrik bir operatordiir (Gorbachuk, 1991).

3.2. POZITiF TANIMLI SIMETRIK OPERATORLER VE BUNLARIN
COZULEBILIR GENISLEMELERI

Bu boliimde, soyut sinir sartlari dilinde, A*’ in kisitlamalar1 olan pozitif tanimhi
simetrik A operatoriiniin tiim ¢oziilebilir genislemeleri tanimlanmustir Ki bunlar A*

‘i kisitlaniglaridir.
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3.2.1. Coziilebilir Genislemeler

Tamm 3.2.1.1: A, bir pozitif tanimli simetrik operator olsun. Eger bir A operatérii
A c A c A* kosulunu saglamak iizere A ~* mevcut ve $ tanim kiimesinde sinirl1 bir

operatOr ise buna A operatoriiniin bir 6zel ¢oziilebilir genislemesi denir.

Literatiirden biliyoruz ki pozitif tanimli simetrik bir operatoriin daima diizgiin
¢oziilebilir genislemeleri vardir. Soyut sinir sartlar1 dilinde bu genislemelerin tam bir

tanimini verecegiz.

Teorem 3.1.1.4.2 pozitif belirli simetrik bir operatoriin her zaman diizgiin
¢oziilebilir uzantilar1 oldugunu gostermektedir. Bunlarin biz A’nin pozitif taniml
A genislemesini ele alalim. Bu genellikle Friedrichs genislemesidir (Gorbachuk,
1991).

D(A") =D(A)+ KerA® (3.21)
ayrisimi saglanir. Gergekten kabul edelim ki,
fEDMA)Vveg=A1Af, h=f — golsun. Budurumda g € D(4),
Ah=Af—-Ag=Af—Af =0 oluryani, h € Ker A*ve f = g + h “dur.
P ve P, ile D(A*)’ dan fD(Z ) tizerine projektorler ve sirasiyla (3.21) ayrisiminin
gosterimidir.
Tamim 3.2.1.2: H bir Hilbert uzayi, I7 ve I, de D(A*) » H lineer doniisiimlerdir.
Eger

1) Herhangi bir f,g € D(4") i¢in (A*f,g) = (AP f,P g) + (I\f, [39)3 “dir.

2) Herhangi bir F, ,F, e X i¢in, I1f =F,, If =F, olacak sekilde f €
D(A*) eleman vardir,

kosullar1 saglaniyorsa bu (#, 7, I5) tglisiine (3.21) gosteriminin A operatoriine
uygun bir pozitif sinir deger uzayi ad1 verilir.

Kolaylikla goriilebilir ki bir pozitif smir deger uzayr (3.4) kisimindaki tanim

anlaminda da bir sinir deger uzayidir.
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P :$ — Ker A* bir ortoprojektor olsun. Buna gore

Lemma 3.2.1.1: A operatoriiniin pozitif bir sinir deger uzayr asagidaki sekilde

olusturulabilir.
HO® =Ker A*, I’=PAP, =P, (3.22)
Ispat: Eger, f,g € D(A*) ise, bu durumda
Af.9)=(A(Pf+Py)Pg+Pof)Pg+Pg)
=(APf,Pg)+(APf Pg)=(APf,Pg)+ (I f,I9)
olur. F;, F, € H° icin f = A~'F, + F, olarak segilirse,
L°f =PAA'F,=PF =F, If = PoF, = F,

elde ederiz. Asagidaki Lemma 6zel olarak keyfi bir pozitif sinir deger uzayi ile
(3.22) sinir deger uzay1 arasindaki baglantiy1 gosteren konu tizerinde 6nemli bir rol

oynamaktadir.

Lemma 3.2.1.2: Kabul edelim ki (KLY ve (H? ALY, (3.21)

gosteriminde A operatdriiniin uygun pozitif sinir degerler uzay1 olsun. Bu durumda
LM =UX2, I} =UXI7

‘dir. Burada U, H?’ den H?! ‘e izometrik bir doniisimdiir. X;(i = 1,2), H? de
sinirlt bir operatdr ve sinirli bir terse sahiptir ayrica X;X; = E “dir (Gorbachuk,
1991).

Simdi, (H,13, I;) keyfi bir pozitif sinir deger uzay1 olsun.

Teorem 3.2.1.1: B, $ tizerinde keyfi sinirli lineer operatorii icin, f € D(A")

elemanlar kiimesi A* operatoriiniin kisitlanisi igin

Lf = BILf (3.23)
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saglaniyorsa buna A’ nin bir diizgilin ¢6ziilebilir genislemesi denir. Diger taraftan, bir
A operatoriiniin keyfi bir diizgiin ¢oziilebilir genislemesi f € D(A*) kiimesi igin A*

‘i kisitlanigi (3.23) ‘U saglar.

Ispat: Az , A" n tiim f € D(A*) elemanlarinin kiimesi igin (3.23) sartin1 saglayan

bir kisitlanisi olsun. A < Ag < Aoldugu agiktir.

Simdi Az operatdriiniin sinirli bir terse sahip oldugunu ispat edelim. ilk once

asagidaki esitligi yazalim
Ay = Ap- (3.24)

burada Ag- , If = B'I1f sartina uygun bir genislemesidir. Eger f € D(A4p),
g € D(A") ise bu durumda

(AB f'g) - (f,A* g) = (Flfl['Zg)ﬂ-[ R (szr['lg)ﬂ-[

= (ILf, 93 — BLf, 19)5 = (ILf, (I = B [1)g)5’

dir. Buradan g € D(Ap) olabilmesi igin gerek ve yeter kosul g € D(Ap+)

olmasidir.

Ap € A", Ap- c A" oldugunu gosterir. Yani (2.4) esitligi dogrudur. Bu ise
Ap = (Ag+)" oldugunu gosterir, yani Ag kapalidir.

Eger Agzf =0ise bu takdirde f=g+h, g€ @(Z), h € KerA* oldugunu
varsayarak, Agf = A*f = A g = 0 buluruz. Béylelikle g = 0 ve f € Ker A*  dur.

Lemma 3.2.1.2° ye gore
L=UXIP,  I=UX,I (3.25)

dir, burada U, $ iizerinde KerA™ ‘in bir izometrisi ve X;, X, de Ker A* da sinirh
operatorlerdir. Ozel olarak, I3 f = UX, PAP f = 0 ise bu takdirde I,f = BI,f =0
‘dir. Yani f € D(A) i¢in Af = Agf = 0 olur. A pozitif tanimli oldugu i¢in f = 0’
dir. Boylelikle Ker Ag = {0} oldugu gosterilmis olur.

Simdi, R(Ag) = $ oldugunu ispat edelim.
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Keyfi birh € § icin, f = A ~*h + X;*U~'BUX, Ph esitligini olusturalim.
f € D(A*) ve A*f = h oldugu agiktir. Diger taraftan (3.25)” e gore;
I,f =UX, PAP f = UX,Ph
If = UX,Pyf = BUX,Ph
‘dir. Sonug olarak, I;f = BI;f ‘dir.Yani, f € D(Ag) ve Agf = A*f = h’ dr.

Boylece, Az operatdrii vardir. Bu tiim $ uzayinda tanimli ve kapalidir. Banach

Teoremine gore ise Ag® sirlidir ve Ap genislemesi bu yiizden ¢ziilebilirdir.

Tersine olarak A;, A operatoriiniin bir diizgiin ¢oziilebilir genislemesi olsun.

f € D(4,) i¢in (3.25) i uygulayalim.

I,f = UX, PAPf,

Lf =UX,Po f = UX,PoyAT A (P f + Pof) = UX,PoAT AP f.
E—P, R(A) , iizerinde ortoprojektor oldugu igin, (A7 — A4 ~)(E—P) =0
olur. Buradan

Lf =UXPo (AT =AY + A" )APf=UX,(A7* ~A)APf

=UX,(A7* = A )PAPf= UX,(A7' — A N)XT'WUTLf

yazilabilir. Bunedenle I,f = BI; f elde edilir. Burada

B=UX,(A{' —A"H)X{'U™t “dir.

Boylece, A; < Ap oldugu ispat edilmis olur. A; ve Ap operatorleri simrh
terslenebilir ve onlarm tersleri tim $ iizerinde tanimli oldugundan  A; =Ap elde

ederiz.

Sonu¢ 3.2.1.1: B= UX,(Az' — A "H)X{'U™! formiilii dogrudur. Burada U, #
tizerinde Ker A*’1n bir izometrisidir, X; ve X,, Ker A* {izerinde X;.X; = E sartin

saglayan sinirl terslenebilir operatorlerdir.
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3.3. GENISLEMELERIN SPEKTRAL OZELLIKLERIi

Bu bolimde, (3.17) ve (3.18) smur sart1 ile ilgili simetrik bir A operatoriiniin
maksimal dissipativ (maksimal akiimiilatif) A, genislemesinin spektral 6zellikleri ile
K operatoriiniin - 6zellikleri arasindaki baglantiyr ortaya koyacagiz. Buradaki
teoremler kiyaslamali bir nitelik tasimaktadir. Ay, operatorii , bir Ay, Operatorii ile
kiyaslanacaktir. Yani spektrumun ayrikligi rezolvent operatdriin S, Schatten-von
Neumann smifina aitligi ve 6z degerlerin asimtotik davranisi incelenecektir. Bagka
bir ifadeyle bu kiyaslama eger K; ve K, operatorleri belirli bir anlamda kapali ise bu

takdirde Ay, , Ak, gibi aym ozelliklere sahiptir.

3.3.1. Sinir Doniisiimleri

Bir simetrik A operatoriiniin sinir deger uzayr taniminda(alt bolim 3.1.4), I3, [, :
D(A*) » H smur doniisimil keyfi siirekli 6zelliklerine sahip olmasi gerekmez. Yine
de onlar otomatik olarak goéziikmektedir. (#,I3,15) , A operatoriiniin keyfi simnir
deger uzayr olsun. yf ={ If,1f} ile verilen y:D(4*) > H @ H doniisimii
seklinde tanimlansin. Simdi D(A*) tzerinde asagidaki sekilde yeni bir skaler

carpim tanimlayalim.

(f,9)=({,9)+Af,A9) (3.25)

D(A") , (.,.) fonksiyonuna bagl olarak bir Hilbert uzayidir ve hemen (2.1) direkt
gosterimi (3.25)° deki skaler garpima gore ortogonaldir. Yani D(A*) = D(4A)
N_; DR; ‘dir. Ayricakeyfi f € Jy; icin

(f.1)=2(f.) = 2i((ILf . 2f)3c = Uaf i) (3.26)

dogrudur.

Lemma 33.11: y, N_, BN, nin HPH ilizerine bir siirekli bire bir
dontisimdiir (Gorbachuk, 1991).

PPy H @H - H ve P{F',F?} = F1, P,{F',F?} = F?

sartin1 saglayan operatorleri gosterelim.
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Lemma 3.3.1.2: P;(My;) = P,(My;) = H dogrudur. Burada My; = y(9ty;)” dir
(Gorbachuk, 1991).

3.3.2. Rezolvent A¢isindan Kiyaslanabilirlik

Ak, A operatoriiniin asagidaki soyut sinir sartlar1 tarafindan sirasiyla maksimal

dissipativ ve maksimal akiimiilatif genislemesi olsun.
(K—E)Lf+i(K+E)f =0
(K=E)Lf —i(K+E)If =0

Burada K, H tizerinde bir daralma doniistiimiidiir.

Teorem 3.3.21: K;veK,, H lizerinde daralma donlsimi ve p € p(dg,) N

p(AKZ) olsun. Ru(AKl) — Ru(AKz) € &, olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
Ki—K,€ &, (1<p <)
Olmasidir (Gorbachuk, 1991).

Sonug 3.3.2.1: Eger K; ve K, liniter ve K; — K, € S, ise bu durumda Ay, ve A,

operatorlerinin esas spektrumlari cakisir.

Not 3.3.2.1: Teorem 3.3.2.1 ve Sonug¢ 3.3.2.1 bize K operatoriindeki “kii¢iik” bir
degisikligin Ay genislemesinin  spektral ~ Ozelliklerinin  nispeten  kiigiik

degisiklikleriyle sonuclandigini géstermektedir.
3.3.3. Genislemelerin s-Sayilarimin Asimptotik Davranisi

Soyut sinir sartinda gerceklesen K operatoriintin 6zellikleriyle Ay genislemesinin
rezolventinin 6zellikleri arasinda yukarida bulunan baglanti, eger K operatoriiniin s-
sayilarinin asimptotik davraniglarini biliyorsak, Ay operatdriiniin asimptotigi 0z-

eslenik durumdaki 6z deger asimptotikleri hakkinda bilgi edinmemize imkan verir.

Teorem 3.3.3.1: u; € p(Ak,) i¢in A operatriinin Ag, belirli bir maksimal
dissipativ veya maksimal akiimiilatif geniglemesinin R, (AKl) rezolventi, tamamen

stirekli bir operator ve
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limns, (Rul (A,ﬂ)) =a (<> 0) (3.27)

olsun. Bu durumda Ag,, A’nin diger maksimal dissipativ veya maksimal akiimiilatif

geniglemesi ise ve |1, € p(AKz)ise bu takdirde

limn*s, (Ry,(4x,)) = a (3.28)
esitliginin gecerli olabilmesi i¢in, K; ve K, ’nin tamamen siirekli operator ve
limn®s,(K; —K,) =0 (3.29)
n—-oo
olmasi yeterlidir (Gorbachuk, 1991).

Teorem 3.3.3.2: , € p(Ag,) i¢in A operatériiniin Ay, belirli bir  maksimal
dissipativ veya maksimal aktimulatif genislemesinin R, (AKI) rezolventi tamamen

stirekli bir operator ve

limnfs, (Ri(4k))=0 (>0 (3.30)

olsun. Eger Ag,, A genislemesinin bagka bir maksimal dissipativ veya maksimal
akiimiilatif genislemesi p, € p(Ag,) ise ve K; —K, operatdrii tamamen siirekli

ise, bu durumda
b, < nls, (RHZ(AKZ)) <bh, (0<bh,<b, <o) (3.31)
‘dir. (3.7)’ninhern € N ve 0 < § < f saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
c; <ns, (K —K;) <, (0<cy,cp <o0) (3.32)
olmasidir ( Gorbachuk, 1991).

Eger, u, # i veya p, # i ise, 0 zaman belirtilen durum, Teorem 3.3.3.1” in ispatinin

son kisminin tekrar1 yoluyla elde edilir.
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3.3.4. Tamamen Céziilebilir Genislemeler

3.3.2, 3.3.3 alt boliimlerinin teoremleri; soyut sinir sart1 i¢ginde olan operator ile buna
karsilik gelen genislemenin rezolventiyle baglayan formiillere dayanmaktadir.
Benzer formiil g¢esitleri, sinir sarti I, f = BI; f ile bagintili olan pozitif tanimli A

operatoriiniin Ag diizgiin ¢oziilebilir genislemesi i¢in de vardir.
Lemma 3.3.4.1:
Az' =A~1+ U'X3B(X))"Y(U)P (333)

formiili. dogrudur. Burada U’, Ker A* fizerinde H ’nin izometrisi, X; ve X; > H
tizerinde sinirli operatorler sinirh terslere sahip ve (X3)*X; = E sartin1 saglar ve

P:$ — Ker A* bir ortoprojektordiir.

Ispat: Lemma 3.2.1.1 ve Lemma 3.2.1.1’e gore, (X;)*X; = E olacak sekilde H

lizerinde X;, X, smirli operatorleri vardir. Oyleki
PAP =U'X|I;, Py, = U'X,T, (3.34)

dir. Burada P ve P, operatorleri (3.22)° deki gibi tanimlanir. Agy = holsun. Bu

durumda
h=A"y = A*(ﬁy + Poy) = A*Py = APy
olur. Boylece, Py =A~'h * dir. (3.34)’ e gore

Poy = U'X3hy = U'X3BLy = U'X3B(X}) ™ (U")*PAPy

U'X5B(X})~1(U")~1Ph. (3.35)

y = Py + Py = A~*h + P,y oldugu icin, Py = Ag*h — A~'h’ yi elde ederiz. Bu
esitligi (3.35) ile kiyaslarsak (3.33) elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

Tamm 3.3.4.1: Eger Ag' € S ise Ap genislemesine tamamen ¢dziilebilirdir

denir.

Teorem 3.34.1: A™! € S, 1<p<oo olsun. Ag' € S, olmasi igin gerek ve

yeter kosul B € &, olmasidir.
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3.3.5. Pozitif Tamimh Genislemeler

A, 9 lizerinde pozitif tamimh simetrik bir operator olsun. Teorem 3.2.1.1° e gore, A
operatoriiniin pozitif tanimli 6z-eslenik genislemesi vardir.Simdi soyut sinir sartlar

acisindan bu tarz geniglemeler tanimlayim.

Kabul edelim ki (H,T,T,) ‘da A DA pozitif tanimli 6z-eslenik bir genislemesi A

operatdriiniin bir sinir deger uzay1 olsun (Ornegin, Friedrichs Genislemesi).
Teorem 3.3.5.1: f € D(A") kiimesi i¢in
sz - Brlf (3-36)

asagidaki sart1 saglayan vektorlerin kiimesi i¢in A* operatoriiniin  Ag kisitlanisi, A’
nin pozitif tanimh 6z-eslenik bir genislemesidir. Burada B , $ lizerinde negatif

olmayan sinirli bir operatordiir.

Ispat: B, H iizerinde negatif olmayan sinirli bir operatdr olsun. (3.24)° e gore Ag

operatori 6z-esleniktir. f € D(A") i¢in pozitif sinir deger uzayi tanimindan
(Agf, g) = (APf, Pf) + (Iyf, T1f)5 = (APf, Pf)(Iyf, BLL,6)4 > 0

olur. Diger taraftan Teorem 3.2.1.1°e gore Ag operatdrii sinirli bir terse sahiptir. Bu

ise Ag’ nin pozitif tanimli oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, genisleme teorisinin baslangi¢ noktasi olarak kabul edilen
“Simetrik Operatorlerin Genislemeleri ve Spektral Yapis1” konusu ayrintili bir
sekilde incelendigi i¢in temel kaynak olarak, V. I. Gorbachuk ve M. L. Gorbachuk
tarafindan yazilan “Boundary Value Problems for Operator Differential Equations”
kitabindan faydalanilmistir (Gorbachuk, 1991). Buradaki inceleme, genislemelerin
alisilmig anlamda olan tanim kiimeleri yerine farkli bir bakis agis1 igerir. Yani bir
diferansiyel operatoriin gerek dissipativ gerekse 0z-eslenik genislemelerini sinir
degerler dilinde ifadesi ele alinmistir. Bu ifadenin nasil bulunulacagina dair bilgiler
teorik olarak verilmis ve uygulamalar yapilarak daha iyi anlagilmasi saglanmistir.
Literatiire bakildiginda, yabanci dillerde yazilan bir¢ok kaynak olmasina ragmen,
yapilan bu calisma ile diferansiyel operatorlerin genisleme teorisini sinir degerler
uzayt anlaminda ¢alismak isteyen geng¢ arastirmacilara kendi dillerinde bir kaynak

olacaktir.
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TEZ BILDIRIiMi

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin
baska bir yerden alinmadigini, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat
yapilmadigini, tezin herhangi bir kisminin bu tiniversite veya bagska bir tiniversitedeki

baska bir tez ¢aligmasi olarak sunulmadigini beyan ederim.
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