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Bu tez ¢alismasi 4 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde giris ve literatiir
caligmasi, ikinci boliimde temel kavramlar ve tigiincti boliimde ise yapilan ¢aligma-
lar anlatilmaktadir. Uciincii boliim tezin 6zgilin kismi olup, bu boliimde yapilan
caligmalarin tamami ilk defa burada ifade edilip, matematik literatiiriine kazandi-
rilmigtir. Yani, Hilbert uzayinda Hermite-Hadamard Tipli Esitizlikler yardimiyla
operator m-konveks fonksiyonlar, operator (o, m)-konveks fonksiyonlar kavram-
lar1 verilip, bu fonksiyon smiflarinin temel teorem ve sonuglar1 elde edilmistir.
Ayrica Synchronous ve Asynchronous fonksiyonlar i¢in uygulamalar yapilmistir.
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This thesis is consist of four chapters. In the firs chapter, it is mentioned about
the object of the thesis and previous studies in this area. In the second chapter,
basic definitions and theorems that were used in thesis are given. In the third
chapter, it is explained committed studies. This chapter is the original section
of this thesis. All committed studies are firstly given in here and brought in the
mathematical literature. That is new definitions theorems and basic results of
operator m-convex functions, operator (a,m)-convex functions in Hilbert Spaces
via Hermite-Hadamard type inequalities are firstly given in this thesis. Moreover,
it is applied to synchronous and asynchronous functions for these operator convex
function class. In the fourth, it is given some results and propositions.
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1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi’nin temellerini XV III. ve XI1X. ylzyillarda K. F. Gauss
(1775 —1855), A. L. Cauchy (1785 — 1857) ve P. L. Chebyshev (1821 — 1894) gibi
matematikciler atmiglardir. Fakat modern anlamda ” Esitsizlik Teorisi” alaninda
yapilan ilk caligma 1934 yilinda G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya
tarafindan yazilan ”Inequalities” adh kitaptir. Bu calismay1 1961 yilinda E. F.
Beckenbach ve R. Bellman’in yine ayni ismi tagiyan ”Inequalities” kitab1 takip
eder. Daha sonra 1965 yilinda J. Szarski'nin ”Differantial Inequalities”, 1991
yilinda Mitrinovi¢ ve ark.”Inequalities Involving Functions and Their Deriva-
tives”, 1963 yilinda yine Mitrinovi¢ ve ark.in ”Classical and New Inequalities
in Analysis” isimli kitaplari izler. Bunlarin diginda S. S. Dragomir, R. P. Agar-
wal, G. V. Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pecari¢, A. M.
Fink, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya, E. Set, 1. Iscan, A. O. Akdemir, M. Tunc

gibi bilim insanlarinin da bir ¢cok caligmasi literatiirde mevcut.

Konvekslik kavraminin ortaya gikisi Argimet’in, ¢emberin igine ve etrafina
¢izdigi diizgiin ¢okgenler yardimiyla yaptigi ‘7’ sayist hesabina kadar dayanir. Bu
caligmalar1 sirasinda Argimet, herhangi bir konveks seklin cevresinin, etrafina
¢izilen biitlin diger konveks sekillerin g¢evresinden daha kii¢liik oldugunu fark
etmistir. Boylece konvekslik kavrami konveks sekiller etrafinda gelismigtir. Eu-
ler ve Descartes konveks ¢okgenler ile ilgili formiiller tizerinde ¢aligmigtir. Daha
sonra 1841’de Cauchy, konvekslik hakkinda bazi 6zellikler vermistir. Konveksligin
modern tanimi egitsizlik tanimi igerdiginden konveksligin egitsizliklerle birlikte

calisilmasi da dogal bir sonu¢ olmustur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte X 7X. yiizyilin
sonlari olarak gosterilebilir. 1893’de Hadamard’in ¢caligmasinda acikca belirtilmese
de bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra
literatiirde konveks fonksiyonlar: ima eden sonuclara rastlanilmasina ragmen, kon-
veks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V.
Jensen tarafindan caligilmistir. Jensen’in bu, caligmalarindan itibaren Konveks

Fonksiyonlar Teorisi hizli bir gelisme  gostermigtir. Sadece konveks fonksiyonlar



icin egitsizlikleri igeren ilk kaynak 1987 yilinda Pecaric tarafindan yazilan ”Con-
vex Functions: Inequalities” isimli kitaptir. Ayrica 1973 yilinda A. W. Roberts ve
B. E. Vorberg ”Convex Functions”, 1992 yilinda Pecari¢ ve ark. ”Convex Func-
tions, Partial Ordering and Statistical Applications”, 2006 yilinda C. Niculescu
ve L. E. Persson ”Convex Functions and Their Applications, A Contempoarary
Approach” gibi eserler konveks fonksiyonlar tizerinde esitsizlikle ilgili yapilan

caligmalardir. Bu caligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olugturmaktadir.

Niculescu ve Persson’a gore konveksligin teorik ve uygulamali matematik

alanlarinda genig yer bulmasinin iki 6nemli sebebi vardir:

1. Sinir degerlerinin birinde bir maksimum degeri vardir,

2. Her yerel minimum ayni zamanda global minimumdur. Ayrica kesin kon-

veks bir fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardir.

1978 yilinda R. Bellman, Almanya’ da diizenlenen ”Second International
Conference on General Inequalities” isimli konferansta: ”Neden Matematiksel
Esitsizlikler?” diye sorulan soruya su cevabi vermistir: Esitsizlik caligmak i¢in tig

neden vardir. Bunlar:

1. Pratik Nedenler,
2. Teorik Nedenler,

3. Estetik Nedenlerdir.

Pratik nedenler agisindan bakildiginda, bir ¢ok arastirmada bir niceligi diger
bir nicelikle sinirlandirmak kargimiza c¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu
sekilde ortaya ¢ikmigtir. Teorik nedenler agisindan bakildiginda ¢ok basit soru-
lar sorularak tiim temel teoremler olusturabilir. Ornegin, negatif olmayan bir
niceligin ne zaman bir digerini kapsadigi sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif
Operatorler Teorisi ve Diferansiyel Esitsizlikler Teorisi kurulur. Son olarak es-

tetik nedenler agisindan bakildigindan genelde resim, miizik ve matematigin bazi



parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi

de esitsizlikleri cekici hale getirir.

Biz bu caligmada Esitsizlik Teorisi’nin énemli bir kolu olan Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizliklerin, Hilbert uzayinda sinirli, 6z-eslenik operatorlerin siirekli fonksiy-
onlari i¢in elde edilen bazi 6zel egitsizliklerini inceleyecegiz. Bu incelemeler sayesinde
Lineer Operatorler Teorisi ile Matematiksel Esitsizliklerin gesitli alanlarinda ¢aligma
yapmak ve kendi alanlarinda uygulamak isteyen arastirmacilara yardimci ola-
caktir. Bu alanda yapilan onemli c¢aligmalardan bir tanesi 2011 yilinda S. S.
Dragomir tarafindan yapilmigtir. Ayrica H. H. Bauschke ve P. .. Combetles
tarafindan 2011 yilinda ”Convex Analysis and Monotone Operator Theory in
Hilbert Spaces”, 2012 yilinda S. S. Dragomir tarafindan ”Operator Inequalities
of Ostrowski and Trapezoidal Type” ve yine 2012 yilinda ” Operator Inequalities
of the Jensen, Cebysev and Griiss Type” adli kitaplar mevcuttur. Literatiirde S.
S. Dragomir, A. G. Ghazanfari, E. Unluyol, S. Salag , Y. Erdag ve daha bir ¢ok

yazar bu alanda ¢aligmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun.

+:LxL—L

ve

o FXL—=L

islemleri tanmimlansin. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' cismi iizerinde

lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, 74" iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € L igin  + (y + 2) = (z + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = § 4+ x = x olacak sekilde 0 € L vardir.

G4. Her z € L igin z + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L icin x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

Ll. az € L dir.

L2. a.(z +vy) = a.x + a.y dir.
L3. (a+ B)r = a.x + S.x dir.
L4. (af)r = o(f.z) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemamdir).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye karmagik lineer uzay adi

verilir.

Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontisiimlere operator denir.



Tanim 2.0.3 F' bir cisim ve V ve W, F' cismi iizerinde iki lineer uzay olsun.
u,v € V ve c € F' olmak tizere T': V — W doniigimii,
aTl(u+wv)="T(u)+T(v)

b T'(cu) = ¢T'(u) sartlarini saghyorsa T' ye V {izerinde lineer déniigiim denir .

Tanim 2.0.4 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi

olmak tizere
B={:el:z=ar+(1-a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az+ (1 —a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari igin o + (1 — a) = 1 bagintisi her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki «,1 — « yerine a + [ = 1 sartim1 saglayan
ve negatif olmayan «, 8 reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalar1 x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks
kiime, bosg olmayan ve herhangi iki noktasini birlegtiren dogru parcgasini ihtiva

eden kiimedir.

Tanim 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir

fonksiyon olmak tizere her z,y € I ve o € |0, 1] i¢in,

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

sartini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger bu esitsizlik x # y

ve a € (0, 1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Teorem 2.0.1 [1] f fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise
a. f,(a,b) araliginda siireklidir ve

b. f,[a,b] arahgimda siirhdir.

Teorem 2.0.2 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralk, a,b € T

ve a < b olmak tizere f : I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

1(057) < s [ < L IE

olur.



Tanim 2.0.6 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h : J — R negatif olmayan
bir fonksiyon olsun. Her x,y € I, « € (0,1) igin,

flaz + (1 —a)y) < h(a) f(x) + (1 —a)f(y)

sartin1 saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon

denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir.

Tanim 2.0.7 (ig—garplm uzay1): F(RveyaC) olmak tizere, X bir vektor uzay1
olsun. (-,-) : X x X — F doniigimi agagidaki ozelliklere sahip ise ” (-, )"
doniigimiine X iizerinde bir ig-garpim, (X, (-,-)) ikilisine de ”i¢-carpim” uzay1

denir:

1. Vz € X i¢in (x,z) > 0 ve (z,2) =0 < x = Ox;

2. Vz,y € X i¢in (z,y) = (y, z);
3. Vz,y € X ve a € F igin (ax,y) = oz, y);
4. Va,y,z € X i¢in (x + y, 2) = (x,y) + (v, 2).

Not 2.0.1 F = R olmas: halinde 2. dzellik (z,y) = (y,z) olur. I¢-carpim

tanimini kullanarak agagidaki esgitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Va,y,z € X ve Vo, f € F igin (ax + By, z) = alz,y) + By, 2),
2. Va,y € X ve Va € F i¢in (x, ay) = a(z,y);
3. Va,y € X ve Va, B € F icin (z,ay + z) = alz,y) + Bly, 2).

Tanim 2.0.8 (Norm): (X, (-,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bir z € X vektor
normu

1
| ||= {z, z)>

seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanmim 2.0.9 (Hilbert Uzay1): (X, (-,-)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-
carpim uzay1 yukarida tanmimlanan norma gore tam ise, yani (X, (-, ")) ig-carpim
uzay1 i¢indeki her Cauchy Dizisi bu norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢arpima bir

"Hilbert Uzay1” denir.



Tanim 2.0.10 (Birim Operator): A : X — X operatori verilsin. Eger her
r € X igin Az = x ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve Ix

sembollerinden biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.11 (Sinirlh Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim
kiimesi D(A) C X ve goriintii kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A
operatorit D(A) 'min X’ de siurh her kiimesine R(A)'nin Y de smirh bir kiimesini

karsilik getiriyorsa A’ ya ”sinirli bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az ||y < c|| z ||x, her z € D(A)
olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya "smirli bir operator” denir.

Tanim 2.0.12 (Lineer Operator): X ve Y aym F cismi tizerinde iki lineer

uzay ve A : X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’ in bir alt uzay: ve
Alax + Py) = aA(x) + BA(y), Yo,y € D(A) ve Vo, 5 € F
ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanim 2.0.13 (Eslenik ve Oz-eslenik Operator): A, H Hilbert uzaymda
smirh lineer bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,9) = ([, A"g)
saglaniyorsa A* a A’nin ”eglenik operatori” denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6zeslenik operator denir.

Tanim 2.0.14 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir

lineer operator olsun.
p(A):={\eC:(A-AE)' € L(H)}

kiimesine A operatoriniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi”

denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)™! operatoriine A operatoriiniin

"rezolventas1” veya ”¢ozliclii operatori” adi verilir.



Tanim 2.0.15 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(A) = o(A) := C\ p(A)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi

"o(A)” veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.

Tanim 2.0.16 A, (H, (-, -)) kompleks bir Hilbert uzay: iizerinde keyfi bir 6zeglenik
lineer operator olsun. C’(Sp(A)), A operatoriniin spektrumu tizerinde taniml
tim stirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand dontigimii yardimiyla
asagidaki ozellikleri yazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasmda bir #-izometrik

izomorfizim vardir. Ayrica H tizerinde 1y birim operatori ve A operatorii tarafindan

iiretilen bir C*(A) cebiri vardir[2]. Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve o, € C i¢in

L ®(af + Bg) = a®(f) + fP(g);

2. ©(fg) = (f)2(g) ve O(f) = (f)*;

w

NN = I = supsespay [F(E)] 5

4. O(fo) = 1g ve ©(f1) = A burada fo(t) =1 ve fi(t) =t icin t € Sp(A).

Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki goriintiistintin ne anlama geldigini

ifade edelim.

Tanim 2.0.17 A, (H, (-, -)) kompleks bir Hilbert uzay: iizerinde keyfi bir 6zeglenik
lineer operator olsun. C(Sp(A)), A operatoriniin spektrumu tizerinde taniml

ttim siirekli fonksiyonlarin kiimesini ve ® de Tanim (2.0.16) deki fonksiyon olsun.

Bu durumda her f € C(Sp(A)) i¢in

seklinde tanimlanan ifadeye keyfi bir A 6zeslenik operatortintin stirekli fonksiyonel

hesab: denir.

Tanim 2.0.18 (Operatorlerde Siralama): A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde

iki 0zeslenik operator olsun.



1. A< B< (Az,x) < (Bz,z) Vx € H,;
2. A > 0ise A operatoriine pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eger A Ozeglenik bir operator ve f de Sp(A) iizerinde tanimh reel
degerli stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda t € Sp(A) i¢in f(t) > 0 dir. Buradan
f(A) > 0, yani f(A) H Hilbert uzay1 iizerinde pozitif bir operatordiir. Ilaveten
eger f ve g, Sp(A) tizerinde iki fonksiyon ise agsagidaki 6nemli 6zellik saglanir.

Her ¢t € Sp(A) icin
f(t) > g(t) dir. Buradan f(A) > g(A)

Teorem 2.0.3 [4] A, H Hilbert uzay1 lizerinde siirh 6zeglenik bir operator olsun.

Bu durumda agagidakiler dogrudur.

m := inf (Az,z) = max{a € RlaFE < A};

llz]l=1

M := sup (Az,z) = min{a € R|A < aF};
ll=]|=1

ve

[} = max{fm], [[M][}.

Ayrica m, M € Sp(A) ve Sp(A) C [m, M] dir.

Tanim 2.0.19 (Operatér Konveks): A ve B, spektrumlar1 / C R da olan

keyfi 6zeglenik operatorler ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda,
F(L=XNA+AB) < (1= A)f(A) +Af(B)

esitsizligini saglayan, [ araligi lizerinde tanimli, reel degerli stirekli fonksiyona

operator konveks denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Tezin bu boliimiinde yapilan tiim galigmalar uluslararasi bir makalede [16], ulus-
lararas1 sempozyumlarda [23] ve ulusal bir sempozyumda [20] sunulmus olup,

tamami 6zgiin bir ¢aligmadir.

3.1 Hilbert Uzayinda Operator m-Konveks Fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

3.1.1 Hilbert Uzayinda Operator m-Konveks Fonksiyonlar

Tamim 3.1.1 I, R de bir aralik ve K da B(H)"'nin konveks bir alt kiimesi
olsun. Her m,t € [0, 1] ve spekturumu I da olan her pozitif A, B operatorii igin

f:1C]0,00) — R fonksiyonu
F(EA +m(1 = )B) < LF(A) + m(1 — 1) f(B)
sart1 saglaniyorsa bu fonksiyona operator m-konveks fonksiyon denir.

Lemma 3.1.1 Eger f azalmayan bir fonksiyon ve K da bulunan bir A operatorii
i¢in [0, 00) aralig1 iizerinde operatér m-konveks ve m € (0, 1] ise bu durumda f(A)

her A € K ve (Az,z), =(Bx,z) C I icin pozitiftir.

ispat. : A € K ve f operator m-konveks oldugundan

i f(tA+m(1—t)B;—:_nf(l—t)%—i—tA)))
< fEA+m(— ) A+ m(( 1—t;2+tA)>
< tf(A) +m(1 =) f(A) + (1 = 1) f(A) + mtf(A)
< tf(A) +m1 =) f(A) + (1 =) f(A) +mtf(A)
fA) < fA)(m+1)
0 < mf(4)

olup bu ise f(A) > 0 dir. Yani, f(A)nin pozitif oldugu gosterilir. Moslehian ve

Najafi pozitif operatorler icin asagidaki teoremi ispat etmislerdir.
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Teorem 3.1.1 A,B € B(H)" olsun. Bu durumda AB + BA’nin pozitif ola-

bilmesi icin gerekli ve yeterli kogul
f(A+B) < f(4) + f(B)

olmasidir. Burada f, [0, 00) aralig1 tizerinde tiim negatif olmayan operator fonksiyon-

dur.
Dragomir calismasinda asagidaki sekilde operator konveks fonksiyonlar igin Hermite-
Hadamard tipli egitsizlikleri ispat etmistir.

Teorem 3.1.2 f : I — R bir operator konveks fonksiyon olsun. Spekturumu /7

da olan tiim Ozeslenik A ve B operatorleri icin agagidaki esitsizlik dogrudur.
A+ B 1 3A+ B A+ 3B
< | =
(5= )al (7)o (557
1
< / f((l — t)A+tB>)dt
0

FREARCEL)

< f(A)v;f(B)ﬂ

X bir vektor uzayi, x # y icin x,y € X olsun.

IA

[z,y] .= (1 —t)x +ty;t € [0, 1]

seklinde bir parca tamimlayalim. f : [z,y] :— R fonksiyonunu ve g(z,y) :
0,1] = R

g9(z,y)(t) == (1 =t)z +ty),t € [0,1]
seklinde tanimlanan fonksiyonlarini goz oniine alalim. Genel teoriden biz biliy-
oruz ki f fonksiyonunun [x,y] de konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul
g(x,y)'nin [0, 1] tizerinde konveks olmasidir. [x,y] parcas: iizerinde taniml keyfi

konveks bir fonksiyon i¢in

() < [ - oe st < LHI0

2
Hermite-Hadamard esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik konveks g(z,y) : [0,1] —

R fonksiyonu icin klasik Hermite-Hadamard esitsizliginden tiiretilmistir.
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Lemma 3.1.2 f: ] C [0,00) — R, [ aralig1 iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

Spekturumu I da olan her A, B € K C B(H)* operatorleri igin f fonksiyonunu
[A,B] :={(1—-t)A+mtB:t€[0,1]}

pargasl iizerinde operator m-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul ¢, 4 5 :
0,1] = R,

@a,a,8(t) = (f(1 =) A+ mtB)z, x)
fonksiyonunun [0, 1] iizerinde m-konveks olmasidir. Burada her x € H ve ||z|| =1

dir.

Ispat. : f, [A, B] pargasinda operator m-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

keyfi t1,t2 € [0,1] ve A\, >0, A+~ =1 igin

©ra (M1 +mate) = (f((1 — (Mg + yt2)A) + m(Aty + myta) B)z, )
= (f(AA+~vA = NAt; — myAty + mAt B + m*yt,B)x, x)
= (f(A[(1 —t1)A+mt1B] + my[(1 — t2) A+ mtyBl)z, x)

< Apgap + (t1) + myps,ap(t)

olup bu ise bize ¢, 4 p'nin [0, 1] tizerinde m-konveks oldugunu gosterir. Simdi
©r.A.B, |0,1] tizerinde m-konveks olsun. Gostermemiz gereken [A, B] parcasinda
operator konveks oldugunu gosterecegiz. Her C' := (1 — t1)A + mt;B ve D :=
(1 —t9)A + mtyB icin

(f(A=NC+mAD)z,z) = (f((1=N[(1—1t:)A+ mt B

+mA[(1 = t2)A + mty B))z, z)

= (f(A=t,A+mtB— MA+ My A — mM, B
+mAA — mAt A+ m* My B)z, 1)

= (F(A(L =) — ML — t1) + mAA(L — )
+mt B +m?* Aty B — mAt, B)z, x)

— (f(=M(1 = t))A+mt,B) + A(1 — ;)
+mt1 B + mA(A(1 — t3) + mtaB))z, )

= (f((1 =1 —t)A+mit,B)
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+mA((1 —t3) A+ mtyB))x, x)
< (L=N{f(C)z, x) +mA(f(D)z, x)

esitsizligini elde ederiz. Bu ise bize f fonksiyonunun [A, B] iizerinde operator

m-konveks oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.3 f: I — R operator m-konveks ve azalmayan bir fonksiyon olsun.

Spekturumu I da olan her pozitif A,B € K C B(H)*,%(Ax,x), (Bx,z) C I

1
m

ve m € (0,1] i¢in agagidaki esitsizlik dogrudur.

<f(A+mB)x,x> < 1/1<[f(tA+m(1—t)B)erf((l—t)%+tB)x,x>]dt

2 2
< 1[<f (A)z, ) + (f(B)e, 7)
2 2

bm(f(S e 2) + m (o)

Ispat. : Her z € H, ||z|| = 1 ve t € [0,1] icin
([tA+m(1 —t)Blz,z) = t{Ax,z) + m(1 — t)(Bz,z) € I

esitliginde (Az,z) € Sp(A) C I ve =(Bx,z) € Sp(B) C I oldugundan fol f(tA+
(1 — t)B)dt operator degerli integrali meveuttur. Iddiaya gore f fonksiyonu op-
erator m-konveks oldugundan her ¢ € [0,1] ve A, B € K C B(H)" i¢in

(f(A +2mB)m’x> _ <f<tA+m(1 —t)B —i—2m[(1 _t)A+tB]>x,x>
< %[<f(m+m(1_t)B>+mf[(1_t)%+t3}x,x>]

Bu egitsizligin [0, 1] tizerinde her iki tarafin integralini alirsak,

AtmBy o< %/01<[f(tA+m(1—t)B>+mf[(1—t)%+tB}:c,:c>]dt

(f(

bulunur. Ote yandan,

1

§/Ol<|:f(tA+m(1 ~0B)+mf[1 —t)% +tBe,x )| dt

%A[w«m%@+mu—wuwnw>

IN

dt
x

IS

+m((1 - t)(ﬂ%)iw) + mt<f<§>x’$>ﬂ

%((f(A)a:,a:)+m<f(B)a:,a:>+m<<f( 2) ,:v>+m<f(,§>w,x>>>

2 2
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buluruz. Bu ise ispat1 tamamlar.

/1 ftA+m(l —t)B)dt = /1 f(1—=t)A+mtB)dt

3.1.2 Carpim ki Operator m-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-

Hadamard Tipli Esitsizlikler

fyg: I — RT iki operator m-konveks fonksiyonlar olsun. Spekturumu I da
olan H Hilbert uzaymda tiim A, B pozitif operatorleri icin agsagidaki sekilde reel
degerli fonksiyonlar: tanimlayalim. K (A)(x), L(A, B)(z), R(A, B)(z), S(B)(z),
M(A, B)(z), N(A, B)(z)

K=K(A)(x) = (f(A)z,x)(g(A)z, )
L=L(A B)(x) = (f(A)z,x){g(B)z,x)
R=R(A B)(x) = (f(B)r,2)(g9(A)z, )
§=5B)(x) = (f(B)r,x)(g(B)z,z)
M = M(A, B)(x) = (f(A)z,x)(g(A)z,z) + (f(B)z,x)(g(B)z,x)
N =N(A, B)(z) = (f(Az,x)(g(B)z,x) + (f(B)r, x){9(A)z, 7)

Teorem 3.1.4 f : I — R operator mq-konveks ve g : I — R operator meo-
konveks fonksiyon olsun. Spekturumu I da olan tiim pozitif A, B € K C B(H)*

operatorleri i¢in agagidaki esitsizlik dogrudur.

/0 (A + (1 = 1)B)2 2) (g(tA + ma(1 ~ 1)B)a, ) b

< <K+ (n;lm2)5> N <m2ngm1R>

Ispat. : z € H, ||z]| =1 ve t € [0,1] icin
(tA+m(1 —t)B]z,z) = t{Az,z) + m(1 — t)(Bx,z) € I

esitliginde (Az,z) € Sp(A) C I ve (Bz,z) € Sp(B) C I oldugundan fol f(tA+
mi(1 —t)B)dt, [ g(tA+ms(1 —t)B)dt ve [, (fg)(tA+m(1 — t)B)dt operatér
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degerli integraller vardir. f, g sirasiyla operator mi-konveks ve operator meo-
konveks oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in

(ftA+my(1 —t)B)z, x)
(g(tA+mao(1 —t)B)x,x)

IN

LAz, x) +m(1 =) (f(B)z, )
tg(A)z, ) +ma(l —t){9(B)z, )

IA

(¢rEa+m = 0)B)z,2)) ((9(tA +ma(1 — t)B)a,2))

< 2 (f(A)z, 2){g(A)z, z) +tma(1 = )(f(A)z, 2){g(B)z, 7)
Htma(1 =) (f(B)z, z)(g(A)z, z)

+mimy (1 —1)*(f(B)z, 2){g(B), )

saglanir. Bu egitsizligin her iki tarafimi [0, 1] iizerinde integrali alinirsa
1
/ (A + (1 — )B)z, 2) (gltA + ma(1 — 1) B, )] dt <
0
K msoL m1R> <m1m25>
(3)+(5)+ (5) + (55

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.1.5 f : I — RT operator my-konveks ve g : I — R operator mo-
konveks fonksiyon olsun. Spekturumu / da olan tiim pozitif A, B € K C B(H)"
operatorleri ve %(Ax,x% %(Bx,x) C I, my,ms € (0,1] icin agagidaki esitsizlik

dogrudur.

(r(F55)ma) a5 s)

< %/ F(EA + m (L 0)B)a, 2)(g(tA + (1 — 1) B)a, )] dr

K + m2 i mlR mlmQS
12 6 6 12

IN
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Ispat. : t € I ve her z € H ile ||z]| = 1 i¢in gozlemleriz ki,

IN

IA
e

IN
+ e

(5 e o (5 )
tA+my(1—t)B+my((1—t)2 +1tB
< Pe0h
tA + mof 1—t)B+m2<(1 )i+tB>

( o))

= (s
(s
[1 (tA—l—m1 (1t B—i—ml((l—t)ijttB)ﬂ
N

X
1
2 my

[ (tA +ma(l—t)B + m1<(1 L tB))]

ma

FtA+mi(l —t)B)z, z) + <f(m1<<1—t)i+t3))x,x>]

my

X7 [((tA + ma(1 =) B)z,2) + (g(ma((1 = t)— + B))z, )|

[< F(tA +mi(1 — £)B)z, z){g(tA + ma(1 — t)B)z, z)

[ E—

+
e

A+ ma(1 = 0)B)r. 2) glma((1 — ) + 1B))a.2)]

ma

[(Fma(1 - )2 4 B))a, ) g(tA + mo(1 ~ ) Bz, )

ma

(Fma (1~ ) + B))a. ) (glmal(1 — ) + tB))z. )

+

+

FtA +mi(1 — ) Bz, 2)(g(tA + mo(1 — 1) B)z, $>]

(Foma (1= 1) 2 1B, g lma((1 — 1) 2+ 1B))a, )]

my ma

(E{f(A)z, z) +ma (L =) (f(B)a, 2))((1 = t)(g(A)z, z) + ma(g(B)z, 3?))}

+
N i = R N B SN B N

L N e— |

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] aralig: tizerinde intagralini alirsak

ispat tamamlanir.

3.2 Hilbert Uzayinda Operator (a,m)-Konveks Fonksiy-

onlar icin Hermite-Hadamard Tipli egitsizlikler

Ik 6nce B(H) icerisinde bulunan operatordelerdeki siralamanm ne anlama

geldigini agiklayalim. Her A, B € B(H) Hilbert uzayinda smirh 6z-eglenik op-
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eratorii ve her z € H icin
A < B < eger (Az,x) < (Bz,x)
ya da

(B> A) <= eger ((Bx,x) > (Az,x)).

Eger A smurh 6z eglenik bir operator ve f de Sp(A) lizerinde reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise bu durumda her t € Sp(A) igin f(¢) > 0 dir. Yani f(A),
H Hilbert Uzaymda pozitif lineer operatordur. Ayrica eger f, g, her t € Sp(A)
icin f(t) < g(t) sartim saglayan reel degerli stirekli fonksiyon ise bu durumda

f(A) < £(B) d.

Tanim 3.2.1 (Operatér Konveks, Operator Konkav): f: 7 C R — R
bir fonksiyon olsun. Eger her A € [0, 1] ve her sinirli-6zeglenik A, B €C B(H)

operatorleri i¢in
F(L=NA+AB) < (2)(1 =N f(A) + A\f(B)
saglaniyorsa f fonksiyonuna operator konveks (operator konkav) fonksiyon denir.

Tanim 3.2.2 f: I C R — R bir fonksiyon olsun. Eger spekturumu I’da olan
her A, B eC B(H)*, t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]* i¢in

fA+m(l —t)B) <t*f(A)+m(1—t*)f(B)
esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona operator (a, m)-konveks fonksiyon denir.

Lemma 3.2.1 Eger f, [0,00) aralig1 tizerinde bir operatér («,m)-konveks ve
azalmayan fonksiyon ise bu durumdaher A € K C B(H)*, X (Axz, z), L (Bz,z) C
I vem,a € (0,1] i¢in f(A) pozitiftir.

Ispat. : A € K ve f de operator (e, m)-konveks oldugundan
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tA+m(l—t)B+m((1—1)2 +tA
s = 1 m+1< >)
< ﬂm+mu—mmwﬂu—ﬂ%+m0
< tf(A) +m(l =) f(A) + (1 = t%) f(A) + mt® f(A)
fA) < f(A)(m+1)
0 < mf(A)

elde edilir. Bu ise her A € K igin f(A) > 0 oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.2 f, [ araligi lizerinde stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
f fonksiyonu [A, B| de operator («, m)-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kosul

Pz,AB - [0, 1] — R
fonksiyonu her = € H, ||z|| = 1 i¢in [0, 1] tizerinde operatér (a,m)-konveks

olmasidir. Burada
[A,B] .={(1—-t)A+mtB:te[0,1]}

,t€[0,1] ve A,B€ K C B(H)".
Ayrica,
Ve ap(t) =< f(1—-t)A+mtB)x,z >

dir.

Ispat. : f, [A, B] de operator (o, m)-konveks olsun. Bu durumda her ¢,¢, €
[0,1], A\, >0ve A+~ =1 i¢gin

©u, A8 (At + myty)
= (f((1 = (M1 + m~t)A) + m(Aty + myte) B)x, x)
(fOANA +yA — MNAt; — myAty +mAt B +m?yty Bz, )

(fOA[(L =t)A+mt; Bl +m(1 — N)[(1 — t2) A + mtB))z, )

IN

N0z a.B(t1) +m(1 = A")pz a,5(t2)
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saglanir. ¢, 4 g, [0, 1] aralig1 {izerinde bir operatér («, m)-konveks fonksiyon ol-

sun. Her C':= (1 —t1)A+mt;B ve D := (1 — t3) A+ mty B igin,

(f((1=XN)C +mAD)zx,z)
= (f((1=XN[(1 =t1)A+mt;B] + mA[(1 — ta) A+ mtsB])z, x)
= (f(A—t;A4+mt,B - NA+ XL, A
— Amt; B + mAA — mM A+ mP At B)x, x) (f(A(1 — 1)
— M1 —t) + mAA(1 — ty) + mt; B — dmt, B + m* My B)z, )
= (f(=AM(1=t;))A+mt;B) + A(1 — t;) + mt1 B
+ mAA(L = ) + mtyB))z, x)
= (f((1 =N ((1 = t))A+ mt;B) + mA((1 — 1) A + mtyB))z, )
(1 =A")(f(C)z,z) + mA*(f(D)z, x)

IA

elde edilir. Boylece f'nin [A, B] iizerinde operator (a, m)-konveks oldugu ispat-

lanmaisg olur.

Teorem 3.2.1 f : I C R — R operatér (a,m)-konveks ve azalmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda spekturumu I da olan her A,B € K C B(H)™

operatorleri, - (Ax,z), L(Bz,z) C I ve m,a € (0,1] i¢in agagidaki esitsizlik
dogrudur.
A ! A
<f(+TmB):C,x> < %/0 [<f(tA+m(1 —t)B) +mf((1—1)= +tB)x,x>}dt
¢ 1UA)n0)  mif(B)n.)
- 2 a+1
m((f(Ea2) + (f(Ea,a)))
+ ]
a+1

Ispat. : 2 € H, ||z]| = 1vet € [0,1] icin < [tA+m(1—t)Blz,z >=t < Az, z >
+m(l —t) < Bz,z > elde ederiz. (Ax,z) € Sp(A) ve (Bx,z) € Sp(B) ve f
fonksiyonunun siirekliliginden fol f(tA+ (1 —t)B)dt integrali vardir. f operator
(cr, m)-konveks oldugundan ¢ € [0, 1] ve A, B € K igin

F(EA+m(1 = 1)B) <12 F(A) +m(1 — %) f(B)
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esitsizligi vardir.

<f(A —i—sz)x, x> _ <f(tA +m(1—1t)B +2m((1 — )4 4+ tB)>x, x>
1

< 3 [(f(tA +m(l —4)B)z, z) +m{f((1 - t)% +tB)z, x>]

Ayrica,
[(f(tA Fm(l— 1) B)z, ) + m{f((1 - t)% +tB)z, @}
(A, 2) +m(1 = ) (f(B)a, )

(1= )7y 1)+ mt ()

VAN
N~ N =

[0,1] araliginda integral alinirsa ispat tamamlanir.

3.2.1 Carpim Iki Operator (a, m]-Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

frg : I — R+ iki operator («, m)-konveks fonksiyonlar olsun. Spektu-
rumu / da olan H Hilbert uzayinda tim A, B pozitif operatorleri igin agsagidaki
sekilde reel degerli fonksiyonlar: tammlayahm. K (A)(z), L(A, B)(z), R(A, B)(z),
S(B)(z), M(A, B)(z), N(A, B)(z)

K=K(A)(x) = (f(A)z,x)(g(A)z, )
L=L(A, B)(x) = (f(A)z,z)(g9(B)z,z)
R=R(A,B)(x) = (f(B)x,x)(g(A)z, )
S§=5(B)(x) = (f(B)r,z){9(B)r, )
M = M(A,B)(x) = (f(A)z,2){9(A)z,z) + (f(B)z,2){9(B)z, x)
N =N(A, B)(z) = (f(Az,x)(g(B)z,x) + (f(B)r,x){9(A)z, x)

Teorem 3.2.2 f : [ — R operator (aym;)-konveks ve g : I — RT operator
(cvg, mg)-konveks ve azalmayan fonksiyonlar olsun. Spekturumu I da olan tiim

pozitif A, B € K C B(H)" operatorleri ve my,ma, a1, ay € (0, 1] i¢in agagidaki
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esitsizlik dogrudur.

/0 [(F(A +m(1 — B2, 2) (g(tA + ma(1 — 1)), 2) | di

K moa L
( )+ )
ap +az+1 (1 +ag)(ar +ag + 1)

n ( myo R )
(g +1) a1+a2+1)

1 1
+ ))
a1+1 a2+1 a1 +ag+1

Ispat. : z € H, ||z|| =1 ve t € [0,1] icin
([tA+m(1l —t)Blz,x) = t{Az,x) + m(1l — t)(Bz,z) € I

esitliginde (Az,z) € Sp(A) C I ve (Bz,z) € Sp(B) C I oldugundan fol f(tA+
mi(1 —t)B)dt, [ g(tA +ma(1 —t)B)dt ve [, (fg)(tA + m(1 — t)B)dt operator
degerli integraller vardir. f, g sirasiyla operator (o, ms)-konveks ve operator

(cva, ma)-konveks oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in

(ftA+mi (1= t)B)x,x) < 7 (f(A)xz,x) +my(1 =) (f(B)z, x)
(gtA+my(1 =) B)z,2) < % (g(A)x, x) + ma(l —1%)(g(B)x, x)

IA

(/A +m(1 = )B)z,)) (g(tA+ma(1 — ) B)a, )

< e f (A, a)lg( Ay, @) + 7 ma(1 = ) (f(A), 2){g(B)a, x)
(1= ™) (f(B)z, ) (g(A), 2)

Fmama(1 = 1)1 = ) ([(B)z, ) (g(B)a, 2)

saglanir. Bu egitsizligin her iki tarafimi [0, 1] iizerinde integrali alinirsa

/1 tA+m11—t)B) )(g(tA—l—mz(l—t)B)x,x)}dt

) ( ey )
a1+a2+1 (o1 + ag)(a + g + 1)

<
e
(0

042+1 Oé1+062+1)

1 1
+ + )
011+1 052+1 CY1+052+1)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.2.3 f : [ — R" operator (ay,mq)-konveks fonksiyon ve g : I — R*
operator (as, msy)-konveks fonksiyon olsun. Spekturumlar: I da olan her A, B €
K C B(H)" operatorleri, %(A:U,a:), %(Ba:,x} C I ve my, my,aq, a9 € (0,1] igin
agagidaki

IN

< A—l—m1 ,:U><g(A+2m2B)x,x>
% [(f(tA+m1(1—t)B) 2 (g(tA + my(1 — 1) B)z, z)

1| K(ai+(a2)?* + as + (a)?)

4 ((1/1 —|— ].)(O./Q + 1)(0[1 + (5] + ]_)

(m1m25) (Oél + (a2)2 -+ (6%) -+ (052)2)
(Oél + 1)(0&2 + 1)(0(1 + oo + 1)

a; +ag+1 2
+m2L<(1 Tt D) @t Dt 1)))

a1 + o + 1 2
rmiR((1- (on + (ea) T (ot D(an t 1))>

esitsizligi saglanir.

Ispat. f, operator (a1, my)-konveks fonksiyon ve g, operator (am,ms)-konveks

fonksiyon oldugundan her ¢ € I her x € H ve ||z|| = 1 i¢in

(1(F55)w)
tA+my(1—t)B+ m1<(1 —t) A 4+ tB)

- <f< 2 - >xx>

< %Kf(tA (1 — t)B)x,x> + <f<m1((1 P tB))x,x>]

my
(o525 er)

tA+ma(l —t)B+my((1—t)A +tB
(o ),

[<g(tA + ma(l — t)B)x,x> + <g(m2((1 - t)i + tB))x, x>]

| —
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IN

3.3.1 Baz

Tanim 3.3.1
her A, B eC B(H)*, t € [0,1] ve (a,m) € (0,1]* i¢in

(ftA+mi(1 —t)B)x,x){g(tA + mo(1l — t)B)x, x)

(r(H32 ) (o (52 )oe)

+mao(f(tA+mi(1 —t)B)x,z){g((1 — L‘)i +tB)x,x)

mo

+my (f((1 — 15)i +tB)x, x)(g(tA + mo(l — t)B)z, x)

ma

+myma(f((1 — t)mil +tB)z,x)(g((1 — if)mi2 +tB)z, )

(52

[ FtA+mi(l — ) Bz, 2) (g(tA + mo(1 — 1) B)z, z)
(

(L = A+ mutB)z, 2){g((1 — £)A + mat B)a, x>}

2 ) 2) +ma - ) (7 (B, )
(1= t*2(g(A)z, z) + mat**(g(B)z, x))

(1=t (f(A)z, ) + myt (f(B)x, z))
(

X(1(g(A)a, ) + ma(1 — 172) (g(B)z, 2))]

_l_

X

_|_

saglanir. Bu egitsizligin [0, 1] aralig1 {izerinde integrali alinirsa ispat tamamlanir.

3.3 Hilbert Uzayinda iki operator («, m)-Konveks fonksiy-

onlar icin baz1 yeni Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Yeni Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

f I C R — R bir fonksiyon olsun. Eger spekturumu I’da olan

fEA+m(l—t)B) <t“f(A) +m(1l —t*)f(B)

esitsizligi saglaniyorsa bu fonksiyona operator («, m)-konveks fonksiyon denir.
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f,g: 1 — R, I araligi iizerinde operator konveks fonksiyonlar olsun. O zaman
Hilbert uzayinda her self-adjoint A ve B operatorleri icin [ iizerinde, agsagidaki reel
fonksiyonlar: tanimlayalim. H iizerinde M (A, B), N(A, B), P(A,B), K(A, B),
S(A,B), L(A, B) ve R(A, B)

M= M(A B)(z) = (f(A)z z)(g(A)z,2) + (f(B)z,x){g(B)r,x) v € H
N =N, B)(x) = (f(A)z,2){g(B)r,x) + (f(B)z,x){9(A)z,z) = € H
P=PA,B)(x) = ([f(Ag(A)+ [(B)g(B)l,z) v € H

K =K(A)(x) = (f(Az,z)(g(A)z,x) v € H
L=L(AB)(z) = (f(Az,2)(g(B)r,z) v € H
R=R(AB)(z) = (f(B)r,x){g9(A)z,z) x € H

S=58(B)(z) = (f(B)z,z)(g(B)z,z) z € H.

Lemma 3.3.1 f: 1 C[0,00) — R, I arahig iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.

Spekturumu I da olan her A, B € K C B(H)* operatorleri igin f fonksiyonu
[A,B] ={(1-t)A+tB:t€][0,1]}

pargasi lizerinde operator (o, m)-konveks olabilmesi igin gerek ve yeter sart ¢, 4 p :
[0,1] — R,

¢u,a5(t) = (f(1—t)A+1B)z, x)
fonksiyonu [0, 1] aralig1 iizerinde (cv, m)-konveks olmasidir. Burada x € H ve

]l = 1.

Ispat. : f, [A, B] de operator (o, m)-konveks olsun. Bu durumda her ¢,¢, €
[0,1], \,7>0ve A+~ =1 i¢in

©u.a.8 (At + myty)
= (f((1 = (M1 +mt2)A) + m(Aty + myte) B)x, x)
= (fOA+~vA = NAt; — myAty + mAt B + m*ytoB)x, x)
(fON[(1 = t1)A+mty Bl +m(1 = N)[(1 —t2)A + mtyB))z, )

IN

Az ap(t1) +m(l — Ay a,5(t2)
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saglanir. ¢, 4 g, [0, 1] aralig1 {izerinde bir operatér («, m)-konveks fonksiyon ol-

sun. Her C':= (1 —t1)A+mt;B ve D := (1 — t3) A+ mty B igin,

(f((1=XN)C +mAD)zx,z)
= (f((1=XN[(1 =t1)A+mt;B] + mA[(1 — ta) A+ mtsB])z, x)
= (f(A—t;A4+mt,B - NA+ XL, A
— Amt; B + mAA — mM A+ mP At B)x, x) (f(A(1 — 1)
— M1 —t) + mAA(1 — ty) + mt; B — dmt, B + m* My B)z, )
= (f(=AM(1=t;))A+mt;B) + A(1 — t;) + mt1 B
+ mAA(L = ) + mtyB))z, x)
= (f((1 =N ((1 = t))A+ mt;B) + mA((1 — 1) A + mtyB))z, )
(1 =A")(f(C)z,z) + mA*(f(D)z, x)

IA

elde edilir. Boylece f'nin [A, B] iizerinde operator (a, m)-konveks oldugu ispat-

lanmaisg olur.

Teorem 3.3.1 f: 1 — R, bir operator (aq, m;)-konveks fonksiyon ve g : I — R

de operator (ag, mg)-konveks fonksiyon olsun. myq, ms, a1, as € (0,1] igin

/01<f(tA +mi(1 —t)B)x,z)(g(tA + ms(1 —t)B)x, x)dt

K Mocua L
<a1 + g + 1) + ((a1 + 1) (g + az + 1))
mio R
<(a2 + 1) (a1 + as + 1))

+ [ (1 ! ! + ! ) S
— — mym
aop+1 aw+l opt+a+1 H

saglanir. Burada z € H ve ||z|| = 1 dir.

Ispat. : 2 € H, ||z| = 1,t € [0,1], (Az,z) € Sp(A) C I ve (Bx,z) € Sp(B) C I

icin agagidaki esitlige sahibiz;

(tA+ (1 —=t)B)z,z) = t(Az,z)(1 — t)(Bzx,x) € I
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f, g nin siirekli olmasidan ve operator (aq,my), (az, ms)-konveks olmalarindan;

/1 F(EA + (1 — 1) B)dt

/lg(tA +(1—H)B)dt

ve )
/ (fg)(tA+ (1 —t)B)dt
0
integralleri vardir. Yine f, ¢ nin sirasiyla operatdr (aq,my), (ag,ms)-konveks,

w € [0,1] ve x € H igin
(fA+ (1 =t)B)z,x) < ({* f(A) + m(1 — %) f(B))x, x)

(gtA+ (1 =t)B)x, x) < ((t*g(A) +m(1 —1**)g(B))z, z)

(ftA+ (1 —t)B))z, z){g(tA+ (1 —t)B))x, )
ez (f(A)a, x)(g(A)z, x)

< g

+ mp(t — ) (f(A)z, 2)(9(B)z, )

+ oy (¢ — ) (f(B)a, 2)(g(A)z, x)

+ myma(1 =17 — 1% + 44792 (f(B)x, 2)(9(B)x, x)

Bu egitsizligin [0,1] aralig {izerinde integrali alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.2 f,g : [ — RT, sirasiyla operator (o, mq)-konveks, (ag,ms)-

konveks ve azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda bir H Hilbert uzayinda

1
m

spekturumlar: I da olan keyfi 6zeslenik A ve B operatorleri, % (Ax,z), —(Bx,z) C
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I ve my,mg, oy, e € (0,1] igin

(B g 2B Y
1

3 /0 [(f(tA +my(1 —t)B)x,z)(g(tA + ma(l — t)B)x, x)

IN

1] K(a1+ (a2)? + ag + (a2)?)

41 (ar+1)(az+1)(ag +az + 1)
(mimaS)(ar + () + ag + (ag)?)
(ozl + 1)(@2 + 1)(@1 + (0%)] + 1)

ap +ag+1 2
maL (1~ (a1 + (@) (a1 + (s £ 1)>)

ap +oag +1 2
+m1R<(1 B (Oél + 1)(0{2) i) (Oél + 1)(042 + 1))>

esitsizligi saglanir.

Ispat. f, operator (a1, mq)-konveks fonksiyon ve g, operator (az, ms)-konveks

fonksiyon oldugundan her ¢ € I her z € H ve ||z|| =1 icin

(1))
tA+mi(1—)B+ m1<(1 — A 4 tB)

(s : )

< %Kf(tA (1 — t)B)x,x> + <f<m1((1 P tB))x, x>]

ma
(o552 )er)
tA+ma(l—t)B + mg((l —hA +tB>

ol 2 Joor)

< %Kg(tA + mo(1 — t)B)x,a:> + <g<m2<(1 - t)i + tB))x, SE>]

mo
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(ftA+mi(1 —t)B)x,x){g(tA + mo(1l — t)B)x, x)

(r(H32 ) (o (52 )oe)

+mao(f(tA+mi(1 —t)B)x,z){g((1 — lf)i +tB)x,x)

mo

+my (f((1 — if)i +tB)x, x)(g(tA + mo(l — t)B)z, x)

ma

+myma(f((1 — t)mil +tB)z,x)(g((1 — if)mi2 +tB)z, )

(fEA+mq(1 —t)B)x,x){g(tA + mo(l —t)B)x, x)

IN

|

H (1= A+ mitB)z, 2)g((1 — A + mat B)a, )|

J{ (52 (o725 )

_l_

1l @, 2) + a1 - ) (Bl )
(1 -t ({g(A)z, z) + mat®*(g(B)z, z))

(1 —t*1(f(A)z, z) + myt* (f(B)z, z))
(

12(g(A)a, ) + ma(1 = 192) (g(B)z, 2))]

X

_|_

X

saglanir. Buradan her iki tarafin [0,1] aralig {izerinde integrali alimirsa ispat

tamamlanir.

Teorem 3.3.3 f,g: I C R — RT sirasiyla operator (o, ms), (as, ms)-konveks
ve azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda H Hilbert uzayinda spekturumu

Ida olan keyfi A, B 6zeslenik operatorleri, %(Ax, x), %(Bx, x) C I ve
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my, ma, aq, ag € (0, 1] igin;

<f(A +2'rnlB>x,.T> /01<g(tA+m2(1 —t)B)z, z)dt

+<g<A+2sz>x,x> /01<f(tA+m1(1—t)B):v,$)dt

1/0 [(f(tA+m1(1 —t)B)z, z){(g(tA + mo(1 — t) B)z, x)

IN

2
1| K(ai+ (ag)* + as + (a2)?)
4 (061 —f- 1)((1/2 + 1)(0[1 + (6] —|— ].)
(m1maS) (a1 + (2)? + ag + (a2)?)
(041 + 1)(0&2 + 1)(@1 + (0D + 1)

a1+ ag + 1 2
maL (1 (t Do) T+ Dl 1)>)

ap + a9+ 1 2
i) T D@D

+(f<A +2mlB>x’x><g<A ~|—2mgB>x,x>

+m1R<(1 £

saglanir.

Ispat. : f, operator (a1, mq)-konveks fonksiyon ve g, operator (as, msg)-konveks

fonksiyon olsun, m,t € [0, 1] i¢in

(1(F55 )
tA+my(1—t)B+ m1<(1 —t) A 4+ tB)

W o))

[<f(tA+m11—t Bye,x)+ (f(mi((1 =)= +1B)), )]
(

(9
tA+mo(l —t)B+my((1—1t)A +tB
(o il ).y

[<g(tA + mo(1 —t)B)x, > + <g<m2((1 - t)i + tB))x, x>]

mo

IA

A+mgB> >

X

IN
N —

Not: Eger a<b ve ¢<d a,bc,de R iseo zaman

ad + bc < ac + bd
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esitsizligi vardir.

IN

IN

Esitsizligin [0,1]

(1(F55)ws)

g(tA+ma(1 —t)B +mo((1 — t)itB)»

( .
(A
(

X

2

X(f(tA+mi(1 —t)B+mi((1— t)mitB)))

(1(F55)map o525 e)

<f(tA +mi(1—t)B+my((1 — t)mitB))>
i@ﬂwuwmu—wm%@@mmmma—wmxw
+(f((1 —t)A+mitB)z, z){g((1 — t)A + mstB)z, x)}

[t (£ (A, ) + ma (1= 12) (£ (B, 2)

(
(1 =t"(g(A)z, x) + mat**(g(B)z, z))
+(1 =t (f(A)z, ) + ™ (f(B)z, x))

(

xwwmm@+mu—WMBM@ﬂ

(55 )ra) (o525

araliginda integrali alinirsa ispat tamamlanir.

3.4 Synchronous ve Asynchronous Fonksiyonlar icin Uygu-

lamalar

Tanim 3.4.1 f,

g : [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger her ¢, s € [a, b] igin

(f(t) = f(s))(g(t) = g(s)) = 0

esitsizligi saglaniyorsa bu f, g fonksiyonlarina [a, b] iizerinde synchronous denir.

Tanim 3.4.2 f,

g : [a,b] — R iki fonksiyon olsun. Eger her ¢, s € [a, b] i¢in

(f(t) = f(s))(g(t) = g(s)) <0
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esitsizligi saglaniyorsa bu f, g fonksiyonlarima [a, b] iizerinde asynchronous denir.

Teorem 3.4.1 f,g: [m, M] — R operator (a, m)-konveks ve A, B, Sp(A) | Sp(B) C
1

[m, M], =(Az, z), =(Bx,z) C I ve my, ma, o, a2 € (0,1] olacak sekilde 6zeslenik

iki operator olsun. Bu durumda,

1. Eger f,g synchronous ve f,g > 0 ise agagidaki

/01 [(f(tA +my(1 —t)B)x,x){(g(tA+mo(l —t)B)x,x)|dt

( (1 + 1)z +1) )
2(041 + 1)(0&2 + ].)(Oél + a9 + ].)
(mamy) (1)) 4 a1 (ag)® + 20nay

T Tt D@+ D+ as + 1)
ma((a2)? 4 ag) + ma((a1)* + 1)
- 2(©£1+1)(Oé2+1)(6¥1+0&2+1) )P

2. Eger f, g synchronous ve f, g > 0 ise asagidaki esitsizligi dogrudur.

(FEEE g A2 o

< [<f<tA+m1(1 —)B)z, 2){g(tA + ms(1 —t)B)x,a:)}

2/,
(1 -+ m1m2>(061 —+ (061)2 + a9 + (042)2)
(n + D)(ag+ 1) (a1 +ag + 1)

1
4
+(m1 + mg)((al)%q + 041(041)2 + 30&10&2 + o1 + ag + 1)

(on & D(an + 1) (s + an + 1) P

3. Eger f, g synchronous ve f,g > 0 ise asagidaki esitsizligi dogrudur.

<f<A+TmlB>x, x> /01<g(tA +ma(1 —t)B)x, z)dt

+<g<A+Tm2B>x,x> /01<f(tA +my(1 —t)B)x,x)dt

IN

%/0 [(f(tA—i—ml(l —t)B)z, z)(g(tA + ma(1 —t)B)x,wﬁ

(1 -+ m1m2>(061 —+ (061)2 + (6] + (a2)2)
(n + D)(ag+ 1) (g +ag + 1)

1
4

4 (m1 + m2)((a1)2a1 + al(a1)2 + 30&10&2 + aq + (0] + 1)
(Oél —+ 1)(042 —+ 1)(0[1 + a9 + 1)

(AL PE) (ALY,

P
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Burada,
P(A, B)(x) = {[f(A)g(A) + f(B)g(B)Jz.z) o € H

N(A> B)(:B) = <f(A)x,9c><g(B)x,x> + <f(B)m,x>(g(A)x,x) ;v € H
dir.

Teorem 3.4.2 1. Eger f, g asynchronous ve f,g > 0 ise asagidaki

/01 [(f(tA +my(1 —t)B)z,x)(g(tA+ mo(l — t)B)x,x)|dt

( (O&l + 1)(&2 + 1) )

- 2(0(1 + 1)(042 + 1)(0&1 + (0%) + 1)
(myima)((a1)?ag) + aq(az)? 4+ 2a1a9
2(0./1 + 1)(0[2 + 1)(0&1 + (6] + ].)
ma((ao)? + a) + my((ar)? + a1)>

2(a1 + 1) (a2 +1)(ag + s + 1)

esitsizligi dogrudur.

2. Eger f,g asynchronous ve f,g > 0 ise agagidaki esitsizligi dogrudur.

(B ) (g AT, )

< %/0 (£ +ma(L = 0)B)r, ) (g(tA + ma(L — 1)B)a, )]

1

+z_1 (1 +myms)(ag + (a1)? + s + (a2)?)

(q + D)(ag + 1) (g + g+ 1)

(m1 + mg)((al)zal + 041(041)2 + 30&10&2 + (05) + (0%)] + 1)

(o & D(an + 1)(as + s + 1) N

+
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3. Eger f, g synchronous ve f,g > 0 ise agagidaki esitsizligi dogrudur.

<f<A+TmlB>x, x> /01<g(tA + mao(1 — £)B)z, z)dt

+<g<A+TmQB>x,x> /;(f(tA +my(1 —t)B)x, z)dt

% /0 [(f(tA +mi(1 —t)B)x,z)(g(tA + ms(1 —t)B)x, x)}

1
4

IN

(1 + mlmg)(ozl + (041)2 + (6) + (a2)2)
(1 + D(ag+ 1)(og + ag + 1)

+(m1 =+ mz)((a1)2a1 + Oél(Oz1)2 + 3aia9 + g + g + 1)
(a1 +1)(ag + 1)(as + gz + 1)

(AR (A DY,

N

33



4. SONUC VE ONERILER

Yiiksek lisans tezi olarak yapilan bu caligma, tamami 6zglin olan tigiincii
boliim ile matematik literatiiriine yeni kavramlar, teoremler, sonuclar ve uygula-
malar getirmistir. Elde edilen bu yenilikler uluslararasi hakemli dergilerde [14]
basilmig uluslararas: [15] ve ulusal [21] sempozyumlarda sunulmusgtur. Ilaveten
halihazirda uluslararasi hakemli iki dergide inceleme agamasinda olan iki ¢aligmamiz
bulunmaktadir. Ilk énce bu tezden elde edilen sonuclar ifade edip, daha sonra

Onerilerimizi verelim.

Yapilan bu tez caligmasi ile:

1. Esitsizlik Teorisi ve Siirli Operatorler Teorisi birlestirilmigtir.

2. Reel anlamda bilinen konves, m-konveks, («, m)-konveks foksiyonlar sinifi,
Hilbert uzayinda Hermite-Hadamard Esitsizligi araciligiyla operator kon-

veks, m-konveks, («, m)-konveks fonksiyon simifi elde edilmistir.
3. Elde edilen bu yeni siniflar ile ilgili , teorem ve sonuclar1 verilmistir.

4. Ozel olarak, carpimlart bu smiftan olan operator konveks simiflarinin du-

rumlar1 incelenmigtir.

5. Son olarak ise, Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlara uygulanarak

uygulamasi yapilmigtir.
Simdi bu yiiksek lisans tezinden ¢ikan sonuclara gore bazi oneriler verelim:

1. Bu tez galigmasi, Esitsizlik Teorisi ve Sinirli Lineer Operatorler Teorisi'nin
bir araya getirdigi igin, literatiirde reel anlamda bilinen fakat sinirli lineer
operatorler teorisine uygun olmak kosuluyla diger konvekslik cegitlerinin

(m-konveks, (a, m)-konveks, logaritmik konveks, v.s.) operator kismi yapilabilir.

2. Burada biz Hilbert uzayinda Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlik yardimiyla,

sinirh lineer operatorlere tagidik. Literatiirde daha bir ¢ok esitsizlik vardir.
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Bunlarin bazilarini soylemek gerekirse Jensen, éebyéev Fonksiyoneli igin
esitsizlik, Griiss, Quasi-Griiss, Ostrowski, Trapezoidal, Taylor, v.b. tipli
esitsizlikler vardir. Dolayisiyla her biri igin yeni esitsizlikler operator kon-

veklik kavrami verilebilir.

. Elde edilecek bu yeni siniflarin sadece Synchronous ve Asynchrounous fonksiy-
onlar i¢in degil diger fonksiyonlara da uygulanarak, yeni uygulama alanlari

bulunabilir.

35



1]

[11]

KAYNAKLAR

Azpeitia A. G., Convex Functions and Hadamard Inequality, Rev. Colom-

biana Mat., 28 (1994) 7-12.

Furuta T., Hot J. M., Pecari¢ J., Seo Y. , Mond-Pecari¢ Method in Operator
Inequalities for Bounded Selfadjoint Operators on a Hilbert Space, Element,

Zagreb, (2005).

Dragomir S. S., Pecari¢ J. , Persson L. E., Some inequality of Hadamard

Type, Soochow J. Math., 21 (1995) 335-341.

Dragomir S. S., Inequalities for Functions of Selfadjoint Operators on Hilbert

Spaces(2011), http://ajmaa.org/RGMIA /monographs/InFuncOp.pdf.

Pearce C. E. M., Rubinov A. M., P-Funcutions, Quasi-Convex Functions

and Hadamard-Type Inequalities, J. Math. Anal. Appl., 240 (1999) 92-104.

Tseng K. L., Yang G. S., Dragomir S. S., On Quasi-Convex Functions and
Hadamard-Type Inequality, RGMIA Res. Rep. Coll., Article 1., 6 (3) (2003).

Moslehian M. S., Najafi H., Around Operator Monotone Functions, Integr.
Equ. Oper. Theory.,doi: 10.1007/s00020-011-1921-0, 71 (2011), 575-582.

Dragomir S. S., The Hermite-Hadamard Type Inequalities for Operator Con-
vex Functions, Appl. Math. Comput., 218, 3(2011), 766-772.

Varosanec S., On h-Convexity, J. Math. Anal. Appl., 326 (2007), 303-311.

Bombardelli M., Varosanec S., Properties Of h-Convex Functions Related to
the Hermite-Hadamard-Fejer Inequalities, Computers and Matematics with

Applications, 58 (2009), 1869-1877.

Sarikaya M. Z., Set E., Ozdemir M. E., On Some New Inequalities of Hadamard
Type Involving h-Convex Functions, Acta Math. Univ. Comenianae, Vol.

LXXIX, 2 (2010), pp. 265-272.

36



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Sarikaya M. Z., Saglam A.,Yildirim H., On Some New Inequalities Hadamard
Type Inequalities for h-Convex Functions, Journal of Matematical Inequali-

ties, Vol. 2, 3(2008), pp. 335-341.

Burai P., Hazy A., On Approximately h-Convex Functions, Journal of Con-
vex Analysis, 18, 2(2001).

Salag S., Unluyol E., Erdas Y., The Hermite-Hadamard Type Inequalities
for Operator p-Convex Functions in Hilbert Space, Journal of New Theory,

4(2015), 74-79.

Unluyol E. | Salag S., Erdag Y., The Hermite-Hadamard Type Inequalities for
Operator h-Convex Functions in Hilbert Space, International Conference on
Applied Analysis and Mathematical Modelling, ICAAMM, June 2015, Yildiz
Tecnical University Istanbul, 8-12.

Erdas Y., Unluyol E., Salag S., The Hermite-Hadamard Type Inequalities
for Operator m-Convex Functions in Hilbert Space, Journal of New Theory,

5(2015), 80-91.

Pachpatte B. G., On Some Inequalities for Convex Functions, RGMIA Res.
Rep. Coll., 6(E), (2003).

Tunc M., On Some New Inequalities for Convex Functions, Turk. J. Math.,

35, (2011), 1-7.

Dragomir S. S., Cebys’ev Type Inequalities for Functions of Selfadjoint Op-
erators in Hilbert Spaces, Linear and Multilinear Algebra, 58(2010) no. 7-8,
805-814.

Erdag Y., Unluyol E., Salag S., Operator («, m)-Konveks Fonksiyonlar Smufi ,
Mini Matematik Istatistik Sempozyumu, 17 Aralik, Ordu Universitesi, Ordu,
Tirkiye, 8(2015)

Salag S., Unluyol E., Erdas Y. , Yeni bir operator konveks sinifi £SO,
Mini Matematik Istatistik Sempozyumu, 17 Aralik, Ordu Universitesi, Ordu,
Tirkiye, 9(2015).

37



[22] Unluyol E., Salag S., Erdag Y., Some New Hermite-Hadamard Type Inequal-
ities and Applications for Two Operator ES;O-Convex Functions in Hilbert
Space, International Conference on Advancement in Mathematical Sciences,

November (2015), Porto Bello Hotel Resort, Spa, Antalya, 190.

[23] Unluyol E., ErdagY., Salag S. Some new Hermite-Hadamard Type Inequal-
ities for Two Operator (a, m)-Convex Functions in Hilbert Spaces, Interna-
tional Conference on Advancement in Mathematical Sciences, 05-07 Novem-

ber (2015), Porto Bello Hotel Resort, Spa, Antalya, 104.

[24] Unluyol E. , S. Salas, Y. Erdas, Some New Hermite-Hadamard Type In-
equalities and Applications for Godunova-Levin Operator Convex Functions
in Hilbert Space, International Conference on Advancement in Mathematical
Sciences, 05-07 November (2015), Porto Bello Hotel Resort, Spa, Antalya,
224.

[25] Mitrinovié D.S. | Lackovié I. B. , Hermite and Cconvexity, Aequationes Math.
28(1985) 229-232.

[26] Pecarié¢ J. E., Proschan F., Tong Y. L., Functions Convex, Partial Orderings,
and Statistical Applications, Academic Press. Inc., San Diego, 1992.

[27] Beckenbach E. F. | Convex Functions, Bull. Amer. Math. Soc. 54(1948)
439-460.

[28] Godunova E. K., Levin V. L., Neravenstra dlja funccii sirokogo Klassa Soderzascego
Vypuklye, Monotonnye Inekotorye Drugie Vidy Funkaii, Vy¢cislitel Mat. i
Mt. Fiz., Mezvuzov Sb. Nau¢. Trudov. MGPI, Moscow, (1985), 138-142.

[29] Mitrinovic D. S., Pecari¢ J. E., Note on a class of functions of Godunova and

Levin, C.R. Math. Rep. Acad. Sci. Canada, 12 (1990), 33-36.

[30] Mitrinovié¢ D. S., Pecari¢ J. E., Fink A. M., Classical and New Inequalities
in Analysis, Kluwer Acad. Publ., (1993).

38



OZGECMIS

Adi-Soyad1

Dogum Yeri
Dogum Tarihi
Medeni Hali
Bildigi Yabanci Dil

Tletisim Bilgileri

Lise

Lisans

Yeter ERDAS

Ordu/Golkoy

01.08.1992

Bekar

ingilizce

Ordu Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boltimii, yeterrerdass@gmailcom

Mehmetgik Lisesi, 2010

Ordu Universitesi Fen-Ed. Fak. Matematik Bol.-2014

39



	dýþ kapak.pdf
	1.pdf
	onay.pdf
	tez bildirim.pdf
	TEZ.pdf

