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OZET

ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA AYIRMA AKSIYOMLARI
Osman CAKIR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 70 sayfa

Danigman: Yrd. Dog. Dr. Serkan KARATAS

Bu tez ¢aligmasinda Molodtsov [20] tarafindan ortaya atilan esnek kiime tanimi
veri- lerek, ardindan Shabir ve Naz [28]'in makaleleri dikkate alinarak esnek
kiimelerde temel kavramlar ve ayirma aksiyomlar: verildi. Ayirma aksiyomlarinda
verilen ispatlarda ve kullanilan notasyonlarda Cagman [5]'in ¢aligmasindan fay-
dalanildi. Bazi teoremlerin ispatlari ve kullanilan notasyonlar diizeltilerek yeniden
yazildi. Caligmanin son boliimiinde ise, Komplimental Esnek Topolojik Uzaylar
bashg1 altinda esnek ayirma aksiyomlarina yeni bir bakigla teoremler ve ispatlari
verildi. Bu kisimda yazilmig olan teoremler 6rnekler verilerek desteklendi. Ayrica
yazilan teoremlerin dogal bir sonucu olarak, ETy < E17 < ETy & ElT5 < ET,
bagintis1 verildi.

Anahtar Kelimeler: Esnek kiime, esnek nokta, esnek fonksiyon, esnek topolo-
ji, esnek topolojik uzay, esnek T; (i = 0,1, 2,3, 4) uzayla-
r1, esnek komplimental kiime, komplimental T; (i = 0, 1,

2,3, 4) uzaylari, esnek ayirma aksiyomlar.



ABSTRACT

SEPARATION AXIOMS IN SOFT TOPOLOGICAL SPACES

Osman CAKIR
Ordu University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSec. Thesis, 70 pages

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Serkan KARATAS

In this thesis, the definition of a soft set which was introduced by Molodtsov
[20] is given and then the main concepts of the soft sets and soft separation
axioms are studied by taking Shabir and Naz [28]’s works into account. While
soft separation axioms and their proofs are unfolded, it is more heeded to make
use of Cagman [5]’s work. Some of the proofs related to theorems of separation
axioms are rewritten because of needed correction of notations. The last section
of the work is given under the title of Complemental Soft Topological Spaces.
In this section some new theorems and their proofs are discussed. Further the
following relation, STy < ST < ST, < ST; < ST}, is written as a natural
result of the given theorems.

Keywords: Soft set, soft point, soft function, soft topology, soft topological sp-
ace soft T; (i =0, 1,2,3,4) spaces, soft complemental sets, soft sep-

aration axioms, complemental T; (i = 0,1,2,3,4) spaces
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1. GIRIS

Bu caligmada esnek topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlarindan bahsedilecek-
tir. Ayirma aksiyomlarina girmeden once esnek kiimelere ait temel kavramlar-
dan ve ondan da once esnek kiimelerin ortaya cikmasiyla ilgili olarak yapilan
caligmalardan kisaca soz edilecektir. Esnek kiimeler teorisi, Molodtsov [20] tara-
findan belirsizlikle baga ¢ikabilmek i¢in bir matematiksel arag olarak ortaya atildi.
Molodtsov [20], stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teorisi, Riemann
integrasyonu, Perron integrasyonu, olasilik, Ol¢iim teorisi gibi alanlarda esnek

kiime teorisini kullanarak basarili ¢caligmalar yapti.

Belirsizlik iceren problemlerin ¢oziimii i¢in, aralik matematigi, olasilik teorisi,
bulanik kiimeler teorisi, yaklagimlh kiimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibi
farkl teoriler gelistirildi. Her bir teorinin giiclii oldugu uygulamalar olmakla bir-
likte, bu teoriler arasinda en fazla goze ¢arpan Zadeh [35]’in bulanik kiimeler teori-
sidir. Bulanik kiime kavramini, bulanik mantik kavramiyla birlikte diigtinmek
gerekir. Bulanik kiime kavramini agiklamak i¢in de oncelikle klasik kiime kavra-
mindan ayrilan yonleri dikkate alinmalidir. Ciinkii bulanik kiime, klasik kiime
anlayiginin temel aksiyomlariin kismen diginda bir anlayig tizerine kurulmustur.
Ayni durum, bulanmik mantik ve klasik mantik arasinda da mevcuttur. Ciinki
her iki mantik arasinda gerek aksiyomlar: gerekse formel yapilar1 agisindan kokli
farklar vardir. Bulanik kiime ve dolayisiyla bulanik mantig1 karakterize eden
diger bir ozellik, duyumlarin ve dilin yorumudur. Duyumlarimizin ve dilin bu-
lanik yapida oldugunu kabul etmek, aymi zamanda farkli felsefi yorumlara da
zemin hazirlamaktir. Bulanik mantigin hem felsefe hem de mantik agisindan or-
taya koydugu yeni yorumlar diginda, teknolojideki uygulamalari, temel bilimlerde,
sosyal bilimlerde ve begeri bilimlerde yeni ufuklar agmig olmasi, onun giiniimiizde
gittikce artan Onemini ortaya koymaktadir. Bulanik mantigin kurucusu Zadeh
[35], “Information and Control” isimli dergide yaymladig1 ve teknik bir prob-
lemin ¢oztimiine yonelik olan “fuzzy sets” isimli bir makale ile devrim sayilabilecek
goriigler ileri sirmistiir. Bu teori hizla gelismesine ragmen bazi yapisal zorluklara
sahiptir. Bir bulanik kiime onun tiyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanir. Molodtsov

[20]’a gore tiyelik fonksiyonunun dogasinin fazlasiyla bireysel olmasindan dolayi,



her bir durum igin bir iiyelik fonksiyonu inga etmek zordur. Bu yiizden iiyelik
fonksiyonu inga etmekten bagimsiz sekilde bir kiimeler teorisine ihtiyag vardir.
Esnek kiimeler teorisi, Molodtsov [20] tarafindan belirsizlikle baga ¢ikabilmek
icin bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atildiktan sonra, bu teoriyle ilgili pek
¢ok caligma yapilmigtir.

Maji ve diger. [17], Pawlak [24]'1n yaklagimh kiime teorisi yardimiyla bir karar
verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini sundu ve esnek kiimelerde
baz1 iglemleri tammladi. Xiao ve diger. [31] esnek kiime temelli rekabet kapa-
sitesi i¢gin yapay bir hesaplama metodu iizerinde galigt1. Yang ve diger. [33] esnek
kiimeler ve yaklagimli kiimelere dayali klinik teshisin karar analizi ve indiiksiyon
tizerinde gahigti. Chen ve diger. [7] ile Kong ve diger. [16] esnek kiimelerde
parametre indirgemesi iizerinde ¢aligti. Xiao ve diger. [32] ile Pei ve Miao [25]
esnek tabanl bilgi sistemleri iizerinde ¢aligti. Mushrif ve diger. [22] esnek kiime
temelli simflandirmalar iizerinde galigti. Zou ve Xiao [37] eksik bilgi altinda esnek
kiimelerin veri analizi yaklagimini ortaya koydu. Bu yaklagimlar esnek kiimelerde
eksik verilerin mevcut durumlarim yansitmak icin tercih edilebilir. Maji ve diger.
[17] bulanik esnek kiimeleri tamimladi. Daha sonra pek ¢ok aragtirmaci bulanik
esnek kiimeler {izerinde ¢aligmalar yapti. Aktag ve Cagman [1] esnek kiimeleri,
bulanik kiimeleri ve yaklagiml kiimeleri ilgili kavramlariyla karsilagtirdi. Yang
ve diger. [34] bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi tanimlayarak, bulamk esnek
kiimeler yoluyla bir karar verme problemini analiz etti. Majumdar ve Samanta
[18] bulanik esnek kiimelerde benzerlik 6lgimiini ortaya atti. Kong ve diger.
[16] ile Xiao ve diger. [31] bulanik esnek kiime iizerine dayal bazi yaklagimlari
konu alan bir ¢aligma yapti. Molodtsov ve diger. [20] esnek kiime teorisi iizerine
dayali bir analiz gelistirerek; esnek say1, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramlar
formiile etti. Tanay ve diger. [29] esnek kiime ve esnek halkalar1 ¢ahigti. Shabir ve
diger. [28] esnek kiimelerde baz iglemler ile ilgili bir ¢aligma yapti. Cagman ve
diger. [3] esnek kiimelerde karar verme siiregleri ilgili ¢ahgti. Zhao ve diger. [37]
esnek kiimelerde esnek yar1 halkalari galigti. Hussain ve diger. [8] esnek topolojik
uzaylarim bazi 6zelliklerini galigti. Yine Majumdar ve diger. [18], Min [19], Chen
ve diger. [7], Roy ve diger. [26], Varol ve diger. [30], Zorlutuna ve diger. [36]

esnek topolojik uzaylar iizerine ¢aligmalar yaptilar.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Esnek Kumeler

Bu boliimde 6nce Molodtsov[20] tarafindan ortaya atilmig olan esnek kiime taninm
ve- rilecektir. Daha sonra Cagman[4] tarafindan gézden gegirilmig tamm verilecek

ve tezin kalan bolimiinde Cagman[5]'mn tanimi kullanilacaktir.

Tanim 2.1.1 [20] X evrensel kiime ve E parametreler kiimesi olsun. Bu du-
rumda £ parametreler kiimesinden P(X) kuvvet kiimesine tammh F' fonksiy-

onuna, X kiimesi tizerinde bir esnek kiime denir ve (F, E) ikilisi ile gosterilir.

Tanim 2.1.2 [4] X evrensel kiime ve E parametreler kiimesi olsun. F : F —

P(X) fonksiyonuna X iizerinde bir esnek kiime denir. Yani, bir esnek kiime
F={(e,F(e)): e € E}

seklinde sirali ikililerin bir kiimesi olarak goriilebilir. Eger e € E i¢in F(e) = ()
ise, (e, ) ikilisi esnek kiimede gosterilmez. X tizerindeki F parametre kiimesiyle

taniml tiim esnek kiimelerin kiimesi Sg(X) ile gosterilir.

Ornek 2.1.1 F esnek kiimesi, Ordu iline yeni tayin olmus bir memur ciftin,

¢ocuklarini gonderecegi okullarin parametrelendirilmis sekli olarak tanimlansin.

X : GOz ontine alinan tiim okullarin kiimesi
E : Parametre kiimesi
olmak tizere,
e; = pahal
ey = ucuz
es = spor kompleksi mevcut
e4 = lniversiteye girig sinavinda yerlestirme bagarisi
es = ingilizce egitimi var
eg = eve yakin
e; = hafta sonu kurslar1 mevcut



seklinde tamimlanmiyor. Bu durumda esnek kiimeyi tanimlamak; pahali okullari,

ucuz okullari, ingilizce egitimi iyi veren okullar1 ve digerlerini gostermek anlamina

gelir. Burada (i = 1,2,3,4,5,6,7) igin, e; ifadesi i-nci parametre olmak iizere,

F(e;) kiimeleri keyfi olabilir.

Tanim 2.1.3 [5] Esnek kiimeler {izerinde baz1 temel kiime iglemleri agagidaki

sekilde tanimlanir.

0.

1.

1140,

2.

Vi.

F ve G € Sg(X) olsun. Her e € F i¢in F(e) C G(e) oluyorsa, bu durumda
G, F’yi esnek kapsar denir ve F' C G bigiminde gosterilir.

F € Sg(X) olsun. Her e € E i¢in F(e) = () oluyorsa F’ ye esnek bos kiime

denir ve ® ile gosterilir.

F € Sg(X) olsun. Her e € E i¢in F(e) = X oluyorsa, F’ye esnek evrensel

kiime denir ve X ile gosterilir.

F,G € Sg(X) olsun. F' ile G esnek kiimelerinin esnek birlegimi her e € F
icin
(FUG)(e) = F(e) UG(e)

seklinde tanimlanir.

F,G € Sg(X) olsun. F'ile G esnek kiimelerinin esnek kesigimi her e € E igin
(FM1G)(e) = F(e)NG(e)
seklinde tanimlanir.

F € Sg(X) olsun. F esnek kiimesinin esnek tiimleyeni F© ile gosterilir ve
her e € E icin
Fé(e) = X\ F(e)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1.1 [5] F,G,H € Sg(X) verilsin. Bu taktirde asagidaki iddialar

dogrudur.

.

FNF=F



w. FUF =F
. FCME =&

. FEUF =X

vi. FMG=GNF

vii. FUG=GUF

vitgi. FN(GUH) = (FNG)U(FNH)
ir. FU(GNH)=(FUG)N(FUH)
. (FNG)°=FUGE

zi. (FUG)® = FenGe

zii. FN®=®dve FU® =F

ziti. FUX=Xve FNX =F

Ornek 2.1.2 E = {e1, e9,e3} ve X = {x1, 29, x3} olmak tizere, F, G, H € Sp(X)

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

F = {(e1,{x1,22}), (e2, X)}
G = {(e, {x2}), (e3, {71, 73})}
H = {(e1,{z2}), (€2, {z1,22})}

Bu taktirde

. e1 € I/ icin,
H(ey) = {z2} ve F(ey) = {x1,x2}
oldugundan H(e;) C F'(e;y) elde edilir. Ayrica e; € F igin,

H(ey) = {x1, 22} ve F(eg) = {1,292, 23}

oldugundan H(ey) C F'(es) bulunur. Dolaysiyla, H C F olur.



1. ey, e9,e3 € I icin,
(F M G)(el) = F(Gl) N G(61)

= {a, 22} N0
=0

(FMG)(ex) = Fley) NGley)
= XN {1‘2}
= {22}

(FMG)(e3) = Fles) NGles)
= 0N {23}
=0
oldugundan
FNG = {(e {x2})}
elde edilir.

14, €1, 69,63 € E i(;ina

(HUF)(e)) = H(e))UF(er)
= {$2}U{l’1,£€2}

= {x1, 72}

(HUF)(e2) = H(es) U F(en)
= {z, @2} U{x1, 22,23}

= {$1,$2,9€3}

(HUF)(e3) = 0

oldugundan
HUF = {(e1, {x2}), (e, {1, 72})}

elde edilir.



iv. F'={(e1,{x1,22}), (€2, X)} esnek kiimesinin esnek tiimleyeni

Fley) = {ws}
FE((?Q) = (Z)
Féles) = X

oldugundan
F* = {(e1, {x3}), (es, X)}

olarak bulunur.

Tamm 2.1.4 28] F' € Sg(X) olsun. Eger bir e € E igin, F(e) # 0 ve her
¢’ € E\{e} igin F(e') = () oluyorsa F’ye bir esnek nokta denir ve er ile gosterilir.

Ornek 2.1.3 E = {a,b,c} ve X = {z,y, 2} olsun. F esnek kiimesi

F= {(CL, {ﬁa y})? (bv {ya Z})v (Cv X>}

olmak fizere,

ap = (a,{z})
bo = (b{z})
cn = (¢{z,y})
ck = (¢, X)

Sg(X) 7 de esnek noktalardir.

Tanim 2.1.5 [28] G € Sg(X) ve ep bir esnek nokta olsun. Eger F(e) C G(e)
oluyorsa, er esnek noktasi G esnek kiimesine esnek aittir denir ve ep€G ile

gosterilir.
Not 2.1.1 Bir esnek nokta ozel olarak (e, F'(e)) bigiminde gosterilir.

Ornek 2.1.4 F = {a,b} ve X = {x,y, 2} olmak fizere,

G = {(a7 {l’,y,Z}), (b7 {ya Z})}



esnek kiimesi igin,

ap, = (a,{z})€QG,
ap, = (a,{y 2})€G,
ap, = (a,{z,y 2})eC
br, = (b{yh)eG
b, = (b {z,y,2))¢G

olur.

Tamm 2.1.6 [5] ep ve ey iki esnek nokta olsun. Eger F(e) N G(e’) = 0 ise, ep

ve e esnek noktalarina farkli esnek noktalar denir ve ep # ey, seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.2 [5] Bir esnek kiime, tiim esnek noktalarinin esnek birlegimi olarak

yazilir.

Teorem 2.1.3 [28] G € Sg(X) ve, bir ep€SE(X) esnek noktasi verilsin. Bu
durumda, ex€G va da ep€GE 7 dir.

Ispat. G € Sp(X) ve ep€Sg(X) olsun. Bu taktirde Teorem 2.1.1” in, 4. ve iv.
maddeleri dikkate alindiginda, ex€G ya da ep€GE dir. Bu da ispat1 tamamlar.

2.2 Esnek Fonksiyon

Tamim 2.2.1 [10] Sg(X) ve Sk(Y) swrasiyla X ve Y kiimeleri iizerinde tanimlan-
mig £ ve K parametre kiimelerine sahip tiim esnek kiimelerin kiimeleri olsun.
¢: X =Y vety: E— K iki fonksiyon olmak iizere, ¢, : Sp(X) — Sk(Y)

fonksiyonuna esnek fonksiyon denir.

i. F'e Sp(X)’ in gortntiisi, her k € K i¢in

RN

Ueequl(k) o(f(e), v (k)
wa w_l(k) =

0
pu(F) (k) =
0

seklinde tanimlanir.



it. G € Sg(Y') nin ters goriintiisii her e € E i¢in

py (G)(e) = 9™ (G(¥(e)))

seklinde tanimlanir.

Uyar1 2.2.1 ¢y : Sp(X) = Sk(Y) esnek fonksiyonunu olugturan ¢ ve v fonksiy-

onlar icin agsagidaki diyagram saglanmaktadir.

F — K

Sekil 2.1: Esnek fonksiyon icin temsili bir gosterim
Ornek 2.2.1 X = {&1, 20,23, 24}, Y = {y1, 4o, y3,Ua}, E = {e1, €, €3} ve K =
{k1, ko, k3} olmak tizere, p : X — Y ve ¢ : E — K fonksiyonlari

p(r1) =y
p(r2) = s
p(r3) =y
p(r4) =y
U(er) =k
U(e2) = ks
U(es) = ks



seklinde tanimlanmig olsun.

F = {(e1,{z2}), (e, {w1, 24})} € Sp(X)

G = { (k1 {y1, va}), (K2, {ys})} € Sk(Y)

olmak tizere, '’ nin ¢, esnek fonksiyon altindaki gortintiisii;

(k) = {ei}
O (ks) = {ea,es}
O ks) = 0

olarak bulunur ve

p(F) (k1) = @(F(e1))
= {3/4}

op(F)(ka) = p(F(e2)) Up(F(es))
= DU{y1, v0}

= {yl,yz}

oy(F)(ks) = 0
ve sonug olarak,

pu (F) = {(k1, {ya}), (ka, {51, v2})}

olur. G’ nin esnek fonksiyonu altindaki ters gortintiisii ise,
Py Y

0, (G)er) = ¢ HGW(er)))
= ¢ (G(k))
= ¢ '({y1,v4})

- {Ilax27$3}

e (G(¥(e2)))
= ¢ '(G(k))
e ' ({ys}) =10

10



oldugundan,
0, (G) = {(ex, {21, 22, 23})}

olarak bulunur.
Tanim 2.2.2 [10,36] ¢y : Sg(X) — Sk (Y) bir esnek fonksiyon olsun.

i. BEger ¢ : X — Y ve v : E — K bire bir fonksiyonlar ise, ¢, esnek fonksi-

yonuna esnek bire bir fonksiyon denir.

. Eger ¢ : X — Y vet : F — K orten fonksiyonlar ise, ¢, esnek fonksiyonuna

esnek orten fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1 [10,36] ¢, @ Sp(X) — Sk(Y) bir esnek fonksiyon ve Fy, Fy €
Sg(X) olsun. Bu taktirde agagidaki iddialar dogrudur.

it py(F1 U Fa) = @y (F1) U @y (F)
. op(F1 T Fy) T oy (F1) My (Fy) (Eger ¢y esnek bire bir ise esitlik saglanir.)
. F1 E F2 ise, g0¢(F1> E g0¢(F2), dir.

Teorem 2.2.2 [10,36] ¢, : Sp(X) — Sk(Y) bir esnek fonksiyon ve Gy,Gy €
Sg(X) olsun. Bu taktirde agagidaki iddialar dogrudur.

iy (@)=
ih. o, (V) =X
iii. @y (G1UGa) = ¢, (G1) Uy, (Ga)

. 0, (G1NGy) = 0, (G1) My (Gy)

11



v. G E G ise, ‘P;l(Gﬂ C gOJl(Gz)’ dir.

Teorem 2.2.3 [10,36] ¢y : Sp(X) — Sk(Y) bir esnek fonksiyon olmak iizere,
F e Sp(X) ve G € Sk(Y) olsun. Bu durumda agagidaki iddialar dogrudur.

i. FC ()0121(()01[,(}? ))’dir. (Eger ¢, esnek bire bir ise esitlik saglanir.)
. gpw(goll(G)) C G'dir. (Eger ¢y esnek orten ise esitlik saglanir.)
iii. ' (G°) = (¢, (G))"dir.

. py esnek bire bir ve esnek orten ise, pyu(F¢) = (¢y(F))®dir.

2.3 Esnek Topolojik Uzay

Tanim 2.3.1 [5] Asagidaki sartlarn saglayan 7 C Sg(X) esnek kiime ailesine

esnek topoloji denir.
ETI. X, e
ET2. Herhangi F,G € 7i¢in, FMN1G €T

ET3. Herhangi bir {F; : i € I'} C 7 esnek kiime ailesi igin, | |, , F; € 7" dur.

Eger 7 bir esnek topoloji ise (X, 7, E') {igliisiine bir esnek topolojik uzay denir.

(X, 7, E') esnek topolojik uzayinda 7’ nun elemanlarina esnek agik kiime adi verilir.

Ornek 2.3.1 7, = {®, X} ve 7, = Sp(X) esnek kiime aileleri birer esnek topolo-
jidir.

Tanim 2.3.2 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F' € Sg(X) olsun. Eger

F¢ € 7 ise bu durumda F’ ye (7 esnek topolojisine gore) esnek kapali kiime denir.

Teorem 2.3.1 [28] (X, 7, F) bir esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda, her
e € Eigin 7. = {F;(e) : i € I} kiime ailesi X {tizerinde bir topolojidir.

12



ispat.
T1. ®, X € 7 icin, 0, X € 7.’ dir.
T2. F(e),G(e) € 7. i¢in, F MG € 7 oldugundan, F(e) NG(e) € 7.” dir.

T3. Herhangi bir e € E i¢in, {Fj(e) : j € J C I} C 7, kiime ailesi verilsin. Her

J € Jicin, I € 7 oldugundan

LJ F} cT

jeJ

olur. Dolayisiyla

(Uns)e=Ur@e-

jeJ jeJ

elde edilir. Su halde her e € FE igin, (X, 7.) bir topolojik uzaydir.

Uyar: 2.3.1 Teorem 2.3.17 in tersi dogru degildir. Yani parametrelerinin her biri
icin X kiimesi iizerinde bir topoloji olan, ancak kendisi esnek topoloji olmayan
esnek kiime aileleri meveuttur. Ornegin, X = {z,y, 2z} evrensel kiimesi iizerinde

E = {a, b} parametre kiimesiyle tamimlannmig olan

Fro= {(a{y}), (0.{=})}

Fy = {(a.{y.2}), (b.{z,y})}
Fy = {(a,{z.y}), (b {z.y})}
Fy = {(a,{y}) (b.{z,2})}

esnek kiimeleri verilsin. Ayrica
T = {®7)675H7P§7P5752}
olsun. Parametrelerin her birine gore yazilan

Ta = {@,)(,{y},{x,y},{y,z}}

ﬂ)::{@7)(7{x}7{x>y}7{xvz}}

esnek kiime aileleri birer topoloji iken, 77 nun kendisi bir esnek topoloji degildir.

13



Teorem 2.3.2 [28] {(X T E) el } esnek topolojik uzaylarin bir ailesi olsun.
Bu taktirde (X, (., 7i, E) ticliisii bir esnek topolojik uzaydir.

Uyar: 2.3.2 {(X, i, E) i€ I} esnek topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. Bu
taktirde | |,.; 7; kiime ailesi her zaman bir esnek topoloji degildir. Ornegin,
X = {x1, 29,23} evrensel kiimesi iizerinde E = {ej,es} parametre kiimesine

bagl olarak yazilan esnek kiimeler

Fi = {(e1, {z2}), (e2, {1 })},
Fy = {(er, {2, 23}), (e2, {1, 22})},
Fy = {(er, {w1,22}), (e2, X)},
Fy = {(er, {z1,22}), (€2, {w1, 23})},

ve

Gi = {(er,{z2}), (e2, {z1 })},

Gy = {(e1,{z2,23}), (€2, {w1, 22})},
Gy = {(er,{z1,22}), (e2, {w1, 22})},
Gy = {(er, {z2}), (e2, {w1, 3})},

olmak tizere, 71 ve 75 esnek topolojileri

n = {®7X7F17F27F37F4}
= {®,X,Gy,Gs,Gs,Gy}

bi¢giminde tanimlanmig olsun. Bu taktirde,
1 UTQ - {@aX7F17F27F37F4aG3aG4}

esnek kiime ailesinin bir esnek topoloji olmadig1 goriiliir.

Gergekten,
F2 u GB = {(617X>’ (627 {xth})} ¢ T

olmaktadir. Bu yiizden 7 , X iizerinde bir esnek topoloji degildir.

Teorem 2.3.3 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve A C X bogtan farkli bir

alt kiime olsun. Bu durumda

A={(e,A):ec E}

14



olmak fizere,
TA:{FHAI FET}

seklinde tanimli esnek kiime ailesi bir esnek topolojidir.

ispat.
ET1. X,® e 7 oldugu biliniyor. Buradan her e € E icin
X(e)NAe)=XNA=A
olacagmdan A € 74 olur. Benzer sekilde her e € E icin
dle)NAle)=0NA=0
olacagindan ® € 74 bulunur.
ET2. Herhangi G, Gy € 74 verilsin. Buradan her e € E i¢in
Gi(e) = Fi(e) N A ve Ga(e) = Fa(e)N A
olacak gekilde Fi, Fy € 7 vardir. Dolayisiyla her e € E igin
(G1MNGs)(e) = Gi(e) NGae)
= (Fi(e)nA)N (Fre)N A)
= (Fi(e)NFy(e))NA
= (FAiNE)(e)nA
bulunur. Boylece G MGy € 74 olur.
ETS3. Herhangi bir {G; : i € I} C 74 ailesi verilsin. Buradan, her e € E i¢in
Gi(e) = Fi(e)N A

olacak gekilde F; € 7 vardir. Boylece her e € E igin

(|_|G> © = UG

olacagindan | |,_, G; € 74 elde edilir.

icl
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Tanim 2.3.3 (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olmak {izere, Teorem 2.3.3" deki
gibi tanimlanmig 74 esnek topolojisine 7 esnek topolojisinin bir esnek alt topolojisi

denir ve (A, 74, F) ligliisiine de, (X, 7, £)’ nin bir esnek alt uzay1 ad1 verilir.

Tanim 2.3.4 Bir esnek topolojik uzayda saglanan 6zellik, bu uzayin herhangi

bir esnek alt uzayinda da saglaniyorsa bu ozellige esnek kalitsal 6zellik denir.

Tanim 2.3.5 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F' € Sg(X) olsun. Bu

taktirde F” nin esnek ici, F° ile gosterilir ve

F°:|_|G

Ger
GCF

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3.6 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F' € Sg(X) olsun. Bu

taktirde F’ nin esnek kapamsi F ile gosterilir ve

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.3.2 X = {1, 9,23} evrensel kiimesi iizerinde F = {e1, e5} parametre

kiimesine bagh olarak yazilan esnek kiimeler

Fio= {(e1, {z2}), (e2, {z1})},
Fy = {(er, {2, 23}), (e2, {1, 22})},
Fy = {(er, {z1,22}), (e2, X)},
Fy = {(er, {z1,22}), (€2, {w1, 23})}

olmak iizere, X iizerinde taniml bir esnek topoloji
T = {(I)aXaF17F27F37F4}
olsun. Ayrica bir F' € Sg(X) esnek kiimesi

F = {(ey, {2, x3}), (€2, X)}
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seklinde verilsin. F 7 nin esnek ici, bu kiimenin kapsadigi ve verilen esnek
topolojiye ait olan en genig esnek acik kiime olacagindan F° = F3’ dir. Benzer
sekilde yukarida verilen tamima gore, X = {1, x9, 23} evrensel kiimesi iizerinde

E = {ej, ex} parametre kiimesine bagh olarak yazilan esnek kiimeler

Gi = {(er, {z2}), (e2, {z1 })},

Gy = {(e1,{z2,23}), (€2, {w1, 22})},
Gs = {(er, {z1, 22}), (€2, {w1, 22})},
Gy = {(e1,{z2}), (e2, {1, 23})}

olmak tizere, X tizerinde tanmiml bir esnek topoloji,

= {¢7X7G17G27G37G4}

9

olsun. 7 ’ nun elemanlarinin esnek tiimleyenleri esnek kapali olacagindan, bu
esnek

uzaydaki tiim esnek kapali kiimeler

Hy = Gf={(er, {z1,23}), (€2, {22, 25})}
Hy = G5={(er,{z1}), (e2, {w3})}

Hy = G5 ={(e1,{xs}), (e2, {ws})}

Hy = Gi={(er, {21, 23}), (e, {22})}

olur. G € Sg(X) esnek kiimesi ise,

G = {(e1, {z3}), (e2, {w2})}

seklinde tanimlansin. G’ nin esnek kapanisi, bu kiimeyi kapsayan en kiiciik kapal

esnek kiime olacagindan G = H, olur.

Teorem 2.3.4 [36] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay, F' € Sg(X) ve {F; :i €
I} C Sg(X) olsun. Bu taktirde agagidaki iddialar dogrudur.

1. F' esnek aciktir ancak ve ancak F° = F' 'dir.

#. F esnek kapalidir ancak ve ancak F = F ’dir.

iii. Fy C Fyise, FY C Fy ve [} C F; dir.
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Tanim 2.3.7 [36] (X, 7, F) ve (Y,0,K) iki esnek topolojik uzay olsun. ¢, :
Sg(X) — Sk(Y) bir esnek fonksiyon olmak tizere her G € o i¢in, go;bl(G) €T

ise, ¢, esnek fonksi- yonuna esnek stirekli fonksiyon denir.

Ornek 2.3.3 7 = Sg(X) ve 0 = {®,Y} olmak iizere, her ¢, : (X,7,E) —

(Y, 0, K) esnek fonksiyonu, bir esnek siirekli fonksiyondur.

Uyar: 2.3.3 O halde esnek topolojik uzaylarda esnek stireklilik, sadece esnek

topolojinin yapisina baghdir.

Tanim 2.3.8 ¢, : (X, 7,E) = (Y,0, K) esnck fonksiyonu esnek siirekli, esnek
bire bir, esnek orten ve go;l esnek fonksiyonu da esnek siirekli ise, ¢, esnek

fonksiyonuna bir esnek homeomorfizm denir.

Tanim 2.3.9 Esnek homeomorfizm altinda korunan 6zelliklere esnek topolojik

ozellik denir.
Teorem 2.3.5 ¢y : (X, 7, E) — (Y, 0, K) bir esnek homeomorfizm ise, her ' € 7

i¢in ¢y, (F') € o olur.

Ispat. Herhangi bir F' € 7 alalm. ¢y esnek homeomorfizm oldugundan gplzl :

(Y,0,K) — (X, 7, E) fonksiyonu da esnek stireklidir. Dolayisiyla

(ep)HF) = @y(F) €0

elde edilir.
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3. ESNEK AYIRMA AKSIYOMLARI

Bu boliimde gimdiye kadar tanimlar1 ve bazi ozellikleri verilen esnek topolojik
uzaylarda ayirma aksiyomlarindan bahsedilecektir. Esnek topolojide ayirma ak-
siyomlari iizerine yapilan ¢aligmalarin pek cogu kaynakca kisminda referans olarak
verilmigtir. Ancak bunlardan yeni olan1 Hussain ve Ahmad [15]" in galigmasi ile
daha 6nce pek ¢ok galigmaya referans olan Shabir ve Naz [28]” in makaleleri dikkat
gekici olanlardir. Burada adi gegen birinci makale tipki Cagman [4] i yapmig
oldugu calisma gibi, notasyonlarda ve esnek kiimeleri sembolize etme bakimindan
daha faydal bir eser olarak goriilmektedir. Sozii edilen ikinci makale ise zaten

tanimlarda temel referanslardan birini olugturmaktadir.

3.1 Esnek 7, Uzay1

Tamim 3.1.1 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. ar # be kogulunu
saglayan ap,bg € Sp(X) icin, ap€H; ve bgéHl veya aFéHQ ve bg€H, olacak
sekilde Hy € 7 veya Hy € T varsa (X, 7, E) esnek topolojik uzayma bir esnek Ty

uzay1 denir ve ETj ile gosterilir.

Ornek 3.1.1 FE = {a,b} ve X = {x,y, 2} olmak iizere Fy, Fy, F3 € Sp(X) esnek
kiimeleri agsagidaki gekilde tanimlansin.
o= A(a,{z,y}), (b, X)}
Fyo= {(a,{z}), (0,{z})}
Fy = {(a, X),(b,{z, 2})}
olmak tizere, Sg(X)’ e ait biitiin esnek noktalarin
e, =
ep, =

6F3 =

(
(
(
er, = (a,{z,y})
(
(

8
—
8
IS
—
S~—

€rpy =

a,{y, z})

€rs =
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oldugu aciktir. X ftizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji de

T = {Q;X7F1,F2,F3}

olsun. Acik¢a goruldigii gibi, F; esnek kiimesine esnek ait olan bir nokta aym

zamanda Fy veya Fj3 esnek kiimesine esnek ait degildir. Benzer durum F, ve Fj

esnek kiimeleri i¢in de s6z konusudur. Bu durum, asagidaki bilgiler yardimiyla

agikca gortilmektedir.

6F4
€F4
€F4
S
GFI
6F1
€r;
Ery,
o
€Fiy
€Fy
CFuy

€Fio
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(b, {=1)EF
(b, {=})¢Fs
er, = (b,{x,2})EF3
(
(

€ry =

€Fo =

b,{x,z})¢F;

€r, —

b, {x,z})¢ s

€r, =

Bu yiizden verilen topoloji tanim geregi, E'Tj olur.

Teorem 3.1.1 [28] ET} uzay: olma 6zelligi esnek kalitsal bir 6zelliktir. (Yani bir

esnek Ty uzayin her esnek alt uzayi da esnek Ty’ dir.)

Ispat. (X,7,E) bir ET, uzay: olsun. Bostan farkli bir A C X ve ap # bg
kogulunu saglayan ap ,bgEA verilsin. (X, 7, E) bir ETy oldugundan apEH, ve
bgéHl veya benzer bicimde bg€ Hy ve aFéHg olacak sekilde Hq, H, € 7 bulun-
abilir. A Hy, An H, € 74 oldugundan, apéfl M H, ve b(;é;‘fl M Hy veya benzer
bicimde bEA M Hy ve apéfl M Hy 'dir. Dolayisiyla (A, 74, E) esnek alt uzay: da
bir ETj uzayidir.

Ornek 3.1.2 E = {a,b,c} ve X = {z,y, 2} olmak iizere, ;G € Sg(X) esnek

kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

F = {(aa{xay})>(b’X)}
G = {(a>X)a<b7{$aZ})}

X tizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji ise,
T={® X,F G}

olsun. Acgikca goriildiigii gibi, F' ve G esnek kiimeleri igin, F' esnek kiimesine
esnek ait olan bir esnek nokta ayni zamanda G esnek kiimesinde yoktur. Esnek

noktalar: teker teker kontrol edersek,

ap, =

bp, =

(

ap, = (a,{z,
(
(

(ZF4 =



(a, X)€G

br, = (a,X)¢F
(b, {z, 2})eG
(b, {w,z})¢F

olur. Bu yiizden, topoloji tamim geregi, esnek Ty olur. Burada ayni ornek
tizerinden devam edilerek alt uzaym durumu da incelenebilir. Kabul edelim ki
A C X evrensel kiimesinin elemanlar1, A = {z,y} olsun. Bu durumda E parame-

tre kiimesi aynmi kalmak tizere, esnek kiimeler agagidaki gibi olsun.

M = {(a,{x}),(b,A)}
N = {(G,A),(b,{y})}

A tizerinde tamimlanmis olan esnek topoloji ise,
T4 ={®, A M, N}

olsun. M ve N esnek kiimeleri i¢in, M esnek kiimesine esnek ait olan bir es-

nek nokta aynmi zamanda N esnek kiimesinde yoktur. Esnek noktalari sirayla

br =

incelersek,
ap = (a,{x})EM
ap = (a {z})gN
bp = (bA)EM
bp = (b, A)EN
as = (a,A)EN
as = (a,A)¢M
(
(

br =

Bu ytizden verilen topoloji, tanim geregi E'Tj olur.

Herhangi bir (X, 7, ) esnek topolojik uzayi eger ETj ise, her e € E igin,
(X, 7.) topolojik uzay1 bir Ty uzay1 olmayabilir. Bunun igin uzaydaki her e € E
i¢in verilen esnek noktalarin parametreye gore birbirinin esnek tiimleyeni olmasi

gerekir. Bununla ilgili olarak asagidaki teorem verilmigtir.
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Teorem 3.1.2 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. ap # bg kosulunu
saglayan ap, bg€Sp(X) verilsin. Eger Hy, Hy esnek agik kiimeleri i¢in ap€ H; iken
boEHE veya benzer sekilde bg€ Hy iken ap€HS oluyorsa bu durumda (X, 7, E)
bir ETy ve (X, 7,) ve (X, 1) de birer Ty * dir.

Ispat. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. arp # bg kosgulunu saglayan
ar,bg€SE(X) olmak lizere, Hy, Hy € Sp(X) esnek acik kiimeleri i¢in arp€H; ve
boEHE veya benzer sekilde b€ Hy ve ap€HS verilsin. Boylece F(a) C Hy(a) ve
G(b) C Hy(b)°, G(b) C Hy(b) ve F(a) C HS(a) olur. Su halde (X, 7,) ve (X, )

birer Ty uzayidir.

Ornek 3.1.3 E = {a,b} ve X = {x,y, 2z} olmak fizere, Fy, Fy, F3, Fy € Sg(X)

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

Fl =3 {a,{x,y}),(b,{x,y})}

(
Fy = {(a,{z}),(6,{z})}
F3 = {(CL,X)}
F, = {(va)}

X tizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji,
T = {¢7X7F17F27F3aF4}

olmak ftizere, parametrelere baglh olan topolojiler ise,

Ta = {®7X7 {xv y}7 {Z}}
Ty = {®7X7 {x,y},{z}}

olsun. a ve b parametrelerine gore kurulmusg olan bu topolojilerin 7, oldugu

aciktir. Ciinki



ar, = (a,{z})¢F
ap, = (a, X)EF}
ap, = (a, X)¢F,
ap, = (a, X)¢F)
ap, = (a, X)¢F,

br, = (b, {z,y})ER
br, = (b, {z,y})¢F>
br, = (b, {z,y})¢F;
br, = (b, {z})EF
br, = (b, {z})¢F
br, = (b, {z})¢Fs
br, = (b, X)EF,

br, = (b, X)¢F

br, = (b, X)&Fy

br, = (b, X)¢Fs

olur. Bu yiizden 7, de bir Ty uzayidir.

Teorem 3.1.3 [28] Esnek topolojik uzaylarda ETy olma 6zelligi, bir esnek topolo-
jik ozelliktir.

ispat. (X, 7, F)ve (Y,0, K) iki ET} uzay1, o, : Sp(X) — Sk (Y) bir esnek home-
omorfizm olsun. kg, # k’G2 kogulunu saglayan her kg, ]CIG2éS k(YY) icin, ¢y esnek
drten oldugundan ke, = @y (er) ve kg, = @y (ep,) olacak sekilde ep,, € ESp(X)
vardir. ¢, esnek bire bir oldugundan ep # e/F2 “dir. (X, 7, E) bir esnek ETj

uzay1 oldugundan

ep, €Hy €F2¢H1

veya

eréHg s €F1¢H2
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olacak sekilde H;, Hy € 7 vardir. Teorem 2.3.5" ten ¢, esnek homeomorfizmi
esnek agik kiimeleri esnek acik kiimelere dontigtiiriir. Dolayisiyla oy, (H) , @y (Ha)

€ o olur.
puler) = ke, Epu(H) , puler,) = kg, ¢ou(H)
veya
uler,) = ko, Epu(Ha) , puler) = ko, ¢ou(Ha)
oldugundan (Y, 0, K) bir ET, uzayidir. Bir ETy uzay1 ile topolojik egyapili olan

her uzay da bir ETj uzayidir. Yani esnek topolojik uzaylarda E7j uzayl olma

ozelligi esnek topolojik bir ozelliktir.

3.2 Esnek T} Uzay1

Tamim 3.2.1 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. ar # bg kogulunu
saglayan ap,bg € Sp(X) i¢in, ap€H; iken bGéHl ve aFéHQ iken bo€H, olacak
sekilde Hy, Hy € 7 esnek agik kiimeleri varsa (X, 7, E') uzayima bir esnek T} uzay1

denir ve ET} ile gosterilir.

Ornek 3.2.1 F = {a,b} ve X = {x,y, 2z} olmak tizere, Fy, I, F3, Fy € Sg(X)

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

Fro= {(a,{z,y}), (0, {z,y})}
Fy = {(a.{=}), 0.{y})}
o= {(a.{z,2}), (b, {x,2})}
Fyo= {(a,{z}),(b,{z})}

—

(
(
(
(

X tizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji ise,
T = {@7X7F17F27F37F4}
olsun. Acikca goriildigi gibi,

ap = (CL, {JZ, y}) # ap, = (CL, {ZL’})
bF1 = (bv {Ji,y}) 7é bF2 = (b’ {y})
apy = (av {xv Z}) # ap, = (av {Z})
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br, = (b,{z,2}) # br, = (b,{z})
ap, = (a,{7}) # ar, = (a,{2})

br, = (b,{y}) # br, = (b, {z})

ar, = (a,{z,y})# ar, = (a,{z})
br, = (b {x,y}) # br, = (b, {z})
ar, = (a,{z,y})Ef

an, = (o, {z,y})¢F

ap, = (a,{z})€r;

ar, = (a.{z,y})¢F

br, = (b, {z,y})ER

br, = (b{z,y})¢R

br, = (b, {y})er

by, = (b{z,y})EF

ap, = (a,{z,z})EF;

ap, = (a,{z,z})¢F]

ap, = (a,{z})EF]

ap, = (a,{z,2})¢F,

br, = (b,{x,z})EF;

br, = (b {z,2})¢F]

br, = (b {z})EL,

b, = (b {z,2})¢F]

ap, = (a,{7})ER

ar, = (a,{z})¢F,

ap, = (a,{z})EF]

ap, = (a,{z})¢F,

bp, = (b, {y})eER

br, = (b{z})¢F,

bp, = (b {z})EL,
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olur. Bu yiizden verilen topoloji, tanim geregi E'T} uzay1 olur.

Teorem 3.2.1 [28] ET) uzay: olma 6zelligi esnek kalitsal bir 6zelliktir.

Ispat. (X,7,E) bir ET; uzay: olsun. Bostan farkli bir A C X ve ap # bg
(X, 7, E) bir ETy oldugundan ap€H; ve
bgéH 1 ve benzer bicimde bg€H, ve a FéHg olacak sekilde Hy, Hy € 7 bulunabilir.
AN H,, AN H, € 74 oldugundan, ar€A M H, ve bgéfl M H; ve benzer bicimde

kosulunu saglayan ap,bgE€A verilsin.

(b, {y})EF
(a, {z,y})EF
(a,{z})¢F
(a,{z})EF,
(a, {z, y}) ¢
(b, {z,y})EF
(b, {x})éfﬂ
(b,
(b,

b, {x,y})¢F

bgé[l MNH, ve apéfl M Hy ’ dir. Dolayisiyla (A, 74, F

uzayidir.

Teorem 3.2.2 Her ET) uzay: bir E7T uzayidir.

Ispat. ET; ve ET, uzay1 olma tanmimlarindan agikga goriilmektedir.

Ornek 3.2.2 E = {a,b} ve X = {x,y, 2z} olmak iizere, I}, F», F3,Fy € Sp(X

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

£y
£y
3
Fy

{

=

{

{(a;{z,y}), (b;{z, y})}

a,{z}), (b, {z})}

a,

b

Y

)}
)}

X tizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji,
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T:{¢7X7F17F27F3aF4}

olmak iizere,7 bir esnek Ti’dir. Esnek Ty uzaymin tanimi dikkate alindiginda

7'nun ayni zamanda bir ETj oldugu aciktir.

Teorem 3.2.3 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. ap # bg kogulunu
saglayan ap, bg€SE(X) verilsin. Eger Hy, Hy esnek agik kiimeleri i¢in ax€ Hy iken
boEH? veya benzer sekilde b€ Hy iken ap€HS oluyorsa bu durumda (X, 7, F)
bir ET) ve (X, 7,) ve (X, ) de birer 77 * dir.

ispat. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. arp # bg kogulunu saglayan
ap,bgESE(X) olmak tizere, Hy, Hy € Sp(X) esnek acik kiimeleri i¢in ap€H; ve
boEHE veya benzer sekilde bg € Hy ve ap€HS verilsin. Boylece F(a) C Hy(a) ve
G(b) C Hy(b)°, G(b) C Hy(b) ve F(a) C HS(a) olur. Su halde (X, 7,) ve (X, )

birer 7T} uzayidir.

Ornek 3.2.3 F = {a,b} ve X = {z,y, 2z} olmak iizere, F|, F5, F3, Fy € Sp(X)

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

F = {a,{x,y}),(b,{x,y})}

F, = { a, {Z}>7(b7 {Z})}
Fg = {
F, = {

X tlizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji,
T = {@7X7F17F27F37F4}

olmak ftizere, parametrelere bagh olan topolojiler ise,

Ta = {(2)7 X? {SL’, y}7 {Z}}

Ty = {(Z)v X? {l‘, y}7 {z}}

olsun. a ve b parametrelerine gore kurulmusg olan bu topolojilerin 7 oldugu
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aciktir. Ciinki

pr, = (a,{x,y})€F1  oldugundan , pg (a) € Fi(a)
pr = (a{z.y})¢F,  oldugundan , pr,(a) ¢ Fa(a)
pr = (a,{z,y})¢Fy  oldugundan , pp,(a) & Fi(a)
re, = (a,{z})€Fy  oldugundan , rpg,(a) € Fy(a)
re, = (a, {z})éFl oldugundan , rg,(a) ¢ Fi(a)
re, = (a, {z})é]ﬂ oldugundan , rg,(a) ¢ Fy(a)
sp, = (a,X)€F3;  oldugundan , sg,(a) € F3(a)

Spy = (a,X)¢F;,  oldugundan , spy(a) ¢ Fi(a)

Spy = (a,X)éFQ oldugundan , sg,(a) ¢ F»(a)

Spy, = (a,X)ééle oldugundan , sg,(a) ¢ Fy(a)

kp, = (b,{z,y})€F)  oldugundan , kg, (b) € Fi(b)
kp, = (b, {z,y})¢F>  oldugundan , kg, (b) ¢ Fu(b)
kp, = (b,{z,y})¢F;  oldugundan , kg (b) ¢ F3(b)
mp, = (b,{z})€F;  oldugundan , mg,(b) € Fy(b)
mp, = (b, {z})¢F,  oldugundan , mp,(b) ¢ F,(b)
mp, = (b, {z})¢F;  oldugundan , mp,(b) ¢ F3(b)
np, = (b, X)EF,  oldugundan , ng,(b) € Fy(b)
ng, = (b,X)¢F,  oldugundan , np,(b) ¢ Fi(b)
ng, = (b,X)¢F,  oldugundan , np,(b) ¢ Fy(b)
np, = (b, X)¢F;  oldugundan , np,(b) ¢ F(b)

Bu yiizden 7, de bir T} uzayidir.

Teorem 3.2.4 [28] Bir (X, 7, E) esnek topolojik uzaymda 7 ' nun her elemam

esnek kapali ise, bu uzay bir ET) ’ dir.

Ispat. (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve her H € 7 icin, H® € 7 ol-

sun. ar # bg kogulunu saglayan her ap,bg € Sp(X) i¢in, ar€H iken, bGéHé
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olacagindan veya benzer bicimde, b€ H¢ iken, a FéH ¢ bulunacagindan (X, 7, F)
bir BT} uzayidir.

Uyar: 3.2.1 [21] Teorem 3.2.4 igin verilen ispatin tek yonlii olmasina dikkat
edilmelidir. Ciinkii verilen 6nermenin tersi her zaman dogru olmaz. Yani ET)

olan uzayin biitiin elemanlar1 esnek kapali kiimeler olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.4 E = {a,b} ve X = {z,y} olmak iizere, F, H € Sg(X) esnek

kiimeleri agsagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

Fo= {(a,{«}), (0, {y})}
H = {(a,{y}), (b;{x})}

Buradan

T={® X, F H}

esnek kiime ailesi bir esnek topolojidir. 7’ ya ait olan her esnek kiime esnek kapali

oldugundan (X, 7, F) bir E'T uzayidir.

Teorem 3.2.5 [28] ET) uzay: olma ozelligi, esnek topolojik bir 6zelliktir.

ispat. (X, 7, F)ve (Y,0, K) iki ET} uzay1, o, : Sp(X) — Sk (Y) bir esnek home-
omorfizm olsun. kg, # k;b kogulunu saglayan her k¢, k/GQéS k(YY) icin, ¢y esnek
orten oldugundan ke, = @y(er,) ve kg, = @y (ep,) olacak sekilde ep,, € €Sp(X)
vardir. ¢, esnek bire bir oldugundan ep, # ep, * dir. (X,7,E) bir esnek ET}
uzay1 oldugundan

er, €Hy | eleéHl
ve

e/FQéHQ e ¢ Hy

olacak sekilde Hy, Hy € 7 vardir. Teorem 2.3.5" ten ¢, esnek homeomorfizmi
esnek acik kiimeleri esnek acik kiimelere doniistiiriir. Dolayisiyla ¢y (Hy) , @y (Ha)

€ o olur.
puler) = ke, €pu(HL) , pylen,) = kg, &y (Hi)
ve

wu(en) = ke, Eou(H2) , pyler) = ko, Epy(Ha)
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oldugundan (Y, o, K) bir ET; uzayidir. Su halde bir ET) uzay: ile topolojik
esyapili olan her uzay da bir E77 uzayidir. Yani esnek topolojik uzaylarda ET}

uzay1 olma ozelligi esnek topolojik bir ozelliktir.

3.3 Esnek 75 Uzaylari

Tanim 3.3.1 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. ap # bg kosulunu
saglayan ap, bg € Sp(X) i¢in, ap€H; , bg€EH, ve Hy M Hy = ® olacak sekilde
H,, Hy € 7 varsa (X, 7, E) tgliisiine bir esnek 75 uzay: (ya da esnek Hausdortf)

denir ve ET5 ile gosterilir.

Ornek 3.3.1 E = {a,b} ve X = {x,y} olmak iizere, F,;H € Sg(X) esnek

kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

Fo= {(a,{«}), (b.{y})}
H — {(a,{y}),(b,{iﬁ})}

X 1izerinde tanimlanmig olan esnek topoloji ise,
7={® X, F H}

olsun. ar = (a,{x}), ag = (a,{y}) esnek noktalar i¢in, ar # ay ve FMTH = ®,
benzer bi¢imde diger esnek noktalar1 da kontrol edersek, by = (b, {y}), by =
(b,{z}) esnek noktalar1 i¢in de ayni sekilde bp # by ve FM H = ® vardir. O

halde tanim geregi verilen esnek kiime ailesi bir ET5 uzayidir.

Teorem 3.3.1 [28] Bir esnek Hausdorff uzay: ayni zamanda bir ET} uzayidir.

Ispat. ET, uzay1 olma tanimi ve E'T} uzay1 olma tanimi dikkate alindiginda bu

durum agikca goriillmektedir.

Uyar: 3.3.1 Bir E'T} uzay1, E'T5, uzay: olmak zorunda degildir.
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Ornek 3.3.2 E = {a,b} ve X = {z,y, 2} olmak lizere, G1,Gs, G3,G4 € Sp(X)

esnek kiimeleri agagidaki sekilde tanimlanmig olsun.

G = {(a{z,y}), (b, {z,y})}
Gy = {(a,{z,y}), (b, {z,2})}
Gs = {(a,{z,2}), (b, {z,2})}
Gy = {(a,{z}), (b, {z})}

X tizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji ise,
T = {(1)7 X7 Gl; GQ; G37 G4}

olmak ftizere, 7 bir E'T] uzayidir. Ancak acikga gortldigi tizere, Gy M Gy # ®
veya G M G35 # @ veya G; MGy # @ ’ dir. Su halde bir E'T} uzay1, ET, uzayi

olmak zorunda degildir.

Teorem 3.3.2 [28] ET, uzay: olma 6zelligi esnek kalitsal bir 6zelliktir.

Ispat. (X, 7, E) bir ET, uzay:1 olsun. Bogtan farkl bir A C X ve arp # bg
kogulunu saglayan ap,bg€A verilsin. (X, 7, E) bir ET, oldugundan ap€H; ve
bGéHl iken Hq M Hy = ® olan esnek kiimeler vardir. Benzer bicimde aFéHQ ve
bg € H, olacak sekilde, Hy M Hy = ® sartim saglayan H,, H, € 7 bulunabilir. An
H,, ANH, € 74 oldugundan, arEAMH; ve bgéfll_l]-h icin de (AI_IHl)I_I(flI_IHQ) =
® olacaktir. Benzer sekilde boEAMH; ve ap¢ AMTH, iken, (AMH,)M(AMH,) = ®
sart1 da saglanir ve dolayisiyla (A, 74, E) esnek alt uzay1 da bir ETy uzayidir.

Ornek 3.3.3 E = {a,b,c} ve X = {z,y, 2z} olmak iizere, F}, F, € Sp(X) esnek

kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

F = {(a,{x}),(b,{y}),(c,{z})}
Fy = {(a,{y,z}),(b,{x,z}),(c,{x,y})}

X tzerinde tanimlanmig olan esnek topoloji,

7—1:{(I)aX7F17F2}
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ve E = {a,b} ve Y = {z,y} olmak iizere, G1,Gy € Sg(Y) esnek kiimeleri ise

asagidaki gekilde tanimlanmig olsun.

G, = {(a7 {ZL‘}), (b7 {y})}

Gy = {(a,{y}), (b;{z})}
To = {@,?,Gl,GQ}

olsun. Agik¢a goriildiigii gibi 71" e gore, (a, {x}) # (a,{y, z}),yani ap, # ap, igin
FinFE,=3a"dir. (b,{y}) # (b,{x,z2}), yani bg, # bp, i¢cin F} M Fy, = & ’ dir.
(¢, {z}) # (¢, {x,y}), yani cp, # cp, igin Fy M Fy = @ 7 dir.

Benzer sekilde 7' ye gore, (a,{z}) # (a,{y}), yani ag, # ag, igin G1 MGy = &’
dir. (b,{y}) # (b,{z}), yani bg, # bg, igin G; MGy = ¢’ dir. Bu yiizden 7 ve 7

tanim geregi birer esnek Hausdorff uzay: ve yine tanimdan dolay1 7 C 7’ dir.

Teorem 3.3.3 [28] (X, 7, F) bir ET;, uzay: olsun. Bu taktirde her e € E igin,
(X, 1) topolojik uzay1 bir Ty’ dir.

Ispat. (X, 7, E) bir ETy uzay1 olsun. ap # bg kosulunu saglayan her ar,bg €
Sg(X) i¢in ap€H, ve bgéHl ve benzer bi¢imde, ar,bg € Sg(X) i¢in aFéHQ ve
b€ H, olacak sekilde H, M Hy, = ® sartina uygun H,, Hy € 7 vardir. Buradan,
a # b olmasi nedeniyle x # y kogulunu saglayan her z,y € X i¢in de z € Hy(a)
, y & Hi(a) ve benzer gekilde, her z,y € X igin de x ¢ Hy(b) , y € Hy(b) iken
H, N Hy = & olacak gekilde Hy(a) € 7, ve Hy(b) € 7, vardir. Su halde her e € E
icin, (X, 7.) bir Ty uzayidir.

Teorem 3.3.4 [28] Esnek Hausdorff uzay olma 6zelligi, esnek topolojik bir 6zel-
liktir.

ispat. (X,7,E) ve (Y,0,K) iki ET, uzay, @y : Sg(X) — Sk(Y) bir esnek
homeomorfizm olsun. kg, # mg, kogulunu saglayan her kg,, ma,€SK(Y) igin,
@y esnek orten oldugundan kg, = ¢y(ar) ve mag, = @yu(bg,) olacak sekilde
ap,bp,€SE(X) vardir. ¢, esnek bire bir oldugundan ap, # bg, * dir. (X, 7, E)

bir esnek ET5, uzay1 oldugundan

(IFléH1 5 bFQéHl
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ve

ngéﬂz ) aFléH2

olacak sekilde H, M Hy € 7 = & sartina uygun Hy, H, € 7 vardir. Teorem 2.3.5’
ten ¢, esnek homeomorfizmi esnek acik kiimeleri esnek acik kiimelere dontigtiiriir.

Dolayisiyla ¢y, (Hi) , @y(Hs) € o olur.

pular) = ke, Epy(Hi) op(br,) = me,&ey(H,)
0u(br,) = me, €y (Hy) pylar) = ke, Epy(Ho)

oldugunda ¢y (Hy) M@y (He) = @ 7 dir. Dolaywsiyla (Y, o, K) bir ET, uzayidur.
Bir ET, uzay ile topolojik egyapili olan her uzay da bir E'T; uzayidir. Su halde

esnek topolojik uzaylarda ET5 uzayi olma 6zelligi esnek topolojik bir 6zelliktir.

3.4 Esnek T3 Uzaylari

Tamim 3.4.1 [28] (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve G € Sg(X) bir esnek
kapali kiime olsun. aFéG kogulunu saglayan ar€Sg(X) i¢cin G C Hy , ap€H; ve
H,MHy = ® olacak sekilde Hy, Hy € 7 varsa, (X, 7, E) ticliisiine bir esnek regiiler

uzay denir.

Tanim 3.4.2 [28] Esnek regiiler ve E'T} olan bir esnek topolojik uzaya esnek T3

uzay1 denir ve ETj ile gosterilir.
Uyar: 3.4.1 [28] Bir ET3 uzay1 ayn1 zamanda bir ET; olmayabilir.

Ornek 3.4.1 (28] X = {z1, 29,23} ve E = {e1, €2} olmak tizere Fy, Fy, ..., F3 €
Sg(X) esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlanmig olsun.
o= {(
By o= {(er, {z1})}
Fyo= {(
Fyo= {(
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er, {71, 22})}

—~

}

—~

e1, {x2}

~—

€1, {xlv 1:2})’ (62’ {xl})}
€1, {1}1, x3})7 (627 {xl})}
€1, {va $3})7 (62, {1‘1})}

—~

~—

—~ o~

€1, {.%1, :L‘z}), (627 {x27 x3}>}
er, {1, 73}), (€2, {2, ¥3})}
e1, {z2, 73}), (€2, {2, ¥3})}

es, {72, 23})}

€1, {xla 1]3}), (627 X>}
€1, {372’ x3})’ (627 X>}

M e T Y Y Y v v Y v~ Y T Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y~~~ ~—  ~—

= {

Fs

=1

Fy

olmak tizere X iizerinde tanimlanmig olan esnek topoloji

7F30}

T={0, X, F\,F,, ...
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olsun. Bu o6rnek E'Tj uzay1 olma tanimi géz ontine alindigr zaman, bir E7T5 uzay1
olmaktadir. Ancak aym esnek kiimeler ailesinin bir E'T; olmadigi gorilmektedir.

Clinkii 6rnegin (ey, {z2}) # (e1,{z3}) esnek noktalar i¢in,
(e1, {z2})EF ve (e1, {z3})EC

olacak sekilde F' 1 G = ® gartini saglayan F, G esnek acik kiimeleri bu uzayda

bulunmamaktadir.

Teorem 3.4.1 [28] ET5 uzay: olma 6zelligi esnek kalitsal bir 6zelliktir.

Ispat. (A, 74, E) esnek uzay1 (X, 7, E) esnek regiiler uzaymin bir alt uzayi ve
esnek kapali H kiimesi (A, 74, F) uzaymna ait olsun. ep€Sg(A) esnek noktast
ise epngH sartin saglasm. Bu taktirde G M A = H sartina uygun G € Sp(X)
esnek kiimesi icin ep¢G olur.(X, 7, E) esnek regiiler oldugundan Fy1F, = ® olan
esnek acik Fy, Fy € Sp(X) kiimeleri de ep€F; ve G C F, koguluna uygun olarak
bulunacaktir. Acik olarak

ep€EF M A= Gy

ve

HC Fy,A=G,

iken G1 M Gy = @ olacaktir. Bu yiizden (A, T, E) esnek uzay1 (X, 7, E) esnek
regiiler uzaymin bir alt uzayidir. Simdi (A, 74, £)’ nin aym zamanda bir ET}
uzay1 oldugunu gosterelim. Bostan farkli bir A C X ve ar # bg kogulunu saglayan
ap,bg€A verilsin. (X, 7, F) bir ET} oldugundan ar€H; ve bgéHl ve benzer
bicimde bg€ H, ve aFéHQ olacak sekilde Hy, Hy € 7 bulunabilir. ATTH,, AMMH, €
74 oldugundan, ap€A M H; ve ngéA M H; ve benzer bicimde bg€A M Hy ve
aFéA M Hy ’ dir. Dolaysiyla (A, 74, E') esnek alt uzay: bir ET; uzayidir. Bu da

ispat1 tamamlar.

3.5 Esnek T; Uzay1

Tanim 3.5.1 [28] (X, 7, F) bir esnek topolojik uzay olsun. H;, Hy € Sg(X)
esnek kapali kiimeleri Hy M Hy = ® sartini saglamak tizere, Hy C G, , Hy C Gy
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ve G1 MGy = & kogulunu saglayan G, Gy € 7 varsa (X, 7, ) tigliisiine bir esnek

normal uzay denir.

Tanim 3.5.2 [28] E'T} uzay1 olan bir esnek normal topolojik uzaya esnek T uzay1

denir ve ET} ile gosterilir.
Uyar: 3.5.1 [28] Bir ET} uzay1 ayn zamanda bir ET3 uzay1 olmayabilir.

Ornek 3.5.1 [28] X = {x1, 29, 23,24} ve E = {e1, €2} olmak tizere Fy, Fy, ..., Fg €

SE(X) esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlanmig olsun.

Fyo= {(er, {1, 22, 24}), (€2, {21, w2, 23}) }
Fy = {(er,{z1,z3,24}), (€2, {21, 22, 73})}
Fy = {(er, {z1,24}), (e2, {71, 22, 23})}
Fy = {(er, {2, 3}), (€2, {71, 22, 3})}
Fy = {(er, {x2}), (€2, {@1, 22, 23})}
Fs = {(er, {s}), (e, {w1, 32, 23})}
Fro = {(ea, {z1, 22, 23})}

(

FS - {ele)7(€27{xlax27x3})}

X tzerindeki esnek topoloji
T={0,X [, F,..., &}

icin, E'Ty ve ETj uzayl olma tamimlar1 birlikte dikkate alindiginda verilen es-
nek kiimeler ailesinin bir ET} uzay1 iken ayni zamanda bir E'T3 uzay1 olmadigi
goriilmektedir. Ciinkii érnegin ey = {(e1, {x2,x3})} esnek noktasi i¢in, bu nok-
tanin esnek kapali sekilde esnek ait oldugu esnek acgik kiime bu uzayda olmakla
birlikte ey €F i¢in F{ C G ve F NG = ® gartinin saglandigi F, G esnek acik

kiimeleri bu uzayda bulunmamaktadir. Dolayisiyla uzay ET3 degildir.

Teorem 3.5.1 [15] Bir esnek (X, 7, E) uzay1 esnek normaldir ancak ve ancak
F C G sartini saglayan esnek kapali F' ve esnek acik G kiimeleri i¢in, F” yi iceren
en az bir H esnek agik kiimesi vardir oyle ki FFC H C HC G dir.
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Ispat. (X,7, E) bir esnek normal uzay, F € Sg(X) bir esnek kapali, G € Sg(X)
bir esnek acik kiime ve F' C @ olsun. Bu taktirde G¢ esnek kapal ve F'T1G¢ = ®
olur. Kabulden dolay1 ' C H ve G°C K iken HM K = ® olacaktir. HMNK = ®
oldugundan, H C K¢ dir. Fakat K¢ esnek kapali oldugundan,

FCHCHCKCC G

M

olup, FC HC H elde edilir. Diger taraftan her esnek kapali F' ve esnek acik bir
G kiimesi i¢in F' C G ve esnek agik bir H kiimesi i¢in

FCHCHCG

olsun. F, F, esnek kapali kiimeleri ise ayrik olsun. Bu taktirde F; C FY iken F%
esnek aciktir. Bu ylizden

FFCHCHCEF

olacak sekilde bir H esnek acik kiimesi olacaktir. Ancak
F,C(H)Y ve HN(H)*=®

olur. Dolaysiyla Fy T H ve Fy C (H)® igin H M (H)¢ = ® elde edilir. Bu da

ispat1 tamamlar.

3.6 Komplimental Esnek Topolojik Uzaylar

Bu kisimda esnek ayirma aksiyomlari ile ilgili baz1 sonuglardan bahsedilecektir.
Esnek ayirma aksiyomlar: iizerine Shabir ve Naz[28]" m kaleme aldigi makale
dikkate almarak hazirlanmig olan Gogiir ve Kopuzlu[12,13] ile Peyghan, Samadi
ve Tayebi ile Hussain ve Ahmad[15] in galigmalar1 mevcuttur. Daha 6nce de ifade
edildigi gibi Shabir ve Naz[28] ile Cagman ve diger.[5| esnek topoloji iizerinde
yaptigl caligmalarla esnek topolojinin anlasilmasina degerli katkilar yapmisgtir.
Burada son makalelerinden birinde Hussain ve Ahmad[15] notasyonlar ve es-
nek noktay: ifade etme agisindan [5]” de oldugu gibi daha kapsamli bir ¢aligma
yapmistir. Bu ¢alismada simdiye kadar yararlanilan referans makale- lerden yarar-

lanilarak yeni bir esnek topoloji tanimlanmaktadir. Burada sozii edilen esnek
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topoloji, komplimental esnek kiime ikililerinden meydana gelmekte ve enterasan
bir sekilde genel topolojiden bilinen pek ¢ok onermenin esnek kiimeler iizerinde
de var oldugunu gostermektedir. Ayrica esnek topolojik uzaylarda ayirma ak-
siyomlar1 {izerine, simdiye kadar yapilan galigmalar incelendiginde, esnek T;, (i =
0,1,2,3,4) uzaylarn arasindaki gecig bagmtisinda biri digerini her zaman kap-
samadigl ifade edilmis, ornegin her KTy uzaymin bir ET) uzay1 olmasi gerek-
mez veya her ET) uzaymin bir ET, uzayl olmasi gerekmez gibi, her e € E
icin ET;, (i = 0,1,2,3,4) uzayma kargihk bir 7;, (i = 0,1,2,3,4) uzaymn ol-
madig1, ancak bunun [28] de ifade edildigi gibi bazi sartlar altinda olabildigi
belirtilmigtir. Bu caligmada komplimental esnek kiimeler vasitasiyla yukarida
sozlu edilen esnek uzaylar arasi gegis kolaylikla saglanmig ve ayrica her e € E icin
ET;, (i =0,1,2,3,4) uzayma karsihik bir 7;, (i = 0,1,2,3,4) uzaymmn varhg da

gosterilmigtir.

Tamim 3.6.1 (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. Her G € 7 igin G¢ € 7
ise G kiimesine komplimental esnek kiime denir. (X, 7, E) topolojik uzayma da

komplimental esnek topolojik uzay adi verilir.

Ornek 3.6.1 E = {a,b} ve X = {z,y} olmak tizere, F}, F,,..., Fi4 € Sp(X)

esnek kiimeleri

o= Ala{z}), (0, {y})}
Fo= {la,{y}), (b, {z})}
Fy = {(a,{z}), (b, {z})}
Fy = A{la,{y}), (b, {y})}
o= {(a,{z}), (0, X)}
Fe = {(a, X), (b, {z})}



Fs = {(a, X)}
F14 = {(va)}

seklinde tanimlansin.
T = {@,X7F17F2, Ce ,F14}

Y

esnek kiime ailesi bir esnek topolojidir. 7 ’ yu meydana getiren esnek kiimeler
her
i=1,2,...,14 i¢in, F¥ € 7 oldugundan (X, 7, E) bir komplimental esnek topolo-

jik uzaydir.

Teorem 3.6.1 (X, 7, F) bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu tak-
tirde her er € Sg(X) i¢in, ep€H olacak bicimde bir H € 7 vardir.

Ispat. (X, 7, E) bir komplimental esnek topolojik uzay ve herhangi ar € Sg(X)
verilsin. Bu taktirde ar esnek noktasinin esnek ait oldugu esnek acgik bir H
bu uzayda bulunacaktir. Komplimental esnek kiime ciftlerinden meydana gelen
uzayda her esnek agik H € Sg(X) igin, esnek kapal H¢ € Sg(X) bulunacaktir.
Dolayisiyla her ap€H icin, H € 7 olacaktir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyar: 3.6.1 Teorem 3.6.1" de oldugu gibi bir (X, 7, F') komplimental esnek topolo-
jik uzay verilsin. Bu taktirde her komplimental esnek H € 7 icin, komplimental

esnek H¢ € 7’ dur.

Teorem 3.6.2 Her komplimental esnek topolojik uzay bir ET uzayidir.

Ispat. (X,7,FE ) bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. ar # bg kogulunu
saglayan herhangi iki ap,bg € Sp(X) verilsin. Teorem 3.6.1" den ap€H olacak
sekilde bir H € 7 vardir. ar # bg oldugundan bgéH " dir. Bu durum ise,
(X, 7, E)’ nin bir ETy oldugunu gosterir.

Ornek 3.6.2 Ornek 3.6.1° de tammlanmig olan (X, 7, E) komplimental esnek
topolojik uzay1 bir ET} uzayidir.

Teorem 3.6.3 (X, 7, F) bir komplimental esnek ETy uzay: olsun. Bu taktirde
her e € E i¢in, (X, 7.) topolojik uzay1 bir Ty uzayidir.
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Ispat. (X, 7, E') bir komplimental esnek ET, uzay1 ve bu uzaya ait esnek agik
F ve G kiimeleri verilsin. arp # bg esnek noktalari ise, sirasiyla F' ve G agik
esnek kiimelerine esnek ait olsun. Bu taktirde eger ap€F ise, her e € FE icin
apdF(e)®dir. Buradan her ¢ € E icin, bo@F olup, bg¢F elde edilir. Benzer
bicimde beEQ ise, her ¢ € E icin be¢G(e)® * dir. Buradan her ¢ € E icin,
apgG(e) olup, ap¢G olur. Bu yiizden (X, 7, E) bir ET, uzayidir. Herhangi bir
e € E i¢in, (X,7.) bir topolojik uzay ve ar € F ve bg € F¢ veya bg € G ve
ap € G° olup, ar € F(e) ve bg ¢ F(e) veya bg € G(e) ve ar ¢ G(e) elde edilir.
O halde her e € E igin, (X, 7.) bir T ’ dir.

Ornek 3.6.3 F = {a,b} ve X = {x,y} olmak iizere, Fy, Fy,..., F14 € Sg(X)

esnek kiimeleri ornek 3.6.1 ’ deki sekilde tanimlansin. Bu taktirde her e € E icin

Ta = {Q)u X, {:L'}, {y}}

ve

n = {0, X, {z},{y}}
olmak tizere, 7, ve 7, topolojileri birer Ty uzayidir. Clinkii 7, i¢in, {z} N{y} =0
" dir. Benzer sekilde 7, igin de {z} N {y} = 0 ’ dir. Bu durum uzaym T, olmas

icin yeterlidir.

Teorem 3.6.4 Her komplimental esnek topolojik uzay bir E'T7 uzayidir.

Ispat. (X, 7, E') bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. ap # bg kosulunu
saglayan herhangi iki ap,bg € Sp(X) verilsin. Teorem 3.6.1’ den ap€H; iken

bgéﬂl veya benzer sekilde ap€H, iken bGéHQ olacak sekilde Hy, Hy € 7 vardir.
Dolayisiyla (X, 7, E) bir ET} uzayidir.

Ornek 3.6.4 Ornek 3.6.1° de tammlanms olan (X, 7, F) komplimental esnek
topolojik uzay1 bir ET} uzayidir.

Teorem 3.6.5 Bir E'T uzayimin, bir £'T} uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul

uzayin komplimental olmasidir.
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Ispat. (=) : (X,7,E) esnek topolojik uzay: komplimental esnek kiimelerden
meydana gelsin. ar # bg kosulunu saglayan herhangi iki ar, bg € Sg(X) verilsin.
Teorem 3.6.1” den ar€H olacak sekilde bir H € 7 vardir. ar # bg oldugundan
be¢ H’ dir. Bu durum ise, (X, 7, E)’ nin bir ETy oldugunu gosterir.

(<): ETy olan bir (X, 7, E) esnek topolojik uzayinda her ar€Sg(X) i¢in ap€H
sartina uygun H € 7 esnek acik kiimesi bulunsun. Bu taktirde Teorem 3.6.1
ve Uyar1 3.6.1" den dolay1 her esnek agik H € Sg(X) kiimesi i¢in, esnek kapal
H¢ € Sp(X) kiimesi bu uzayda bulunacaktir. Dolayisiyla uzay komplimental

esnek olur.

Teorem 3.6.6 (X, 7, F) bir komplimental ET; uzay1 olsun. Bu taktirde her
e € F igin, (X, 7.) topolojik uzay1 bir 77 uzayidir.

ispat. (X, 7, E) bir komplimental ET} uzay1 ve bu uzaya ait esnek acik F' ve
G kiimeleri verilsin. ap # bg esnek noktalar: ise, sirasiyla F' ve G komplimental
esnek agik kiimelerine esnek ait olsun. Bu taktirde eger ap€F ise, her ¢ € F
icin ap¢F(e)? *dir. Buradan her e € E icin, boéF(e) olup, beéF elde edilir.
Benzer bi¢imde bg€G ise, her ¢ € E igin bgéG(e)é 'dir. Buradan her e € E icin,
apgG(e) olup, ap¢G olur. Bu yiizden (X, 7, E) bir ET} uzayidir. Herhangi bir
e € E igin, (X, 7.) bir topolojik uzay ve ap € F ve bg € F¢ iken, bg € G ve
ar € G° olup, ar € F(e), bg & F(e) i¢in bg € G(e), ar ¢ G(e) elde edilir.

Ornek 3.6.5 F = {a,b} ve X = {x,y} olmak iizere, F\, F}, ..., Fiy € Sp(X)
esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 ’ deki sekilde tanimlansin. Bu taktirde her e € E icin

Ta = {@, X, {ZL’}, {y}}

Ty = {(Dv X, {JZ}, {y}}

olmak iizere, 7, ve 7, topolojileri birer T} uzayidir. Ciinki 7, igin, {z} N{y} =0
*dir. Benzer sekilde 7, igin de {z} N {y} = 0’ dir. Bu durum uzayn 73 olmasi

icin yeterlidir.

Teorem 3.6.7 Her komplimental esnek topolojik uzay bir E'T5 uzayidir.
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Ispat. (X, 7, E') bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. ap # bg kogulunu
saglayan herhangi iki ar,bg € Sp(X) verilsin. Teorem 3.6.1 ve uyar1 3.6.1" den
ap€H; ve bgéHl iken Hy M Hy = ® veya benzer sekilde ap€H,y ve bGéHQ iken
H, N Hy = ® olacak sekilde Hy, Hy € 7 vardir. Dolaysiyla (X, 7, E) bir ET

uzayidir.

Ornek 3.6.6 Ornek 3.6.1 de tanmimlanmig olan (X, 7, ) komplimental esnek
topolojik uzay1 bir ET, uzayidir.

Teorem 3.6.8 Bir £'T) uzayinin, bir £'T; uzay1 olmasi icin gerekli ve yeterli kogul

uzayin komplimental olmasidir.

Ispat. (=): (X, 7, E) esnek topolojik uzayr komplimental esnek kiimelerden
meydana gelsin. ar # bg kosulunu saglayan herhangi iki ap, bg € Sg(X) verilsin.
Teorem 3.6.17 den ap€H,; iken bgéHl veya benzer sekilde ap€H, iken bGéHz
olacak gekilde Hy, Hy € 7 vardir. Dolayisiyla (X, 7, E) bir ET; uzayidir.

(<): ET olan bir (X, 7, E) esnek topolojik uzaymda her ar € Sg(X) i¢in ap€H
sartina uygun H € 7 esnek acik kiimesi bulunsun. Bu taktirde Teorem 3.6.1
ve Uyar1 3.6.1" den dolay1 her esnek agik H € Sgp(X) kiimesi i¢in, esnek kapal
H¢ € Sp(X) kiimesi bu uzayda bulunacaktir. Dolayisiyla uzay komplimental

esnek olur.

Teorem 3.6.9 (X, 7, E) bir komplimental ET; uzay1 olsun. Bu taktirde her
e € E igin, (X, 7.) topolojik uzay1 bir Ty uzayidir.

Ispat. (X, 7, E) bir komplimental ET, uzay1 ve bu uzaya ait esnek acik F' ve
GG kiimeleri verilsin. ar # bg esnek noktalar: ise, sirasiyla F' ve G komplimental
esnek agik kiimelerine esnek ait olsun. Bu taktirde eger ap€F ise, her ¢ € F
icin ap¢F(e)® dir. Buradan her ¢ € E icin, boéF(e) olup, beéF elde edilir.
Benzer bicimde bEG ise, her e € E icin be2G(e) * dir. Burada F, G’ nin birer
komplimental esnek kiime olmasindan dolay1 F' MG = ® olacaktir. Buradan her
e € E i¢in, apéG(e) olup, ap¢G olur. Bu yiizden (X, 7, E) bir ET) uzayidir.
Herhangi bir e € F icin, (X, 7.) bir topolojik uzay ve ap € F ve bg € F¢ iken,
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bg € G ve ap € G°olup, FNG =0’ dir. ap € F(e), bg ¢ F(e) i¢in bg € G(e)
ve ar ¢ G(e) elde edilir. Yani (X, 7.) bir T3 ’ dir.

Ornek 3.6.7 E = {a,b} ve X = {x,y} olmak iizere, F\,F,,..., Fiy € Sp(X)
esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 7 deki sekilde tammlansin. Bu taktirde her e € E i¢in

Ta = {@, X, {I}’ {y}}

Ty = {07 X, {:B}’ {y}}

olmak iizere, 7, ve 7, topolojileri birer T, uzayidir. Ciinki 7, i¢in, {z} N{y} =0

" dir. Benzer sekilde 7, i¢in de {z} N {y} = 0 dir.

Teorem 3.6.10 Her komplimental esnek topolojik uzay bir esnek regiiler uzaydir.

ispat. (X, 7, E) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait bir
arg€H olan bir esnek acik H kiimesi ve F' C G olacak sekilde bir esnek acik G
kiimesi verilsin. Teorem 3.6.1” den dolay1 a H§~§F " dir. Yine ayni teoremden dolay1
G M H = ® olacak bicimde esnek acik kiimeler bu uzayda bulunacaktir. Uyari
3.6.1" den dolay1 F' bir komplimental esnek kiime oldugundan esnek kapalidir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.6.8 Ornek 3.6.17 de tanmimlanmig olan (X, 7, ) komplimental esnek

topolojik uzay1 bir esnek regiilerdir.
Teorem 3.6.11 (X, 7, F) esnek topolojik uzayimda her esnek agik kiime esnek

kapali ise bu uzay esnek regiilerdir.

Ispat. (X, 7, F) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Esnek kapali bir
F C Sp(X) alt kiimesi ile bir ag€F¢ esnek noktasi verilsin. Bu taktirde, Teorem
3.6.1 ve Uyar1 3.6.1" den dolay1 F' T F olup, F¢ C F dir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.6.12 (X, 7, F) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu taktirde,
her e € F i¢in (X, 7.) topolojik uzay: regiilerdir.
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ispat. (X, 7, E') komplimental esnek topolojik uzay olsun. Tanim 3.6.1° den her
esnek kiime hem acik hem de kapalidir. Dolayisiyla her a € E parametresine
gore kapali bir F' € Sp(X) alt kiimesi ile bir ag€F°® noktasi bulunacaktir. Bu
taktirde, F' C F ve agEF¢ olur ki, bu da istenendir.

Ornek 3.6.9 E = {a,b} ve X = {z,y} olmak iizere, Iy, Fy,..., F14 € Sg(X)

esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 * deki sekilde tammmlansin. Bu taktirde her e € E icin

Ta = {(Z),X> {.T},{y}}
Ty = {@7)(7 {x},{y}}

olmak tizere, 7, ve 7, topolojileri birer regiiler uzaydir. Ciinkii regiiler uzay olma
tanim dikkate alindigi zaman 7, i¢in F' = {z} kapah, y ¢ F' , H = {y} agik,
G = {z} agk kiimeleri i¢in, H N G = {) sartina uygun kiimeler uzayda mevcut
olup, {z} N {y} = 0’ dir. Benzer gekilde 7, igin de F' = {z} kapal, y ¢ F ,
H = {y} agk, G = {z} agk kiimeleri i¢in, H NG = () kogulunu saglayan kiimeler
uzayda varken, {z} N {y} =0 dir.

Teorem 3.6.13 Her (X, 7, E') komplimental esnek topolojik uzay bir ET3 uzayidir.

Ispat. (X, 7, E) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait bir
ag€H olan bir esnek acik H kiimesi ve F' E G olacak sekilde bir esnek acik G
kiimesi verilsin. Teorem 3.6.1" den dolay1 a HéF " dir. Yine ayni teoremden dolay1
G M H = ® olacak bicimde esnek acik kiimeler bu uzayda bulunacaktir. Uyari
3.6.1’ den dolayr F' bir komplimental esnek kiime oldugundan esnek kapalidir.
Ayrica ap # be kogulunu saglayan herhangi iki arp,bg € Sg(X) verilsin. Teorem
3.6.1’ den ap€H; iken bgéHl veya benzer sekilde ap€H, iken bGéHQ olacak
sekilde Hy, Hy € 7 vardir. Dolayisiyla (X, 7, E) bir ET; uzayidir. Bu da ispat1

tamamlar.

Ornek 3.6.10 Ornek 3.6.1° de tammlanmig olan (X, 7, F) komplimental esnek
topolojik uzay1 bir ET5’ tiir.

Teorem 3.6.14 (X, 7, F) komplimental ET3 uzay1 olsun. Bu taktirde, her e € E
icin (X, 7.) topolojik uzay1 bir T3 ’ tiir.
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ispat. (X, 7, E') komplimental esnek topolojik uzay olsun. Tanim 3.6.1° den her
esnek kiime hem agik hem de kapalidir. Dolayisiyla her a € E parametresine gore
kapali bir H € Sp(X) alt kiimesi ile bir ag€ F° noktas: bulunacaktir. Bu taktirde,
H C H ve ap€H ’'dir. Ayrica ap # bg esnek noktalan ise, sirasiyla H; ve H,
komplimental esnek acik kiimelerine esnek ait olsun. Bu taktirde eger arp€H, ise,
her e € E i¢in G(b) C Hy(e)¢’ dir. Buradan her e € E i¢in, G(b) € H;(e) olup,
be¢ Hy elde edilir. Benzer bicimde b€ Hy, ise, her e € E icin F(a) C Hy(e) dir.
Buradan her e € F igin, F(a) € Hy(e) olup, aFéHg olur. Bu yiizden (X, 71, F)
bir ET; uzayidir. Herhangi bir e € E i¢in, (X, 7.) bir topolojik uzay ve arp€H;
ve be € Hf iken, bg € Hy ve ap € HS olup, F(a) C Hy(e) , G(b) € Hi(e) igin
G(b) C Ha(e) , F(a) € Hs(e) elde edilir. O halde her e € E i¢in (X, 7.) bir T3’

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.6.11 E = {a,b} ve X = {z,y} olmak iizere, F, F},..., F14 € Sg(X)

esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 * deki sekilde tammlansin. Bu taktirde her e € E icin

Ta = {(Z), X, {.T}, {y}}
m=1{0,X {z},{y}}

olmak iizere, 7, ve 7, topolojileri birer T3 uzayidir. Ciinkii regiiler uzay olma
tanim dikkate alindigr zaman 7, i¢in F' = {z} kapah, y ¢ F, H = {y} agik,
G = {z} agk kiimeleri igin, H N G = () sartina uygun kiimeler uzayda mevcut
olup, {z} N {y} = @’ dir. Benzer sekilde 7, i¢in de F' = {z} kapali, y ¢ F,
H = {y} agk, G = {2} agk kiimeleri i¢in, H NG = () kogulunu saglayan kiimeler
uzayda varken, {x} N {y} = 0" dir. Ayrica 7, ve 7, topolojileri birer T} uzayidir.
Clinkii 7, i¢in, {2} N {y} = @’ dir. Benzer sekilde 7, i¢in de {z} N {y} =0 ’ dir.
Bu durum uzaylarin 77 olmasi i¢in yeterlidir. O halde her e € FE igin 7, ve 7,

topolojileri birer T3 ’ tiir.
Teorem 3.6.15 Bir ET, uzaymin, bir ET5 uzayl olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul uzayin komplimental olmasidir.

Ispat. (=): (X, 7, E) bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. ap # bg

kogulunu saglayan herhangi iki ar, bg € Sg(X) verilsin. Teorem 3.6.1" den ar€ H;

46



ve bGéHl iken H,MH, = ® veya benzer sekilde arp€H, ve bgéHg iken HiMHy = ®
olacak gekilde Hy, Hy € 7 vardir. Dolayisiyla (X, 7, E) bir ET, uzayidir.

(«): ET, olan bir (X, 7, E) esnek topolojik uzaymda her ar € Sg(X) i¢in ap€H
sartina uygun H € 7 esnek acik kiimesi bulunsun. Bu taktirde Teorem 3.6.1
ve Uyar1 3.6.1" den dolay1 her esnek agik H € Sg(X) kiimesi i¢in, esnek kapali
H¢ € Sp(X) kiimesi bu uzayda bulunacaktir. Dolayisiyla uzay komplimental

esnek olur.

Teorem 3.6.16 Her (X, 7, E') komplimental esnek topolojik uzay bir esnek nor-

mal uzaydir.

Ispat. (X, 7, E) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait FiMF, =
® olacak gekilde esnek kapali Fy, Fy € Sg(X) kiimeleri verilsin. Teorem 3.6.1 ve
Uyar1 3.6.1° den dolay1 F; C G ve Iy £ G5 olacak bigcimde G MGy = @ kosuluna

uygun esnek acik G1, Gy kiimeleri bu uzayda bulunacaktir.

Ornek 3.6.12 Ornek 3.6.17 de tammlanmig olan (X, 7, F) komplimental esnek

topolojik uzay1 bir esnek normal uzaydir.

Teorem 3.6.17 (X, 7, F) bir esnek topolojik uzay olmak tizere, Fy, Fy, F, ..., F,
Sg(X) esnek kiimeleri hem agik hem de kapali esnek kiimeler olsun. Bu durumda,

(X, 7, E) bir esnek normal uzaydir.

Ispat. Teorem 3.6.11 den acikca gorilmektedir.

Teorem 3.6.18 (X, 7, F) bir komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu tak-
tirde agagidaki ifadeler egdegerdir.

i. (X, 7, E) esnek topolojik uzay1 esnek normaldir.

it. F esnek kapali ve F' T H esnek acik bir kiime ise, F C G C G C H olacak

bigimde bir G esnek agik kiimesi vardir.

ispat. i = ii: (X, 1, E) esnek topolojik uzay1 esnek normal, F' esnek kapali ve H
esnek acik olmak iizere F' C H verilsin. Buradan H¢ esnek kapali ve F M H® = ®

47



olup, esnek normallikten ' C G ve H° C H, olacak sekilde ayrik G, H; acik
esnek kiimeleri vardir. Burada G C HZ C H olup, H¢ esnek kapali oldugundan,
G C H¢ dir. O halde FC G C G C H elde edilir.

ii = i: I} ve I, esnek kapal kiimeleri ayrik ise, £y T FS olup FY esnek acik
oldugu icin, varsayimdan dolay1, F; C G C G C F¥ olacak bicimde bir esnek acik
G kimesi vardir. Buradan da | & G ve 5 T (6)5 sartin1 saglayan ayrik G' ve
(G)¢ esnek kiimeleri elde edilir. Su halde (X, 7, E) esnek normal bir uzaydur.

Teorem 3.6.19 Bir komplimental esnek (X, 7, F) uzay1 esnek normaldir ancak
ve ancak F' C (G sartin1 saglayan esnek kapali F' ve esnek acik G kiimeleri igin,

F’yi iceren en az bir H esnek acik kiimesi vardir oyle ki
FCHCHLCG

dir.

Ispat. (X,7,E) bir komplimental esnek uzay, F € Sg(X) bir esnek kapall,
G € Sp(X) bir esnek acik kiime ve F' C G olsun. Bu taktirde G¢ esnek kapali ve
FGé = ® olur. Kabulden dolay1 F T H ve G° C K iken H M K = ® olacaktir.
H MK = ® oldugundan,H C K¢ dir. Fakat K¢ esnek kapal oldugundan,

FCHCHCK‘C G

olup, F T H C H elde edilir.

Diger taraftan her esnek kapali F' ve esnek acik bir G kiimesi i¢in F' C G ve esnek
acik bir H kiimesi igin
FCHCHCG

olsun. Fy, Fy esnek kapali kiimeleri ise ayrik olsun. Bu taktirde Fy C FY iken F¥
esnek aciktir. Bu yiizden

FRCHCHCF

olacak sekilde bir H esnek acik kiimesi olacaktir. Ancak

F,C(H)Y ve HN(H)*=®

48



olur. Dolaysiyla Fy C H ve Fy C (H)® icin H M (H)® = ® elde edilir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.6.20 Her (X, 7, F) komplimental esnek normal olsun. Bu taktirde

her e € E i¢in (X, 7.) uzay1 normaldir.

ispat. (X, 7, ') komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait FiMF, =
® olacak sekilde esnek kapali Fy, Fy € Sg(X) kiimeleri verilsin. Teorem 3.6.1 ve
Uyar1 3.6.1° den dolay1 F; C G ve Iy, £ G5 olacak bigcimde G MGy = ® kosuluna
uygun esnek acik Gy, Gy kiimeleri bu uzayda bulunacaktir. Burada F}, F5 esnek
kapali kiimeleri ve GGy, G5 esnek agik kiimeleri komplimental oldugundan FyNEF; =
() ve G1 NGy = 0 sartina uygun olan F; kapal kiimeleri ile G; acik kiimeleri her

e € Fi¢in 7., de var olacaktir. Yani her e € F i¢in (X, 7.) uzay1 normaldir.

Ornek 3.6.13 E = {a,b} ve X = {x,y} olmak tizere, F}, F5,..., F14 € Sg(X)
esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 ’ deki sekilde tamimlansin. Bu taktirde her e € E icin

Ta = {(Z)a X, {Z‘}, {y}}

Ty = {®7 X, {ilj'}7 {y}}

olmak ftizere, 7, ve 7, topolojileri birer normal uzaydir. Ciinkii normal uzay olma
tanim dikkate alindigr zaman 7, i¢in F; = {z} , Fy = {y} birer kapali kiime
olmak iizere Fy N Fy = () ve G = {a} , G5 = {y} birer agk kiime olmak tizere
GiNGy =0 iken F; C Gy ve Fy, C G5 kosullan saglanmaktadir. Aym sekilde
7 igin de Fy = {z} , F5 = {y} birer kapal kiime olmak iizere Fy N Fy = () ve
Gy, = {x} , Gy = {y} birer agik kiime olmak iizere G; N G5 = ) iken F} C Gy ve
Fy C G5 kogullarinin saglandigr gortilmektedir.

Teorem 3.6.21 Her (X, 7, E') komplimental esnek topolojik uzay bir ETy uzayidir.

Ispat. (X, 7, E) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait FiMF, =
® olacak sekilde esnek kapali Fy, Fy € Sg(X) kiimeleri verilsin. Teorem 3.6.1 ve
Uyar1 3.6.1° den dolay1 F; C G, ve 3 E G4 olacak bigimde G MGy = ® koguluna
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uygun esnek acik Gp,Gs kiimeleri bu uzayda bulunacaktir. Ayrica arp # bg
kogulunu saglayan herhangi iki ap, bg € Sg(X) verilsin. Teorem 3.6.1" den ar€ H;
iken bGéHl veya benzer gekilde ap€H, iken bgéHQ olacak sekilde Hy,Hy € T
vardir. Dolaywsiyla (X, 7, E) bir ET, uzayidir.

Ornek 3.6.14 Ornek 3.6.17 de tanimlanmig olan (X, 7, F) komplimental esnek
topolojik uzay1 bir ET) uzayidir.

Teorem 3.6.22 Bir ET5 uzaymin, bir ET) uzayl olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul uzayin komplimental olmasidir.

Ispat. (=) : (X, 7, F) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait
bir ag€H olan bir esnek acik H kiimesi ve ' C G olacak sekilde bir esnek acik G
kiimesi verilsin. Teorem 3.6.1’ den dolay1 a HéF "dir. Yine ayni teoremden dolay1
G M H = & olacak bicimde esnek agik kiimeler bu uzayda bulunacaktir. Uyari
3.6.1" den dolay1 F' bir komplimental esnek kiime oldugundan esnek kapalidir.
Ayrica ap # be kogulunu saglayan herhangi iki ap, bg € Sg(X) verilsin. Teorem
3.6.1 den ap€H,; iken bGéHl veya benzer sekilde ap€H, iken bGéHg olacak
sekilde Hy, Hy € 7 vardir. Dolayisiyla (X, 7, E) bir ET; uzayidir. Buradan
(X, 7, E)'nin bir ET3 oldugu gikar.

(«<):ET; olan bir (X, 7, E) esnek topolojik uzaymnda, Teorem 3.6.11° den dolay1
her esnek agik kiime esnek kapali olacagindan Teorem 3.6.1" in sonucu olarak

(X, 7, E) komplimental esnek topolojik uzaydir.

Teorem 3.6.23 (X, 7, F) komplimental ET} uzay1 olsun. Bu taktirde, her e € E
icin (X, 7.) topolojik uzay1 bir T ’ tiir.

Ispat. (X, 7, F) komplimental esnek topolojik uzay olsun. Bu uzaya ait FiMF, =
® olacak gekilde esnek kapali Fy, Fy € Sg(X) kiimeleri verilsin. Teorem 3.6.1 ve
Uyar1 3.6.1° den dolay1 Fy C G4 ve Fy C (G5 olacak bicimde G1 MGy = @ koguluna
uygun esnek acik G, Gy kiimeleri bu uzayda bulunacaktir. Burada Fy, F, esnek
kapali kiimeleri ve G1, G5 esnek acik kiimeleri komplimental oldugundan FiNF, =

() ve Gy N Gy = () sartina uygun olan F; kapali kiimeleri ile G; acik kiimeleri her
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e € F igin 7.,” de var olacaktir. Yani her e € E igin (X, 7.) uzay: normaldir.
Ayrica ap # bg esnek noktalari ise, sirasiyla F' ve G komplimental esnek agik
kiimelerine esnek ait olsun. Bu taktirde eger apEF ise, her e € E i¢in apdF(e)°
" dir. Buradan her e € E icin, bG§~éF (e) olup, bgéF elde edilir. Benzer bicimde
beEG ise, her e € F icin bg¢G(e)® dir. Buradan her e € E igin, ap¢G/(e) olup,
aFéG olur. Bu ylizden (X, 7, F) bir ET; uzayidir. Herhangi bir e € F igin,
(X, 7.) bir topolojik uzay ve ar € F ve bg € F€ iken, bg € G ve ar € G olup,
ap € F(e) , bg ¢ F(e) igin b € G(e) , ar ¢ G(e) elde edilir. O halde her e € E
icin (X, 7.) bir T} ’ dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Ornek 3.6.15 FE = {a,b} ve X = {x,y} olmak iizere, F}, F},..., Fiy € Sp(X)
esnek kiimeleri Ornek 3.6.1 * deki sekilde tammlansin. Bu taktirde her e € E i¢in

Ta = {Q)u X, {:L'}, {y}}

ve
7 =1{0, X, {z},{y}}

olmak iizere, 7, ve 7, topolojileri birer T uzayidir. Ciinkii normal uzay olma
tanimi dikkate alindigi zaman 7, i¢in F} = {z}, F, = {y} birer kapah kiime
olmak iizere Fy N Fy = () ve G; = {x}, G2 = {y} birer agik kiime olmak tizere
GiNGy =0 iken F; C Gy ve F, C G5 kosullan saglanmaktadir. Aym sekilde
7 icin de Fy = {z}, F» = {y} birer kapal kiime olmak iizere Fy N Fy = ) ve
Gy = {z}, G2 = {y} birer agk kiime olmak iizere G; N Gy = () iken F; C G
ve Fy, C (G5 kosullarinin saglandigi goriilmektedir. Ayrica 7, ve 7, topolojileri
birer Ty uzayidir. Cunki 7, icin, {z} N {y} = @’ dir. Benzer sekilde 7, i¢in de
{z} Nn{y} = 0’ dir. Bu durum uzaylarin 77 olmas igin yeterlidir. O halde her

e € I i¢in 7, ve 7, topolojileri birer T} ’ tiir.

Sonug 3.6.1 Teorem 3.6.5, Teorem 3.6.8, Teorem 3.6.15 ve Teorem 3.6.22" nin
dogal bir sonucu olarak, bir komplimental esnek topolojik uzay i¢in asagidaki

bagint1 dogrudur.
Fly < ET) < F1;, < ET3 <~— KT,

Sonug 3.6.2 Teorem 3.6.3 , Teorem 3.6.6 , Teorem 3.6.9 , Teorem 3.6.14 ve

Teorem 3.6.23 7 iin bir sonucu olarak, bir komplimental esnek topolojik uzay icin
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asagidaki ifade dogrudur.
(X, 7, E) komplimental ET; (i =0,1,2,3,4) uzay1 olsun. Bu taktirde, her e € E
i¢in (X, 7.) topolojik uzay1 bir T}, (i = 0,1,2,3,4)’ dir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismas1 dort bolimden meydana gelmektedir. Birinci bolimde esnek
kiime kavraminin tarihgesi ve bu alanda yapilmig bilimsel ¢aligmalardan bahsedildi.
Ikinci boliimde Cagman(4, 5] ile Shabir ve Naz[28]” m calismalar dikkate alinarak,
esnek kiimelere iligkin temel kavramlar verildi. Uciincii boliimde ise, yine aym
makaleler ve kaynakcada gosterilen caligmalardan da faydalanmak suretiyle esnek
topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlarindan soz edildi. Ayrica bu boliimde
[28]" de verilen baz1 teoremlerin notas- yonlar, [4] dikkate alinarak yeniden yazildi
ve yine bu bolimde “ET; (i = 0,1,2,3,4) uzay1 olma 6zelligi esnek kalitsal bir
ozelliktir. Yani bir esnek T; uzayimnin alt uzayi da esnek 7;’dir”. “Esnek topolojik
uzaylarda ET; (i = 0,1,2,3,4) uzay1 olma 6zelligi bir esnek topolojik ézelliktir”,
seklinde ifade edilen teoremlerin ispatlari gozden gegirildi ve Cagman [4,5]" n
makaleleri de goz oniinde bulundurulmak suretiyle diizeltilerek yeniden yapildi.
Bu bolimiin son kisminda ise, Komplimental Esnek Topolojik Uzaylar basglig
altinda, esnek kiimelere ait yeni bir kavram ortaya kondu. Komplimental Esnek
Kiimelere ait teoremler verilerek, bu teoremlerin ispatlari yapildi ve 6rneklerle
teoremler desteklendi. Yine bu kisimda esnek topolojik uzaylarda, komplimen-
tal esnek kiimeler vasitasiyla yeni bir sonuca varilarak iki yeni yardimeci teo-
rem yazildi. Molodtsov[20] ile baglayan siirecten simdiye kadar esnek kiimeler
lizerine yazilan makalelerin sayisi yiizleri gegmisgtir. Ancak bilimsel galigmalarin
adim adim ilerlemesi prensibi goz ontine alindigi zaman bu tez ¢aligmasinin da
yapilmig olan onceki caligmalara bir destek ve gelecekte yapilmasi planlanan
onermeler ve teoriler i¢in bir basamak olmasini dile- yerek, bu ¢aligmanin ozellikle
tiglinct boliimiinde so6zii edilen komplimental esnek topolojik uzaylar fikrinin, es-
nek topolojik uzaylar tizerine bilimsel caligmalar yapanlara yardimeci olmasini

temenni ederim.
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