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OZET

SONLU BiR ARALIKTA TANIMLI SUREKLi RASGELE DEGISKENIN
MOMENTLERI ICIN ESITSIZLIKLER

Biisra Nur KURSUN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 108 sayfa

Danigsman: Dog.Dr.Selahattin MADEN

Bu tezin amaci olasilik yogunluk fonksiyonu sonlu bir aralikta tanimlanan stirekli bir
rasgele degigkenin momentleri i¢in baz esitsizlikler ortaya koymaktir.

Tez galiymas1 beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde olasilik teorisinin tarihsel
geligimi ile ilgili bir girig yapilmigtir. Tkinci bolimde gahgmamizda temel olan olasilik
teorisi ve esitsizliklerle ilgili baz1 tanim ve teoremler ifade edilmigtir. Uciincii boliimde
sonlu bir aralik iizerinde tanimlanmig stirekli bir rasgele degiskenin beklenen deger, varyans,
dagilim fonksiyonu ve yiiksek mertebeden momentleri ile ilgili bazi esitisizlikler elde edilmis-
tir. Dordiincii boliimde sonug ve tartigmalar verilmigtir. Besinci boltimde ise caligmada
kullanilan kaynaklar listelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Olasilik Uzay1, Rasgele Degisken, Beklenen Deger, Varyans,
Standart Sapma, Esitsizlik, Moment



ABSTRACT

INEQUALITIES INVOLVING MOMENTS OF A CONTINUOUS
RANDOM VARIABLE DEFINED OVER A FINITE INTERVAL

Biisra Nur KURSUN

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 108 page

Supervisor: Do¢.Dr.Selahattin MADEN

The aim of the present thesis is the investipote some inequalities for the moments of
a continuous random variable whose probobilitiy density function defined over a finite
interval.

This thesis comist of five main chapters. In chapter 1 it is given an introduction concerning
with the historical develop ments of probobility theory. In chater 2, some definitions
and theorems on probobility theory and inequaities which are crucial for our study are
expressed. In chapter 3, it is obtaired some inequalities for the expectation, variance,
standart deviation, distribution function and the moments of higher order of a continuous
random variable defined over a finite interval. Conclusion and success are given in fourth
chapter. It is listed some used references in fifth chapter.

Keywords: Probobility Space, Random Variable, Expectation, Variance, Standart Devi-
ation, Inequality, Moment
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TESEKKUR

Tiim caligmalarim boyunca her zaman bilgi ve deneyimleriyle yolumu acan degerli hocam

Sayin Dog. Dr. Selahattin MADEN’ e en samimi duygularim ile tegsekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, caligmalarim boyunca desteklerini esirgemeyen Matematik Boliimii 6gretim tiyelerine

en icten gitkranlarimi sunuyorum.

(aligmam boyunca benden maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen babama, anneme

ve kardegime tesekkiirlerimi sunuyorum.
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1. GIRIS

Bilim diinyasinda teoriler, bu diinyaya 0zgii aksiyomlar lizerine insa olunurlar. Teorik
sonugclar, bu aksiyomlardan didaktif mantik yoluyla siiziiliip ¢ikartilirlar. Bilim diinyasinin
teorileri ve irinleri, gercek diinyanin gercekleri ile uyum igerisinde olmalarini saglayacak
sekilde bigimlendirilmis olmalarina ragmen gercegin kendisi degildirler; nice varsayimin
iklimlendirdigi bir ortamda boy atmug varhklardir. Ornegin, yerden d kadar yiiksekte
bulunan bir cismin ¢ = \/ﬁ/ g saniye icerisinde yere diigecegini ifade eden yasa, an-
cak ve ancak soz konusu cismin, havasi bosaltilmig bir tiip igerisinde diigme hareketini
gercgeklegtirmesi durumunda gegerlidir. Bu tip olaylara ve yasalara deterministik olaylar
ve yasalar diyoruz. Aym kosullar altinda tekrarlandiklarinda ayni sonuclar1 verdiklerini,

vereceklerini biliyoruz.

Oysa baz1 olaylar icin bu tiir bir determinizm so6z konusu olmayabilir. Diizgiin bir
zarl ayni kogullar altinda atmamiz halinde, gelen yiizlerin hep ayni olmadigini goriiriiz.
Ayni durum, iyi karigtirilmig bir deste kart icerisinden rastgele c¢ekilen bir kart icin de
gecerlidir. Karar vermekte acele etmek, bu tiir olaylarin matematiksel modellerini kur-
manin mimkiin olmayacagi sanisina kapilmak dogru olmaz. Diizgliin bir zar1 bir kez
degilde soz gelimi 600 kez atarsak hemen her yiiziin esit sayilabilecek sayida geldigini
gortiriiz. Bu atiglarin sayisini daha da yiikseltirsek savimizin yasa mertebesine yiikseldigine
sahit oluruz ve bu tiir rastgele olaylarin da gerisinde yatan istatistiki bir diizenliligin mev-
cut bulundugunu kabule mecbur kaliriz. Bir deney ayni sartlar altinda bir ¢ok kez tekrar
edildiginde sonuglar belli bir kurala bagh olmaksizin her kez degigebiliyorsa, bu deneyin
belirli bir sonucuna bagimh olarak gergeklegen (ya da gergeklesmeyen) bir olaya rastgele
olay denmektedir. Rastgele olaylara etki eden nedenlerin ¢oklugu ve karmagikligi bun-
larin incelenmesi i¢in 6zel metodlar1 gerekli kilmigtir. Pratikte deneyler gostermistir ki,
bir rastgele olayin gerceklesmesi ya da gerceklesmemesi pek ¢ok sayida gozlemlendiginde,
az ¢ok bir kararhilik gostermektedir. Yani tek bagina bir rastgele olaym karmagikligina

kargilik, bunlarin ctimlesi i¢in gegerli basit bir kanun elde edilebilmektedir.

Onyedinci yiizy1lda dogan olasilik teorisi, rastgele olaylarin ve raslanti degiskenlerinin
¢izdigi cerceveyi kendisine konu edinmistir. Bu nedenle olasilik teorisi, rastgele olaylara
egemen olan kanunlar1 matematiksel metodlarla inceleyen bir bilimdir. Talih degismelerine
bagli hemen hemen biitiin gozlemleri, bu talih degismelerinin dogal 6zelliklerini incele-
mek olasilik kuramidir. Talih kavramlari ve onunla birlikte ”Talih” tarih oncesine kadar

gider, ancak bunlarin matematiksel incelenmesi 300 yil eskiye dayanir. Olasilik hesabi



baglangicta talih oyunlari ya da kumar oyunlar ile canlandirildi. Bir ¢ift zar1 24 kez
atip en az bir kez diigeg getirme olasiliginin, 4 zari bir kez atip en az bir geg getirmenin
olasiligina esit olacagini diigiinen Chevalier de Mere adli kumarbaz, kumar masalarinda
harcadigr omriinden edindigi deneyiminin bu diigiincesini dogrulamadigini goriir ve der-
dine deva olur umudu ile donemin iinlii matematikgilerinden Blaise Pascal’ a bagvurur.
Pascal (1623-1662) ve Pierre Fermat’ in (1601-1665) ortak ¢aligmalar:, bir yandan de Mere’

nin derdine deva olurken 6te yandan da olasilik teorisinin dogmasina neden olmustur.

Onyedinci asrin geri kalan kisminda, de Mere tarafindan giindeme getirilen benzer
nitelikteki problemler ve benzerleri tartigilmig ancak ne genel bir ¢erceve ne de teorik bir

taban olusturulmamistir.

Onsekizinci asrin hemen baglarinda Jakob Bernoulli (1654-1705) ve Abraham de Moivre’
m (1667-1754) galigmalar1 olasilik hesabi teorisinin baglamasim saglamigtir. Bernoulli,
olimiinden sonra 1713 de yayinlanan Ars Conectandi (The Art of Conjecture) adli kitabinda,
onemli diger ¢caligmalarinin yani sira, adiyla anilan ve olasiligi, belirli bir disiplin olma se-
viyesine yiikselten teoremi, bilim dinyasinin hizmetine sunmustur. Olasilik teorisinin
temel kanunlarindan biri olan ”Biiyiik Sayilar Kanunu” nu ilk defa J.Bernoulli ispat
etmigtir ve ilk kez bir olayin olasiligini, bu olayn frekansinin limiti olarak tanimlanmigtir.
De Moivre (1667-1754), 1718 yilinda The Doctrine of Chances adl kitabim yayinlayarak
olasilik teorisine ¢arpim kuralini hediye etmis ve normal olasilik yogunluk fonksiyonunun

olusumuna ilk katkiy1 yapmigtir.

Laplace (1749-1891), Gauss (1777-1855), Markow(1856-1922), Tchebychev(1821-1891)
olasilik teorisinin gelisimine hiz kazandirmiglardir. Olasilik teorisinin temel taglarindan
biri olan ”Merkezi Limit Teoremi” (Moivre-Laplace Teoremi) ilk kez Laplace tarafindan
ispat edilmis ve bircok dikkate deger uygulamalar: yapilmistir. Quetelet ve arkadaglari,
Maxwell, Boltzman ve Gibbs ¢aligmalarinda olasilik teorisinden sans oyunlarinda, fizik ve
astronomi sahalarinda, sigortacilikta, ozellikle de 6liim istatistiklerinin olugturulmasinda,

istatiksel mekanikte bol miktarda yararlanmiglardir.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.Bernovilli
(1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglanmigtir. Sonra bu kavram bir siire unutulmus
olmasima ragmen tinlii olasilikgr V.Bortkiyevig (1868-1913) in biiyiik katkisiyla yirminci

asrin baglarinda yeniden kullanilmaya baglanmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Bazi1 Temel Olasilik Kavramlar:

Bu kisimda tezin hazirlanmasinda kullanilan bazi temel kavramlari ve teoremleri
verecegiz. Verilecek olan teoremlerin ispatlarini olasilik teorisi ve esitsizliklerle ilgili kay-
naklarda kolayca bulmak miimkiin oldugundan ve arastirmacilarin bunlarin biiyiik bir
kismini bildigini varsaydigimizdan dolay1 ispatlara bu kisimda girilmeyecektir. Ancak
yine de tezi inceleyip faydalanmak isteyenlerin kolayca ulasabilmesi i¢in verilen teoremler

kaynaklar gosterilerek ifade edilecektir.

Olasilik teorisinin en temel kavrami olaylardir. Olay ise bir deneyin miimkiin sonuglarinin
bir kiimesidir. Bu nedenle olasilik teorisinin temel kavramlarini tartisabilmek igin kiime
teorisinin kavramlarinin iyi bilinmesi gerekmektedir. Kiime kavrami XIX. yiizyilin ik-
inci yarisinda Ingiliz matematikci George Boole (1815-1864) tarafindan geligtirilmeye
baglanmigtir. Kiime matematikgilere gore 6yle bir topluluktur ki buna neyin dahil oldugu
ve neyin dahil olmadigi kesin bir gekilde belli olmalidir. Aksi takdirde matematiksel disi-
plinden yoksun olarak kabul edilmesi gerekir. Kiime nesnelerin herhangi bir ¢esidinin
tiimil olacagina gore kiimeye ait olan nesnelere kiimenin elemanlar1 (veya Ogeleri) denir.
Elemanlarinin sayisi sonlu olan kiimelere sonlu kiime aksi durumda sonsuz kiime adi
verilmektedir. Hi¢ bir eleman1 bulunmayan kiimeye bos kiime, iizerinde caligilan tiim
nesnelerin olusturdugu kiimeye ise evrensel kiime adi verilmektedir. Herhangi bir kiime
verildiginde bu kiimenin bir takim elemanlarinin olugturdugu kiimeye bu kiimenin bir
alt kiimesi denir. Bogtan farkli bir kiimenin alt kiimelerinden olugan bir aileye ise bu
kiime tizerinde bir simif adi verilmektedir. Buna bir kiime iizerinde birden fazla simif

olugturulabilir.

Tanim 2.1.1 Bostan farkl bir F kiimesi tizerinde bir R sinifi verilmis olsun. Bu durumda

eger

i. F€R
ii. Her A€ Ricin A=E/Ac R

iii. A,e R, n=1,2.. i¢cn{J, A, R



kosullar: saglaniyorsa R sinifina F kiimesi tizerinde bir o - cebir adi verilir. (")rnegin R reel
sayilar kiimesi iizerinde Ry = {0, R}, Ry = {0, Q,Q,R} ve R3 = {A: A C R} siuflarmin

her birisi birer o - cebir olacaktir.

Tanim 2.1.2 Bilimsel bir gercegi gostermek, bir yasay1 dogrulamak veya bir varsayimi
kanitlamak ic¢in yapilan igleme deney denilmektedir. Eger deney yapilmadan once kesin
sonucu soylenemiyorsa boyle bir deneye bir slokastik deney veya bir rasgele deney adi
verilir. Bir rasgele deneyin tiim miimkiin sonuclarinin kiimesine ornek uzay, érnek uzayin

herhangi bir alt kiimesine ise olay denir.

Tanim 2.1.3 Q bir ornek uzay u ise bu uzayin alt kiimeleri tizerinde tanimlanmig bir o

- cebir olsun. Bu durumda bir A C € i¢in eger A € u oluyorsa A ya €’ da bir olay denir.

Tanim 2.1.4 €2 bir 6rnek uzay, v €2’ nin alt kiimeleri {izerinde tanimlanmig bir o - cebir

olsun. Bu durumda u tizerinde tanimlanmig bir
P:u—R

fonksiyonu i¢in agagidaki kogullar saglaniyorsa P’ ye u’ da tanimlanmig bir olasilik 6l¢iisii

denir.

i. Her Acu igin  P(A) >0
ii. P(Q) =1

w. Ajeu, 1=1,2,... ve i#j igin A;NA; =0 olmak iizere
P(UAZ) => P(4)
i=1 i=1

Bu durumda (2, u, P) tigliisiine bir olasilik uzay1 ve bir A € u igin P(A) degerinede A

olaymin olasiligi adi verilir.

Teorem 2.1.1 (Q,u, P) bir olasilik uzay1 olsun. Bu takdirde

i. Hr Aeu igin  0< P(A) <1 dur.
. P(0) =0 dir.

wi. A, Beu ign ANB=0 ise P(AUB)=P(A)+ P(B) du.



w. A€u igin  P(A)=1- P(A) du.
v. AB€u i¢gin P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) dir.

vi. A, €v n=12,... ise

() < S

i=1

" dar.
vii. (A,) v’ da monoton bir dizi olmak tizere P(lim, . A4,) = lim, ., P(A,)’ dir.
viti. A, Beu, ACB ise P(A)<P(B) du.

Tanim 2.1.5 (£2,u, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere A ve B bu uzayda iki olay olsun.
Eger ANB = () ise A ve B olaylarma ayrik olaylar denir. Ote yandan A ve B gibi iki olay
icin P(AN B) = P(A).P(B) esitligi saglaniyorsa bu iki olaya bagimsizdir denir. Bune

gore iki olayin ayrik olmasi ve bagimsiz olmasi kavramlar: birbirinden farkl iki kavramdair.

Tanim 2.1.6 Eger bir degisken slokastik deneylerle inceleniyorsa boyle bir degiskene bir
rasgele degisken adi verilir. Ornegin bir fabrikada ftiretilen parcalarin dayanma siiresi
incelendiginde bu inceleme bir slokastik deney olacaktir. Ciinkii pargalarin dayanma
siirelerinin ne kadar olacagini onceden bilmek miimkiin degildir. Yani bu parcalarin

dayanma siireleri bir rasgele degiskendir.
Tanim 2.1.7 (€2, u, P) bir olasilik uzay1 olsun. Bu durumda
X: Q=R

fonksiyonu i¢gin {w € Q : X(w) € B} € uise X fonksiyonuna €’ da bir rasgele degisken adi
verilir. Burada B R iizerinde bir Borel kiimesidir. Bu tanima gore bir rasgele degisken

bir 6lgiilebilir fonksiyondur.

Tanim 2.1.8 (€, u, P) bir olasiik uzay1 X ise Q' da tanimh bir rasgele degigken olsun.
Bu takdirde eger X’ in alabilecegi degerler kiimesi sonlu ya da sayilabilir sonsuz kiime
ise X’ e bir kesikli rasgele degisken, X’in alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik ya da

araliklarin birlegimi ise X’ e stirekli rasgele degisken adi verilir.

Tanim 2.1.9 X bir keskli rasgele degigsken ve X’ in degerler kiimesi R, = {x1,22,...}
olmak iizere P(z;) = P(X = w;), i = 1,2,...ile bir P : R, — [0,1] fonksiyonuna X

rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu ya da olasilik dagilimi denir. Sayet



i. Heri=1,2,... i¢cin P(z;) >0

i Yy o Plx;) =1

ise.

Tanim 2.1.10 X stirekli bir rasgele degisken olsun. Genelligi bozmaksizin X’ in (—o0, +00)
da deger aldigini varsayalim. Bu takdirde asagidaki kogullari saglayan bir f fonksiyonuna

X rasgele degigskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu adi verilir.

i. Her x € (—o0,+00) i¢in  f(z) >0
.. 400
. [ fla)de =1
Burada (ii) sartimn f’ nin egrisi altinda kalan ve x - ekseni ile siirh bélgenin alaninin

17 e esgit oldugunu gosterdigine dikkat edelim. Bunun yanmnda X’ in herhangi bir [a, b]

araliginda yer almasi olasiligini

Pla< X <) = /b f(z)dx (2.1.1)

olarak yazabiliriz. Ote yandan

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X <b) (2.1.2)
oldugunuda belirtelim.

Tanim 2.1.11 X kesikli veya stirekli bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde X’ in

kiimiilatif dagilim fonksiyonu F'(x) ile gosterilir ve

Flz)=PlweQ: X(w) <z} =PX <2 (2.1.3)

ile tanimlanir. Buna gore eger X R,{x1,z,...}  de degerler alan kesikli bir rasgele

degigken ise

Flz)=P(X <z)= f(t)dt (2.1.4)
dir.



Teorem 2.1.2 X bir rasgele degisken ve FR — [0, 1] X’ in kiimiilatif dagilm fonksiyonu
olsun. Bu takdirde

1. F azalmayan bir fonksiyondur
1. F' sagdan stireklidir
it lim, , o F(x) =0 ve lim, o F(x) =1 dir.

w. X x1,xs,...degiskenlerini alan kesikli bir rasgele degisken olmak iizere z; < x5 < ...

ise bu durumda P(z;) = P(X = ;) = F(z;) — F(x;_1) dir.

v. X siirekli bir rasgele degisken ise bu takdirde f(z) = LF(z) = F(z) dir. Bu
durumda 6zel olarak P(a < X <b) = F(b) — F(a) esitligi saglanir.

Tanim 2.1.12 (Q,u, P) bir olasilik uzay1 ve X Q' da taniml bir rasgele degisken olsun.

Bu durumda

i. BEger X, x1, 29, ... degerlerini P(z;), i = 1,2, ... olasiliklar ile alan kesikli bir rasgele

degisken ise X’ in beklenen degeri E(X) = > x;P(x;) ile tanimlanir.

ii. Eger X (—o00,400) de degerler alan siirekli bir rasgele degigsken ve f X’ in olasilik
yogunluk fonksiyonu ise X’ in beklenen degeri F(X) = fj;o z.f(z)dx ile tanimlanir.

Uyar: 2.1.1 Tanim de verilen ifadelerin yazilabilmesi i¢in genellestirilmis integralin mev-

cut ve sonlu olmasi gerektigini hatirlatalim.

Teorem 2.1.3 Tanim 2.1.12° da verilen beklenen deger ifadelerinden

i. E(aX+b) =aE(X)+b abeR
i. B(X+Y)=FEX)+ E(®Y)

ii. X ve'Y bagimsiz ise E(XY) = E(X).E(Y)

elitlikleri gerceklenir.



Tanim 2.1.13 (Q,u, P) bir olasilik uzay1 ve X’ de 2 iizerinde bir rasgele degisken olsun.

X’ in V(X) veya o2 ile gosterilen varyanst
V(X)=0"=E[X - E(X))? (2.1.5)

ile tanimlamr. Varyansin pozitif karekokiine ise X’ in standart sapmasi (veya dispersiy-

onu) ad verilir ve ¢ ile gosterilir.

Teorem 2.1.4 Yukarida verilen varyans tanimindan

i. V(X) = E(X?) - [E(X)]?
i. V(aX +b) = a*Var(X)
iii. X ve Y bagimsz ise Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

. a € R keyfi olmak iizere Var(X) = E[(X —a)?] — [E(X) — a]?

ifadeleri saglanir.

Teorem 2.1.5 X bir rasgele degisken olmak tizere F(X) = p ve Var(X) = 2 olsun. Bu
takdirde k£ > 0 keyfi bir sabit olmak tizere

1
PAIX =l = ho} < (2.1.6)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Chebyshev Esitsizligi denir.

Tanim 2.1.14 (Q,u, P) bir olasilik uzay1 X bu uzayda p = E(X) beklenen degerine

sahip bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde £ > 0 tam say1 olmak iizere

M, = E[(X — B(X))¥| (2.1.7)

sayisina X in beklenen degere gore k£ -yinci momenti denir. Bu durumda My =1, M; =0

ve My = Var(X) oldugunu belirtelim.

Tanim 2.1.15 (Q,u, P) bir olasihk uzayr X bu uzayda rasgele degisken olmak {iizere
p = E(X) olsun. Bu takdirde & > 1 bir tam say1 olmak tizere



my, = E[X"] (2.1.8)

saysina X rasgele degiskeninin & -yinci momenti (orjine gére k -ymec1 momenti) adi verilir.
Bir rasgele degiskenin beklenen degere ve orjine gére momentleri i¢in verilen ifade (2.1.7)

ve ifade (2.1.8) ifadeleri goz Oniine alindiginda

1. M():m()
ii. My =0,m =p=FEX)
iwi. My =Var(X)=my —m?

. My = msz — 3mamy + 2m?

oldugu gosterilbilir.

2.2 Baz Esitsizlik Kavramlari

Tanim 2.2.1 (Konveks Kiime) L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak iizere

B={zel:z=ar+(1-a)y,0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — a)y esitsizligindeki
z ve y’ nin katsayilar i¢in o + (1 — o) = 1 bagmntist her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tamimindaki o, (1 —«) yerine a+ 8 = 1 sartim saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayllarin1 alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir.

Tanim 2.2.2 (Konveks Fonksiyon) /, R’ de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0, 1] i¢in

flax + (1 —a)y) <af(z)+ (1 —-a)f(y) (2.2.1)
sartin1 saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger ifade (2.2.1) esitsizligi

x #y ve a € [0,1] igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.



Teorem 2.2.1 f,g : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar dyle ki ¢, ®,1, ¥ sabitler
olmak iizere her x € [a,D] i¢in ¢ < f(z) < ® ve 1 < g(x) < ¥ olsun. Oyleyse

<o pw_y) @22

b—a/f d:v——/f d:r / g(z)dz

esitsizligi saglanir. Burada ; sabiti kesin, yani egitisizlige Z’ den daha kiigiik bir sabit

W

yerlestirilemez.

Teorem 2.2.2 f,g : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar dyle ki ¢, ®,1, ¥ sabitler
olmak fizere her x € [a,b] igin p < f(x) < @, ¢ < g(x) < ¥ ve p: [a,b] — [0, 00) pozitif
degerli fonksiyon olsun. Oyleyse

IT(f,9,p) < (i "0)4(‘1’ —¥) (/ p(a:)da:) (2.2.3)

esitsizligi saglanir ve buradaki

7(f.9.0) = | pla)da / o) F()g(a)d ( / bp(x)f(x)dx> ( / bp(w)g(x)da:>

bi¢imindedir.

Teorem 2.2.3 (integraller I¢in Holder Integral Esitsizligi) p > 1 ve %%—% =1

olsun. f ve g, [a,b] aralig1 tizerinde integrallenebilen iki fonksiyon ise

[ 1f@g(@)ds < ( / |f<x>rpda:> ( / |g<x>rqu)q 224

esitliginin saglanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogsul A ve B sabit olmak iizere hemen

hemen her yerde A|f(z)| = Blg(z)| olmasidir.

3 =

Teorem 2.2.4 (integraller I¢in Minkowski Integral Esitsizligi) f ve g, [a, b] aralig:

tizerinde integrallenebilen iki reel degerli fonksiyon ve p > 1 i¢in

/ab|f(9:)!”<oo ve /ab\g<x>|q<oo

10



olsun. Oyleyse

( / (@) + gl \pdx> ( / I %)Z( /abg<x>pdx)é (2.25)

esitliginin olabilmesi igin gerekli ve yeterli kogul A ve B sabit olmak iizere hemen hemen

her yerde A|f(z)| = Blg(z)| olmasidir.

Tanim 2.2.3 (Gamma Fonksiyonu) Kesirli hesaplar ile dogrudan ilgili olan Gamma
fonksiyonu faktoriyelin biitiin reel sayilar i¢in genellegtirilmesini temel alan bir fonksiyon-

dur. Gamma fonksiyonu x > 0 olmak iizere

F(as):/ e t" tda
0

genellegtirilmis integraliyle tanimlanir. Bu tanim baz kaynaklarda genellestirilmig faktoriyel
fonksiyonu olarak geger. Bu integral x < 0 i¢in raksaktir. Gamma fonksiyonunun baz

temel oOzelliklerini agagidaki gibi verebiliriz.

i. > 0 reel bir say1 olmak iizere I'(z + 1) = 2I'(z)
ii. n € Nigin T'(n+1) =n!
ii. T(3) =7
w. [y ﬁ—px r=I{(pPIr1-p = e 0<p<l

v. 2(n—1IC(n)T(n+ %) = /7l(2n)

Tanim 2.2.4 (Beta Fonksiyonu) m,n > 0 i¢in

B(m,n) = /01 2" 1 —x)" dx

integrali yardimiyla tamimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir. Beta fonksiyonunun

baz1 ozellikleri agagidaki gibidir.

i. B(x,y) =By, )
i. Bz +1,y) = - 6(z,y)

iii. B(z,y) = TEL - R(z), R(y) > 0

D(z+y) 2
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3. SONLU BIR ARALIKTA TANIMLI SUREKLI
RASGELE DEGISKENIN MOMENTLERI IGIN ESITSIZ]

Dagilim fonksiyonlar1 ve olasilik yogunluk fonksiyonlari verilen bir rasgele degiskenin
olasilik dagilimini tam olarak belirleyen 6zel fonksiyonlardir. Ancak, bunlar bizim iki farkl
dagilim arasinda bir kargilagtirma yapmamiz igin yeterli degildir. Makul kosullarda olasilik
dagiliminm karakterize eden momentler sinifi bu karsilagtirmay: yapmada bize yardimci
olacaktir. Ote yandan, bir rasgele degiskeninin olasihk fonksiyonunun bilinmesi duru-
munda bu rasgele degiskeninin momentlerinin belirlenebilecegini biliyoruz. Bununla bir-
likte, olasilik dagilhimlarinin acgik formlarinin tam olarak bilinmedigi veya matematiksel
olarak hesaplanamadigi ve bu nedenlede momentlerinin belirlenemedigi uygulamalar da
mevcuttur. Bu durum bizi bir olasilik dagiliminin momentleri i¢in alternatif tahminler
bulmaya yonlendirir. Matematiksel esitsizlikleri uygulayarak, rastgele degiskenlerin mo-
mentleri i¢in baz1 tahminler birgok bilim insami tarafindan verilmistir.[1-6] Bu kisimda,
matematiksel egitsizlikler kullanilarak sonlu bir aralikta tanimli bir rasgele degiskenin

momentleri i¢in bazi tahminler verilecektir.

I reel sayilarin bir aralig1 olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonu f: I C R — R*
seklindeki konveks bir fonksiyon ve dagilim fonksiyonu F' : [a,b] — [0, 1] olan siirekli bir

rasgele degiskeni X ile gosterelim ve a,b € I olmak tlizere a < b olsun.

M, = /b £ f(t)dt (3.0.1)

olarak tanimlanan X’in r-inci momentini M, , r > 0 ile gosterelim.

X rasgele degiskeninin ortalama ve varyansi sirasiyla

= M, = /btf(t)dt (3.0.2)

ve

b
0 =M, — M} = / (t — )2 f(t)dt (3.0.3)

seklindedir.
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Bir ozel dagilimin r—inci momentinden bahsettigimizde o dagilim icin uygun olan

integralin yakinsak oldugu varsayilmigtur.

3.1 Momentleri Kapsayan Esitsizlikler

Bu kisim da X rasgele degiskeninin momentleri i¢in bazi sonuglar verecegiz. Bununla

ilgili olarak once baz1 esitsizlikleri verelim.

m,g,h : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyonlar igin agagidaki sonuglar, egitsizlikler

ve Ozdegliklerin saglandig1 degisik kaynaklarda verilmigtir.

Korkine Esitligi [2]:

b b

m(t)g(t)h(t)dt — / )t / i
//m g(t) — g(s)][h(t) — h(s)]dtds (3.1.1)

(3.1.1)” de yer alan tiim integrallerin mevcut ve sonlu olmasi kogulu ile saglanir.

Cift kath integraller i¢in Holder Esitsizligi [2]:

\_/

// dtds< // dtds // dtdsl (3.1.2)

dir, burada p > 1 ve % + % =1 dir.

Griiss Esitsizligi [6]:

(3.1.3)

Burada,

T(g.h) = ﬁ g(B)h(t)dt — bT dt—/ (3.1.4)

¢, P,7,T [a,b] arahginda ¢ < g(t) < @ ve v < h(t) § I" olacak sekilde reel sayilardir.

13



Yukaridaki Griiss Esitsizliginden daha keskin sinirli olan bir mini Griiss esitsizligi [6]

NI

7690 < 2D rn.m) (3.1.5)

dir. Ttm integraller mevcut ve sonlu, f; g(t)dt > 0 ve m < g(t) < M olmak sart1 ile [18]

2

(t)R2(t)dt b (t)h(t)dt )
o< / ! / ! _ (M —m)

- /abg(t)dt ) /abg(t)dt -

(3.1.3) ve (3.1.6) esitsizlikleri 1/4 sabiti daha kii¢iik bir sabit ile degistirilemez an-

(3.1.6)

esitsizligi saglanir.

laminda keskindir.

Teorem 3.1.1 » > 0 ve x € [a,b] olmak iizere f : [a,b] C R — RT olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni i¢in f € Ly[a, b] sartiyla

(b _ a)(br—l _ ar—l)

— 2
Mr MMT—I S br+1 _ ar+1 ((I + b)(br _ ar)> (317)

esitsizligi saglanir.

3.1.1 (3.1.1) Korkine’s Esitsizliginde m(t) = f(t), g(t) = (t—p) ve h(t) = ¢"~! doniigiimlerini

segelim. (3.1.1)” in sol tarafi

[ st e a0 s oo
=/abt7"‘1f(t)dt (/bf(t)dt: 1ve /ab<t—u)f(t)dt20> (3.1.8)

b b
:/ £ () dt — u/ L f($)dt = M, — uM,_,

ve (3.1.1)" in sag tarafi

b b
% / / (t— ) (" — D) F(8) f(s)dtds (3.1.9)
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dir. Ote yandan

< sup |(t—s)(tt—s"Th) \/ / f(t)f(s)dtds (3.1.10)

(t s)€la,b]?

—(b—a) b —a" / / F()f(s)dtds = 1)

esitsizligi dikkate alimirsa (3.1.7) esitsizliginin birinci kismu elde edilir. Benzer sekilde

/ / J(#t — 57 £(8) () dtds

< sup \// Yt — s Hdtds
<t8>€ab12 (3.1.11)

r+l e+l a " —a”
:@,3232@]2'f“’“s”ﬁ(bi?fb )
= 111 [2(0 - ) (S - (A=)

esitsizligi dikkate almirsa (3.1.7) esitsizliginin ikinci kismi elde edilir. (3.1.6) Griiss Esitsizligi

kullanilarak teoremi ispatlamig oluruz.

Teorem 3.1.2 r > 0 ve x € [a,b] olmak iizere [ : [a,b] C R — R" olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni icin:

(b —a")? (3.1.12)

esitsizligi saglanir.

3.1.2 (3.1.6) Griiss Esitsizliginde t € [a,b] i¢in g(t) = f(t) ve h(t) = 1" segelim.
Boylelikle, m = a" ve M = b" olup

f t27°f tydt [P f dt) » (b —a")?

T rwde ) 4

Y

(3.1.13)
b
My, — M? < i(bf—a’“)? ([ steyan-

oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.3 r > 0 ve = € [a,b] olmak iizere f : [a,b] C R — RT olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni igin

i (:) (—1)iz" M

=0

( _ r+1 _ _b'r—l—l
e [T e o
_ 4\rg+1l _ _ p\rg+151
< ||f||p[(x ) ZQ+(1:): i } feLyab p>1 %+$:1 (3.1.14)
S5 e
(T2 TP

esitsizligi verilir.

3.1.3 .
(x—t) = <r> (—1)itig™ (3.1.15)
im0 \'
Binom agilimi uygulanarak
b " r . .
— )" f(t)dt = —1)'2" " M" 3.1.16
[e-orma=3 (7)o (3.1.10

elde edilir. Ayrica f € Loo[a,b] olmak sartiyla

/ (z — 1) f(£)dt < ess sup | F(2)] / (zx — ) dt

te[la,b] .
r—a)t—(x -0t
= o [ e

elde edilir. Boylece (3.1.14) esitsizliginin birinci kismi elde edilir. (3.1.14) esitsizliginin

(3.1.17)

ikinci kismini elde etmek i¢in (3.1.2) Holder Esitsizliginden f € L,la,b] ,p > 1, %—i—% =1

olmak tizere:

b 1

/ab(a; ) F()dt < (/ fp(t)dt>;</ab(x—t)rth>q

— ||f’|p[($ —a)rtl — (ax _ b)rq+1i|111

rqg+1
elde edilir. Bu durumda

(3.1.18)
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/ (x —t)"f(t)dt < sup |(x —t)’"]/ f(t)dt

t€la,b]
= [maz(x — a,b — x)]"

b—a a+b
22 -
oldugu dikkate almirsa (3.1.14) esitsizliginin tigilincii kism elde edilir.

(3.1.19)

2 2

Sonug 3.1.1 (3.1.14)" den elde edilen en iyi esitszilik x = (a + b)/2 i¢in yazilabilendir.

r > 0 i¢in
r i, r—i
;(Z)(_l)x M;
( (b—a)* — (a — b+
Hfl!oo[(b RGN } /€ Luclat]
—a)" " —(a—b)"Tg 11
< 1| - [ retfeti p>1 421 (3.1.20)
=
([ 2

esitsizligi gergeklenir.
Sonug 3.1.2 z € [a,b] ,p=qg=2ver > 0ign f: [a,b] C R — RT olasihk yogunluk

fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni i¢in f € Ls[a, b] sartiyla:

2r+1, 1
2

] (3.1.21)

i (T) (—1)'2" " M; < [|fl] [(I — )" — (z —b)

—~\1l 2r+1

esitsizligi saglanir. (3.1.20)" den X’ in varyansi i¢in agagidaki gibi bir {ist sinir hesaplan-

abilir.

Sonug 3.1.3 z € [a,b] ve p = ¢ =1 = 2 igin f : [a,b] C R — RT olasiik yogunluk
fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni i¢in f € Ls[a, b] sartiyla:

o < pl(a+b) — ul + ||f||2<b4_\/%)2 (AR (3.1.22)

esitsizligi gergeklenir.
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3.2 Momentler igin Karma Sonuglar

Momentleri igeren sonuclar1 kamitlamak igin (3.1.5) - (3.1.3), Griiss Esitsizliklerini

uygulayalim.

Teorem 3.2.1 r >0, x € [a,b] ve m < f < M olmak tizere f : [a,b] C R — R* olasihk

yogunluk fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni i¢in:

bl — gt (b—a)(M —m)
(b—a)(r+1)1 — 2

esitsizligi verilebilir. Burada,

M, — T(h, h)] (3.2.1)

b2r+1 _ a2r+1 br+1 _ arJrl

Tk, h) = b—a)2r+1) <(b —a)(r+1)

)2 (3.2.2)

dir.

3.2.1 (3.1.4) Griiss Esitsizliginde g(t) = f(t) ve h(t) = t" olsun. Buradan

" 1 b p 1 b 1 b

T = | t"f()dt — —— t)dt r

(9.h) b_a/a 1) b_a/af() b_a/a“”
1 MT— br+1_ar+1

T b—a (b—a)2(r+1)
elde edilir. Bu ise (3.2.1)" in sol tarafidir ve

I I I

T(h,h) = rerdt — r r
(h, h) b_a/a t b_a/aztdtb_a/tht
b2r+1 _ a2r+1 br+1 _ arJrl

T (b—a)2r+1) _<(b—a)(r+1)>

dir. (3.1.5) esitsizligi kullamlarak teorem ispatlanmig olur.

2

Sonug 3.2.1 » >0, z € [a,b] ve m < f < M olmak {izere f : [a,b] C R — R" olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni igin moment tahmininden (3.2.1)" in

tersi egitsizlik:

br-i—l _ ar+1 (b o CL)(M o m)
G-+ 2

M, < T (h, h)| (3.2.3)

18



seklinde verilebilir. X ’in ¢ € [a, b] keyfi sabitine gore r > 0 olmak {izere

ile tanimlanan 7 inci momentini iceren bir egitsizligi saglayan bir teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2 r > 0, z,¢ € [a,b] ve m < f < M olmak iizere f : [a,b] C R — R*

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni icin:

(b—c)"t —(a—c) ! (b—a)(M —m)
M, (c) — b—a)+1) < 5 |T(h,h)| (3.2.4)
esitsizligi saglanir. Burada
( C)2'r'+1 ( )2r+1 (b _ C)r—l—l _ (CL _ C)'r—l—l 2
T(h,h) = — ( G e 1) ) (3.2.5)

(b—a)@2r+1)
) =

dir. Teoremin ispat1 g(t f(t) ve h(t) = (t — ¢)" alinarak (3.2.1) teoremine benzer

sekilde yapilabilir.

Sonug 3.2.2 r >0, z,c € [a,b] ve m < f < M olmak tizere f : [a,b] C R — R* olasihk
yogunluk fonksiyonuna sahip M, (c) X rasgele degiskeni i¢in moment tahmininden (3.2.4)’

in tersi egitsizlik:

br+1 _ ar—i—l (b _ a)(M _ m)
b=+ 2

M;(c) < [ T'(h, h)] (3.2.6)

dir. Burada T'(h, h) (3.2.5) de verildigi gibidir.

Uyar1 3.2.1 (3.2.5) esitsizliginden elde edilebilen en iyi esitsizlik ¢ = (a + b)/2 duru-

mudur.

’M (a—l—b) (b—a)*t —(a—b)! < (b—a)(M —m)

2r+l1 (b — a) (7" + 1) — 92 |T(h> h)| (327)

olup, burada
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(b o a)2r+l _ (a _ b)2r+1 B ((b _ a)r-ﬁ-l _ (a _ b>r+1)2

T(h,h) = 22r+1(h — a)(2r + 1) 2rti (b —a)(r+1)

(3.2.8)

dir.

Teorem 3.2.3 x € [a,b] olmak iizeref : [a,b] C R — RT olasiik yogunluk fonksiy-
onuna sahip X rasgele degiskeni igin varsayalim ki f tiirevlenebilir ve 6yle ki || f’||c =

SUDsefq) |f'(t)| < 00 olsun. Bu takdirde r > 0 i¢in

r+1 _ r4+1 _
b a < (b—a)

S e ey ) T

(b — a)(b>+! — g2r+1) - <br+1 _ aT+1>2>§

1711 (5 r+1)

(3.2.9)

esitsizligi verilebilir.

3.2.2 g,h € [a,b] — R mutlak siirekli ve /’, ¢’ simirli olsun. Chebyshev’s Esitsizliginden
[4]:

elde edilir. Matic,Pecaric ve Ujevic [6]

(b—a)

|T(g,h)| < (3.2.10)
V12 superoy 19/ (t)[/T(h, )

oldugunu gostermiglerdir. g(t) = f(t) ve h(t) = t" olsun. Buradan
sup [g'(t)] = I|g'[|
tela,b]

ve (3.2.1) , (3.2.2) ve (3.2.10)" dan

1 b7‘+1 _ ar+1 (b _ CL) b2r+1 _ a2r+1 br+1 _ arJrl 2\ 1/2
Mo <7 ~ ))
b—a (b—a)?(r+1) V12 \(b—a)(2r+1) (b—a)(r+1)

elde edilir.
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Sonug 3.2.3 z € [a,b] olmak iizere f : [a,b] C R — RT olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip X resgele degigkeni igin f tiirevlenebilir olsun. Bu takdirde » > 0 igin (3.2.9)’ den

br—i—l _ ar+1 (b _ )

Y=oyt m

||f,||w((b_(ba)_<lzl;(2r_%—a1; )_ <br(rii; >2(>31/2211)

ters egitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.4 x € [a,b] olmak tizere f : [a,b] C R — R* olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip X rasgele degigkeni i¢in [’ € Ly(a,b) ve f (a,b) de lokal mutlak siirekli olsun. Bu

takdirde » > 0 olmak tizere

pr+l — gr+l (b—a), . (b — a)(b2r+1 — a2r+1) bl — gt 2
Yo = o ||f||2\/ b—a)2r + 1) —( D) ) (3.2.12)

esitsizligi saglanir.

3.2.3 g,h: (a,b) — R lokal mutlak siirekli ve ¢’, b’ € Ly(a,b) icin

b—a)?
701 < Eo g

esitsizligi yazilabilir. Burada k € Ly(a,b) igin
1 b 1/2
M= (—— [ |kt Zdt)
1l = (5= [ k)
dir. Ayrica Matic,Pecaric ve Ujevic [6]

(b—a)

(e

T(g, h)| < 19" |[3/T (. 1) (3.2.13)

esitsizligini ispatlamiglardir. 3.2.13" de g(t) = f(¢) ve h(t) = t" alinirsa teorem ispatlanmig

olur.
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Sonug 3.2.4 x € [a,b] olmak iizere f : [a,b0] C R — RT olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip X rasgele degigkeni i¢in f’ € Ly(a,b) ve varsayahm ki f (a, b) de lokal mutlak siirekli
olsun. Bu takdirde (3.2.12)’ dan r > 0 i¢in

prtl — grtl (b—a), (b— a)(b2r+1 — q2r+1) prl _ grtly 2
M= (b—a)(r+1) * T 1f ||2\/ (b—a)(2r + 1) - < Y ) (3.2.14)

esitsizligi saglanir.

X’ in merkezi momentlerini tahmin etmek icin Griiss Egitsizligini uygulayalim.

S(h(z)) = h(z) — M(h) (3.2.15)

olsun. Burada

dir. (3.1.5)” den:
T(g,h) = M(gh) — M(g)M(h)

elde edilir. Dragomir ve McAndrew [18]
T(g,h) =T(5(9),5(h))
esitligini vermislerdir.
Teorem 3.2.5 x € [a, b] olmak iizere f : [a,b] C R — R* olasilik yogunluk fonksiyonuna

sahip X rasgele degiskeni icin » > 0 olmak tizere

br+1 —a’

(b—a)(r—l—l)‘:

M, —

—a

/abS(ﬁ")(f(t) -~ ! )dt‘ (3.2.16)

dir.

3.2.4 g(t) = f(t) ve h(t) = t\r) olsun. (3.2.15)’ den:

/abtrf(t)dt _ M) = /ab[tr M) <f<t) - i a)dt o)
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elde edilir. Burada

1 b prtl — grtl
M(t") = tdt = ————
t") b—a/a (b—a)(r+1)

ve

S =t — MOt (3.2.18)

dir. (3.0.1), (3.2.17) ve (3.2.18)’ den:
br+1 _ ar—i—l b . 1
L TP :/a S(t )(f(t) - m)dt

elde edilir. Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa teorem ispatlanir.

Sonug 3.2.5 z € [a,b] ve f € Lo[a,b] olmak tizere f : [a,b] C R — RT olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni i¢in r > 0 olmak tizere

br+1 _ ar+1

M, = (b—a)(r+1)

U0~ )l [ 5@ @219)

esitsizligi saglanir.

Remark 3.2.1 p > 1, 1/p+1/qg =1 ve f € L,la,b] i¢in (3.2.16)" den momentler igin
diger tahminleri elde edebiliriz. Ancak bu tahminlerde

br+1 o ar—i—l

( / b|S(t’")\th)1/ " burada S(£") = ¢" — Uiy

integralinin hesaplanmasi gerekecektir.
3.3 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu Mutlak Surekli Oldugunda
Tahminler

Lemma 3.3.1 X rasgele degisken olmak {izere f : [a,b] — R* olasilik yogunluk fonksiy-

onu [a, b] de mutlak siirekli olsun. Bu takdirde r > 0 i¢in

(:) (_1)ixr7iMi _ (ZE —(C;))?j;)_(r(f—_l)b)ﬂrl N b i - / / (LU _ t)rp(t, S)f’(S)det
’ (3.3.1)

dir. Burada her z € [a,b] i¢in p : [a,0]* = R
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3.3.1 (3.1.15)" dan, her z € [a, b] i¢in

7

/a b(x—t)f F(t)dt = TO (77)(—1)%“1‘1\42- (3.3.2)

1=

esitligi yazilabilir. Ayrica kismi integral almarak her ¢t € [a, 0] i¢in

b_a/ f(s d8+— p(t,s)f’(s)ds (3.3.3)

yazilabilir. (3.3.3) ifadesi (3.3.2) de yerine yazilirsa lemma ispatlanmig olur. Asagidaki
teorem mutlak stirekli ve esas itibari ile sinirh tiirevlere sahip olasilik yogunluk fonksiy-

onlar1 i¢in gecerlidir.

Teorem 3.3.1 [ : [a,b] — RT olasilhik yogunluk fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli ve
[ € L[, 0], |[f']|oc := esssup,e,y |f'(t)] < oo olmak fizere X bir rasgele degisken

olsun. Bu takdirde, » > 0 olmak {izere her = € [a, b] i¢in

Z ( ) Yo"~ M, — ( _(C;)f;)_(:i_l)b)rﬂ

=0 (3.3.4)
| / |(z [[(t —a)* + (b —t)*]dt

esitsizligi saglanir.

3.3.2 (3.3.1) egitligi uygulanarak yukarida verilen Lemma’dan

(b—a)(r+1)

/b/bz—t (t,s)f (s dsdt’
%

_b—a |(z —t)"p(t, s)||f'(s)|dsdt

1l [
< ; |(z —t)"p(t, s)dsdt
—a Jo Ja

esitsizligi yazilabilir. Ayrica

1

( ) Vi M, — (. —a)™ — (x — )t
|

Cl
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b b
/ [(x —t)"p(t, s)|dsdt

/|:E—t7’|[ bs—ads—}-/b(b—s)ds]dt
/|x—tr|[(t b_t)]dt

dir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Sonug 3.3.1 f' € Ly[a,b] ve f : [a,b] — RT olasilik yogunluk fonksiyonu [a, b] de mutlak
stirekli olsun. Bu takdirde, her x € [a, b] igin r > 2 ¢ift tamsay1 ve 1/p + 1/q = 1 olmak

uzere

5 (et

< M{ (x—a)”?’B@ s r+1,3) } (3.3.5)
L (A E

dir. Burada B(.,.) fonksiyonu
B(.,) :/ (u—1)*""du a,3>0 2> 1
0
yari tamamlanmamig Euler’ in Beta fonksiyonudur.

3.3.3 r > 2 ¢ift tamsayist igin (3.3.4)" dan;

/ (@ — £)7][(t — a)® + (b — 0)%)dt
— /b(x —1)[(t — a)® + (b—t)?]dt (3.3.6)

— (_1)7”(/;@ — )" (t — a)dt + /ab(t — )" (b— t)th>

elde edilir. Buradan ¢t = (1 — u)a + uz degigken degisimi yapilarak

I = /b(t — )" (t — a)?dt

(b-a)/(z—a)
= (v —a)"" (u — 1)"u*du (3.3.7)
0
- (x—a)r+3B(b_a,T—|— 1,3)
T—a
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ve t = (1 — v)a + vx degisken degigimi yapilarak

b
I, = / (t — )" (b —t)*dt
¢ (b-a)/(b—)
=(b- x)r+3/ (v —1)"v2dv (3.3.8)
0
b—a
— _ \rt3
— (z—a) B(b S, 3)
elde edilir.

Sonug 3.3.2 f' € Lya,b] ve f : [a,b] — R olasilik yogunluk fonksiyonu [a, b] de mutlak
stirekli olsun. Bu takdirde, r > 2 ¢ift tamsay1 ve z = (a +b)/2,1/p+ 1/q = 1 igin

— (7 Jigr— (b—a)"(1- (=1
‘Zo ( ) y (r+1) (3.3.9)

( 7" _2T+)3r+2“f"|oo[3(r+1’3)_{_\11(7“—1—1,3)]

esitsizligi saglanir. Burada B(.,.) Euler Beta fonksiyonu ve

1
U(a, 5) :/ w1+ uw)fdu o, >0 2> 1
0

dir.

3.3.4 (3.3.5)" de z = (a + b)/2 alalim. Bu takdirde (3.3.9)" iin sol tarafi agiktir. Sag

tarafi i¢in

b_
B( “,r+1,3) — B(2,r+1,3)
xr—a

2
—/ w(u—1)"du
0

:/1u2(u—1)rdu+/2u2<u—1)rdu

0 1
=B(r+1,3)+¥(r+1,3)
dir. Bu durumda (3.3.9)” un sag tarafi

s (0~ ay B (4=, +1,3) | 0=

B(r+1,3)+¥(r+1,3
2(b—a) +(b—x)r+3B<g:—;,r+1,3) 2r+3 B I+ )

seklindedir. Boylece sonuc ispatlanmig olur.
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Teorem 3.3.2 f : [a,b] — R olasilik yogunluk fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli ve

[ € Lyla,b] olsun, yani

171 = ([ 17@pa)” < oo pe 1,00

olsun. Bu takdirde, her z € [a,b] ,p>1,1/p+1/g=1ver >0 igin

Jigri (zr—a)*' —(z -0
‘Z<) M= (b—a)(r+1)
S ||p / (« t —a)?™ 4+ (b— t)q+1]dt) 1/q

(b—a)l/a qg+1

(3.3.10)

esitsizligi verilir.

3.3.5 Lemma (3.3.1) uygulanirsa

‘ iro (:) (=1)'a"""M; — (@ _(C;?)f;)_(r(i_mb)rﬂ

1 b b
(x —t)"p(t,s)f'(s dsdt’

"p(t, s)||f(s)|dsdt

elde edilir. Buradan Bir oncekl teoremdekl yol izlenerek teorem ispatlanmig olur.

b—a

Sonug 3.3.3 f : [a,b] — R" olasilik yogunluk fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli ve
[ € Lyla,b] olsun. Bu takdirde, z = (a+0)/2 , 1/p+1/¢g=1=1,p>1ver > 2 ift

tamsayisi i¢in

5 (e Lo

(=1)"(b— a) )| f
2r+1+1/q(q+ 1)

(3.3.11)

< Hp[B(rq—l—1,q+2)+\11(7“q+1,q+2)]1/q

esitsizligi gergeklenir.

3.3.6 Bir onceki teoremde x = (a+b)/2 alalim. (3.3.11)" in sol tarafi agiktir. Sag tarafi

icin
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b—
(x rg+1, q+2> B2,7q+1,q+2)

/ uq-f—l qrdu

2
/ ut™ (u — )‘”"du+/ u™ (u — 1) du
=B(rq+1,q+2)+V(rq+ 1,9 + 2)

oldugunu goz éniine alalim. Boylece (3.3.11)" in sag taraf

b—
(I' _ a)‘]T+q+QB(x—_Z7qr + 17q+ 2)

11 ((—1)“{

>})”

_ bh—
(b a)l/q q -+ 1 —|—(b o x)qr+q+23(ﬁ’qr + 1,(] +9
(=17 (b — a)™ V)| 1]
= 2T+1+1/q(q+1) . [B(Tq + 17 q + 2) + q’(rq + 17 q _'_ 2)]

seklini alir. Bu da sonucun ispatini tamamlar.

Sonug 3.3.4 f : [a,b] — RT olasilik yogunluk fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli ve
I’ € Ls[a,b] olsun. Bu takdirde, z = (a +b)/2 ve p=q=r = 2 igin

o < pl(a+0b) — p] +0.0833(b — a)* + 0.0330(b — a)"/2||f'||
esitsizligi saglanir. Ayrica eger f mutlak siirekli ise [ € Ly[a,b] ve ||f]|1 = ff |f(t)|dt
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.3 [ : [a,b] — R, olasilik yogunluk fpnksiyonu [a, b] mutlak siirekli olsun.
Bu takdirde, r > 0 ve her x € [a, ] igin

> ( ) 1y - _EZ): a)—(;i —Db)" |
a—+bnNT
)

(3.3.12)

esitsizligi verilir.

3.3.7 r > 0 igin
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//rx—t (t,9)|17(5)\dsdt

< sup [l(z — £ |lp(t ) //|f )l dsdt
tse[ab}
=[]
elde edilir. Burada

SUD; seap2l| (T — 8)7][p(t, 5)]]
(b @) SUPyefq ) (T —1)"]
(b— )[T'b”ba_ﬂ?ﬂw—al , |b :Lﬂém:
= (- )[ 5 T ‘x_ 2 }

olup, boylece teorem ispatlanmig olur

Il I/\"*

Sonug 3.3.5 f : [a,b] — RT olasihk yogunluk fonksiyonu [a,b] de mutlak siirekli olsun.
Bu takdirde, r > 0 i¢in

‘ Z ( ) Yo" M, — (b— C;);(ll(r——f_l)lyﬂ)

» a)m (3.3.13)

< lh——

esitsizligi saglanir.

3.4 Ozel Ortalamalar igin Uygulamalar

Bu kisimda ilk olarak agagidaki konveks doéntigiimii géz oniine alahm. f(x) = a?,

p>1,2>0, abeR, 0<a<bolsun ve aritmetik ortalama A(a?,b?) = (a? + b7)/2,

a,b> 0 ve
f (a;b> = (o), {00 ; IO _ pgarwr), / f(x)de = Li(a,b)  (34.1)
alinsin.

34.1 p>1,qg=p/(p—1) ve 0 < a<bolsun. Bu takdirde, r > 0 i¢in

> (1) v < (T Yo e
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dir.

3.4.2 f(z) = P konveks dontigiimii igin Holder integral Esitsizligini uygularsak

/ab<°”"‘ 1) (et < ( / b Focepr) " / Sy )"

= (/a wpqu> 1/q<<x —a)’"" —(z = b )1/17

(pr+1)

oldugu goriliir. (3.1.15)” dan

b
/ a"dr = (b —a)Lhi(a,b)
yazilabilir ve boylece istenen egitsizlik elde edilir.

Sonug 3.4.1 z = (a+b)/2 ve r =2 i¢in

(b—a)**! —(a—b)** (a +0b

22011 (2p + 1) 5 )2) (b— a)l/ngq(a, b)

o* < pl(a+b) =]+ (

esitsizligi saglanir.

Simdi de f(z) =1/z, x >0, a,b € R, 0 < a < b déniiglimiinii gz 6ntine alalim.

b—a
Logaritmik Ortalama, L(a,b) = {lnblna’

eger a #b, a,b>0
a, eger a=0>b, a,b>0

Harmonik Ortalama, H(a,b) = m, a,b > 0 ve her x € [a,b] i¢in
1 1 1
A

f(a;—b a7 an), H@+10) _ gy, La fla)de = L (a,b) (3.4.3)
olsun.

343 p>1,q=p/(p—1) ve 0 < a<bolsun. Bu takdirde, r > 0 i¢in
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f C)&n%“%ag<@_awétrﬁ_mmHym®—®“%iﬁ%® (3.4.4)

esitsizligi saglanir.

Sonug 3.4.2 (3.4.4)" den x = (a+b)/2 ve r = 2 igin

(b—a)! —(a =)+ (a +b

220+1(2p + 1) 2 >2> (b—a)/1L7,(a.b) (3.4.5)

0% < pl(a+0b) — ] + (
esitsizligi yazilabilir.

3.5 Beta Dagilimlari igin Uygulamalar

a ve 8 parametreli Beta olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni icin

o (1 — )P

M0 ="5ap)
dir. Burada B(.,.) B(a, ) = fol 22711 — 2)#~1dz ile tammlanan Beta fonksiyonunu

, a,0>0, 0<z<1 (3.5.1)

gosterir. f(z)’ in maksimum degeri i¢in X’ in degerini M ile gosterirsek

a—1

M=_2""
a—[F3-2

a, b >1

elde edilir. 3.2.2 dan

7,2

(2r +1)(r+1)2

T(h,h) =

r >0 ve a,f > 1 ve buradan da

Mr < r —T— 1 (1 * 2(;(:)(—;?2) V 27“1+ 1) (352)

elde edilir. Ayrica (3.2.2) ve (3.2.11)" den r > 0 ve «, 8 > 1 i¢in

1 1 72
M, < - : 3.5.3
_r+1+7r\/(27“+1)(7’+1)2”f||2 (353)

yazilabilir. Burada
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1£l2 = (@ = 1)’B2a = 3,28 = 1) + (6 = 1)’B(2a — 1,26 — 3)
—2(a —1)(8 - 1)B(2a — 2,28 — 2))'/?
dir. (3.5.1)" dan, o = 8, r > 0 parametreli Beta rasgele degigkeni i¢in

1 r 1
< — 0.
Mr_7"+1<1+4 2r+1> (354)
ve (3.5.3)" dan
M< T (3.5.5)
"=l 2r +1)(r+ 12" 1?2 o

elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! ve

)(2F(2a —2)I'(2a — 3))1/2

Hf/’|2:(a F(40é—4)

dir. o, 8> 0 ver = 1,2 oldugunda (3.5.1)" den o2 ve p igin {ist sinir

<1<1+Oé——1 i)

P52V 12 (35.6)
1 a—1 [1

sy < L —\ﬁ

o _3< +oz+ﬁ—2 5>

ve dolayisiyla (3.5.3)" den

1

s (1 —If |r )
2 f (3.5.7)
12

elde edilir. Burada

1 lle = (@« = 1)?B(2a = 3,28 = 1) + (8 — 1)’B(2cr — 1,25 — 3)
—2(a —1)(8 — 1)B(2a — 2,28 — 2))/2

dir. (3.5.6)” den o = 3 olmak iizere Beta rasgele degigkenleri i¢in

1
§< 7> (3.5.8)



ve dolayisiyla (3.5.7)" den

2(a—1)I'2a—2)I'(2a — 3))1/2]

WEARYE
2 m\3 F(da —4)

(3.5.9)
st <S4 2 (20 ”Ff(ja‘fg@a =N (11

elde edilir.

3.6 Yiiksek Mertebeden Momentler igin Sonuclar

X rasgele degigskeninin daha yiiksek mertebeden merkezi momentleri icin agagidaki

teoremi vererek igleme baslayalim.

Teorem 3.6.1 F': [a,b] — [0, 1] dagilim fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni i¢in

<TIZ> (1= a)*[(b— )Moy — Mypp_ps1] m =1,2,3,... (3.6.1)

/b(b—t)(t—a)mdF: 3

k=0

esitligi saglanir.

3.6.1 (3.6.1)” in sol tarafim

/ (b—1)(t — a)"dF = / (6= ) — (t = W[t — 1) + ( — &)]"dF

sekilde acar ve

6=+ Ge=alm =Y () ==

k=0

binom agilimin kullanirsak
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/ ‘b 0)(t — ayndF
= [1o=m == [ ()t ] ar

k=

_ i ()= min—ar Zb<t —pykdE
- kzz; (7;) (u—a)* /ab(t — )" R

elde ederiz. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Pratikde bir rasgele degiskenin dordiincii ve daha yiliksek mertebeden momentleri
nadiren kullanmilir. Bununla beraber burada Teorem (3.6.1)" den faydalanilarak bir X

rasgele degiskenin ilk dort merkezi momenti i¢in bazi sonuclar verilecektir.

Sonug 3.6.1 (3.6.1)’ de m =1 k = 0,1 alinirsa

b
/ (b—1t)(t—a)dF = (b—p)(pp —a) — M, (3.6.2)

elde edilir.

Sonug 3.6.2 (3.6.1)’ de m =2 k =0,1,2 alinirsa

b
/ (b—)(t — aldF = (b— ) (1 — a)’ + [(b— ) — 2 — @)} My — My (3.63)

elde edilir.

Sonug 3.6.3 (3.6.1)’ de m =3 k=0,1,2,3 alimrsa

/ (b—1)(t —a)*dF = (b—p)(pn — a)’ +3(u — a)[(b — p) — (1 — )| My (3.6.4)

elde edilir.
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3.7 Merkezi Momentler igin Bazi1 Tahminler

Bu kisimda X rasgele degigkeninin merkezi momentleri i¢in sinirlar belirlemede Bar-

nett ve Dragomir’ i [9] vermis oldugu sonuglar ve Hélder Esitsizligi [5] kullanilacaktir.

Teorem 3.7.1 F : [a,b] — [0,1] dagilm fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni i¢in

p>1§+$:1r,szolmakﬁzere

- arren HEEE D )

/ (b= 1) (t — a)ydF < 1
a (b—a)2+5[B(7’q+1759"‘1)””“12

esitsizligi saglanir.

3.7.1 t = a(l — u) + bu olsun. Bu takdirde

/b(b —t)"(t — a)’dt = (b — a) Tt /1(1 —u)"u’du

yazilabilir. fol w (1 —u)'du = % oldugundan

Fir+1DI'(s+1)

/b(b — t)”(t — a)Sdt _ (b o a)r+s+1

dir. Bu durumda

I'(r+s+2)

b
/(b—t)s(t—a)rdFZO r,s >0

belirli integral ozellikleri kullanilarak

/b(b— D*(t — a) dF
<|[lflloe [ 0=1)*(t —a)dl

I'(r+1I(s+1)
I'(r+s+2)

=(b—a)"" oo 75520

(3.7.1)

(3.7.2)

elde ederiz. Bu da (3.7.1)" deki ilk esitsizliktir. Simdi Holder Esitsizligini uygulayalim:
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bb—t) (t—a) dF

/fp dt /(b—t)sq( )”ldtl

Fa[Brg + 1sq + D]|IfIl
Bu ise (3.7.1)” deki ikinci e§1t81zhkt1r.

\

Teorem 3.7.2 F': [a,b] — [0, 1] dagilim fonksiyonuna sahip X rasgele degigkeni igin

a)r+s+1r(r + DI'(s +1)

(b= b I'(r+s+2)
< / (b—1)°(t —a)'dF (3.7.3)
S M(b _ a)r+s+lr(;(—£ i)g(j ;_)1) 5> 0

dir.

3.7.2 [a,b] araliginda m < f < M ise bu takdirde [a, b] araliginda

mb—t)*(t—a) < (b—1)*(t—a)" f < M(b—t)*(t —a)

olup, [a,b] araliginda integral alnarak teorem ispatlanmig olur.

3.7.1 ikinci Merkezi Moment(Varyans) I¢in Simirlar

(3.6.2) ve (3.7.2) esitliklerinden X rasgele degigkeninin varyansi M, igin iist sinir:

My < (b—p)(p— a) (3.7.4)
dir.
ry < (x—zw r,y €R

temel sonucunda x = (b — p) ve y = (1 — a) alinarak

(b—a)*
1

M, < (3.7.5)
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elde edilir. Ve boylece

(3.7.6)

dir.

(3.6.2) ve (3.7.1)" den

(b—a)’

(b—p)(p—a)— M < c

[1£1loo

1 1 1
(b=mp—a) =M < Iflls(6 —a)*"¥[Blg+1,g+ )] p>1 —4 =1
elde edilir. (3.6.2) ve (3.7.1)" den M, igin diger tahminler
(b oy

6

olup bunun sonucunda

<b-—p(p—a)—M <M

m<f<M (3.7.7)

seklinde verilebilir.

3.7.2 ﬂ'gﬁncii Merkezi Momenti igin Sinirlar

(3.6.3) ve (3.7.2)” den Mj i¢in bir tist sinir

My < (b— p)(p — a)? +[(b— p) — 2(p — a)| My

dir. Ayrica (3.6.3) ve (3.7.4)" den

Mz < (b —p)(p—a)(a+b—2p) (3.7.8)

esitsizligi, (3.6.3) ve (3.7.5)" dan
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My < —[(b—p)* + (b— p)(p — a)* = 2(nn — a)’]

)" den

O

esitsizligi ve (3.6.3) ve (3.7.

m(b—a)®(b+ pu — 2a)
6

M; < (b—p)(p—a)(a+b+—2u) —

esitsizligi yazilabilir.

3.7.3 Doérdiincii Merkezi Momenti I¢in Smirlar

(3.6.4) ve (3.7.2)" dan My igin

My < (b= p)(p—a)’ +3(p—a)[(b — p) — (n — )| Mo + [(b— 1) — 3(pu —

dir. (3.6.4), (3.7.4) ve (3.7.8)" den

My < (b—p) (= a)[(b—a)* = 3(b— p)(p — a)]

dir. (3.6.4), (3.7.5) ve (3.7.9)" den

My < =[(b—p)* +4(b— p)*(n—a)* =40 — p)(p — a)® + 3(pn — a)’]

=] =

dir. (3.6.4), (3.7.7) ve (3.7.10)” den

M < (b= )= a)(p = @)® + (a +b = 2p)(a + b - dp)
1300 — p)(a+b— 2] — 0= (“bgwb”a‘“)

dir.

3.8 Griuss Tipi Esitsizliklere Dayali1 Sonuglar

On-Griiss esitsizligine dayanarak asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.
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Teorem 3.8.1 F': [a,b] — [0, 1] dagilim fonksiyonuna sahip bir X rasgele degigkeni i¢in
la,b] de m < f < M ve r,s > 0 olmak {lizere:

Lir+1)I'(s+1) ’
L(r+s+2)

T2r+1DI(2s+1) (F(r + 1) (s + 1)>2] 3
I'(2r+2s+2) L(r+s+2)

(b—1)"(t —a)"f(t)dt — (b—a)™™

T

(3.8.1)

< (M —m)(b— a)r—l—s-i—l[

N | —

3.8.1 h,g: [a,b] — R fonksiyonu o6lgiilebilir, verilen tiim integraller mevcut ve sonlu ve

[a,b]’ de v < h < ¢ olmak iizere:

/bh@)g(t)dt—L hae— bg(t)dt‘

b—a /, b—a /,

< o=y [ ewa- (2 [ owar)]

On-Griiss esitsizligini [5] uygulayalm. (3.8.2)" da h(t) = f(t), g(t) = (b—1t)"(t—a)* olsun.
Bu takdirde [a,b]’ de m < f < M olmak iizere

(3.8.2)

b b b
‘/ (b—t)r(t—a)Sf(t)dt—bL/a f(t)dtbia/a (b— 1) (t — a)'dt
1

—a
1

b
(M —m) [— / (b— 1) (t — a)*dt (3.8.3)

2 b—a
1 b 213
—— b—t)"(t — Sdt)]
(= [ e-vrt-a
esitsizligi elde edilir. (3.7.2) ifadesi (3.8.3)" de yerine yazilarak teorem ispatlanir.

Sonug 3.8.1 (3.8.2) bagmtisinda r = s = 1 alinirsa

b (b—a)? (M —m)(b—a)?
‘/aw—t)(t—a)f(t)dt— | < TN

elde edilir.

On-Griiss egitsizligine dayanarak asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.8.1 F : [a,b] — [0,1] dagihm fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni i¢in
[a,b] de m < f < M r,s > 0 olmak {izere:
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Cir+1)I(s+1)
[(r+s+2) (3.8.4)

’ /a"(b — 1) (t — ) f(t)dt — (b—a)™**
301 =m0 / a1

dar.

3.8.2 (3.8.2) On-Griiss esitsizliginde h(t) = (b—t)"(t—a)®, g(t) = f(t) alnirsa lemmamnmn

saglandig1 goriiliir. Lemma (3.8.1)" den faydalanarak agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.8.2 F : [a,b] — [0,1] dagihm fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni i¢in
[a,b] de m < f < M r,s > 0 olmak {izere:

Fir+1DI'(s+1) <

Trts+2) |- i(b —a)(M —m)* (3.8.5)

‘ /ab(b — )" (t —a)* f(t)dt — (b—a)"**

dir.

3.8.3 Barnett ve Dragomir [14]

1

olmak tuzere

bia /abf(t)g(t)dt =p+ (ﬁf/abf(t)dt /abg(t)dt (3.8.6)

esitligini vermislerdir. Bu egitlikde g = f alinarak

b
bia/ Pt = p+ (ﬁ)2 ip| < i(M—m), M<f<m (3.8.7)

elde edilir. Boylece (3.8.4) ve (3.8.7)” den teoremler ispatlanmig olur.

Barnett ve Dragomir [14] sonuglarina dayanarak diger bir egitsizlik agagidaki teoremle

verilebilir.
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Teorem 3.8.3 F : [a,b] — [0,1] dagilm fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni i¢in
[a,b] de m < f < M r,s > 0 olmak {izere

Dr+DI(s+1)] 1
Tortsi2) | =M -mb-a (388

‘ /ab(b — )" (t—a)’f(t)dt — (b—a)**

dir.

3.8.4 Barnett ve Dragomir [14] v < f < I" olmak iizere

‘bia/abfn@)dt_ (ﬁ)n =

egitsizligini vermistir. (3.8.9)" den

}QS%, m<f<M

Hbia/abe(t)dt_ <bia>2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (3.8.4)’ de yerine yazilirsa teorem ispatlanmig olur.

3.9 Holder integral Esitsizligine Dayal1 Sonuclar

t € [a,b], %—I— % =1, p > 1 olmak tizere

| [=ur s
< ( / t| f<"+1>(u)|du)‘l’( / t(t—u)nqduf (3.9.1)

< Hf(n+1)” |:(t — a)nq+1:|é
= P
ng+1

Holder Integral Esitsizligini [5] g6z Oniine alahm. Bu esitsizligi uygulayarak agagidaki
teoremi verebiliriz. F : [a,b] — [0, 1] dagilim fonksiyonuna sahip X rasgele degiskeni igin
[a,b] de tamiml f yogunluk fonksiyonunun n. kez tiirevlenebildigini ve f™ (n > 0)’ nin

[a,b]” de mutlak siirekli oldugunu varsayalim. Bu takdirde
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n

‘ / (t—a)" (b—1t)*f(t)dt — Z(b _ a>r+s+k+lr(8 +DI'(r+k+1)

pre L(r+s+k+2)
(£ oo r4stn+2 DrEnt2)D(s+1)  p(nt1
n+1 (b - a) e I(r+s+n+3) f( ) € Loo[a7 b]
1 ) (3.9.2)
||f(n+1)|| rdstnt L T(r+n+-4+1)I'(s+1) ntl
= n! (nq+1)%p (b—a) Bl F(r+sin+§+2) f e Lyla,b] p>1
\||f("+1)||1(b _ a)r+s+n+1w FOHD € Ly[a, b]

L(r+s+n+2)

esitsizligi saglanir. Burada ||.|[, (1 < p < 00) [a,b]” de Lebesque normlaridir. Yani,

b 1
lolle = ess sup (o] llgllo = ( [ lo®Par)” = 1)

te(a,b]

dir.

3.9.1 f fonksiyonu a noktasi civarinda

" — )k b
10 =3 )+ o [ - e o

v
e~ K

Taylor agiliminmi kullanarak

n

/ab(t —a)"(b—t)*f(t)dt = [/ab(t —a)E(h — t)sczt%]

k=0

(3.9.3)
1t b
+ [—, / (t—a)(b—t)° ( / (t — )" f<n+1>(u)du) dt]
n! J, u
elde edilir. ¢t = (1 — x)a + zb doniigimi uygulamrsa
b D(s+1)0(r+k+1)
t _ r+k b _ t Sdt — b _ r+s+k+1 394
/a< a) ( ) ( a) F(T+S+/{Z+2) ( )
esitligi elde edilir. ¢ € [a, b] igin
t t
[ < i =l )l
a ¢ a
< s £ 0] [ (¢ (395)
ue|a, a
t—a)"!
< || f(nt1) (—
< gy
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yazilabilir. Ayrica t € [a, b] igin

‘/ (t — )" fO+D( du’</ W)L ()| du

< (t—a)" / £ () du
< 1 — o

yazilabilir.

M(a,b) = l| / b(t —a)y(b— t)5< / t(t — )" f(”+1)(u)du>dt

n!
olsun. Bu takdirde (3.9.1) ve (3.9.5), (3.9.7)" de yerine yazilirsa

(3.9.6)

(3.9.7)

(e
n——|—1 / (t — CL)T—HH_l(b — t)sdt f(n+1) S Loo [&, b]
1 Hf(nH)Hp e r+n+i s (n+1)
M(a,b) < ] W (t—a) a(b—t)’dt f € Lya,b] p>1 (3.9.8)
4 ngq -+ q

b
LAl [ =yt -t £ € Lufay

esitsizligi elde edilir. (3.9.3) ve (3.9.4) ve (3.9.8) esitsizlikleri kullamlarak teoremler ispat-

lanmaig olur.

Sonug 3.9.1 (3.9.8) esitsizliginde r = s = 1 alinirsa

(" e (b= a)™*

(n+1)
n+1 (n+3)(n+4) 777 € Leola, ]

1 ||t H <b —a)"tat?
1

M(a,b) <

S

(b—a)"*3
(n+2)(n+3)

£ FO D € Li[a,b]
\

esitsizligi saglanir.
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3.10 Kirpik Ustel Dagilima Uygulama

Kirpik tistel dagilim indirim ve tavan fiyata sahip sigortacilik ve yasam testi alaninda

ozellikle pek ¢ok uygulamaya sahiptir denir.

F) 1—e™ icin 0<z<c
€Tr) =
1 icin z<¢

dagilim fonksiyonuna sahip bir X rasgele degiskenine A ve ¢ parametreli bir kirpik tistel

dagilima sahiptir. X’ in yogunluk fonksiyonu

Ae ™ qcin 0<z<c
f(x) = { .
0 icin z<c

seklindedir. Burada 0. x = ¢ noktasinda delta fonksiyonudur. Boéylece bu dagilim 0 <

T

r < ¢ arahginda f(z) = e * siirekli dagilimi ile z = ¢ de e~*¢ biiyiikliiklii bir nokta

yogunlugunun karmasidir. Bu takdirde X’ in moment gikaran fonksiyonu

c

M,(t) = / e Ae M dx + ee

)\ — Fo-c(A—t)
— te—c(A—
B % iGin A

Ac+1 icin t= A
dir. Asgagidaki hesaplamalarda ¢ # A\ kabul edilmistir. M, (¢) moment ¢ikaran fonksiy-

onundan

B = Lo

pxy < 20=0 ;)\c)e_/\c]

E(X?) = 32—-(2+ 2/;+ A2c2)e]

B(X*) = A[6 — (6 + 6Ac + 3M2? + A3cP)e ™

2\
oldugu goriliir.

Daha yiiksek mertebeden merkezi momentler

k

k ) )

M, = § (i)E(X’)u’H icin k=2,34,...
=0
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esitligi ile hesaplanir. Ozel olarak

11— 2Ace A — g2

M, 32

16 — 3e72(10 + 4Xc + A\2c?) + 6e722(3 + A¢) — de 3%
Ms = I

65 — 4e72¢(32 + 15Ac + 6A2c? + N\3¢P)
M, =

)\4

+3e — 2Xc(30 4 16Ac + 4X%c?) — 4e32¢(8 + 3Ac) + He ¢
\
dir. (3.7.6) Moment-Tahmin esitsizligini kullanarak M, igin {ist sir dagilimin A ve ¢

parametreleri cinsinden

(1—e ) Ac—1+e)
\2
seklindedir. (3.7.8)" i kullanarak M3 igin bir tst sir

M, <

> (2 = 3Xc+ A2?) — e7(6 — 6Ac + N2c?) + 3e22¢(2 — A¢) — 2e73X¢
M < X

ve (3.7.9)" i kullanarak da:

V< (=3 +4Xc — 3N2? + A3¢3) + e72¢(9 — 8Ac + 3N2?) — e 22(9 — 4)e) + e3¢
3 <
4\3

dir. Ote yandan M, icin bir iist smur ise (3.7.11) i kullanarak

~ (=3 4 6Ac — 422 + A3¢) + e72¢(12 — 18)c + 8)A2c? — \3¢P)
M, < 1

26729 4+ 9Ae + 222%) — 67322 — Ae) + 3e7 ¢
4

ve (3.7.12)" 1 kullanarak da

12 — 16Ac + 10402c% — 4X3¢3 + Niet) — 4e72¢(12 — 12X¢ + 5A2e? — A3¢P)

~

M4 S ( 4)\4
2e72¢(36 + 24Ac + 5A?¢?) — 16e (3 — Ae) 4 12
+ AN

seklinde verilebilir.
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3.11 Standart Sapma igin Bazi1 Esitsizlikler

Bu kisimda olasilik yogunluk fonksiyonu f sonlu bir [a,b] araliginda tamimh stirekli

bir X rasgele degiskeninin standart sapmasi i¢in bazi egitsizlikler verecegiz.

X bir rasgele degisken olmak iizere X’ in olasilik yogunluk fonksiyonunu f : [a,b] C

R — R,, X' in beklenen degerini

E(X) = /b tf(t)dt

ve X’ in standart sapmasini

(S

o(X) = | / (t - E<X>>2f<t>dt]é - | / e p(a)de B(OP]

ile gosterelim. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.11.1 Yukaridaki varsayimlar altinda

(O fe Lafa
o \/i(b_a)”ra Lyla,b
0<o(X)< 2[(C]H)(QQH)]QIIJCIIIJ f € Lyla,b] (3.11.1)
—\/é(b—a) p>1 1—1-1:1
(2 pq

dar.

3.11.1 Korkine Ozdesligi [3]

/ab dt/ t)dt — /abp(t)g(t)dt. /abp(t)h(t)dt

-5/ / ~ 9 (hlt) = h(s))deds
seklinde olup bu egitlik (3.11.2)" deki integraller mevcut ve sonlu olmak tizere p, g, h :
[a,b] — R 0lgiilebilir dontigiimleri i¢in saglanir. (3.11.2)" de p(t) = f(t), g(t) = h(t) =
t— E(X), t € [a,b] segilirse

(3.11.2)
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//f s)(t — s)*dtds (3.11.3)

esitligi yazilabilir. Bu durumda

//f s)(t — s)’dtds < sup |/ / (t — s)*dtds
(t, s)Gab]Q (3.11.4)

G L
==,

yazilabilir. Bu takdirde (3.11.3)" e gore (3.11.1)" in birinci kismi elde edilir. Tkinci kisim
icin iki kath integraller i¢cin Holder’ in integral esitsizligi uygulanirsa p > 1 ve % + % =1

olmak tlizere

//f t—32dtds< //fp dtds //t—qudtds

(b — a)at? ] :
(q+1)(2¢ +1)

i

esitsizligi saglanir. Boylece (3.11.1) ikinei kismida saglanmig olur. Son kisim igin

//f s)(t — s)?dtds < sup (t —s) //f (s)dtds = (b — a)?
(ts)Eab]2

oldugunu belirtelim. Ciinki

/ab /abf(t)f(s)dtds = /abf(t)dt /abf(s)ds _

Teorem 3.11.2 Yukaridaki varsayimlar altinda

dir.

0<a(X)<=(b—a) (3.11.5)

[\DI»—t

esitsizligi saglanir.
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3.11.2 Asagidaki Griiss tipi esitsizligi kullanalim:

0< J: pgtw(t)dt - (f:pb(t)g(t)dty < 1(M —m)? (3.11.6)
[ p(t)dt [ p(t)dt 4

Oyle ki p, q [a, b] tizerinde 6lciilebilir fonksiyonlar, (3.11.6)’ daki tiim integraller meveut ve

sonlu, f;p(t)dt > 0 ve [a,b] de m < g < M dir. (3.11.6)" de p(t) = f(¢) , g(t) =t — E(X)

, t € [a,b] segelim. Bu durumda m = a — E(X) , M = b— E(X) alinz. (3.11.6)" dan

(3.11.2) elde edilir.

Remark 3.11.1 Aym tartigma g(t) = f(t) ve g(t) =t , t € [a,b] secilerekde elde edilir.

Simdi agagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.11.3 X | f:[a,b] C R — R, ile verilen olasilhik yogunluk fonksiyonuna sahip
bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde herhangi bir = € [a, b] i¢in

(- [P o (- sl £ e Lot

b — aq)2at! _ 2q+1%
[( 2 qu(f ) ]||f||p fe€Lyab] p>1

(b—a+‘ a+b‘>2 1+1 .
'I_ —_— _—
(\ 2 2

(X) + (¢ — B(X))’ <

(3.11.7)

esitsizligi saglanir.
3.11.3

/b(x C 2 (t)dt = /b(q,-? 9wt 4 2)f(t)dt = 2% — 20 E(X) + /bt2f(t)dt (3.11.8)

oldugunu belirtelim ve

b
o2(X) = / £ f(t)dt — [B(X)]2 (3.11.9)
oldugundan (3.11.8) ve (3.11.9)" a gore

b
[z — B(X))?+0*X) = / (x —t)2f(t)dt (3.11.10)
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esitligi yazilablir ki bu egitsizlik kendi bagina ilginctir. Ote yandan

/ (x —t)2f(t)dt < ess sup |f(t)] / (x —t)%dt

te(a,b]

(b—2)*+ (x —a)?
3

=<b—a>||f||oo[(b]2“> +<x—“§”)

yazilabilir. Boylece (3.11.7)" de ilk esitsizlik saglanmig olur. Tkinci esitsizlik icin Holder’

= 11l

in integral esitsizligine gore

=
Q=

/ab(a:—t)Qf(t)dt < </abfp(t)dt>p (/ab(x—t)2th>

=1I£ll, [(b _ )2t 4 (g — a)2q+1] ,

2¢q+1

esitsizligi elde edilir ve boylece (3.11.7)" deki ikinci esitsizlik te saglanmig olur. Son olarak

/(x—t)2f(t)dt§ sup (:E—t)Q/ f(t)dt

te(a,b]

— max {(az’ —a)? (b x)Z}
= (max{z —a,b — 2})*

(o)

esitsizligini yazabiliriz. Boylece de ispat tamamlanmig olur.

_a+b
2

T

Sonug 3.11.1 Yukaridaki varsayimlar altinda
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(- [ (me0) - O Piirie s e Lalay

b— B(X)* 4 (B(X) - a1 1!
0<o(X)< ( > L,la,b 1 —+-=1
<o) <1 5 [N FeLfat) p>1 oo
b—a a+b
2 ‘ == ‘
\
(3.11.11)
dir.

Remark 3.11.2 (3.11.11)" daki son esitisizlik (3.11.2)" verilen esitsizlikten daha kétii
olup Griiss esitisizligine dayanan bir teknikle elde edilmigtir. (3.11.7)" den elde ede-

bilecegimiz en iyi esitsizlik x = “TH’ i¢in yazilan esitsizliktir. Ve

2
.| (b—a)? p a+b
min r —
z€[a,b] 12 2

o (b—af (o=t (b—a)t!

velab] 2+ 1 T 22(2g+ 1)

ve

a+b
2

7b—a
2

z€[a,b]

. b—a+
min T
2

oldugudan bu esitsizlik tiim sinirlar igin uygulanabilir. Sonug olarak asagidaki esitiszligi

ifade edebiliriz.

Sonug 3.11.2 Yukaridaki varsayimlar altinda

( (b — 3
oyl f e Lufat
2
a+b (b_a)Qqul
0<o*(X)+ |E(X)———| < —4(2q+1);||f||p feLyfab] p>1  (311.12)
(b—a)’
4
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esitsizligi elde edilir.

Remark 3.11.3 (3.11.12)’ de son esitsizlikten

0<*(X)<(b—EX)(EX)—a)<~(b—a) (3.11.13)

esitsizligi elde edilir. Bu ise (3.11.2) esitsizligi iizerinde bir ilerlemedir.

3.12 Griiss Tipi Esitsizlikleri Kullanilarak Olugsan Sonucglar

1935 de Griiss, bir carpimin integralini integrallerin ¢carpimi cinsinden yaklasik olarak

veren agagidaki integral esitsizligini ortaya koymustur.

Teorem 3.12.1 h,g: [a,b] — R her = € [a,b] i¢in ¢ < h(z) < & ve vy < g(x) < T olacak

sekilde iki integrallenebilir doniisim ¢, ®, v, I' reel sayilar olsun. Bu takdirde

IT(h,g)| < —(® —¢)(T =) (3.12.1)

| =

dir. Burada

b b b
bia/ h(z)g(z)dx — bia/ h(m)dm.bia/ g(x)dx (3.12.2)

olup esitsizlik }1 sabiti daha kiigiik bir sayiyla yerdegismedikge keskindir.

T(h,g) =

Teorem 3.12.2 h, g [a,b]’ de tanimli integrallenebilir fonksiyonlar ve d < ¢(t) < D olsun.
Bu takdirde T'(h, g) (3.12.2)" de tanimlandig: gibi olacak iizere

D—d

5T, h)|z (3.12.3)

T (h,g)| <

esitsizligi saglanir.

Simdi bu teoremi bir olasilik yogunluk fonksiyonunun beklenen deger ve varyansini

iceren bir kural ispatlamada kullanacagiz.
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Teorem 3.12.3 X f : [a,b] C R — R, ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde herhangi bir x € [a,b] ve m < f(z) < M igin

Rl = o200 + (o - By - L ( - “§b> |

M—-m(b—a)?|(b—a ’ a+b 3 3.12.4

§2~\/4_5[(2>+15<x—2> ( )
(b—a)’

< (M —m) 5

esitligi gerceklenir.

3.12.1 h(t) = (z—t)* ve g(t) ile f(t) degigim yaparak (3.12.3) Griiss sonucu uygulanarak
(3.12.1) - (3.12.3) esitsizliklerinden

b b b —m )
/(a:—t)2f(t)dt— bia/ (x—t)2dt./ f)dt| < (b—a) 5 [T(h,h)]z (3.12.5)

elde edilir. Burada (3.12.2)" den
T(h, h) = ﬁ / (= o)t — [ﬁ / - t)2dt] (3.12.6)

dir. Simdi

b—a

esitligini g6z ontine alirsak (3.12.6) i¢in

1 /b(x_t)4dt:(x—a)5+(b—x)5

A5T(h, h) = 9 [(x - “)ch(bb - 33)5] —5 [(x - “)Zjéb - x>3] (3.12.8)
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elde edilir. A =2 —a ve B =b— z almirsa (3.12.8)" den

2

AS + B° A3+ B3

45T (h,h) =9 ——r | = 5| ——-

st =o( 5 ) o)
=9[A* — A*B+ A’B* — AB® + BY] — 5[A® — AB + B?)?

= (44 —TAB + 4B*)(A + B)®

2 2
A+ B A-B
15 =—=

oldugu goriiliir. A+ B =b—ave A— B =2z — (a + b) gergekleri kullanilarak

(A+ B)?

(3.12.9)

ve (3.12.7)” den de

1 ) A+B 1, )
b—a/a(x_t)dt_3(A+B)_§[A_AB+B]—1§

(AJ;B)Q_H))(A;B)Q

2
I ) (b—a)? a+b
- = — 12.1
b—a/a(‘” t)2dt Tl Clnlar (3.12.10)

esitligi elde edilir. Boylece (3.12.5) , (3.12.9) , (3.12.10) ve (3.11.10)" dan (3.12.4)" deki

ve buradan da

birinci sonug elde edilmig olur. x i bir u¢ noktada alarak en kaba diizgiin sinir elde edilir.

Boylece teorem tamamlanarak ispatlanmig olur.

Remark 3.12.1 (3.12.4)’ den elde edilen en iyi esitsizlik z = “Tij’ deki deger olup

2
_a+b (b—a)?|  M-—m((—a)

<
2 2 |- 12
dir. 0 < M—m < 2||f||e oldugundan (3.12.11) sonucu (3.11.12)" nin birinci kisminda elde

o*(X)+ | B(X)

(3.12.11)

edilenden daha ince bir sinirdir. Simetrik bir olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in F(X) = aTH’
olup yukaridaki sonuglar saglanir. Eger f(z) olasilik yogunluk fonksiyonu tiirevlenebilir

ise yani f(x) mutlak olarak siirekli ise agagidaki sonuglar saglanir.
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Teorem 3.12.4 Teorem (3.12.4)" {in sartlar saglansm. Ayrica f tiirevlebnebilir ve

[/ loo := sup [f(£)] < o0

tela,b]
olsun. Bu takdirde
Pr(@)] S 21 o () (3.12.12)
V -~ \/ﬁ o0 . . .
dir. Burada P,(z) (3.12.4)" nin sol tarafinda verildigi gibi olup
b—a2[(b-a\ Sk
—a —a a
= + 15| z — 3.12.13
-7 | (7)ol e

dir.

3.12.2 h,g : [a,b] — R mutlak siirekli ve /', ¢’ simirh olsun. Bu takdirde Chebychev

esitsizliginden [7]

2

b—
(kg < P s 1(0)]. sup 19/(0)
t€la,b] t€la,b]

saglanir. Ote yandan Matic , Peranic ve Ujevic [7]

b—
T g)] < P72 sup 190 /T T ) (3.12.14)
12 t€la,b]
oldugunu ispatlamiglardir. (3.12.13) ifadesinde f(.) ile g(.) ve (z—.)%ile h(.) degistirilerek
(3.12.5) ve (3.12.9) den I(z) = (b — a)[T'(h, )]z elde edilir ki bu da (3.12.13)" y1 ba-

sitlegtirir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.12.5 Teorem (3.12.4)" iin sartlar saglansin. Ayrica f (a,b)” de lokal mutlak
strekli ve f" € Ls(a,b) olsun. Bu takdirde P,(x) (3.12.4)" nin sol tarafinda ve I(x)’ de
(3.12.13)’ da verildigi sekilde olmak {izere

b—

™

Py (2)] < Z=2||f1>.1(x) (3.12.15)

esitsizligi saglanir.
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3.12.3 Asagidaki sonug Lupag [7] tarafindan elde edilmistir. h,g : (a,b) — R, (a,b) de
lokal mutlak stirekli ve h’, ¢’ € La(a, b) fonksiyonlar igin

(b—a)®

T2

T'(h, g)| < [17113119/113

dir. Burada

1
1 b 2
||k} = (E/ \k(t)IQ) icin k€ La(a,b)

dir. Matic , Peranic ve Ujevic [7] ayrica

17k )| < "=/l TTh ) (3.12.16)
oldugunu gostermiglerdir. (3.12.16)” da f(.) ile g(.)’ yi ve (z — .)? ile h yerdegistirerek
(3.12.15) elde edilir. Burada (3.12.5) , (3.12.9) den I(z) = (b— a)[T'(h, h)]2 oldugundan
I(x) (3.12.15)" de elde edildigi gibidir. Simdi varyans: igeren esitsizlikler i¢in alternatif

Griiss tipi sonuglar verelim.

S(h(zx)) = h(x) — M(h) (3.12.17)
olsun. Burada
M(h) = bia /bh(u)du (3.12.18)
dir. Bu takdirde (3.12.2)" den
T(h,g) = M(hg) — M(h)M(g) (3.12.19)

elde edilir. Dragomir ve McAndrew [19]

T(h,g) = T(S(h), S(g)) (3.12.20)

oldugunu gostermisgler ve bazi sinirlar elde etmek i¢in bunu kullanmiglardir. (3.12.20)

ozdegligini varyans i¢in sinirlar elde etmede kullanalim.
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Teorem 3.12.6 X f:[a,b] C R — R, olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele
degigken olsun. Bu takdirde herhengi bir = € [a, ] i¢in

1

Po(e)| < SoP@)|I£() -

esitligi saglanir ve burada P,(z) (3.12.4)’iin sol tarafinda tanimladig: gibidir ve v = v(x) =

1H(552)? + (z — =5b) dir.

—— oo Locfa, ] (3.12.21)

3.12.4 h(.) ile (x — .)* yive F(.) ile g(.) yerdegistirip (3.12.20) 6zdesligi kullamlarak

/(m—t)Qf(t)dt—M((x—.)2):/ (2 — )2 = M((z— )2)] [f(t)—bia]dt (3.12.22)

olup (3.12.17)” dan

3M((z—.)?) = (b;a> +3(z— a;rb> (3.12.23)

elde edilir. Ayrica (3.12.16)" den

S((x =) = (z =) = M((z = .)?)

ve dolaysiyla (3.12.23) esitligi kullanilarak

Sz — ) = (x—1)? - é(b 5 a) - (:c 4 ; b) (3.12.24)

elde edilir. (3.11.10) , (3.12.23) ve (3.12.24) kullamilarak (3.12.22)” den agagidaki 6zdeslik
elde edilir.

/S:ct <() bia)dt

(3.12.25)
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burada S(.) (3.12.24) ve verildigi gibidir. (3.12.25) "in modiilleri almarak

b 1
/ s<<x—t>2>(f<t> - m)dt

[Py ()] =

(3.12.26)

elde edilir. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun normlar ilgili olarak farkli varsayimlar

altinda degisik sinirlarin elde edilebilecegini belirtelim. f € Ly[a, b] igin

Py < |70 — 2

b
/ 15(( — 1)?)|dt

yazilabilir. Boylece

olsun. Burada

ve

X =z—v , Xi=x+v

dir. Bu takdirde

t— 3
ﬂ—zﬂt—l—k

H) = / S((x — 1)?)dt = / (t — )2 — v2)dt =

ve buradan da (3.12.28) ve (3.12.29) goz oniine alinirsa

27
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3 3 o 3 . 3
ol W ey ULy, Q=) Ema (3.12.32)
3 3 3
9 3 3
—9 2U3 _ _v3 + (b x) + (fE a) . UQ(b _ a)
3 3

elde edilir. Boylece (3.12.26)" y1 (3.12.27) de yerine koyarsak ve (3.12.29)" 1 uygularsak

kolaylikla (3.12.21) sonucuna ulagiriz ve buradan da teorem ispatlanmig olur.

Remark 3.12.2 Bununla beraber bu sinirlar i¢in acik ifadelerin elde edilmesine burada
girmeyecegimize ragmen f € Lyla,b],p > 1 i¢in diger simirlar elde edilebilir. Onlar f €

La, b] i¢in

sup [(t — 2)* — v?| = max{|(z — a)* — v*|,0*, (b — 2)* — v*[}
te(a,b]

ifadesinin ve f € L,[a,b], = + % =1,p>1ig¢in

(/ab\(t—a:)Q v2th>}]

nun hesaplamasini gerektirir. Burada v? (3.12.29) de verildigi gibidir.

1
p

3.13 Mutlak Siirekli Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari igin Bazi
Esitsizlikler

Asagidaki ilging Lemma’ y1 vererek ise baglayalim.

Lemma 3.13.1 X [a,b] de mutlak stirekli f : [a,b] — R, olasilik yogunluk fonksiyonuna
sahip bir rasgele degigken olsun. Bu takdirde her z € [a, ] i¢in
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b—a)? b
aaqumxyﬂf:(1;)+<x—”+> . /u/t—x (¢, 5)f'(s)dsdt
—a
(3.13.1)
ozdegligi saglanir. Burada p : [a, b] R
(t, 5) s—a , a<s< b
78 =
b s—=b , a<t<s<b
dir.
3.13.1 Her z € [a,b] igin
b
(X)) + [E(X) —z]* = / (z —t)*f(t)dt (3.13.2)

esitligini kullanalim. Ote yandan kismi integrasyon kullanilarak kolayca gosterilebilir ki

her ¢ € [a,b] igin

/ f(s ds+— p(t,s)f’(s)ds (3.13.3)

yazilabilir. (3.13.3) esitligi (3.12.31) de yerine yazﬂlrsa

o*(X) + [E(X) — 2]’

/ (t — ) [ _a/f ds+—/ (t,5)f ds]dt s
T+ bia /ab /ab(t—x)Qp(tS)f'(S)dsdt

11 s
gl -+ -

elde edilir. Buradan da

L s (b—a) a+b)’
e a4 b2y = U +<x— 2) vefad

ve dolayisiyla (3.13.4)" e gore (3.12.31) sonucunun iddia edildigi gibi saglandigi gosterilmis

olur.
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Teorem 3.13.1 f : [a,b] — R, [a,b] de mutlak siirekli ve " € Ly[a,b] yani ||f'||cc =
esssup | f'(t)] < oo olsun. Bu takdirde her z € [a, ] i¢in

o (X)+[B(x)—ar—- =) —(x—“b) | <b-a) [“"“) +(x—“+b) ]Hf’Hoo
(3.13.5)

esitsizligi yazilabilir.

3.13.2 Lemma’ya gore

/ab /ab“ — 2)’p(t, 5) f'(s)dsdt

b
(t = 2)’p(t, s)||f'(s)|dsdt

Hf’Hoo// t — 2)2p(t, s)|dsdt

b—a

esitsizligi yazilabilir.

I:= /ab/ab(t—x)2|p(t, s)|dsdt
= /ab(t —x)? _/ab(s —a)ds + /ab(b — s)ds] dt

_ /b@_x)g <t—a>2;<b—t>2]dt

[e—wre—apas [—aro- t)?dt]

1, + I,
2
alahm. A =z —a, B = b — x alinirsa
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I, = /b(t —2)(t — a)*dt

b—a
= / (u? — 2Au + A*)uldu
0

ve

b
I, = / (t —z)*(b—t)%dt
b—a
= / (u* — 2Bu + B*)u’du
0

(b—a)’
3

2

32_§B@—ay+%b—@1

yazilabilir. Buradan da

A2+ B? 3
2 4

[a+Ib (b—a)3

2 3

b—a?[(b=a\ a+b\ . (b—a)
S50 ()

Cb—a) [(b-a)? atb)
-3 10 +<x_ )

(A4 B)(b—a) + g(b— a)2]

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmig olur. (3.13.5)" dan elde edebilecegimiz en iyi

esitsizlik asagidaki sonucta verilmistir.

Sonug 3.13.1 Eger f Teorem [4.2]" deki gibi ise

2
_a+b

2

(b—a)’
12

() + [ B(X) <" Pype @13

yazilabilir. Simdi p € (1,00) olmak tizere f’ nin Lebesque p integrallenebilir déniigiim

olmasi durumunu inceleyelim.
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Remark 3.13.1 Teorem[4.2]” nin sonucu Teorem|3.5]" inkiyle kargilagtirilabilir. Her iki

a+b

- etrafinda konveks ve simetrik oldugu gosterilebilir. Ayrica (3.12.12) -

sinirinda x =
(3.12.13)’ dan yani Chabychev yaklagimiyla verilen sinir (3.13.5) dogru yaklagimiyla elde

edilenden daha sikigiktir. Bu smrlan B, ve B, ile gosterirsek

ve

elde edilir. Burada

2
a+b
Y — _

dir. Buradan basit bir cebirsel hesaplamayla her x € [a, b] i¢in B2 — B? > 0 oldugu yani

B. > B, oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.13.2 Eger f : [a,b] — Ry [a,b] de mutlak stirekli ve f’ € L, yani

b >
11l = (/ If'(t)\pdt> <oo , pe (1,00

ise bu takdirde her x € [a, ] i¢in

() + [B(x) —a? - P00 (x—“;b> ‘

HJI”Hp
(b—a)r(¢+1)

<

(r — a)* 2B (% 20+ 1,q + 2) (3.13.7)

Q=

(b
+(b—2)*"*"B (b—a, 2q+1,q+ 2)
—

dir. % + % =1ve E(, .) tamamlayan Euler Beta fonksiyonudur yani
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§(z;a,ﬁ) ::/ (u -1 du a,>0 ,2>1
0

dir.

3.13.3 Teorem[4.2]" de oldugu gibi Lemmal4.1]” i kullanirsak

(3.13.8)

o [ sl lasa:

elde edilir. ki kath integraller icin Holder esitsizligine gore p > 1, % + % = 1 olmak tizere

<

/ab /:“ = 2)*|p(t, s)||f'(s)|dsdt

< ( [ |f’(s)l”d8dt> % ( [ [a=ari s)|qudt> % (3.13.9)
= (b- a>i||f'up( / b / - x>2qp<t,s>qudt>;

yazilabilir. Bu durumda

b b
D= / / (t — 2)2|p(t, )| dsdt

= /ab(t — x)* /at(s —a)lds + /tb(b — s)qu] dt

_ (3.13.10)
b _ g)atl _ $)atl
=/(t—w)2q (t—a)™ + (b—1) ]dt
a q+1
1 b b
- / (t —2)*(t — a)dt + / (t—2)*(b— )" dt
q a a
integralini hesaplamaliyiz. Bunun i¢in
’ 2 1
E :z/ (t — )%t —a)Tdt (3.13.11)
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tammlayahm t = (1 — u)a + ux degigsken degigimi yapilirsa ¢t = a i¢in u = 0 , ¢t = b i¢in

u= dt = (x — a)du olup

xa’

b—a
z—a

E = /0 (1 —w)a +ur — 2]*[(1 — u)a + vz — a](z — a)du

b—a

= (z —a)3t? /H (u — 1)%ut du (3.13.12)
0

~(b—
= (i[f — a)3q+2B (gj——c;’ 2q + 1,q + 2)

elde edilir. Burada

F .= /b(t —)%(b—t)"at (3.13.13)

tanmimlayalim. ¢ = (1 — u)b + ux degisken degigimi yapilirsa ¢t = b igin v = 0 ve t = a igin
v="12% dt = (x — b)du olup

= ﬁa [(1 — )b+ vz — 2][b— (1 — v)b — vz]"™ (z — b)dv

b—x

b—a

— (b— z)3+? / = 1)20tt (3.13.14)
0

= (b—2)**B (Z:—zﬂq +1,q+ 2)

elde edilir. (3.13.8) - (3.13.9) esitsizliklerini ve (3.13.10) - (3.13.14) bagmtilarini kullanarak
D= q%(E + F) oldugundan (3.13.7)" daki iddia elde edilir. Asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.13.2 f Teorem[4. 5] deki gibi olsun. Bu takdirde l + l =1,p>1veB(,.)

Euler Beta doniigiimii ve ¢ (« fo Ly —1)"Ydu , «, ﬁ > 0 olmak iizere
+0b (b—a)?
2X) + |B(X) -2 o4
(3.13.15)
/
< [/ lp(b = [B(2q+1,q+1)+\If(2q+1,q+2)}a

(q+ 1)é 3+%

esitsizligi saglanir.
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3.13.4 (3.13.7) de z = a“’ alalim. Sol taraf agiktir.

2
B(2,2¢g+1,q+2) = / (u — 1)* " du
0

1 2
= / (u — 1)* M du + / (u — 1)* " du
0 1

=B(2¢+1,¢+2)+¥Y(2q+1,q+2)
yazilabilir. (3.13.7)" in sag tarafi

111,55
(b—a)r(g+1)

[2B(2g +1,g+2) +20(2¢+1,q+2)]¢

Q=

_ [/ le(6 )2+3[B(2 +1,q+2) + (20 + 1,q+2)]s
— (q+1) 23+7 q ,q q » q

olup sonug ispatlanmig olur. Son olarak eger f mutlak stirekli , f' € Li[a,b] ve ||f||1 =

fab | f'(t)|dt ise bu takdirde asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.13.3 Eger f : [a,b] — R, olasilik yogunluk fonksiyonu [a, b] de mutlak siirekli
ise bu takdirde her x € [a, b] i¢in

(3.13.16)

1
<11~ a) [§<b—a> -
esitsizligi saglanir.

3.13.5 Yukarida iglenen yol izlenerek
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a%xquuj—ﬂ2—@{§l—<x—“;b>

)
< [ [ ol s

b b
< swp (=Pt [ 17 ldsde

(t,8)€a,b]?

= [If'[hG

yazilabilir. Burada

G:= sup [(t—x)’p(t, )]
(t,5)€la,b]?

< (b—a) sup (t — x)z
tela,b]

= (b— a)[max(z — a,b — x)]?

2
a+b

2

(b—a)[%(b—a)Jr .

dir. Boylece teorem ispatlanmig olur. (3.13.6)" den elde edebilecegimiz en iyi esitsizligin
T = “T“’ oldugu durumda elde edilen esitsizlik oldugu asikardir. Bu durumda asagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug 3.13.3 Teorem[4.7]" nin varsayunlar1 altinda

_a+b]2_ (b—a)? S(

b—a)?,
2 12 recAl (3.13.17)

o*(X) + [E(X)

esitsizligi gergeklenir.

3.14 0%(X)+ (z — E(X))? ve o(X) I¢in Baz1 Ust Smurlar

f:]a,b] CR — [0, 00] bir X rasgele degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak

tizere beklenen degeri ve standart sapmasi sirasiyla

EX = /btf(t)dt
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ve

(X)) = \// (t — BEX)2f(t)dt = \// 2F(t)dt — (BX)?

idi. o(X) i¢in

YOyl 1€ Lufal

V2(b — a)tta! 1 1
o(x) < Y2OZT i FeLjat p>1 REEE

2[(g +1)(2q + 1)]=

V2(b - a)

\ 2

f c Ll[a, b]

ve 03(X) + (z — EX)? igin

<b—a>[<b]2“) +(m—b;“)2] VT 7€ Lafa

1
(b — )% 4 (z — a)%et |
2¢+1

1 1
o*(X)+(z—EX)* < Allp f € Lyla,b] p>1 5+§=1

b—a
2

_b+a

+ |z

> f € Lya, b

\

esitsizlikleri verilmigtir. Bu kisimda o(X) ve 0+ (z — E(X))? ile ilgili iist sinirlar olasihik
yogunluk fonksiyonundan bagimsiz olarak sadece verilen araligin u¢ noktalar: yardimiyla

vermeye c¢aligacagiz.

Teorem 3.14.1 Olasilik yogunluk fonksiyonu ile ilgili yukaridaki kisitlama altinda

o(X) < min{max{|al, |b|},b — a}

dar.

3.14.1 Oncelikle herhangi bir t € [a, b] icin f(1) > 0 oldugundan af(1) < tf(z) < bf(t)
ve dolayisiyla a < F(X) < b oldugunu belirtelim. Buradan
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0<EX—-—a<b—a ve 0<b—-—FEX<b-—a (3.14.1)

esitsizlikleri yazilabilir. g(¢t) = (t—E(X))? ile tammlanan g : [a, b] — [0, oo] fonksiyonunun
smirh bir konveks fonksiyon oldugunu ve (F(X),0) noktasinda minimum oldugunu be-

lirtelim. Bu durumda (3.14.1) esitsizliklerinden

B =sup{(t— EX)*:t € |a,b]}
=max{(a — EX)? (b — EX)*}

< (b—a)?
elde edilir. Boylece

\// t— EX)? dt<\/5/f dt=\/B<b—a

oldugu kolayca goriiliir. h(t) = ¢ fonksiyonunun (—o0,0) de azalan, (0,00) de artan

oldugu goz ontline aliirsa

— \//bt2f(t)dt —(EX)2 < \//thf(t)dt

den

¥ a>0

b
az(X)ﬁ/ f(t)dt < { max{a®,b*} a<0 b>0

a> b<0

\

oldugu kolayca yazilabilir. Dolayisiyla 0?(X) < maxa?,b? dir. Buradan da teoremin

iddiasinin gerceklendigi goriiliir.

Teorem 3.14.2 Olasilik yogunluk fonksiyonu iizerindeki kisitlamalar altinda her =z €

la, b] i¢in

Vo2(X) + (z — EX)? < 2min{max{|al, |b]},b — a}

dir.
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3.14.2 Teorem[2.4]” iin ispatindan

b
(X)) + (x — EX)* = / (t—2)’f(t)dt z € [a,b]

egitligini hatirlayalim. Buradan

/ (t— 22 f(B)dt < max{(t — 2)? : £, € [a,b]}

oldugu agikardir. Dolayisiyla

Vo2(X) 4 (x — EX)?2 < max{[t — z| : t,x € [a,b]}

yazilabilir. ¢,z € [a,b] oldugundan 0 <t —a <b—ave 0 <z —a < b— a oldugu agiktir.
Boylece |t — x| bliyiikliigiinii yukardan iki yolda tahmin edebiliriz.

t—z| <|t—a|+|a—z| <2(b—a)
ve

[t — 2| < |t + [«] < 2max{|al, [b[}

dir. Sonug olarak

max{|t — x| : t,x € [a,b]} < 2min{max{|al|, |b|},b— a}

elde edilir. Bu da istenen sonucun saglandigini gosterir.

3.15 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu n-kez Tiirevlenebilen Ras-
gele Degiskenin Beklenen Deger ve Varyansi I¢in Bazi Egitsizlikle:

f :la,b] = R, X rasgele degigkenin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere

E(X) = /b tf(t)dt
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ve

N[

1
2

7(X) = [ / <t—E<X>>2f<t>dt] - [ | e - peop

sirasiyla X’ in beklenen deger ve varyansi olsun.

b
[z — E(X))? +0*(X) = / (z —t)2f(t)dt (3.15.1)
esitsizligi kullanilarak ve Holder estsizligi, pre-Griiss, pre-Chebychev, pre-Lupag veya Os-
trowski tipi esitsizlikler kullanilarak X rasgele degigkeninin beklenen deger ve varyansi ile

ilgili cesitli sonuclar verilmigtir. Ornegin her z € [a, b] icin

(b—a) [(b Iza,)z d (g;— a—2|—b>

flloe f € Log[a, b]

1

[ (1 N\20+1 . \2g+1] @
200 +le= BP < ¢ |2t ] 1£llo £ € Lyla,b
2
b-a, x—a+b> p>1 S4lo
L\ 2 P oq
(3.15.2)
ve bunun sonucu olarak da
( 1 b— 2 b2 % 1
<b—a>z[( D e - A 7 € Lot
0<o(X) < {[b—E(X)]Qq;qJ;[f(X)—a]2q+1} "Hng feLjab (3.15.3)
b—a a-+b
\ 5 +E(X)— 5 p>1 —+a:1
ve
0<*(X)<[b— EX)|[EX)—a] < i(b —a)? (3.15.4)



egitsizlikleri gosterilmigtir. Bu kisimda X’ in olasilik yogunluk fonksiyonunun n-kez
tiirevlenebilmesi ve f™(x)’ in [a,b]” de mutlak siirekli olmas1 varsayim altinda daha kesin

esitsizlikle elde edilecektir.

Asgagidaki Lemma bagh basina oldukga ilgingtir.

Lemma 3.15.1 X f : [a,b] — R, olasilik yogunluk fonksiyonu n-kez tiirevlenebilen ve

f™(z) [a,b] de mutlak siirekli olan bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde her x € [a, 0]

icin
) s o= (b— )R (<1 (z — )kt
o)+ B(X) —of? = 32 B
(3.15.5)
—i—%/ (t — :B)2</ (t —s) f("+1)(s)ds> dt
dir.
3.15.1 Her ¢,z € [a, b] igin
=3 o L [ emaemen e

k=0
oldugunu hatirlayahm. f X rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonu olmak

tizere bununla birlikte

o2(X) + [B(X) — a]? = / (t— 2)2f(#)dt (3.15.7)

esitligi kullanilarak

(3.15.8)



oldugu gosterilebilir ve

/b (t _ :U)k+2 g — (b _ x)k+3 + (—1)k($ _ a)k—i—S
u k! B (k+ 3)k!
oldugundan (3.15.8) esitligi (3.15.5) esitligini kolayca tiiretir.

Sonug 3.15.1 Yukaridaki varsayimlar altinda

o2(X) + | B(X) - “;b
— 2k+3(k 4 3)k! 2

i /8 a+b ’ : A1)
+m/a (t— 5 ) (/Hb(t—s) fint (s)ds)dt

dar.

- (b=a) P [ (a) + (1) (D)
= Grom 5 (3.15.10)

k=0

+% / b / "KL s)(t — 5" O (s)dsdt

yazilabilir. Burada

dir.

3.15.2 (3.15.5)" de z = a ve x = b alinarak
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ve

o (X)+[E(X)—b]* = <_1()k(+b;)zl) . f<’f>(b)+§,/(t b)? (/b (t—s)”ﬂ"“)(s)ds)dt

(3.15.12)
esitlikleri elde edilir. Bunlar1 toplayip 2 ile bolerek (3.15.10) esitliginin saglandigi goriiliir.

uw= E(X) € |a,b] alarak agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.15.3 Yukardaki varsayimlar altinda

n _ k3 1)1 — q)kt3 b t
=3 o el g | (t—M)2< / <t—s>”f“+1<>ds>dt
- (3.15.13)

dir.
3.15.3 Sonucun ispat1 (3.15.5)” den = = p € [a, b] alinarak goriiliir.

Lemma 3.15.2 f fonksiyonu ile ilgili olarak Lemmal2.1]" in sartlarimi saglasmm. Bu

takdirde

2 2 _ - (b_x)k+3+(_1)k($_a)k+3 f n+1
o*(X)+[E(X)—x] —kzo 3 /K z,s)f"(s)ds

(3.15.14)
dir. Burada

K(z,s) = - (3.15.15)

ve
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un+1

(m+3)(n+2)(n+1)

[(n+2)(n+1)u? +2(n+3)(n+1uv+ (n+3)(n +2)v?]
(3.15.16)

U (u,v) =

3.15.4 (3.15.5)” den integrasyon sirasini degistirerek

1 b(t — x)%dt /t(t — 5)"f D (5)ds

n! J,

_ %{ _ / /:(t—x)2(t— s)"f("+1)(s)dtds+/: /Sb(t—:v)Z(t— s)”f(”“)(s)dtds}

1"~
= [ Ralwopreisyas

elde edilir. Burada

pu(z,s)=— [J(t—x)?(t—s)"dt a<s<uz
K, (z,s) =
gul,5) = [[(t—2)2(t—s)dt ©<s<b

dir. Lemmay1 ispatlamak icin K = K oldugunu géstermek yeterlidir. ¥(.,.) (3.15.15) de

oldugu gibi olmak iizere

pn(z,8) = — /S(t —2)%(t — s)"dt = (—1)"*! /Os_a(u + x — s)*uldu

= (=1 /Os_a[zf +2(x — s)u + (x — s)}u"du

= ()" (s —a,z — s)

yazilabilir. Ayrica ¢(.,.) ayni sekilde olmak iizere

b b—s
In(x,8) = / (t —2)*(t — s)"dt = / [u+ (s — 2)]*u"du = ¥, (b —s,5 — 1)
s 0
olur. Bu nedenle K = K olup Lemma ispatlanmig olur.
Simdi asagidaki esitsizlikleri verebiliriz.
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Teorem 3.15.1 X f : [a,b] — Ry olasilik yogunluk fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir ve
f™ [a,b] de mutlak siirekli olacak sekilde bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde her
x € [a,b] igin

n (b o x>k+3 4 (_1)19(1; _ a>k+3
(k + 3)k!

o*(X) + [E(X) —a]* —

(/"o
(n+1)(n+4)

ARICY)

k=0

[(ac — )™ 4 (b— g;)n+4] £ € L [a, b]

(3.15.17)

Q=

Hf(n+1)Hp [(m - a)n+3+5 +(b— x)n+3+5}
nl(n+3+ ) ng+ 1

IN

f(n+1) S Lp[CL, b]

1 1

Hf<n+1)||1 +3 +3
x—a)"" 4+ (b—z)" >1 —+-=1
(= a P =] pe1

( nl(n+ 3)

esitsizligi saglanir. Burada ||.|[,(1 < p < 00) [a, b] de aligilmig Lebesque normu yani

1
b P
lglloc = €ss sup |g(t)] ve |lg]l, = (/ Ig(t)lpdt> p>1

te(a,b]

dir

3.15.5 Lemmal[2.1]" den

n (b o x)k+3 + (—1)k(x _ a)k:+3

f® ()

2 KI(k 1 3)
b t 3.15.18
— % i (t —x)? (/x (t — s)”f(”ﬂ)(s)ds) dt ( )
= M(a,b;z)

yazilabilir. Acgik olarak
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t

(t =)™ fO D (s)ds|dt

J

dt

1 b
w@amgm/@—w

T

n+1 t—S‘ndS

<L [y
< — - sup
n! a s€x,t]

(n+1) bt— 2t — p|ntl
N ||oo/< ot —

n! n+1

(n+1)
M e

/ax(x — )" 3dt + /:(t — x)”+3dt]

||f(n+1)||OO [(ZE Al a)n+4 g (b _ x)n+4]
(n+ 1)l (n+4)
dir. Béylece (3.15.17)" deki ilk esitsizlik elde edilmig olur. Tkincisi icin Holder integral

G
(n+1)!

esitsizligini kullanirsak

q /t
T

v b
f(”“)(s)‘pds) / (t — )%t — x| Tt

3=

For ()| as| at

— s|™ds

1 b
M(a, b 2)] < ﬁ/ (t— 2)?

1( b
<—/
—nl\ J,

1 Hf(nJrl Hp/ It — n+2+

”' (ng+1
n n 1
L [ (b= @) 4 (- a)™
1
! (ng 4 1)a n+3+12

elde edilir. Son olarak
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1 b
M(a, b 2)] < ﬁ/ (t— 22|t — 2" ds

(n+1) b
< u / |t _ $|n+2dt
n! a

_ £+ [(;1: Q)™ 4 (b— x)n-i-?)]

/

ftD) (s)|ds|dt

n! n+3
oldugunu belirtelim. Boylece (3.15.17)" deki ii¢iincii kisimda elde edilmig olur. (3.15.17)’

deki en yi esitsizlik x = GTH’ alindigindaki durum olup Sonug[3.2] de verilmistir.

Sonug 3.15.4 X ve f icin yukarida verilen varsayimlar altinda

2k+3(k 4 3)k! 2

k=0

—Xn: [1+(—1)k} (b_a>k+3f(k><a+b>|

( Hf(n—H)HOO (b— a)n+4 f(n—i—l) clL [a b]
2rt3(n + 1)(n + 4) .

(3.15.19)
1
f(n+1) b —a n+3+5 .
S n+2+|1| ||p 1 ( ) . f( +1) € Lp[a,b] p> 1
2 mln+3+3) (ng+1)s
(n+1) 1 1
||f ||1 (b_a>n+3 242 =1
[ 272n!(n + 3) P q

esitsizligi gerceklenir. Asagidaki sonuc f*)(u),k = 0,1,...,n degerleri bilindiginde varyansa

yaklasik olarak kullanilabilindiginden oldukca ilging bi sonuctur.

Sonuc 3.15.5 Yukaridaki varsayimlar altinda p = 252

o 1¢in
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(b= ) (<D )
(k + 3)k!

o*(X) - FH(u)

k=0

(" M
(n+1D!(n+4)

(= @)™ (b= )+ ) € Locla,b)

3.15.20
o \n+3+1 _o\n+3+l ( )
1feDy, (=@ (b= )"

nl(n+3+ 1) (ng+1)a

IN

FY € Ly, 0]

1
nl(n + 3)

1 1
(=)™ 4+ b= )™ p>1 4 =1

p q
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.15.2 X f : [a,b] — R olasilik yogunluk fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir ve

) [a, b] de mutlak siirekli olan bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde

(%) + LB —ap 1 (@) —pp = 3 L @ + (—1)(’“’f<’“)(b)] ‘

2 ~ (k+3)k! 2
( 1 ||f(n+1)||oo(b . a)n+4 f(n+1) c Loo[a,b]
(n+4)(n+1)!
1 n+3+1
< 24 . b—a)"tta
< : ey, EZ T e ¢ g g
nl(gn +1)a[(n +2)q + 2]« (ng+1)s
\ﬁllf(”“)lll(b—a)”?’ p>1 s +.=1

(3.15.21)

esitsizligi verilir. Burada ||.||,(1 < p < o0) aligilmig Lebesque p-normudur.

3.15.6 Sonug|2.3] kullanilarak

o*(X) +

n — q)kt3 (k) a _1\k £(k)
[(E(X)—CL)Q—{—(E(X)—Z))2] o (b ) [f ( )+< 1) f (b)]‘

1
2 (k + 3)k! 2

k=0
i ’ ’ _ o|n| £(n+1)

< [ sl sl 005 s

= N(a,b)
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yazilabilir. Buradan

1 b pb
N(a,b) < [F Dy [ [ K sl dsa

1 b b b
= [1F oo / / K (8, 9)|[t — s]"ds + / K(t, s>||t—s|“ds)dt
n: a a t

1 ntl b (t—a)Q (t_a)nJrl (t_b)Q (b—t)nJrl
— st +>|roo/a N

) . dt
2 n+1 2 n+1

b
— sl e [ (= e oty

2(n+ 1)!
_ 1 Hf(n+1)|| (b _ a)n+4 N (b _ a)n+4
- 2(n+1)! | n+4 n+4
1 oo

=t Dt DI a)™

oldugu agiktir. Dolayisiyla (3.15.21) deki birinci kisim ispatlanmig olur. Kath integraller

icin Holder integral egitsizligi kullanilirsa
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b b v b b a
N(a,b)ﬁ%(/a /a |f("+1)(s)|pdsdt) X (/a /a |K(t,s)|q|t—s|q”dsdt>

. % (n+1) b t b
_ (b—a) L“f [l / (/ |K(t,s)|9t — s|™ds +/ |K(t,s)||t — 3|Qnds> dt]
. a a t

Q=

X -~ ~ 1
b—a)r||f0HD) bt —q)2a [ t—b)2 [P !
_ (b= )z ||, / t-a /“_ﬂw$+L3¥_/ﬁfﬂm%dt
a i a t

n!
i B 1
_ G a)llF /b@_aW@_@wﬂ+@_m%w_wWHdtq
= n' a 2q(qn + 1) 2‘1<qn + 1)
G-apuseon,[ 1 1 g ; ;
e 4" P N\ (n+2)g+1 _A\(n+2)g+1
n! 24(qn + 1) /a (t —a) dt + /a (b—1) dt]
1 - i - 1
(b— G)EHf(nH)Hp 1 “1(b— a)(n+2)q+2 (b — a)(n+2)q+2 a
- +
n! 24(qn + 1) (n+2)g+2 (n+2)g+2

4ot ly2
_ 2V f D[ (b — )" et

n12(qn + 1)1((n +2)g +2)1

Qa1 (0D [ (b = 0"+

nl(gn+1)7[(n +2)q +2]s

yazilabilir ve (3.15.21) deki ikinci kisimda ispatlanmig olur. Son olarak

b b
N@ws—-mm\Kwﬂwﬂw//MWHmwwt

n! (t,s)€[a,b]?

_1(b—a)

~nl 2

b
«b—aywb—ay/ £ ()] ds

1
- 2n)
oldugunu belirtelim ki bu da (3.15.21) deki son kisimdir. Agagidaki 6zel durum pratiksel

(b—a)" || f

uygulamalarda kullamlabilir. n = 0 i¢in (3.15.17) ifadesi her = € [a, b] igin
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o*(X) + [B(X) ~ 2’ ~ (b~ a) [( - “‘2”’) + O a>2]f(w)

(W[ a0 2)] € Lulact

(3.15.22)

qg]ﬂ |f [(m _ a)3+§ +(b— x)“ﬂ [ € Ly[a,b]

INA
[9v

b—a)? a+b 1
||f'||1[¥+<x+7>2 p>1 Sl

12 q

seklini alir. Ozel olarak z = “TH’ icin

\

|f3|2|°°(b— a)t [ € Laoa, b]

(3.15.23)

1
"22'+"f((3 +>1) 7' Lyla,]
{99

IN

1 1

!
—Hf“l(b—a)?’ p>1 —+-=1
P q

L 12
yazilir. Bir anlamda bu ifade (3.15.22) den elde edilebilen en iyi esitsizliktir. Eger (3.15.22)

de x = p = E(X) alinirsa

(3.15.24)

IN
w
+

Q=

12

171 [(b 9" | ((x)

elde edilir. Ayrica (3.15.21) den
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fla) + f(b)

o*(X) +

P lllo—a)* '€ Lfal]

(3.15.25)

Q|-

1
————|Fllp(b = a)*"
nl22(q+ 1)«

IN

€ Lya,bl p>1

SN — o

oldugu aciktir. Buise f’ nin a ve b u¢ noktalarindaki degerleri ve beklenen deger cinsinden

varyans icin bir yaklagimdir.

Teorem 3.15.3 X [ : [a,b] — R, olasilik yogunluk fonksiyonu n-kez tiirevlenebilir ve

f™ [a,b] de mutlak siirekli olacak sekilde bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde

~ (0= 2)" + (~D)Ma — )" [V (2)
k3 TR

o*(X) + (E(X) - 2)* -

k=0

(

[@—aﬁ”+®—xﬁﬂoﬂﬁﬁﬁﬁ® Fr € Lle,

1

1
o Y,

_ \(n+3)g+1 _ )(n+3)g+1
(x —a) + (b—x) -

IN

ot e Lyla,b] p>1

n+3
D]

[b—a ‘ a+b
T P

2 2 ‘nl(n+3)
(3.15.26)
esitligi saglanir. Burada
1 n+3 un+2 ) un_H q
C= 2(1— 1— d 3.15.27
/0 714—3jL ( u)n 2+( u)n+1 " ( )

dar.

3.15.7 (3.15.14) ifadesinden
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(3.15.28)

1 b
[ Kl s 0 s
n! J,

yazilabilir. (3.15.15) ve (3.15.17) ifadeleri kullanilarak u, v > 0 i¢in ¥, (u, v) > 0 oldugundan

1 b
7/KM@WW@w
nl J,

(3.15.29)
||f(n+1)||oo T b
<N / w(s—a,x—s)ds—l—/ P(b—s,s—x)ds
n! “ y
oldugu gortiliir. Ayrica
n+3 un+2 ) un+1
(1, 2 3.15.30
Ynltyv) = =+ 0 — St v ( )
ve dolayisiyla
/ Un(s —a,x — s)ds
B T (S _ a)n+3 (S _ a)n+2 ) (S a)n+1
_/a w3 TAe—s) T o s s (3.15.31)

n+3 n—+2 n+1

— -y [

s—a

=% almmugtir. 7’ min kuvvetlerini birlegtirerek

/\n+3 )\n—i—? )\n—i—l
+2(1—=)) + (1= \)? ]d)\

olacaktir. Burada v =

2)\n+2 >\n+1
(n+2)(n+1) * n+1

1 2 1

n+3 o +
n+3 n+2 n+1

oldugu ve dolayisiyla (3.15.31) den
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/an(s —a,r — s)ds

1 2 1 2 1

1
. o n+4
= (x —a) {n+4

(x — a)"™

(n+4)(n+1)

n+3_n+2+n+1 T (n+3)(n+2)(n+1) * (n+2)(n+1)

(3.15.32)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde (3.15.30) kullanilarak
b b (b _ S)n+3 (b S)n-‘,—Q (b 8)n+1
(b — —x)ds = —t 4+ 2(s — —z)? d
/xw( 5,8 — )ds /x n+3 +2(s — =) n -+ 2 + (s ) n+1 5
ve v = z_;; alinarak
b A 1 Un+3 n+2 ) ,Un+1
W(b—s,5s—x)ds = (b—x)"" 2(1 — ] — d
/z¢( s,s —x)ds = (b— ) /0 n—|—3+( U)n+2+( U)n+1 v
B (b _ l,)n+4
C (n+4)n+1)
(3.15.33)

yazilabilir. Burada (3.15.31) ve (3.15.32) kullanilmigtir. (3.15.32) ve (3.15.33) birlestirilerek
(3.15.26) deki birinci esitsizlik elde edilir. (3.15.26) deki ikinci esitsizlik igin Holder inte-

gral esitsizligini kullanirsak

1 b
= [ Kalwy sy

< Wﬂﬂ (/ab | K (x, S)Pds) ‘1 (3.15.34)

yazilabilir. Boylece (3.15.15) ve (3.15.30) den

b T b
/]Kn(x,s)]quZ/ wq(s—a,z—s)ds+/ PI(b—s,s —x)ds

—C |:<.I . a)(n+3)q+1 + (b . x)(n+3)q+1i|
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oldugu goriiliir. Burada C' (3.15.27) de tammlandigi gibi olup (3.15.31) ve (3.15.32)
esitlikleri kullanilmigtir. (3.15.34) de bu esitlik yerine yazilirsa (3.15.26) deki ikinci esitsizligin
saglandigy goriiliir. Son olarak (3.15.26) deki ti¢iincti esitsizligi saglayalim. (3.15.28) den

1

n!

b
/ K, (z,8) f" ) (s)ds

z b
g%{ / Yuls — a,z — )| FO D (5)]ds + / @bn(b—878—:r)|f("+”(8)|d8} (3.15.35)

- b
< %{wn(x—a,O)/ \f(”+1)(8)\ds+wn(b—x,0)/ |f(n+1)<3)|d5}

yazilabilir. Burada (3.15.30) den

un+3

n—+3

%(U, 0) =

olacaktir. Boylece (3.15.35) ve (3.15.36) den

(3.15.36)

1 b
[ Kl 95 0 s
n!J,

<L { (z= )" (b= )" }|\f<"+1><.>||1

n! n+3 n—+3
1 n+3(| p(n+l)
Im[max{x—%b—x}] 1" (Ol
elde edilir. X,Y € R igin
X+Y X-Y
max{X,Y} = ; + | 5

gergegi kullamilarak (3.15.28) den (3.15.26) deki tiglincii esitsizlik elde edilir. Boylece

teorem tamamen ispatlanmig olur.
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3.16 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu Sinirli Rasgele Degiskenler
I¢cin Bazi1 Esitsizlikler

Bir galigmalarinda Barnett ve Dragomir [12], Matic, Pecaric ve Ujevic [8] tarafindan
verilen pre-Griiss egitsizligini kullanarak olasilik yogunluk fonksiyonu sinirli olan rasgele
degiskenler igin baz egtsizlikler ortaya koymuslardir. Daha kestirme olarak asagidaki

sonug verilebilir.

Teorem 3.16.1 X f : [a,b] — R olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken
olsun. F(z) := fab f(t)dt X’ in dagilim fonksiyonu F(X) de beklenen degeri olsun. [a, b]
de 0 < v < f(t) < ¢ olacak gekilde iki 7 ve ¢ sabitinin bulundugunu varsayalim. Bu
taktirde her x € [a,b] igin

b—a
2

< ﬁ@o — )b a)? (3.16.1)

dir. Ozel olarak eger (3.16.1) de # = a ve 2 = b almirsa

E(X)+ (b—a)F(z) —x —

< ﬁw )b - a)? (3.16.2)

a+b
2

E(X)

elde edilir. Agagidaki sonug ispatlanmigtir.

Teorem 3.16.2 X, f, v, pveF yukaridaki gibi olsun. Bu takdirde her z € [a, ] i¢in

B+ R0 - 2 _%w—w[i(b—@%(m—“;b)
(3.16.3)
1 2
< (-0
dir.

Burada amacimiz yukaridaki teoremlerde verilenlere benzer bazi esitsizlikler vermektir.

Bizim yaklagimimiz X.L.Cheng ve J.Sun [21] tarafindan elde edilen sonuca dayanmaktadir.

Teorem 3.16.3 h,g : [a,b] — R her z € [a,b] ve baz reel sabitler i¢in v < g(z) < ¢

olacak gekilde iki integrallenebilir fonksiyon olsunlar. Bu takdirde
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(3.16.4)
1 b
b—a a

h(x) h(y)dy

gg(/j

esitsizligi gerceklenir. Agagidaki teorem bizim ilk sonucumuzdur.

dw) (=)

Teorem 3.16.4 X f : [a,b] — R olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele degisken
olsun. F(z) = [T f(t)dt ile X’ in dagihm fonksiyonunu E(X) ile de beklenen degerini
gosterelim. Ayrica [a,b] de 0 < v < f(t) < ¢ olacak sekilde iki v, ¢ sabiti mevcut olsun.
Bu takdirde her z € [a, ] igin

b— 1
B(X)+ (b= a)F(a) v — — L S =0 -a (3.16.5)
esitsizligi saglanir. Ozellikle z = a ve x = b secilirse
a+b 1
E(X) - ——| < zle=nb-0) (3.16.6)

clde edilir.  Ayrica (3.16.5) deki (Dolayisiyla (3.16.6) daki) 1 sabiti en iyi miimkiin

degerdir.

3.16.1 X, f,v, ¢ yukaridaki gibi olsun. p(z,t), [a,blz[a,b] de

t—a te€la,x]
plx,t) =
t—b telx,b

ile tanimh ¢ekirdek olsun. Kismi integrasyon uygulanarak asagidaki esitsizlik kolayca

turetilebilir.

(b—a)F(z) + E(X) —b— / ol ) F(t)dt (3.16.7)

(3.16.4) esitsizligini f ve g(t) := p(z,t) ye uygulayarak
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|/abf(t)p(a:,t)dt— bia/abp(x,t)dt. /abf(t)dt

(3.16.8)
dt) (=)

1 b
b—a/ p(z, s)ds

elde edilir. Ote yandan

b 1 b a+b
/a f(t)dt—]_ m/a' p(l‘,t)dt—l'— 9

oldugunu belirtelim. Geriye fab Ip(z,t) —

b—
Bunun icin iki durum tartisacagiz = € [a, %2

- ab p(z, s)ds|dt integralini hesaplamak kalir.
2
olacaktir. Ote yandan

] olsun. t,(x) = 2 — ¢

2

ve vy < to(z) < b

[ 0= 5 [ ote.as

yazilabilir. Buradan

T b

2

(b—a)3

* 1 a+b
I, = — = Z _
1 /a [t t1($)]dt 3 5 [l’ 5

ve

L= /t2(m)[t2(x) —t]dt+/b = ty(a)]dt = L= ] [x— ath

olacaktir. Bu durumda

/b
elde edilir. z € [“£,b] durumunda t;(z) = = — %2

50 Ve ty =+ b_T“ alalim. Bu durumda
to(z) > b ve 0 < ti(x) < z olacaktir. Buradan

1 b

p(z,t) — P p(z, s)ds

(b—a)’
dt = (3.16.9)

/

p([L‘,t) -

1 b
. a/ p(z, s)ds

T b
dt:/ |t—t1(x)|dt—|—/ [ta(x) — t]dt = Jy + Jo
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yazilabilir. Burada

2

J2:/ [@(@-t]dt:@—%[w—“;b

ve

f@) b 1 b b— a)?
J1:/ [tl(a:)—t]dtJr/ [t — ty(2))dt = = | & — & (b—a)
a t1() 2 2 8
elde edilir. Bu durumda
b 1 b <b _all a)?
/a p(z,t) — b—al p(z, s)ds|dt = 1 (3.16.10)
bulunur. Bu nedenle her = € [a, b] i¢in
b 1 b bh— 2
/ (@, 1) — b—/ o, s)ds|dt = < 4“) (3.16.11)
a —aJg

elde edilir. (3.16.7), (3.16.8) ve (3.16.11) den (3.16.5) deki esitsizlik tiiretilebilir. (3.16.5)
deki % sabitinin en kii¢iikliigiinii ispatlamak i¢in (3.16.5)” nin bir ¢ > 0 sabiti ile saglandigin
yani sonlu bir [a, b] araligi her x € [a,b] ve [a,b] de deger alip [a,b] de 0 < v < f(t) < ¢

olacak sekilde bir f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip her X rasgele degiskeni i¢in

b—a

EX)+(b—a)F(z)—ax— < C(p—7)(b—a)? (3.16.12)

oldupunu varsayalim. [a,b] = [0, 1] alahm ve X, rasgele degigskenini [0, 1] de deger alan

1 1

5 t€l0,3]
folz) =

— te [1 1]

2 2’

ile taniml olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olarak alalom. Bu takdirde ¢ = % ve
v = 3 dir. E(Xp) = 2 oldugu kolayca goriiliir. Sonug olarak (3.16.12)" e gore her

x € |a,b] igin
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1—|—F(ac)—x

<
3 <C

elde edilir. z = 0 i¢in % < C dir. Bu nedenle % sabiti (3.16.5) de en kiigiiktiir. Aym
ornek % sabitinin (3.16.6) daki en iyi ihtimal oldugunu gosterecektir. Béylece sonucumuz

ispatlanmig olur.

Sonug 3.16.1 X, f,v,¢ ve F yukaridaki gibi olsun. Bu takdirde her x € [a, b] igin

< 2o =b- o (3.16.13)

E(X)Jr(b—a)PT(Xg “;b> iy

dir. Ayrica (3.16.13) deki & sabiti en iyi ihtimaldir. (3.16.13) ifadesi (3.16.5) den z = %

2

Y

secilerek elde edilir. Teorem[4] {in ispatinda kullanilan 6rnek g sabitininin (3.16.13) de

en kiiciikligiini gostermek icin kullanilabilir. Ikinei sonucumuz agsagidaki teoremdir.

Teorem 3.16.5 X, f,v, ¢ ve F yukaridaki gibi olsun. Bu takdirde her x € [a, b] igin

< Slp=)b—a)’

(3.16.14)

esitsizligi saglamr. Ayrica (3.16.14) iin ikinci ifadesindeki (¢ — ) nin ¢arpam olan

sabiti en iyi ihtimaldir.

3.16.2 z € [a,b] olsun. (3.16.7) 6zdesliginden

b b
(b—a)F(z)+ E(X)—-b= / (t—a)f(t)dt + / (t—"0)f(t)dt
oldugunu biliyoruz. f ve g(t) = t—a alarak [a, z] araliginda (3.16.4) esitsizligini uygularsak

/: f(t)[t—a]dt—m—ia /:[t—a]dt. /ax F(t)dt

elde edilir. Ote yandan

[ s-ajas dt) (o—)
(3.16.15)

/:f(t)dt: Flz) — /ax(t—a)dt: e



dir. #;(z) = &% alinrsa

oldugu gortliir. Boylece

1(30 )z — a)? (3.16.16)

(z)] <

oo

elde edilir. f ve g(t) =t — b alarak [z, h| araliginda (3.16.4) esitsizligini uygularsak

1 b
t— b—— (s—b)ds dt | (v—7)

tbdt——/t bdt/f t)dt

<s(/

r—
(3.16.17)
elde edilir. Ote yandan
g 1 . x—b
tydt=1-—F t—0b)dt =
[ (@) = [ (t=tar =5
olacaktir. t5(z) = ZE alinarak
b 1 b T b— 2
/w f—a— b_x/x (s — b)ds dt:/a it — to()[dt = & : )
oldugu goriiliir. Boylece her z € [a, b] i¢in
b b—ux 1 9
f@)[t—0] 5 L= F@)]| < 2lo=)0-2) (3.16.18)
elde edilir. (3.16.16) ve (3.16.18) toplayarak ve tliggen esitsizligini kullanarak

b—a b—=x

F@)+ 77| < Slo =l — o)+ (b — )7

(3.16.19)

/x(t —a)f(t)dt +/ (t —b)f(t)dt —

oldugu goriiliir. Bununla beraber
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1 2 oy 1 2 a+b i
5[(90—@) —|—(b—x)]=1(b—a) +<x— 5 )

dir.(3.16.7), (3.16.19) ve yukaridaki esitlikten (3.16.14)’ in birinci esitsizligi elde edilmisg

olur. Simdi Teorem[4]lin ispatinda ortaya konulan 6rnegi kullanarak (3.16.14)" iin ik-

inci terimindeki (¢ — )" nin katsayis1 olan }l sabitinin en iyi ihtimal oldugu kolayca

gosterilebilir.  (3.16.14) deki ikinci esitsizlik ise agiktir. Boylece sonucumuz tamamen

ispatlanmig olur.

Remark 3.16.1 Eger (3.16.14) de z = a veya x = b segilirse bu takdirde

_a—l—b
2

. (=) (b—a)2) (3.16.20)

E(X) <2

elde edilir. Boylece (3.16.6)’ 1 yeniden elde ederiz.

Remark 3.16.2 Eger (3.16.14) de z = “:2 almirsa bu taktirde

2

E(X)er;aP,,(Xg a+b> _a+3b

elde edilir ki bu (3.16.14) den elde edilebilen en iyi esitsizliktir.

X yukandaki gibi bir rasgele degisken olsun. po = <2 ve A, = fab [t — polf(t)dt

taimlayalim. [1] nolu ¢cahsmada

b—a
AMO_T

1
< -

esitsizligi gosterilmistir. Bu kisimda Cheng-Sun esitsizligini kullanarak bu esitsizligin bir

(=) —a) (3.16.22)

geligimini verecegiz.

Teorem 3.16.6 X, f,~,p ve F yukaridaki sekilde verilmis olsun. Bu takdirde

1
16

(=) —a) (3.16.23)

esitsizligi gergeklenir.
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3.16.3 Basit bir hesaplamayla

1 b b—a
— | |t = poldt =
b_@/ﬂ| poldt = °

oldugu gosterilebilir. Cheng-Sun esgitligini kullanarak

1 b b—a
S

b—a 1t — o] —
Ho 1

AMO_T

dt

elde edilir. Bununla beraber

b atb b
/ dt:/ dt+/
a a B
2
3a+b atb
:/ 1 <3a+b_t>dt+ ; (t_3a+b>dt
a § gt 1
a-t—le b
+/ a+3b_t dt+/ t_a—I—Bb 5
atb 4 at3b 4

4

— b b
a 3a + ¢ 75_a+3 gt

b
|t—/~bo| -

=K1+ Ky + K3+ K,4
yazilabilir. Basit bir hesaplamalarla K; = Ky = K3 = K, = 3—12(6—a)2 oldugu gosterilebilir.

Bu egitliklerden istenilen esitsizlik elde edilmig olur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu caligmada Korkine 6zdesligi, Holder integral esitsizligi ve Griiss esitsizligi kul-
lanilarak olasilik yogunluk fonksiyonu reel sayilarin bir kapali araliginda tanmimlh olan
siirekli rasgele degigkenlerin momentleri i¢in bazi esitsizlikler verilmistir. Bununla ilgili
olarak boyle bir rasgele degiskenin yiiksek mertebeden momentleri i¢in bazi tahminler ve
esitsizlikler ispatlanmigtir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun mutlak siirekli olmasi ve n
-yinci mertebeden tiirevlenebilir olmasi durumlari i¢in beklenen deger, varyans, standart
sapma ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu ile ilgili baz1 iist sinirlar belirlenmigtir. Ayrica
N. S. Barnett ve S. S. Dragomir tarafindan verilen baz esitsizlikler olasilik yogunluk

fonksiyonu sinirli olan rasgele degiskenler i¢in uyarlanmigtar.

Bu calismada elde edilen sonuclara ilaveten agagidaki ¢aligmalarda yapilabilir.

1. Literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinen esitsizlik kullanilarak sonlu bir aralikta
tamimli bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin beklenen deger

ve varyansi i¢in benzer egitsizlikler belirlenebilir.

2. Olasilik yogunluk fonksiyonu sonlu bir aralikta taniml siirekli rasgele degigkenlerin

kiimilatif dagilim fonksiyonlar: i¢cin Ostrowski tipi esitsizlikler verilebilir.

3. Pre-Griiss tipi egitsizlikler kullanilarak olasilik yogunluk fonksiyonlar: sinirli olan ras-

gele degigkenlerin beklenen deger ve varyansi icin esitsizlikler verilebilir.

4. Olasilik yogunluk fonksiyonlar1 L,[a, b] veya L [a, b] smifindan olan rasgele degiskenlerin
kiimiilatif dagilim fonksiyonlari, beklenen deger ve varyansi i¢cin Ostrowski tipi esitsizlikler

turetilebilir.

5. Olasilik yogunluk fonksiyonlar1 bir [a, b] araliginda sinirh olan siirekli rasgele degigkenlerin

kiimiilatif dagilim fonksiyonlar: i¢cin Hermite-Hadarmard tipi esitsizlikler verilebilir.
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