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OZET

POZITIF AKIMLI NEGATIF SICRAMALI YARI-MARKOV RASGELE
YURUYUS SURECININ BAZI KARAKTERIZASYONLARI

Ali KARA

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitust
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yuksek Lisans Tezi, 79s.

Danisman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu calisma (i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde detayli bir literatiir arastirmasi yapilip bazi temel kavramlar verilmistir.
Uciincti bélimde, pozitif akimli negatif sigramali yari-Markov rastgele yiiriiyiis
stireci X(t) matematiksel olarak kurulmustur. Bu siirecin 6nemli sinir fonksiyoneli
olan surecin ilk kez sifir seviyesine diisme aninin Laplace doniisiimii, beklenen deger
ve varyansi i¢in agik formiller verilmistir. Ayrica siirecin ilk kez bir a(a > 0)
seviyesine ulagma aninin Laplace doniisiimii elde edilerek, beklenen deger ve
varyanst i¢in formiiller verilmistir. Daha sonra pozitif akimli negatif sigramali yari-
Markov rastgele yiiriiylis siirecinin ergodik dagiliminin Laplace doniisiimii, beklenen
deger ve varyansi elde edilmistir. Son olarak pozitif akimli negatif sigramali ve sifir
seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis stireci kurularak bu siirecin
bir (a, b) araliginda kalma siiresinin dagilimi incelenmistir.

Anahtar Sozcukler: Stokastik slre¢, Rastgele yiiriiylis siireci, Yari-Markov rastgele
yiirliyiis stireci, Pozitf akimli negatif sigramali yari-Markov
rastgele yliriiylis siireci, Tutan bariyer, Laplace doniistimii.



ABSTRACT

SOME CHARACTERISTICS OF SEMI-MARKOVIAN RANDOM WALK
PROCESS WITH POSITIVE TENDENCY AND NEGATIVE JUMPS

Ali KARA

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 79p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of three chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. A detailed research on the subject has done and some basic concepts
has given in the second chapter. In third chapter, it is constructed mathematically a
semi-Markovian random walk process X(t) with positive tendency and negative
jumps and positive jumps. The first falling moment of the process into the zero
level, which is an important boundary functional of it, is constructed and explicit
formulae are given for the Laplace transformation, expected value and variance of
this moment. Also, by obtaining the Laplace transformation of the ergodic
distributon of the first reaching moment of the process to any a(a > 0) —level, the
expected value and variance of it are calculated. Finally, it is constructed a semi-
Markovian random walk process with positive tendency and negative jumps which
has delaying barrier at zero level and the distribution of duration of lying in an
interval (a, b) of this process is considered.

Key Words: Stochastic process, Semi-Markovian random walk process, Random
walk processes with positive drift and negative jumps, Delaying barrier,
Laplace transformation, Erlang distribution, Exponential distribution.
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1. GIRIS

Bilim diinyasinda teoriler, bu diinyaya 0zgli aksiyomlar {izerine insa olunurlar.
Teorik sonuglar, bu aksiyomlardan didaktif mantik yoluyla siiziiliip ¢ikartilirlar.
Bilim diinyasinin teorileri ve iiriinleri, ger¢ek diinyanin gergekleri ile uyum igerisinde
olmalarini saglayacak sekilde bigimlendirilmis olmalarina ragmen gercegin kendisi

degildirler; birgok varsayimin 1s181nda ortaya ¢ikmis varliklardir. Ornegin, yerden d

kadar yuksekte bulunan bir cismin t = \/m saniye icerisinde yere diisecegini
ifade eden yasa, ancak ve ancak s6z konusu cismin, havasi bosaltilmig bir tiip
igerisinde diisme hareketini gerceklestirmesi durumunda gecerlidir. Bu tip olaylara
ve yasalara deterministik olaylar ve yasalar diyoruz. Ayni kosullar altinda

tekrarlandiklarinda ayni sonuglar1 verdiklerini, vereceklerini biliyoruz.

Oysa bazi olaylar i¢in bu tiir bir determinizm s6z konusu olmayabilir. Diizgiin bir
zar1 ayni kosullar altinda atmamiz halinde, gelen yiizlerin hep ayni olmadigini
goriiriiz. Ayn1 durum, iyi karistirilmis bir deste kart igerisinden rastgele cekilen bir
kart icin de gegerlidir. Karar vermekte acele etmek, bu tiir olaylarin matematiksel
modellerini kurmanin miimkiin olamayacagi sanisina kapilmak dogru olmaz. Diizgiin
bir zar1 bir kez degil de s6z gelimi 600 kez atarsak hemen hemen her iki yiiziin esit
sayilabilecek sayida geldigini goriiriiz. Bu atislarin sayisim1 daha da ylikseltirsek
savimizin yasa mertebesine yiikseldigine sahit oluruz ve bu tiir rastgele olaylarin da
gerisinde yatan istatistiki bir diizenliligin mevcut oldugunu kabul etmeye mecbur
kaliriz. Bir deney aym sartlar altinda birgok kez tekrar edildiginde sonuglar belli bir
kurala bagli olmaksizin her seferinde degisebiliyorsa, bu deneyin belirli bir sonucuna
bagimli olarak gergeklesen (ya da gerceklesmeyen) bir olaya rastgele olay
denmektedir. Rastgele olaylara etki eden nedenlerin ¢oklugu ve karmasiklig
bunlarin incelenmesi i¢in 6zel metotlar1 gerekli kilmistir. Uygulamada deneyler
gostermistir ki, bir rastgele olayin gergeklesmesi ya da ger¢eklesmemesi pek cok
sayida gozlemlendiginde, az ¢ok bir kararlilik gostermektedir. Yani tek basina bir
rastgele olayin karmasikligina karsilik, bunlarin climlesi i¢in gecerli basit bir kanun

elde edilebilmektedir.



On vyedinci yiizyillda dogan olasilik teorisi, rastgele olaylarin ve rastlanti
degiskenlerinin ¢izdigi g¢erceveyi kendisine konu edinmistir. Bu nedenle olasilik
teorisi, rastgele olaylara egemen olan kanunlar1 matematiksel metotlarla inceleyen
bir bilimdir. Sans degismelerine bagli hemen hemen biitiin gézlemleri, bu sans
degismelerinin dogal 6zelligini incelemek olasilik kuramidir. Sans kavramlar1 ve
onunla birlikte “Sans” tarih Oncesine kadar gider, ancak bunlarin matematiksel
incelenmesi 300 yil eskiye dayanir. Olasilik hesab1 baslangigta sans oyunlar1 ya da
kumar oyunlariyla canlandirildi. Bir ¢ift zar1 24 kez atip en az bir kez diises getirme
olasiligiin, 4 zar1 bir kez atip en az bir ses getirmenin olasiligina esit olacagini
diistinen Chevalier de Mere adli kumarbaz, kumar masalarinda harcadigi émriinden
edindigi deneyiminin bu diisiincesini dogrulamadigini goriir ve derdine deva olur
umuduyla donemin {inlii matematikg¢ilerinden Blaise Pascal’a basvurur. Pascal
(1623-1662) ve Pierre de Fermat’in (1601-1665) ortak ¢alismalari, bir yandan da
Mere’nin derdine deva olurken 6te yandan da olasilik teorisinin dogmasina neden

olmustur.

On yedinci asrin geri kalan kisminda, de Mere tarafindan giindeme getirilen benzer
nitelikteki problemler ve benzerleri tartisilmis ancak ne genel bir ¢erceve ne de teorik

bir taban olusturulamamastir.

On sekizinci asrin hemen baglarinda Jacob Bernoulli (1654-1705) ve Abraham de
Moivre’in (1667-1754) ¢alismalart olasilik hesabi teorisinin baglamasini saglamistir.
Bernoulli, 6liimiinden sonra 1713 yilinda yayimnlanan Ars Conectandi (The Art of
Conjecture) adli kitabinda, onemli diger ¢alismalarinin yani sira, adiyla anilan ve
olasiligi, belirli baz1 elemanter problemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir ara¢ olma
seviyesinden bilimsel bir disiplin olma seviyesine yikselten teoremi, bilim
diinyasinin hizmetine sunmustur. Olasilik teorisinin temel kanunlarindan biri olan
“Biiyiik Sayilar Kanunu” nu ilk defa J.Bernoulli ispat etmistir ve ilk kez bir olayin
olasiligini, bu olayin frekansinin limiti olarak tanimlamistir. De Moivre (1667-1754),
1718 yilinda The Doctrine of Chances adli kitabin1 yayinlayarak olasilik teorisine
carpim kuralini hediye etmis ve normal olasilik yogunluk fonksiyonunun olusumuna

ilk katkiyr yapmistir.



Laplace (1749-1827), Gauss (1777-1855), Markov (1856-1922), Tchebychev (1821-
1891) olasilik teorisinin gelisimine hiz kazandirmiglardir. Olasilik teorisinin temel
taglarindan biri olan “Merkezi limit teoremi” (Moivre-Laplace teoremi) ilk kez
Laplace tarafindan ispat edilmis ve bir¢cok dikkate deger uygulamalar1 yapilmistir.
Quetelet ve arkadaslari, Maxwell, Boltzman ve Gibbs c¢alismalarinda olasilik
teorisinden sans oyunlarinda, fizik ve astronomi sahalarinda, sigortacilikta, 6zellikle
de oOliim istatistiklerinin olusturulmasinda, istatistiksel mekanikte bol miktarda

yararlanmiglardir.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglanmistir. Sonra bu kavram bir
sire unutulmus olmasina ragmen unlii olasilikgt V. Bortkiyevi¢’in (1868-1913)

biiyiik katkisiyla yirminci yiizyilin baslarinda yeniden kullanilmaya baslanmstir.

Stokastik siire¢ kavrami ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin gibi
tinlii olasilikgilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde
edilmeye baglanmistir. A. N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siire¢ olarak
adlandirilan stokastik siireclerin esaslarini ortaya koyarken A. Y. Hingin
caligmalarinda stasyoner siire¢ler olarak adlandirdigi stokastik stiregler iizerinde
caligmalar yapmustir. Cagimizda stokastik siireclere iliskin problemlere biiyiik ilgi
gosterilmektedir. Bu alanda emegi gegen baslica bilim adamlar1 arasinda N. Wiener,
W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J. Neumann ve H. Cramer gibi olasilik¢ilarin isimlerini

sayabiliriz.

Ozellikle hizla gelismekte olan teknoloji ve ekonomiye paralel olarak stoklarin
kontrol edilmesi ile ilgili birgok 6nemli problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bunun i¢in
ise ele aliman problemi tam olarak ihtiva eden stokastik siireg¢lerin matematiksel
kuruluslarinin verilmesi oldukca &nemlidir. Ornegin bir isletmeci, isletmesinden
maksimum miktarda yararlanabilmek igin bazi 6nlemler almalidir. Ciinkdi, trettigi
malin maliyeti, korunmasi, pazarlanmasi, dayanikliligi, stoklanmasi v.s., isletmenin
hayatin1 etkileyecektir. Biitlin bunlarin belirlenmesinde olasilik teorisinden ve

Ozellikle de stokastik stirecler teorisinden faydalanilmaktadir.

Stok kontrol teorisi, kuyruk teorisi ve giivenilirlik teorisindeki problemlerin ¢ogu,

bariyerli veya bariyersiz rastgele yliriiyiis siirecleri yardimiyla ifade edilebilir 6yle ki



bu bariyerler ele alinan probleme bagli olarak degisik tiplerden olabilir (yansitan,
tutan, yutan v.s.,). Ozellikle kuyruk teorisi ve sans oyunlarinda yutan bariyerli
rastgele yiiriiyiis siirecleri kullanilir. Ornegin, baslangic sermayesi a, a > 0, birim
olan bir kumarbazin baslangi¢ sermayesi b, b > 0, birim olan bir kumarbaza karsi
oyun oynadigini varsayalim ve kumarbaz her bir oyunun sonunda bir birim kazansin
veya kaybetsin. Ayrica kumarbazin sermayesi sifira diisiinceye kadar veya "a + b"
ye ulasincaya kadar oyuna devam ettigini varsayalim. Bu durumda kumarbazin
sermayesini "0" ve "a + b" de yutan bariyerlere sahip basit rastgele yiiriiyiis stireci
olarak adlandirilan bir stokastik siirecle karakterize etmek miimkiindiir. Eger
kumarbazin sermayesi belirli bir adim sonrasinda sifir oluyorsa bu durumda

kumarbaz iflas etmis ve karsi kumarbaz onun biitiin sermayesini kazanmis olacaktir.

Stok kontrol teorisindeki bir¢ok problemin ¢éziimlenmesinde basit rastgele yiiriiyiis
stirecleri yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle bilim insanlar1 ¢caligmalarini basit rastgele
yiirliylis siirecleri yerine genel durum uzaylarina sahip rastgele yiirliylis siirecleri
veya bariyerli rastgele yiiriiyiis siirecleri lizerinde yogunlastirmislardir. Basit rastgele
yiirliylis siirecleri genel rastgele yliriiyiis siireclerinin degisik 6zel durumlaridir. Bu
nedenledir ki stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik konularinda ortaya ¢ikan genel
durum uzayina sahip 6zel bir stokastik siirecin ele alinmasi ve bu stirecin detaylariyla

incelenmesi olduk¢a 6nemli olacaktir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Literatiir Arastirmasi

Bu calismada, stokastik siire¢lerin dnemli bir kismini olusturan bir veya iki bariyerli
rastgele ylriiyiis siireglerinin 6zel durumlart ele alinmistir. Bu nedenle once yari-
Markov rastgele yiiriiyiis siireclerinin son yillardaki gelisimini kisaca verelim. Yari-
Markov rastgele yliriiyiis siiregleri yari-Markov siireglerinin 6zel bir halidir. Yari-
Markov siire¢ kavramu ise ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen ayni
zamanlarda, Levy (1954), Smith (1955) ve Takacs (1954) gibi olasilik¢ilar tarafindan
ortaya atilmistir. Fakat bunlarin hepsinde durum uzay1 sonlu oldugundan ve sigrama
anlar fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin genellestirilmesi gerekliydi. Bu
nedenle Cinlar (1968), Gihman ve Skorohod (1975), Serfoza (1971) ve Ezhov ve
Korolyuk (1967) c¢alismalarinda genel durum uzayma sahip yari-Markov sureci
tanimlar1 vermislerdir. Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu tanimi kisaca
verelim:

(Q,3,P,), x € X, olasilik uzaylar1 ailesi verilmis olsun ve bir (Q,o,P,) olasilik
uzayinda tamimlanmis bir {X,;:n = 0} Markov zincirinin verilmis oldugunu kabul
edelim. Bu zincirin P.{X,(w) = x} = 1 olmak iizere durum uzay1 (X,B) ve gegis
olasithgr ise II(x, B) olsun. n;(w),n,(w),nz(w), ... bagimsiz ve aym tir dagilima
sahip rastgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y € X igin F,(t) nin negatif olmayan
herhangi bir rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu oldugunu varsayalim. ¢, , (t)
ise  F,,(t) fonksiyonu ¢., (&) nin [0,1] araliginda dagilim fonksiyonu olacak
sekilde negatif olmayan bir fonksiyon olsun, burada ¢ rastgele degiskeni [0,1]
araliginda diizgiin dagilima sahip bir rastgele degiskendir. Bu takdirde

Tk = q)xk_l,xk (nk)

olmak Uzere



k-1 K 0
X(t) = Xp_1(w), eger Z T, <t< Eri ise, <z = )

ifadesiyle tanimlanan siirece bir yari-Markov slre¢ adi verilir. Bu siirecin bir

goriintisti Sekil 2.1° de goriildiigii gibidir.

1 —»---
—» Nk-1
o .
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Sekil 2.1. Yari-Markov slire¢

Nasirova ise 1970 yilinda Gihman ve Skorohod’un vermis oldugu yari-Markov siireg
taniminin  6zel bir durumu olan yari-Markov rastgele yiirliylis siireci taniminm

vermistir. Simdi bu tanimi verelim:

{(¢,m):i=12,..} aym olasilik uzay1 lzerinde tamimli bagimsiz ve aym tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup ¢; rastgele degiskenleri pozitif
degerli, yani P{§; > 0} =1, i = 1,2, ... olsun. Bu takdirde

n+1

n n
X() = ZTH eger T, = Zfi st< Zfi = Tnyq ise,
i=1 i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik surecine bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci

denir. Bu siirecin goriinilislerinden biri Sekil 2.2” de verildigi gibidir:



Nasirova bu sekilde insa ettigi yari-Markov rastgele yiirliyiis siirecinin dagilimin,
stirecin supremumunun dagilimini, siirecin verilen bir seviyeye ilk kez ulagma ani ile
sigramasinin  birlesik dagilimini, slirecin supremumu ile infimumun birlesik

dagilimini ve siire¢ i¢in limit teoremlerini ¢aligmistir.
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Sekil 2.2. Yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci

Yari-Markov stregleri ile ilgili bircok 6nemli problemi Borovkov (1965,1976),
Korolyuk ve Turbin (1976), Cmlar (1968, 1975a,1975b), Takacs (1954,1977),
Korolyuk ve Pirliev (1984), Tomko (1989), Smith (1955,1958), Spitzer (1956,1964),
Feller (1964,1971), Anisimov (1970,1973), Gnedenko ve Kovalenko (1968),
Shurenkov (1984,1989) v.s., calismalarinda detaylariyla incelemislerdir.

Stokastik siire¢lerin esas sinir fonksiyonlarinin incelenmesi de olduk¢a 6nemlidir. Bu
konuda ilk calismay1 Spitzer (1956) yapmistir. Onun ¢alismalarini Rogozin (1964)
ve Gusak ve Korolyuk (1968,1969) toplam dizisi i¢in genellestirmistir. Daha sonra
Rogozin (1964) aynmi c¢alismalar1 artimlar1 bagimsiz olan siiregler icin de
genellestirmistir. Gusak (1969), sigrama an1 ve degerinin birlesik dagilimi i¢in genel
sonuglar elde etmistir. Ayrica Gusak ve Korolyuk (1968), siirecin degerinin ve
supremumunun ortak dagilimini vermistir. Skorohod (1967), sigramalarinin isareti

ayni olan siireclerin karakteristikleri ile, verilen bir seviyeye ilk kez ulagmasi ani



arasindaki iliskileri ortaya koymustur. Borovkov (1965) ,sicramalarinin isareti ayni
ve artimlar1 bagimsiz olan siireglerin belirli bir seviyeye ilk kez ulasma aninin
dagilimi ile, slirecin degerinin dagilimi arasindaki iligkileri vermistir. Levy (1954) ise

boyle bir silirecin degerinin infimumu ile supremumunun ortak dagilimini vermistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan yar1-Markov surecleri igin ergodik teoremler ve
stireglerin ergodik dagilimlart da oldukc¢a Onemlidir. Yari-Markov simifina ait olan
yenileme siirecleri i¢cin esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith tarafindan
ispatlanmigtir. Ayrica Ezhov ve Shurenkov (1977) tarafindan da yari-Markov
stiregler i¢in ergodik teoremler ispatlanmistir. Shurenkov (1989), yari-Markov

stireglerin ergodik dagiliminin varligi icin gerek ve yeter sart elde etmistir.

Yari-Markov surecler icin en genel durumda limit teoremleri Anisimov (1973),
Sil’vestrov (1975), Dzhafarov, Nasirova ve Skorohod (1976), Korolyuk ve
Svishchuk (1989) tarafindan verilmistir. Rastgele yiiriiyiis siiregleri i¢in limit
teoremleri ise Skorohod ve Slobodenyuk (1970), Nasirova (1978) ve Harlamov

(1977) tarafindan verilmistir.

Yari-Markov rastgele yiirliylis siiregleriyle ilgili, fakat daha karmasik olan
siireclerden biri de yari-Markov toplam rastgele yliriiyiis siireci olarak adlandirilan
bir stokastik slrectir. Bu slreclere ornek olarak Nasirova’nin ele aldigi siireg

gosterilebilir (1978). Bu siireci kisaca asagidaki gibi 6zetleyebiliriz.

(Q,3,P) bir olasilik uzayr olmak iizere {(&,nf,& ,n;7):i=1.2,..}, bu uzay
tizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilmis rastgele degiskenler dortlileri dizisi
verilmis olsun. &, n;}, & rastgele degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele

degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim. Bu takdirde

n+1

n
n
X+(t)=2nl-+, eger T"+:Z f;’St<Z€;’=T,f+1, n > 1ise
: i=1 :
=1 =1

ve

n+1

n
n
X‘(t)zan-_, eger T"_:Z f{St<Zfi—=Tn_+1, n=1ise
. i=1 .
=1 =1



olmak tizere (burada Ty = Ty = 0 dir)
X)) =Xt)+X (v

ile tammlanan X(t) stokastik siireci yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci
olarak adlandirilir. Bu siire¢ i¢in Onemli olan biitiin olasilik karakteristikleri

incelenmistir. Bu siirecin goriintislerinden biri Sekil 2.3’ de verildigi gibidir.

A
X(t) ! ';
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Sekil 2.3. Yari-Markov toplam rastgele yiirliyiis siireci

Yari-Markov siireclerinin incelenmesinden sonra, uygulamada ortaya ¢ikan bazi
problemlerin incelenmesi ve ¢dziimlenmesi igin yari-Markov siirecinin kendisi degil
onun degisik tipleri, yani bariyerli tipleri incelenmeye baslandi. Bunlar ise bir
bariyerli veya iki bariyerli olarak siniflandirilabilir. Bu bariyerler ise ortaya ¢ikan

somut problemlere bagli olarak yansitan, tutan, yutan, v.s., olabilir.

Nasirova (1978), sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir bariyerli yari-Markov
rastgele yiriiylis siirecini su sekilde kurmustur: {(&;,7;):i = 1,2,...} aym olasilik
uzay1 tzerinde tanimli bagimsiz ve aymi tlir dagilima sahip rastgele degiskenler
ciftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, yani P{¢; >0} =1, i = 1,2,... olsun. Bu
takdirde

X, =max{0,X,_1 +n,},n=>1;X,=2>0

olmak Uzere



n+1

n
X(t) =X, eger T, = ZEi <t< Efi = Tp4+q1 iSe,
i=1 i=1

ile tammlanan X (t) stokastik sureci sifir seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov

rastgele yiiriiyiis siire¢ olusturacaktir. Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.4” de

verilmigtir.
X(t) A |—>|
—> i
—m; e e
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Sekil 2.4. Sifir seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis siire¢

Nasirova (1978), bu siirecin dagilimini, siirecin esas sinir fonksiyonlariin dagilimini
incelemistir. Nasirova ve Skorohod (1978), bu sire¢ igin ergodik teoremi
ispatlamislar ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonunu elde etmislerdir. Nasirova
(1978) ve Borovkov (1975), bu siire¢ i¢in seriler seklinde limit teoremlerini ifade ve

ispat etmislerdir.

Benzer sekilde f > 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yliriiyiis siireci
de kurulmus ve incelenmistir: {(&;,1;):i = 1,2,...} aym olasilik uzay1 {lizerinde
taniml1 bagimsiz ve ayn tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup ¢;

ler pozitif degerli, yani P{¢; > 0} = 1, i = 1,2, ... olsun. Bu takdirde

Xp=min{B,Xp_ 1+ n=1;Xy=2<p

10



olmak Uzere

n+1

n
X(t) =X, ,eger T, = Zfi <t< z& = Tp41 ise,
i=1 i=1

ile tanimlanan X(t) stokastik sureci B > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir yari-

Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturacaktir. Bu siirecin bir goriiniisii Sekil 2.5 de

verilmistir.
A
X(t) M6 .------ -,
B | T A
'y
— 5 v,
UPY RE i —
y 4 — i
Xo | Jm ! 5775
of T, T, T T 5 T
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! 'I

Sekil 2.5. B > 0 seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci

Nasirova ve Skorohod (1978), bu siire¢ i¢in ergodik teoremini ispatlamislar ve

stirecin ergodik dagilim fonksiyonunu vermislerdir. Ayrica bu tipten stokastik
stiregler Feller (1971), Spitzer (1964), Smith (1958) gibi olasilik¢ilar tarafindan da
calisilmistir.

Ayrica Nasirova (1978) sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov toplam
rastgele yiiriiyiis siirecini sekilde kurmus ve ¢alismstir: (Q, S, P) bir olasilik uzay1
olmak Uzere {(&f,ni, & ,n7):i=12,..} bu uzay iizerinde tamml bagimsiz ve
aym tiir dagilmis rastgele dortliileri dizisi verilmis olsun. &,n; ve & rastgele
degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele degiskeninin ise negatif degerli

oldugunu varsayalim.
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k k
TE= ) g veTi =) g
i=1

i=1

olmak lzere T, ve Ty rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve

bu diizenlemeyi T, ile gosterelim.

nz'ﬁ» T = T
Tl =T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde

Xp = |Xp—1+mpl  k=21,Xg=2>0
olmak tizere

X(t) = X, eger Ty <t < Tyyqise

ile tanimlanan stokastik sire¢ sifir seviyesinde yansitan bariyerli bir yari-Markov

toplam rastgele yiiriiyiis siireci olusturur. Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.6

daki gibidir.

X(t) A
— —
+i - i +i
M2 M N3
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Sekil 2.6. Sifirda yansitan bariyerli yari-Markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci

Nasirova (1978), bu siire¢ i¢in, siirecin yansitan bariyere ilk kez diisme aninin
dagilimini, siirecin verilen bir seviyeye ilk kez ulasma aninin dagilimini, siirecin
sonlu boyutlu dagiliminin Laplace doniisiimiinii ¢alismis ve bu siirecin ergodikligini

incelemistir. Ayrica siire¢ i¢in limit teoremini ifade ve ispat etmistir.

12



Stok kontrol, kuyruk ve guvenilirlik teorilerinin birgok énemli problemi iki bariyerli
rastgele ylirliylis siiregleri yardimiyla verilir 6yle ki bu bariyerler muhtelif tiirlerden
olabilirler. Hem teorik hem de pratik bakimdan onemli olmasindan dolayr iki
bariyerli rastgele yiiriiylis stliregleri hakkinda bir¢ok ilging bilimsel ¢alismalar
yapilmistir. Ancak yapilan bu ¢aligsmalarin ¢ogu sonlu durum uzayina sahip rastgele
yiirliylis siiregleri i¢in sinir-deger problemlerine yogunlagsmistir (Korolyuk ve
Borovskikh, Lotov (1991), Zhang (1992), EI-Shehawey (1992), Weesakul (1961),
Kastenbaum (1966) v.s.).

Sinir-deger problemlerinin incelenmesi 6nemli olmasina ragmen ele alinan siireglerin
kendi karakteristiklerinin incelenmesi de oldukca énemlidir. Bu nedenle iki bariyerli
rastgele yiirliylis siireclerinin kendi karakteristiklerine ait bazi bilimsel ¢alismalar da
mevcuttur (Feller (1971), Spitzer (1964), Borovkov (1975), Lotov (1982),
Afanas’eva ve Bulinskaya (1980, 1981, 1984), Khaniev (1984, 1986, 1988), Zhang
(1992) v.s.). Bunlardan Borovkov (1975), iki bariyerli bir boyutlu rastgele yiiriiyiis
stiregleri i¢in ergodik teoremini ispatlamis ve ergodik dagilim fonksiyonu i¢in bir
formiil ortaya koymustur. Feller (1971) ise bariyerlerinin her ikisi de yansitan olan
veya her ikisi de yutan olan bir boyutlu rastgele yiiriiyiis siireglerini kurmus ve bu

stireclerin bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamigtir.

Literatlirde iki bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis siiregleri hakkinda da bazi
bilimsel ¢aligmalar mevcuttur. Ancak bu ¢alismalarda bariyerlerinin her ikisinin de
tutan veya yutan oldugu durumlar ele alinmigtir. Khaniev (1986,1988), iki tutan
bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis silirecini asagidaki gibi kurmus ve

incelemistir:

{(¢,n):i=12,..} aym olasihik uzayr ilizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, yani,
P{¢, >0} =1, i=1,2,..o0lsun. Bu takdirde

Xn = min{B, max{0,X,_1,n,}},n = 1;X, =z € [0, ]

olmak Uzere
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n+1

n
X(t) =X, ,eger T,, = Zfi <t< z& = T,4, ise,
i=1 i=1

ile tanimlanan X (t) stokastik sureci sifir ve B > 0 seviyelerinde tutan bariyerli bir

yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturacaktir. Bu slirecin goriiniislerinden biri

Sekil 2.7° deki gibidir.

X() , L
g !
p A
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— L,
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Ut U | -
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Xo .:771 Ma i
0 T, T, Ty T4,i g t
o, |
R
Sekil 2.7. Sifir ve B > 0 seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele

yluriyls stire¢

Khaniev (1986b,1988), bu siireg igin, siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk kez
ulagsma anmin dagilimini ve siirecin beklenen deger ve varyans gibi bazi olasilik
karakteristiklerini hesaplamis ve siire¢ icin ergodik teoremini ifade ve ispat etmistir.
Ayrica bu siire¢ i¢in limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu

incelemistir.

Ayrica Nasirova, Yapar ve Khaniev (1996), sifir seviyesinde yansitan ve 8,8 > 0 ,
seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov toplam rastgele yliriiylis siirecini su sekilde
kurmus ve c¢alismuglardir:  (Q,J,P) bir olasithk uzayr olmak {izere
{(&+nf, & ,n7):i =1,2,...} bu uzay lizerinde tamiml bagimsiz ve ayni tiir dagilmis

rastgele degiskenler dortliileri dizisi verilmis olsun. &,n ve & rastgele
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degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rastgele degiskeninin ise negatif degerli

oldugunu varsayalim.

k k
T =) veTy =) & k=11 =Ty =0
i=1 i=1

olmak Uzere T;f ve T rastgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve

bu diizenlemeyi T, ile gosterelim.

n:n?, T = T
Tl =T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde

X =min{B, | X1} k=1,Xo=2>0
olmak tizere

X(t) =X ,eger T, <t < Ty, ise

ile tamimlanan stokastik siire¢ sifir seviyesinde yansitan ve § > 0 seviyesinde tutan
bariyerli bir yari-markov toplam rastgele yiiriiyiis siireci olusturur. Bu siirecin

goriiniislerinden biri Sekil 2.8” de goriildiigi gibidir.
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Sekil 2.8. Sifir seviyesinde yansitan ve 8 > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir
yari-markov toplam rastgele yliriiyiis siireci

Nasirova, Yapar ve Khaniev (1996), bu siirecin dagilim fonksiyonunun Laplace
doniistimil ile siirecin ilk kez yansima aninin ve ilk kez tutulma aniin dagilimlarini

vermislerdir. Ayrica siire¢ i¢in seriler seklinde limit teoremlerini ispatlamiglardir.

Maden (1997) ise, yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rastgele yiiriiylis silireci
olarak adlandirilan bir stokastik siireci su sekilde kurmus ve incelemistir: (£, S, P)
bir olasilik uzayr olmak {izere {(g‘i 1 ):i = 1,2,...} bu uzay iizerinde tanimli
bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele degisken ikilileri dizisi olsun. Ayrica ¢;
ler pozitif degerli, yani, P{&; > 0} =1 olsun. Bu rastgele degiskenler ikilileri
yardimiyla

n n
To= ) &Y= ) mn=1%=T,=0
i=1 i=1
ve
Xn = min{ﬁ; IXn—l +nn|};n =1;X,€ [O'ﬁ]'ﬂ >0
olmak tizere
X(t) =X, ,egert € [T, Tpy1),n =0 ise

ile tanimlanan X (t) sureci sifir seviyesinde yansitan ve 3 > 0 seviyesinde tutan
bariyerli bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturur. Bu siirecin

goriiniislerinden biri Sekil 2.9’ daki gibidir.

Maden (1997), bu siirecin 6nemli smir fonksiyonelleri sayilan, y;-sirecin ilk kez
tutan bariyere diigme anin1 ve y,-siirecin ilk kez yansitan bariyerden yansima anini
matematiksel olarak kurmus, y; ve y, nin dagilim fonksiyonlari, moment ¢ikaran
fonksiyonlari, beklenen deger ve varyanslart i¢in agik formiiller vermistir. X(t)
slirecinin bir boyutlu stasyoner olmayan dagilim fonksiyonlarini bir {T;,} yenileme
slirecinin ve bir {Y,} rastgele yiiriiylis siirecinin olasilik karakteristikleri yardimiyla
ifade etmistir. Siirecin iki sigrama an1 arasindaki siirenin, iistel, Erlang veya Ki-kare

dagilimina sahip olmast 6zel durumlarinda y; ve y, rastgele degiskenlerinin dagilim
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fonksiyonlarmi ve X (t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlari igin formiiller
elde etmistir. Ayrica, bazi varsayimlar altinda X(t) sdreci igin ergodik teoremi

ispatlamis ve siirecin ergodik dagilimini elde etmistir.

X(t) >
A J
B |
———————————— A Pr oo RRRREEEEEREEE
M M3 :_>I |
! ! : L -
! ! N5 Lo
| | b —>
’I : 1 1
nl: ' 'I :
Xo— | |
0 T, T, T; I, i t
7745 i

Sekil 2.9. Sifir seviyesinde yansitan ve § > 0 seviyesinde tutan bariyerli bir
yari-Markov rastgele yiirliyiis siireci

Maden ve Shamilova (2016) ise, yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rastgele
yiirliylis stireci olarak adlandirilan bir stokastik siireci su sekilde kurmus ve
incelemistir: {(&;,n;):i = 1,2, ...} aym olasilik uzay: tizerinde tamimh bagimsiz ve
ayni tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup ¢; ler pozitif degerli,

yani, P{¢; > 0} =1, i = 1,2, ... olsun. Bu rastgele degiskenler yardimiyla
X, =min{a,max{b, X, +n}}, k=1 X,=b+z

olmak Uizere

k+1

k
X(t)=X,, if D& <t<> &, k=1,
i=1 i=1

stokastik siirecini kurmuslardir. X(t) stokastik sureci b— ve a— (a>b)
seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturacaktir.

Bu siirecin goriiniislerinden biri Sekil 2.10° deki gibidir.
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Sekil 2.10. b — ve a(a > b) — seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-Markov
rastgele yiiriiyls siirecCi

Maden ve Shamilova (2016), 7, rastgele degiskenleri Laplace dagilimina sahip

olmak Uzere, bu siirecin dnemli bir sinir fonksiyoneli sayilan, y;-strecin ilk kez b —
seviyesindeki tutan bariyeri agma aninin dagilimini, beklenen degerini ve varyansini

elde etmislerdir.

Aynmi yillarda, yari-Markov rastgele yirlyiis slreclerinin calisilmasiyla paralel
olarak, bu streclerle ilgisi olan ve “yari-strekli (yani pozitif ya da negatif akimh
yari- Markov sureci” olarak adlandirilan 6zel bir stokastik sdregler smifi

calisiimaya baglanmistir. Simdi bunlardan bir kag tanesini 6zetleyelim.,

Dzhafaroz ve Skorohod (1976), asagidaki siireci ele almislardir:
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{(¢,n):i=12,..} aym olasihik uzayr ilizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup ¢; ler pozitif degerli, yani,

P{¢, >0} =1, i=1,2,..olsun. Burastgele degiskenler yardimiyla

n
()= Zm eger T, <t <Tpy;, n=1, Ty =0 ise
i=1

olmak uizere
Xt)=z+q(t)—t eger T, <t <Tpyq Ise

stokastik siirecini kurmus ve bu siirecin esas olasilik Ozelliklerini incelemistir. Bu
sekilde tamimlanan X (t) stokastik sireci negatif akimh pozitif sicramali bir yari-
Markov sureg olusturur. Burada z > 0 sirecin baslangigtaki durumudur. Bu sirecin

gorunuslerinden bir tanesi Sekil 2.11° de gorilmektedir.

A

\4

Sekil 2.11. Negatif akimli pozitif sigramali bir yari-Markov siire¢

Ahmedova (1983) ise asagidaki siireci ele almistir. {(&;,1;):i = 1,2, ... } aynmi olasilik
uzay1 tzerinde tanimli bagimsiz ve aym tlir dagilima sahip rastgele degiskenler
ciftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, yani, P{; >0} =1, i =1,2,... olsun. Bu

rastgele degiskenler yardimiyla
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n
() = Zm eger T, <t <Tp4y;, n=1, Ty =0 ise
i=1

olmak lzere
XW)=z+t—-0{t)=z+ @) —t), eger T, <t <Tpy, Iise

stokastik stirecini kurmus ve bu siirecin esas olasilik 6zelliklerini incelemistir. Bu
sekilde tanimlanan X (t) stokastik slreci pozitif akimh negatif sigramal bir yari-
Markov strec¢ olusturur. Burada z > 0 sirecin baslangigtaki durumudur. Bu sirecin
gorundslerinden bir tanesi Sekil 2.12 de gorilmektedir.

A

Y4

Sekil 2.12. Pozitif akimli negatif sigramali bir yari-Markov slire¢

Dzhafarov (1979) asagidaki siireci tanimlamis ve siirecin esas olasilik
karakteristikleri incelenmistir: {(&;,1;):i = 1,2,...} aym olasiik uzay: iizerinde
tanimli bagimsiz ve ayn tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ciftleri dizisi olup
& ve nf ler pozitif degerli, yani, P{§; > 0} =1, P{n} >0} =1 i=1,2,..olsun.
Bu rastgele degiskenler yardimiyla

X, =max{0, X, +n' —t} n=1 X, =max{0, z—1}

olmak Uzere
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n n+l

X=X, if T,=>¢ <t<> & =T, n>1 T,=0.
i=1 i=1

X(t) stokastik sireci sifir seviyelerinde tutan bariyerli negatif akimh pozitif

sicramalt bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturacaktir. Burada z > 0

strecin  baslangigtaki  durumudur. Bu sireclerin  (bariyerli ve bariyersiz)

karsilagtirmali goriiniislerinden bir tanesi Sekil 2.13” de gorilmektedir.

A

v

Sekil 2.13. Sifir seviyesinde tutan bariyerli negatif akimli, pozitif sigramali bir yari-
Markov siireg

Ahmedova(1981) ise, sifir seviyesinde tutan bariyere sahip pozitif akimli negatif
sigramali bir yari- Markov sireci ele almistir. Bu siire¢ i¢in de ilging olan olasilik
karakteristikleri detaylar1 ile incelenmistir. Simdi bu silirecin tanimini1 verelim:
{(&,n;):i=1,2,..} aym olasilik uzay1 iizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler ¢iftleri dizisi olup &; ler pozitif degerli, n; ler
ise negatif degerli, yani, P{§; >0}=1, P{n; <0}=1i=12,.. olsun. Bu
rastgele degiskenler yardimiyla

X, = max{O, X, .—n, +t}, n>1 X,=max{0, z—t}

n

olmak Uizere

21



n n+l

X=X, if T,=>¢ <t<> & =T, n>1 T,=0.
i=1 i=1

X(t) stokastik sireci sifir seviyelerinde tutan bariyerli pozitif akimli negatif

sicramalt bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci olusturacaktir. Burada z > 0

stirecin baslangigtaki durumudur. Bu siireglerin goriintislerinden bir tanesi Sekil

2.14° de gorulmektedir.

v

Sekil 2.14. Sifir seviyesinde tutan bariyerli pozitif akimli, negatif sigramali
bir yari- Markov sireg

Alp (2011), sifir ve a(a > 0) seviyelerinde tutan bariyere sahip negatif akimli
pozitif sigramali bir yari-Markov siireci ele almis ve bu siireg igin ilging olan olasilik
karakteristiklerini detaylar1 ile incelemistir. Simdi bu siirecin tanimini verelim:
{(&2,11,¢), i =1,2,..} aym olasilik uzay iizerinde tammli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rastgele degiskenler Ucliisti ve {(n?,¢?), i = 1,2,...} ise aym olasilik
uzay1 lizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rastgele degiskenler ikilisi
dizisi olup 0° < @ < 90° olsun. Bu durumda ¢, = &’tana, i = 1,2,.., rastgele

degiskenleri yardimiyla
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k-1

= k-1 k-1
|Z+Z(i—[t— nl]cota, Z(fi+77i)3t<2(fi+77i)+fk

_ i=1 i=1 =

X, () = k—1 k- k—
74 ) G—cota ) &, (fl+n)+€k<t<2(a+m

i=1 i=1 i=1

stokastik siirecini olusturalim.

vy —mln{k z—Zfl +Z(l <0} vy =v)_ 1Ay 1.1/{),...

ve A o bir degisim operatdrii olmak iizere vY rasgele degiskenini

v1—1

V1—Zfl Z”l

olarak tanimlayalim. Bu operatorii de dikkate alarak X, (t) strecini de

( X0, 0<t<yr— &
X2<t)=$ - BN A
Ve + X1 () =X (R + 1), v —me <t<yg - fvo+1
L 0, Ve + f;llgﬂ St < YRyr — f;llgﬂ + N

olarak tanimlayalim. Eger X, (t) streci a(a > 0) seviyesinde tutulursabu durumda
asagidaki stire¢ elde edilir:
X(®) =a+X;(t) — sup {a,X,(s) }.
——
0ss<t
X (t) stokastik streci sifir ve a(a > 0) seviyelerinde tutan bariyerli 0° < a < 90°
acisyla negatif akiml pozitif sicramalt bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci

olusturacaktir. Burada z > 0 surecin baslangigtaki durumudur. Bu sireclerin

goriiniislerinden bir tanesi Sekil 2.15° te gértlmektedir.
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X 1

v

Sekil 2.15. Sifir ve a(a > 0) seviyelerinde tutan bariyerli negatif akimli pozitif sigramali
bir yari-Markov rastgele yliriiyiis siire¢

2.2. Temel Kavramlar

Tamim 2.2.1 Bir rastgele deneyin tiim miimkiin sonug¢larinin kiimesine 6rnek uzay,
Ornek uzaydaki her bir noktaya drnek nokta, 6rnek uzayin herhangi bir altkiimesine
ise olay denir. Her kiime kendisinin altkiimesi ve bos kiime her kiimenin altkiimesi
olacagindan 6rnek uzayin kendisi ve bos kiime de birer olay olacaktir. Ornek uzaya
kesin olay ve bos kiimeye imkansiz olay denir. A ve B gibi herhangi iki olayin ayni
anda gerg¢eklesmemesi durumunda bu iki olaya ayrik olaylar adi verilir (Maden,
2013).

Tanmm 2.2.2 Bir deneyin birbirinden ayrik ve her biri ayni sansa sahip olmak

kosuluyla n tane mimkin sonucundan m tanesi bir A olaymmm olmasini
gerektiriyorsa bu taktirde P(A) =% oranina A olaymin olasih@r denir (Maden,

2013).
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Tamm 2.2.3 A ve B olaylar1 bir § 6rnek uzayinda iki olay olsun. B olaymin
gerceklesmesi sart1 altinda A olayinin gergeklesmesi olasiligina sarth olasihik denir.
Bir A olayinin bir B olayina gore sarth olasiligi P(A|B) ile gosterilir ve

P(ANB)

P(A|B) = @)

,P(B) >0

2.1)

bi¢iminde tanimlanir (Maden, 2013). Sartl olasiligin yukaridaki taniminin en 6nemli

sonucu asagidaki formda yazilarak elde edilebilmesidir:

P(ANB) = P(B|A)P(A)
(2.2)

Tanmm 2.2.4 Bir 6rnek uzay iizerinde tanimlanmis gercek degerli bir fonksiyona

rastgele degisken adi verilir (Maden, 2013).

Tanim 2.2.5 X bir rastgele degisken olmak iizere X’in alabilecegi degerlerin kiimesi
sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’e bir kesikli rastgele degisken denir. X
rastgele degiskeninin alabilecegi degerlerin kiimesi bir aralik yada araliklarin

birlesimi seklinde ise X’e siirekli rastgele degisken adi verilir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.6 X bir kesikli rastgele degisken ve bu rastgele degiskenin tanim kiimesi
R, = {x1,x,,...} olmak Uzere P(X = x;) = p(x;),i = 1,2,... olsun. Bu durumda
asagida verilen kosullarin saglanmasi halinde p: R, — [0,1] fonksiyonuna X rastgele
degiskeninin olasihk fonksiyonu denir (Maden, 2013).

Dplx;)=20,i=12,..

i) T2, p(x) = 1.
(2.3)

Tamm 2.2.7 X bir siirekli rastgele degisken olsun. Genelligi saglamak i¢in bu X
rastgele degiskenin (—oo,+00) araliginda degerler aldig1 varsayilir. Asagidaki
kosullar1 saglayan bir f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasiik yogunluk

fonksiyonu adi verilir (Maden, 2013).

D)f(x) >20,—0<x <00
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i) [© flodx = 1.
(2.4)

Tamm 2.2.8 E bir deney ve S de bu deneyle ilgili 6rnek uzay olsun. X = X(s) ve
Y =Y(s) ise her biri her bir s € S neticesine bir gergek sayr karsilik getiren iki
fonksiyon olsun. Bu durumda (X, Y) ikilisine iki boyutlu bir rastgele degisken adi
verilir (Maden, 2013).

Eger X; = X:,(s), X, = X,(s), ..., X, = X,,(s) fonksiyonlar1 her biri her bir s € S
neticesine bir gergek say1 karsilik getiren n tane fonksiyon ise (X;,X,, ..., X,) ye n
boyutlu bir rastgele degisken veya n boyutlu bir rastgele vektér denir (Maden,
2013).

Tamm 2.2.9 Eger (X,Y) nin mimkiin degerleri sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise

(X, Y) ye iki boyutlu kesikli rastgele degisken denir (Maden, 2013).

Tanim 2.2.10 a) (X,Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Her bir
(x;,y;) miimkiin neticesi ile asagidaki kosullar1 saglayan ve P(X = x;,Y =y;) i

gosteren bir p(x;,y;) sayisim esleyelim.
i) Her (xi,yj) icin p(x;,y;) = 0

i) Xizg Xz p(x,y;) =1
(2.5)
(X,Y) nin ranj uzaymdaki her (x;,y;) i¢in tammli olan p fonksiyonuna (X,Y) nin
ortak olasithk fonksiyonu denir. Ayrica (xi,yj,p(xi,yj)), i,j =123, ..

uclulerinin kiimesine bazen (X, Y) nin olasihk dagilhinm da denir (Maden, 2013).

b) (X,Y) OKlid diizlemin bir R bdlgesindeki tiim degerleri alan iki boyutlu siirekli bir
rastgele degisken olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir f fonksiyonuna (X,Y) nin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu denir (Maden, 2013).

iii) Her (x,y) € Rigin f(x,y) =0
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iv) [f, fCoy)dxdy =1
(2.6)

Tammm 2.2.11 (X,Y) iki boyutlu bir rastgele degisken olsun. (X,Y) rastgele

degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu F

F(x,y)=P(X<x,Y<Yy)
(2.7)

seklinde tanimlanir (Maden, 2013).

Tamim 2.2.12 a) (X, Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Eger her i ve j
icin p(x;,y;) = p(x;) - q(y;) oluyorsa bu takdirde X ve Y rastgele degiskenlerine
bagimsizdir denir. Bagka bir deyisle

PX=x,Y=y))=PX =x) P(Y =y))
(2.8)

esitligi saglaniyorsa X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdir (Maden, 2013).

b) (X,Y) iki boyutlu siirekli bir rastgele degisken olsun. Eger her (x,y) igin
f(x,y) =g(x)-h(y) esitligi saglaniyorsa bu durumda X ve Y rastgele
degiskenlerine bagimsizdir denir. Burada f, (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ve g ve h sirasiyla X ve Y rastgele
degiskenlerinin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonudur (Maden, 2013).

Teorem 2.1 a) (X,Y) iki boyutlu kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X

ve Y rastgele degiskenlerinin bagimsiz olmalari i¢in gerek ve yeter sart her i ve her j

icin p(xi|yj) = p(x;) veya q(yj|xi) = q(y;) olmasidir (Maden, 2013).

b) (X,Y) iki boyutlu siirekli bir rastgele degisken olsun. Bu takdirde X ve Y rastgele
degiskenlerinin bagimsiz olmalari igin gerek ve yeter sart her (x,y) icin g(x|y) =
g(x) veya h(y|x) = h(y) olmasidir (Maden, 2013).
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Teorem 2.2 (X,Y) iki boyutlu bir rastgele degisken olsun. A ve B olaylarinin
meydana gelmeleri (ya da gelmemeleri) sirasiyla yalnizca X’ e ve Y’ ye bagh olaylar
olsun. Yani A kiimesi X’ in ranj uzay: R,’ in bir alt kiimesi ve B kiimesi de Y’ nin
ranj uzayr R,,’ nin bir alt kiimesi olsun. Eger X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler ise

bu takdirde

P(ANB) = P(A)-P(B)
(2.9)

yazilabilir (Maden, 2013).

Tanmmm 2.2.13 X rastgele degiskeni xq, x5, ..., Xy, ... mimkiin degerlerini p(x;) =
P(X =x), i=1,2,..,n,.. olasiliklaryla alan kesikli bir rastgele degisken olsun.
Bu taktirde X rastgele degiskeninin E (X) ile gosterilen beklenen degeri

E(X) = X2 % p(x)
(2.10)

olarak tanimlanir (Maden, 2013). Burada
i=1 %~ p(x)
serisi mutlak yakinsak, yani
Zizqlxil - p(x) < oo
olmalidir. Bu sayiya X’ in ortalama degeri olarak da miiracaat edilir.

Tamm 2.2.14 X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli

bir rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degiskeninin beklenen degeri

EX) = [" xf(x)dx
(2.11)

olarak tanmimlanir (Maden, 2013). Yine bu genellestirilmis integral yakinsak

olmayabilir. Bu nedenle E(X)’in mevcut olmasi igin gerek ve yeter kosul
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I x| f(x)dx
(2.12)

integralinin sonlu olmasidir.

Teorem 2.3 X rastgele degiskeni [a, b] araliginda diizgiin olarak dagilmis olsun. Bu

durumda X’in beklenen degeri

a+b
2

E(X) =

olarak hesaplanir (Maden, 2013).
Tamim 2.2.14 X bir rastgele degisken ve Y = H(X) olsun.

a) Eger Y rastgele degiskeni y,,y,, ... mimkiin degerlerini alan kesikli bir rastgele
degisken ve q(y;) = P(Y = y;) ise bu taktirde E(Y)

EY) =2Z17:90)
(2.13)

olarak tanimlanir.

b) Eger Y rastgele degiskeni g(y) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir
rastgele degisken ise bu takdirde E (Y)

E() = [" yg(y)dy (2.14)
ile tanimlanir (Maden, 2013).

Tamm 2.2.15 Bir X rastgele degiskeninin V(X) veya o2 ile gosterilen varyansi

asagidaki gibi tanimlanir:
V(X) =62 =E[X —E(X)]?
(2.15)

Bu sekilde tanimlanan V (X) sayisinin pozitif karekokiine ise X rastgele degiskeninin

standart sapmasi denir ve g, ile gosterilir (Maden, 2013).

Teorem 2.4. V(X) = E(X?) — [E(X)]? dir (Maden, 2013).
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3. POZITIiF AKIMLI NEGATIF SICRAMALI YARI-MARKOV RASTGELE
YURUYUS SURECI

3.1. Siirecin Kurulusu

Bu kisimda Pozitif Akimli Negatif Sigramali Yari-Markov Rastgele Sureci dncelikle
matematiksel olarak kurulacak ve daha sonra bu siirecin bazi Onemli sinir
fonksiyonelleri tanimlanarak bu smir fonksiyonellerin bazi olasilik ve sayisal
karakteristikleri verilecektir. Bununla ilgili olarak bir (€, F, P) olasilik uzay1 verilmis
olsun. &, ven, lar bu uzayda tanimli bagimsiz ve Ozdes dagilmis rastgele
degiskenler olmak tizere her k > 1 igin &, n,>0 olsun. Yani &, n, k =1 pozitif
degerler alsin. Bu sekilde tamimlanan {&.}ve {n,} rastgele degiskenler dizileri

yordamiyla agagidaki yari-Markov rastgele siirecini olusturalim.T, = 0 olmak Uzere
X)) =z+t—YIn, Yl <t<¥r &§=T, k=12,..,0 (3.1)

olsun. Burada z = X(0) > 0 alalim. Bu sekilde olusturulan X(t) surecine pozitif
akimli negatif sigramali bir yari-Markov rastgele yiiriiyiis stireci ad1 verilir. Burada
dikkat edilirse X(t) surecinin belirlenmesinde {&, } ve {n,} rastgele degiskenleri
Uzerinde pozitif degerli olmalar1 disinda herhangi bir kisitlamaya gidilmemistir.

Bagka bir deyisle her k > 1 igin
P{é, >0} >0veP{ng>0}>0

olup &, veny, k =1 rastgele degiskenleri bagimsiz ve 6zdes dagilmislardir. X(t)

sirecinin bir gorintlsi asagidaki sekildedir.

Simdi bu siirecin bazi 6nemli smir fonksiyonellerini ve onlarin dagilimlarinin
Laplace dontisiimlerini verecegiz. Clinkii bilindigi gibi stokastik siirecler teorisinin
onemli problemlerinden birisi bu siire¢lerin dagilimlarinin Laplace doniisiimlerinin
belirlenmesidir. Zira bir rastgele degiskenin Laplace doniisiimii bilindiginde siirecin

bir ¢ok sayisal karakteristigini hesaplamak miimkiindiir.
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Sekil 3.1. X(t) sdrecinin bir gérinimu

X(t) pozitif akimh negatif sigramali yari-Markov rastgele sireci icin 7, ve 7,

rastgele degiskenlerini sirasiyla

7o = min{t: X(t) < 0} (3.2)
veya

1o = inf{t: X(t) < 0}
ve

T, = inf{t: X(t) = a},a >z = X(0)
(3.3

olarak tanimlayalim. Bu durumda eger her t icin X(t) > 0 ise bu takdirde 7, = +o
olacag agiktir. Benzer sekilde eger her t icin X(t) < a olursa bu takdirde 7, = +o
olacaktir. Burada 7, X(t) surecinin ilk kez sifir seviyesine diisme ani, 7, ise X(t)
strecinin ilk kez a(a > z) seviyesine ulasma ani olarak yorumlamir. Ote yandan

burada t, ve 7, ile ilgili bir grafik agsagidaki gibi verilebilir.
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Sekil 3.2. 7, ve T, icin X(t) nin bir gorinima

3.2. 7y Rastgele Degiskenin Dagiliminin Laplace Doniisiimii

T, rastgele degiskeninin dagiliminin Laplace doniisiimiinii L(6|z) olarak gosterirsek
L(®) = E[e7®%],0 > 0 ve L(B|z) = E[e™®™|X(0) = z],z> 0
yazilabilir. Bu durumda 7, rastgele degiskeninin

. :{ $1 z+&G—m <0
O & +T z+& -1 >0
seklinde ifade edilebilecegini belirtelim. Boylece T ve 7, rastgele degiskenleri ayni
tip dagilmis rastgele degiskenlerdir. Bu kisimda amacimiz 7, rastgele degiskeninin
rolatif ve rolatif olmayan dagiliminin Laplace doniisiimii verilmektedir. Bu durumda

toplam olasilik formiiliine gore 7 rastgele degiskeninin Laplace doniistimii
L(B|z) = E[e™®"|X0 = z] = [ e™® P(dw)

= -6¢ —-6(&1+T)
o J-{Wiz+f1—fl1<0} e 1P (dw) + f{w:z+f1—rl1>0} € ' P(aw)

olarak yazilabilir. Buradan eger §&; = s;; ny =y;; T = f alinarak
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L(B|2) = f f ) e 95P{& €ds; n,Edy, TEAS}

y=z+s

o

S=

09} Z+s 09}
+f f f e OC6+BplE €ds; n,€dy, TEAL}
s=0Jy=0 Y[3=0

[ee]

- f " e~9 pre,eds) J P{n;€dy}

=0 y=z+Ss

%} Z+Ss

n £=Oe_es Lzo dP{¢; <s}L(B|z+ s — )
= joo e™% P{¢,€ds}P{nl > z + s}

e} 0
+ f e‘esj L(®|B)dP{n; < z+s — B}dP{¢; < s}
s=0

= B=z+s
veya
L(B|2) = f e~95 p{&,€ds}
5=0
+ ::O e s f;:gL(e\z + s — y)P{n, Edy}P{¢,€ds}
(3.4)

elde edilir. z + s — y = a degisken degisimi yapilirsa bu durumda asagidaki integral

denklemi yazilabilir:

L(B|z) = f::o e 9P{n, > z + s}P{&,€ds}

—[" g6 ;:gL(ela)daP{rkl <z+s—a}dP{é <s}.

s=0

(3.5)

Simdi (3.5) integral denklemini ¢6zmemiz gerekecektir. Ancak bu denklemi genel
durumda ¢ozmek oldukga gugctir. Bu nedenle &; in m. Mertebeden Erlang dagilimi
n; ise 1.mertebeden Erlang dagilimina sahip olmasi 6zel durumunu ele alacagiz. Bu

durumda &; ve n; in dagilimlar sirasiyla

l 2 A m-—1
P{§ <t} = {1 -1 +)\t+%+ ---+%] e‘“}e(t) ve P{n; < t}

= [1— e M]E(D)
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t>0

olacaktir. Burada A > 0,1t > 0 ve G(t):{t ht

dir. Bu 6zel forum igin (3.5)

integral denklemi

om _ AMpue H% 0 _ _1 rZ+s
Grurom € T (T:—el)! Jympe~ WM [ 7 e L(Bla)dads (3.6)

L(B|z) =

olarak yazilabilir. Bu integral denkleminden bir diferansiyel denklem elde edilebilir.
Bu amagla (3.6) denkleminin her iki yanin1 e## ise garpmak suretiyle

Am emuy (o

uz — —
€ L(elz) A+pu+0)™m  (Mm-—1)!“s=0

e~ (A+pt6)gm-1 f(:; et (B|a)dads

oldugu goriiliir. Bu durumda her iki taraf z ye gore tiiretilerek

AMyehz
(m-1)!

eML(B|z) + e*?L'(B|z) = — f;oo e~ (AHu+B)s m=1oUs1 (9|7 + s)ds

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek m+1 kez tiirev alindiginda (m+1)-inci

mertebeden
oo CR UL (8]2) + LE+D(B]2)]e 02 (—1)m*(2 + ©)™*

= (D" pe”**O7L(8)2)
(3.7)

diferansiyel denklemi elde edilmis olur. Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii ise

L(B|2) = ¢,(8)e*1®7 4 ¢, (0)e*2®7 4 ... 4 ¢, (0)ekm(®)2
(3.8)

formunda olacaktir. Bu durumda (3.6) denkleminden c¢,(0), c,(8),..., cx(©)

katsayilar1 belirlenerek asagidaki sistematik denklemler elde edilir:

Am AMu oo
A+u+0)™m  (m-1)!7s=0

L(8|0) = e~ (A+u+6)s gm—1 f;zoe““L(ela)dads

L'(810) = —uL(B]0) + = [ e~ R+Ossm=11 (g]5)ds

Si1 cmlul®(8]0) + LED(©10)] = (~1)™ A [ 2 e” HOFL(O]x)dx.
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Ote yandan (3.7) ifadesi dikkate alinirsa (3.9) sistemi

m AMu oo —(A+u+6)s m-1 uaym ki(®)a
2itoci(®) = (M+9)m+(m_l)! NG S eM T ci(O)e ds

1C](e)k (6) + ’uzl " c;(0) = J-Soooe—(/1+e)s m—1 mlcl(e)ek i(®a g

1)'

Xty Cm[.u Yt kM () + k™ ! Yt c(®)] =
(_1)m/1m‘u fSO:O e—()l+e)x 2:1;1 ci (e)ekl(e)xdx
(3.10)
seklini alir. Bu son sistemden gerekli sadelestirmeler yapilarak

Am Am m ci(©) (m-1)! (m-1)!

m - —_
i=16i(0) = (A+u+e)m + (m-1D! =1 kg (0) [A+0-K;(O)]™  (A+68+m)™

Am (m-1)!
N1 ci(@)ki(8) + u By i(0) = o~ Bl e i(©)

(m-1)!

7ok (ST k™e(8) + Xy k™Hc(0)] = ()M Amp T, —O

=134+ pro)m
veya buna denk olarak
m [4_ am (A+0+1)M—(A+6-k;(0)) " _
z11-2 'u(u+ki(e))(,1+u+e)m(/1+e—ki(e)) m) ci(0) = (/1+u+9)m
Am
m ., —
izo [t + k1(8) (He_ki(e))m] ci(0) =0
Sk k™ [ + ki (8) — —22 ] ¢,(0) = 0

(A+6—k;(©))™"
(3.12)

sistemi elde edilir. Bu durumda A™u = (i + k;(8))(A + 6 — k;(6)) " olup (3.12)

den
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m g A+u—0)m-(1-6-k;®)" _oam
21 [1 A+pu+0)m Jai(®) = A+pu+0)m

mol(u+ ki(8) = (A= k;(8))] c;(8) = 0
Yot el k™ + ki (8) — (u — ki(6))]ci(8) = 0
veya buna denk olarak
mA+6 - k()] (6) = ™
m 0.¢;(8) =0

i=10.¢;(8) =0
(3.13)

elde edilir. Boylece (3.13) sistemi bir lineer bagimsiz denklem sistemidir. Ciinkii

2(8) = ¢c3(0) = - = cp(0) =0

Am

c1(8) = [A+6—k1(8)]™

dir. O halde (3.6) integral denkleminin genel ¢6zim

_ ki@z — A" ki(0)z
L(B|z) = ¢1(8)e™ ™% = TR

olacaktir. Bu ifade A, rastgele degiskeninin rolatif dagilimi igin Laplace
dontisiimiidiir. Boylece L(0) y1 bulmak miimkiindiir. Toplam olasilik formiiliine gore

L(®) = [, L(6|2)dP{x(0) < 2}

olarak yazilabilir. X(t) m dagilimi n;(w) rastgele degiskeninin dagilimi ile ayni

olacagindan
L(®) = [~ c1(8)e+®2dP{x, < z}

Am

Zm—le—/lzdz
(m-1)!

= Cl(e) fZOZO ekl(e)z

_AMci(0) r®  _(A—ky(0))z.,m—1
= Y fz:Oe ( 1 ) 7 dz

Am
= T 1(0)
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oldugu goriiliir. Bu ifade ise 7 rastgele degiskeninin nonrdlatif dagiliminin Laplace
dontigiimiidiir. Bu durumda asagidaki sayisal karakteristikleri vermek miimkiindiir.

A > mp olmak zere

, A+2

E(to) = —L'(0) = 72

L (0) = m3u?(3-m) m3u m(m+1)A
0)= A2(A-mu)? AA-w@A-mpu) = (A-mp)3

Var(ty) = L"(0) — (L’(o))2

_ m32%2(3-m) m3u m(m+1)A m2(A+mu)?
T 22(A-pm)? AA+WA-mu) - A-mu)®  A2(A-mp)?
_ m(1+zw)
E(zo|2) = B2
_ m m(m+1)(m+zu)u
Var(tylZ) = FE—— + Ama)

oldugu gosterilebilir. Burada L(0) = E[e™®%0],6 > 0 dur.

Simdi de 6zel olarak &; rastgele degiskeni ikinci mertebeden A>0 parametreli Erlang
dagilimi n; ise birinci mertebeden p > 0 parametreli Erlang dagilimina sahip

olsunlar. Bu durumda
P&, <tl=1-(1+2)e*21>0,t>0
Py<t)=1—-e#u>0,t>0

olacaktir. Boylece (3.6) integral denklemi

lze‘“z

L(G |Z) = (A+u+6)2

12 .-z (® —(A+u+6)s Zts _na
Ape ™ [ se + J. o e"“L(Bla)dads

seklini alir. Bu denklemin her iki yan1 e#?ile ¢arpildiktan sonra z ye gore tiiretilerek

gerekli diizenlemeler yapilirsa
L'"(®]z) — [2(A+ 6) — p]L"(6]z) + A+ B8)(A + 6 — 2p)L/(0]2z)
+(2A+ ©)ubL(O|Zz) =0
uctincu mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6zimd

ise
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L(B|z) = Cl(e)ekl(e)z + Cz(e)ekz(e)z + C3(9)ek3(6)z

seklinde olacaktir. Burada k;(0), i =1,2,3 verilen diferansiyel denklemin

karakteristik denklemi olan
k3(0) — [2(1+6) —ulk?(®) + A+ WA+ 6 —2wk(0) + A+ 0)u6 =0

denkleminin kokleri olacaktir. Bu durumda c;(0),i = 1,2,3 katsayilar1 belirlenerek

asagidaki denklemler elde edilir.

12
A+u+6

L(Blo) = +2%u f::o se~(A+u+0)s fs=0 el (8|a)dads

a
L'(8]0) = —uL(B]0) + A%y [~ e~ *+OSL(0]|S)ds
L"®I0) = i+ O)L(B]0) + (A + p— O)L'CIO — A2y [* e~ (+0)sgs
Boylece
L(B8]0) = ¢,(8)ef1®7 4 ¢,ek2®)z 4 ¢ ()eks®)z

genel ¢6ziimii dikkate alinarak bu sistem asagidaki sisteme doniisiir.

3 _ AMu[2(A+6)+p—k;(0)] _ A
i1 [1 [A+e—ki(e)]2(,1+u+e)2] ci(8) = (A+u+6)2

A
= i+ ki(8) = 5] i (0) = 0

L1 [(ki(®))° + (4= 2 = B)ki(8) — u(A + ) + 7o) (8) = .

Ote yandan
A?p =1+ ki (©)][1 + ky(0)][1 + k3(8)]
olacagindan yukaridaki sistemden

1[k1(8) — (A + ©)]% ¢1(6) = 2>
0.c¢,(0) +0.c,(6) +0.c5(6) =0
0.c¢,(0) +0.¢c,(6) +0.c5(6) =0

elde edilir. Boylece ¢,(0) = c3(6) = 0 olup

/12

a(®) = Gresaor
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olacaktir. Buradan da

_ @z — A ky(0)z
L(B|z) = ¢1(8)e™*™? = Aok @F°C

olur. Bu durumda
L(6) = [,_ L(B|Z2)A*ze~*dz

o

— k1(©)z92.,,-1z — A2
= J,_,c1e " A% ze™ P dz = TR c1(0)

oldugu goriiliir. Bu ifade ise 7 rastgele degiskeninin nonrolatif dagiliminin Laplace

doniistimiidiir. Boylece A>2p olmak (izere

' _ 2(A+2p)
L'(0) = A(A-2p)
olup
, 2(A+2
E(to) = =L'(0) = =750

elde edilir. Benzer sekilde

" _ 8u? 2u 21
L7(0) = A2 (A-2p)? + AA-wA-2p) ~ (A-2p)3

olup buradan da

_qn (1 2 8u? 2u 24 4(a+2p)?
Var(zo) = 1"(0) = (L'(0) = 55505 + iommom T ma ~ oz

oldugu elde edilir.

3.3. T, Rastgele Degiskenin Dagiliminin Laplace Doniisiimii

Bu kisimda yukarida tanimlanan X(t) strecinin a(a > z > 0) seviyesine ilk kez
ulagma ani olan 7, rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonunun Laplace doniistimii

incelenecektir. Bilindigi gibi
T, = inf{t: X(t) > a},a>z=X(0)>0

idi. Bu durumda
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L(B|z) = E[e™®%|X(0) = 2],6 > 0
L(B) = E[e ®%],6 > 0

oldugunu hatirlayalim. Daha once ifade edildigi gibi z, ven, (k>1) rastgele
degiskenleri bagimsiz g, k > 1 pozitif degerli 6zdese dagilmis rastgele degiskenler

oldugundan L(6]z) yi toplam olasilik formiiliine gore
L(B|z) = E[e™%|X(0) = z] = e %@ 2P{§; > a—z} +
+ [ e [P L(Bly)dyP{n, < z + t — y}dt{&; <t}
(3.14)
seklinde gosterebiliriz. Ote yandan 7, nin tanimindan

. _{a—z z+& >a
a_$1+T Z+51<a

(3.15)

yazilabilir. Burada T ve 7, nin aym tir dagilmis rastgele degiskenler olacagin
belirtelim. Ayrica 7, x(0) =z den baslayan X(t) strecinin ilk kez a seviyesine
ulagma ani, T rastgele degiskeni ise z+&; — n; den baslayan X (t) surecinin ilk kez a

seviyesine ulagma an1 olarak yorumlanabilir. Boylece (3.15) esitligi kullanilarak

L(B|z) = E[e™®%|X(0) = z] = [, e ®"aP(dw)

=J, e f_z;tL(ely)dyP{rL-l <z+t—y}dt{é <t}
(3.16)

yazilabilir. Eger &; =t,n; =y veT = x alinirsa (3.16) ifadesini asagidaki sekilde

yazmak miimkiin olacaktir.
L(B|z) = e ®A-2p{& > a -z} +
+ ftaz_oz f;o fxoio e O dxP{T < x|z + t — y}dtP{&; < t}dyP{n; <y}
= e 9@-2p(g > q -z}

+ ftc:oze‘et yw:OL(GIZ +t — y)dyP{n; < y}dtP{&; <t}
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Eger burada u = z + t — y degisken degisimi yapilirsa
L(B|z) = e ®@-Dp& > q— 7}
—[L e 0 [ 7 L(OlwWduP{n, < z+t — u}dtP{& < t}

elde edilir. Bu integral denklemi ancak ardisik yaklasimlar metoduyla ¢oziilebilir. Bu
nedenle denklemin ¢oziminin agik bir ifadesini vermek igin rastgele yiiriyiis
sinifimiz1 kisitlayacagiz. Bu amagla basitlik olmasi bakimindan &; ve n; 1n sirasiyla
A ve p parametreli birinci mertebeden Erlang dagilimina sahip olmasi 06zel

durumlarini alacagiz. Bu durumda
P&, <t}=(1—-e?)E®),2>0,t>0
Py <tl=(0—e ™ )E[),u>0,t>0

t>0

1
€(t)={0 t<0

olarak yazilabilir. Bunun sonucunda (3.14) esitligi
L(G|Z) — e—(k+e)ae(7t+e)z +

+Ape™H2 fti_oz e~ (A+p+o)t fyZ:OO e"L(8|y)dydt

(3.17)

seklini alacaktir. Bu esitligin her iki tarafi e## ile garpilir ve daha sonra da z ye gore

taretilirse
[UL(B]z) + L'(B]z)]e"? = (A + p + B)e” A +Oagh+u+6)z
_ —(A+u+0)a,(A+p+0)z (2 uy
Ape e Jye—on €Y L(BIy)dy
A=Z —(A+u+0)z  p(z+t)
A [, emMHIHOzekH L8]z + t)dt
esitligi elde edilir. Son integralde u = z + t alinarak
L(B|z) + L'(B]z)]e"* = (A + n + B)e~ A+Oagh+u+o)z
[uL(B]z) + L'(6]2)] !

_)\ue—(k+u+9)ae(x+u+a)z f}f‘:_oo e"L(O Iy)dy
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+)\ue(?\+u+e)z J‘:‘:Z e"(“e)uL(GIu)du

(3.18)

e—(l+u+6)z

oldugu goriiliir. Bu son ifadeden her iki tarafi ile ¢arpildiktan sonra z ye

gore tlirev alinirsa

L"(®lz) —(A—p+06)L'(B|z) —ubLO|z) =0
(3.19) ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilmis olur. Bu denklemin

genel ¢6zimi

L(B|z) = Cl(e)ekl(e)z + Cz(e)ekz(e)z
(3.20)

formunda olacaktir. Burada k;(0) ve k,(0) (3.19) diferansiyel denkleminin

k?2(@) —(A—pu+0)k(6) —pu6 =0 (3.21)
karakteristik denkleminin kokleri olur. Simdi ¢;(8) ve ¢,(0) katsayilarini
belirlemeliyiz. Bunun i¢in smir sartlarinin belirlenmesi gerekecektir. Birinci sinir

sart1 (3.17) den z=0 icin

L(6]0) = e~ @+a 4 3y [7 e=(ruro)t fytz_oo e"L(8]y)dydt

(3.22)

olarak belirlenir. Ikinci sinir sart1 ise (3.18) den z=0 aliarak
uL(8]0) + L'(8]0) = (A + u + ©)e~*+0)a
—Ape~A+u+0)a f;_m e L(0|y)dy

+Ap fj:o e~ A0y (9|y)du
(3.23)

olacaktir. Boylece (3.20) genel ¢oziimii kullanilarak L(6]0) ve L(B|y) degerleri
(3.22) de yerine yazilirsa

c1(0) + c,(0) = e~ WOa 4 Jyp ftazo e~ (A+¥+O)t fytz_oo elttka Oy gydtc, (0)
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AP fta:() o~ (A+u+o)t f;=_oo elkti®y gy dtc, (0)

(3.24)

elde edilir. Burada ikinci tarafta y’ye gore integral alinarak

_ ,—(1+0) AY @ _(A-k.(0)+0)t
c;(B)+c,(8)=e t o ® Ji_oe 1 dtc,(0)

AY
u+k2(0)

ftio e—(/1+9—k2(9))tdtcz (e)

oldugu goriiliir. Bu integrali alarak sol taraftaki ifadeler yeniden diizenlenirse

2 11— dad _ e-te-ki@®a]) . (@) = p-A+O)a
{1 pETE | S l ]}Cl(e) e

esitligi elde edilmis olur. Belirli sadelestirmelerden sonra bu son esitlikten

{Auwe—ukl(e)+Ak1(e)+ek1(e)—k12(e)—zu i —m+e—k1(e)]a} . (0) +
[A+p—k1 (0)][p+k1 (0] [A+0—k1(8)][u+k1 ()] 1
{/1#+#e—#k2(9)+/1k2(9)+9k2(9)—](22(9)—1# + A —[,1+e—k2(e)]a}c 0) =

[A+6—k2(8)][1+k(0)] [A+0—k, (8)][p+k2(8)] 2
e—(l+6)a
(3.25)

oldugu goriiliir. (3.21) karakteristik denklemi goz Oniine alinirsa (3.25) esitligindeki
kiime parantezleri igindeki ilk terimler sifir olacaktir. Ciinkii karakteristik

denklemden

k*(0) —(A—pn+0)k(0) —pu6=0,i=1,2
dir. Ayrica [A+ 6 —k;(©)][u+ k;(©)] = Apoldugu goz Online alimirsa (3.25)
esitliginden

e1®)¢c, (8) + e*2®)c, () = 1
elde edilir. Ote yandan ikinci smir sarti dikkate alinirsa ¢q(8) ve c,(0) katsayilari
icin

c1(0) = e~ %1® pe ¢,(0) = 0 veya c;(0) = 0ve c,(0) = e~ **1(®)

olmasi gerektigi gorulir. Boylece (3.20) ve (3.23) ifadesinden
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k1(0)c1(0) + k1(0)c1(0) = —pfc1(0) + c2(O)] + (A + p + ©)e~ P+

—Mle A+p+06)a f

y=—oo ep-y [ekl(e)ycl (e) + ekz (e)yCZ (e)]dy
A [ e"A+Ou[ela®uc, (§) + ek, (0)]du  (3.26)
yazilabilir. Buradan integraller alinarak

2 [u+ki(©)]c;(8) = (A + pu+06)e A+0a

2 _ M -[a+6-k®)la,
=1 k(@) © i(6)

+ )2 1— e—[/1+u—ki(6)]a]ci(e)

=1 [24pu- k(e)][
(3.27)

elde edilir ki bunlar ¢, (0) ve c,(8)ya gore cebirsel denklemlerdir. Bu denklemlerde
[A+6—k;(©)][u+ k;(6)] = Au oldugu kullanilirsa

2 {1+ ki(©) +[A+ 0 — k;(©)]e"W0-K®la _ [}y 4 k,(0)][1 -
e—[/1+6—ki(e) a]}ci(e) — (/1 +u+ e)e—(/1+u)a
(3.28)

oldugu goriiliir. Bu ise (2.25) ve (2.26) dan ¢,(06) ve c,(0) ye gore olusturulan

sistemin
e*1®)¢c, (8) + e%2O)¢,(0) = 1
e*1®)¢c, (8) + %2O)¢,(0) = 1

sistemine dOniistiiglinii gosterir. Bu sistem lineer bagimli bir sistem olup
c1(0) ve c,(0) katsayilar1 bulunabilir. Dolayisiyla bu sistemin saglanabilmesi igin

gerek ve yeter sart

c1(0) = e=¥1® ¢, (8) = 0 veya c;(0) = 0, c,(8) = e~ %2(0)
oldugu elde edilir. Boylece

L(B|2) = e~ (@=2)k1(6) (3.29)

elde edilmis olur. (3.21) karakteristik denkleminden
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— — 2
kl(e) _ (A-u+8)+y(A—u+6)2+4u6

2

)

— _J= p)
kz(e) _ (A-u+06) \/(z u+6)2+4u6 '

_ A-w+(A-w) _ 0 A<p
ke (6) = 2 _{/1—/1 A>pu
_ A-w-(A-w) _ 0 A>p
k2 (6) = 2 _{/1—/1 A<u

olacaktir.

Ote yandan X (t) sirecinin a seviyesine ulasmasi igin asagidaki ifadeler olmalidir.
E& > En; veya A<pu L(B|z) =1 olmast i¢gin k;(0) =0 olmak zorundadir.
Eger A = p alinirsa bu durumda X(t) siireci belirli bir durum etrafinda sonsuza
kadar kalacaktir ve asla a(a > 0) seviyesine ulasamayacaktir. Simdi (3.29) ifadesini

kullanarak 7, rastgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi igin ifadeler elde

edebiliriz. (3.29) dan

L'(0z) = —(a — 2)k1(0) ve L"(0]z) = —(a — 2)k1(0) + (a — 2)*[k; (0)]?

yazilabilir. k;(0) = ——— ve k{'(0) = 241 oldugu goz oniine alinirsa
A—p A-w)3
r _ K
L (OlZ) = E(CL - Z)
17 _ 241 _ #2 _ 2
L' (0]|z) = FEmE (a Z)+(/1—u)2 (a—2)

oldugu goriiliir. Boylece 4 < u olmak lizere
E[1a[X(0) = 2] = —L'(0]2) = =35 (a— 2)

24U

Var(talX(0) = 2) = 1(012) - (L'012))” = — 224

(a—2)
(3.30)

elde edilmis olur.

3.4. Sifir Seviyesinde Tutan Bariyerli Pozitif Akimh Negatif Sicramal Yari-

Markov Rastgele Yiiriiyiis Siireci
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(Q, F, P) bir olasilik uzay1 &, ve ng, k > 1 bu uzayda tanimli bagimsiz ve 6zdes

dagilmis rastgele degiskenler olmak {izere
X\ =z+t-YK!n, Y1 <t <3k &, k=12,...,0, X;(0)=2>0

stirecini géz oniine alalim. Daha dnce de ifade edildigi gibi bu siireg pozitif akimli ve

negatif sigramali bir yari-Markov rastgele suregtir. X, (t) siireci yardimiyla
X(t) = X1(t) — infocs<{0, X1(5)}

veya
X(t) = X1(¢) — min{0, infocs<X1(5)}

slirecini tanimlayalim. Buradan eger X;(0) = 2 > 0 ise X(t) sureci X;(t) ye esit
olacaktir ta ki X;(t) pozitif oldugu miiddet¢e X;(t) < 0 olsun. Bu takdirde x(t)
pozitif bir sigrama yapincaya kadar X(t) sifira esit olacaktir. X;(t) siireci sigrama
yaptig1 anda X(t) surecinde X;(t) nin sigramasina esit olan bir sigrama yapacaktir.
Bu sekilde olusturulan X(t) siirecine pozitif akimli negatif sigramali ve sifir
seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov rastgele siireci adi1 verilir. Tutan bariyerli
yari-Markov rastgele yiirliylis stiregleri ilk kez A.A. Borovkov([2] tarafindan ortaya
atilmistir. Burada tekrar hatirlatalim ki X;(t) siireci de pozitif akimli negatif
sigramal1 bir yari-Markov rastgele siiregtir ancak bu siire¢ bariyersiz bir yari-Markov
rastgele sirectir. Simdi bariyersiz ve sifirda tutan bariyerli pozitif akimli negatif
sigramali stireclerin farkini daha kolay anlayabilmek i¢in bu siireclerin bir gériiniimii

verelim.

A4
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Sekil 3.3. X, (t) siirecinin bir goriiniimii (Pozitif akiml negatif sigramali
yari-Markov rastgele siireg)

Sekil 3.4. X(t) siirecinin bir goériiniimii ( Sifir seviyesinde tutan bariyerli pozitif akimli
negatif sigramali yari-Markov rastgele siireg)

Bu kisimda amacimiz yukarida olusturulan X(t) pozitif akimli negatif sigramali ve
sifir seviyesinde tutan bariyerli rastgele siirecinin dagiliminin Laplace doniistimiinii

elde etmektir. Bunun igin P{X(t) < x|X(0) = z} fonksiyonunu géz Oniine alalim.

Bu takdirde toplam olasilik formiiliine gore
P{X(t) < x|X(0) =z} = P{X(t) < x,& > t|X(0) = z}
+P{X(t) < x,& <t|X(0) =2z}
=P{z+t<xé >t}
+ fstzo f;o P{&,€ds, X(s)Edy|X(0) = z}P{X(t — s5) < x|X(0) = y}
yazilabilir. Simdi

R(t, x|z) = P{X(t) < x|X(0) = z}
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R(©,x|2) = f::oe"etR(t,xlz)dt,G >0
(3.32)

R*(6,alz) = fxoioe‘“xR~(e,x|z) dx,a >0

gosterimlerini gdz Oniine alalim. Buna gore (3.31) ifadesi

R(t,x|z) = P{z+t—x < O0}P{& >t}
oo t
+f f P{¢,€ds}dyP{max{0,z + s —n;} < y}R(t —s,x|y)
y=07s=0

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki yaninda t-ye gore Laplace doniigiimii

alindiginda © > 0 olmak Uzere

© ,—6t -
J, e %R(t, x|2)dt =
J, e €(x — z — P{E; > t}dt +
+ fyﬁoﬁ(e,xm f;:oe_etdyP{max{O,z +t -1y} < y}dP{& < t}
elde edilir. Ayrica

R(0,x|2) =
€(x —
2 fox-ze—etp{fl > t}dt + + fy‘ioﬁ(e’xw) f::oe_etdye(Y)[l _

P{n, <z+t—y}ldP{é <t}
=€(x—2) [, e OP{& > t}dt + R(6,x]0) [ e 'dP{{, <t}
~ 2o ROXIY) [ avioy—m € AP < (2 +t = y)dP{§ < )

elde edilir. Bu durumda

0,y<z

maX{O,y—z}z{y_Z Ly >z

oldugu dikkate alinirsa

R®,x|2) = €(x —2) [ " e ®P{&, > t}dt + R(8,x|0) [," e Ot dP{&; < t}
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~J,_o RO, x1y) [;Z e ® dyP{ny <z +t — y}dP{§, < t}

— [, ROxIy) [Z,_, e dyPny <z +t —y}dP{§ < 1}
(3.33)

yazilabilir. (3.33) iin her iki tarafina x’e gore Laplace donilistimii uygulanirsa
R*(0,alz) = fzozoe_“xde(x —2) fti_oze_etP{El > t}dt
+R~(6,a|0) f, e™®tdP{¢, < t}
— [ R=(8,aly) [ e ™' dyP{ny < z +t — y}dP{§, < t}
~ [, R=®,aly) [, e dyP{n; < z+t — y}dP{§; < )
oldugu goriiliir. Ote yandan
Jo- e dx€(x —2) [_ e OP{, > t}dt

(00]

= [ e €(x —2)dx [_ e O P{§, > t}dt
t+ foso ™™ [y €7 P{E; > t}dtdx€(x — 2)
= [, e dx( [ e P, > t}d)

= fxoiz e~ g7 0(x=2)ple > x — z}dx

yazilabilir. Sonu¢ olarak &, ve ng, k > 1 rastgele degiskenleri bagimsiz 6zdes
dagilmig pozitif degerler alan rastgele degiskenler oldugunda R™(6,a|z) igin

asagidaki integral denklemi elde edilmis olur.
R*(8,alz) = e fxoize‘(“e)xP{El > x — z}dx
+R~(6,a|0) ft:y_z e %tP{n, < z+ t}dP{§ <t} —
— [, R*(®,aly) [Z e dyP{ny < z + ¢ — y}dP{§ <t}

— fyﬁsz(e, aly) f:y_ze‘etdyP{rh <z+t—y}dP{ <t}
(3.34)
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Simdi bu integral denklemini 6zel durumda ¢ozelim. &; rastgele degiskeni u > 0
parametreli n mertebeli bir Erlang dagilimi n; ise A > 0 parametreli birinci
mertebeden Erlang dagilimina sahip olsun. Bu durumda

2 n-1
P{& <t} = {1 - [1 + ut +%+ ---+%]e‘”t}€(t),u >0

Plnu<t}=(1-e*)€),21>0
olacaktir. Burada

t<o0

0
€(t)={1 t>0

oldugunu hatirlayalim. Bu 6zel durum i¢in (3.34) ifadesi

~ _ (a+#+e)n_ﬂn -az U o -Azp=~ _
R=(6,alz) = (a+u+0)(a+6) € + [A+,u+e] e “R*(6,aly)

—_ L " -Az (% }Ly ~
& [}\+|,1+9] € y=0 e™”R (e; aIY)dy

_ M -az (7 YRS © —(A+u+06)n—1
(n—-1)! e y=0 e R (e' (X|Y) ft=y—z e t dtd_’y

(3.35)

seklini alacaktir. Bu integral denklemini bir diferansiyel denkleme doniistiirelim.
Bunun i¢in (3.35) esitliginin her iki tarafi e?? ile ¢arpildiktan sonra z ye gore tiirev
alinmalidir. Daha sonra da elde edilen denklemin her iki tarafim e~(*#+0)Z jlg
carptiktan sonra tekrar z ye gore tirev alinmalidir. Bu yontem (n-1)-kez

tekrarlanarak asagidaki diferansiyel denklem elde edilecektir:

n_o ck[AR*W (8, a|z) + R¥**V (8, a|2)|(— 1) (u + )" F

+ ()" A"R(8, aulz) = (—1yr KD oICo) e

(3.36)
Bu denklemin genel ¢ozimd ise

R*(8,alz) = ¢;(8,a)e’1®7% + ¢,(8,a)e*2®7 + ... + ¢, (6, a)ekn®7 +
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+R5 (8, a|z)
(3.37)
seklinde olacaktir. Burada k;(0) i=1,2,...,n (3.36) diferansiyel denkleminin

karakteristik denkleminin kokleri olup Rg,(6,a|z) ise (3.35) denkleminin ozel

¢Ozlimii olacaktir. Yani

_ Q-o[(a+p+O)"—p"]
(a+6) [Tizo[a+ki(6)]

olmak tizere
R$,(6,a|z) = Ae™%

seklindedir. (3.35) denkleminden ¢;(6,@), c,(6,a), ..., c,(6,a) katsayilar

belirlenerek asagidaki cebirsel denklem sistemini yazabiliriz:

~ _ (a+p+e)"—pm L \np~
R*(8,aly) = (a+u+6)(a+0) + (a+u+6) R*(8,aly)

Au™ oo - o B
~ G om0 € R=®,aly) [,Z em*H+ Ot dedy

=~/ _ (OH'I»H'e)n_un _ [ n =
R~(6,a|0) = a(a+u+8)“(a+6) 7\<}\+u+e) R¥(6,al0) +

A2 roo gy~ ®© L (A+p+0)tyn—1
+ i by € RT(B,aly) fi_ em O dedy

(n-1)!

Jy= " ® O R*(8, aly)y"*dy

(a+u+6)"-u"(A-a)
(a+6)

Shzd ck[AR=1I (6, aly) + R=E+D(6,aly)] = (-1

—(=D" M [ T BOYR(8, aly)dy
(3.38)

Bu durumda (3.37) esitligi kullanilarak (3.38) den

no _ (a+p+O0)™—pm K \npyn .
i=1 Cl(e’ a) + A - (a+”+e)n(a+e) + (/1+0+u) [ i=0 Cl(ei a) + A]

51



Au™ oo . _ © -
—(n_l)!fy=0e’1y[ n L ci(8,a)eki®y + ge=a7] Jiey e A+urO)tn=1geqy

no. _ _ _, (a+pt+O)"—p" nron
Yiz1ci(6,a0) —ad = —a (rni0)@i0) (/1+e+u) [Xisoci(6,a) + 4]
AZ n foe) ) _ . B _
+(n_lt1)! o e[ n (o, a)eki®y 4 ge @y] ft=ye A+utO)ten=14¢dy

G e S €@, e + Ao~y dy

Crlf{l[ ?=1 k™c; (6, a)+a”y] +[ ?=1 kn+lci(e, a)—l—a”“A]}

(a+u+0)"—u™(A-a)

— (_1\n—-1 n—1[
=D a (a+0)

(=D fy e~ O[T (8, a)eki®Y + Ae~]dy

(3.39)

sistemi elde edilir. Simdi bu cebirsel sistemin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.

Eger
iLiln+6 —k;i(8)] = (=D ap”
iald + k(©)] = (=)™ apn
Ll +0—ki(®] = ()™ 21+ k;j(©)][1 + 6 — ki(8)] = (—1)* 1 au™
LA+ kE@)]=A-a)(a+u+0)" —

J‘ tn-1 —(?\+u+9)tdt_
t=y

(n-1)ly"~ _
+Zk Z(n—e A+p+0)y

A+u+6 K)!(A+p+6)K

(3.40)

ifadeleri gbz oniine alinirsa bu takdirde (3.39) denklem sistemi

"(a+pu+0)"—pm]

n — . n_ ,n,. — ap — n
k=1l + 0 — k;(©)]" — u"}ci(6,a) O m o] = M A

(a+p+8)"—u"

n — . n_ ,n,. — ap — n
k=1tln + 0 —ki(O)]" —u}ei(8,0) = o e = AW A
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n . n_ ,ny. _ ap[(a+p+0)"—u" _ n
Zie=alln + 6 = ki(O)]" = w"ei(8,0) = o5 o — GHA

sistemine doniisiir. Buradan da kolayca goriiliir ki (3.41) sistemi lineer bagimlidir.

Dolayistyla
c2(8,a) = c3(8,a) =+ =cp(6,0) =0
olup
_ ap” [(a+u+6)"—p"]
(0 0) = S ok @ P wm - G- @rar o
(3.42)

olacaktir. Bu nedenle (3.35) integral denkleminin genel ¢ozimu

~ _ ap™[(a+u+6)"—u" k1(0)z
R7(8,212) = g e m@ i -G-a@r o €

A-a)[(a+u+6)"—p" -z
(a+0)[Au"—(A-a)(a+u+6)"]

(3.43)

olarak bulunmus olur. Bu ifade X(t) siirecinin sartl dagiliminin zamana gore

Laplace doniisiimii uzaya gore ise Laplace-Stieltjes donilistimiidiir.

Simdi de X(t) sUrecinin sartsiz dagilimi igin zamana gére Laplace doniisimii ve

uzaya gore ise Laplace-Stieltjes doniistimiinii elde edelim. X (t) siirecinin insasinda

X(0) = X1(0) = &1 (w)

oldugu agiktir. Bu nedenle
R*(6,a) = [," R¥(8, a|z)dP{X (0) < z}

yazilabilir. Boylece

- oo ap™[(a+u+0)"—um k,1(0)z
R=(8,a) = fZ:O{(CHe)([H+9—ki(9)]"—un)[/1#"—(1—05)(“"'#"'9)71] '

(a=D[(a+p+6)"—u"]
(a+0)[Au—A-a)(a+u+6)n

]e‘“z}d(l —e H)
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veya integral alinarak

~ _ ap" [(a+p+6)"—p"] u
R7(6, ) = (a+6)([u+6-Kk; ()] —puM) [Aul —(A—a) (a+p+6)1] (u—kl(e))

A=) [(a+p+6)"—pu"] (L)
(x+0)[Aput—(A—a) (a+u+6)1] “a+p

oldugu goriilir. Simdi de X(t) siirecinin ergodik dagilimi igin Laplace-stieltjes
donilisimiinii verelim. Bu durumda yari-Markov rastgele yiirliyiis siiregleri igin
Gihmann ve Skorokhod (1975) tarafindan verilen teoremi uygulama yeterlidir.

Cunkl burada ele aldigimiz siireg¢ o siirecin bir 6zel durumudur. Buna gore eger

E(&;) < E(ny) ise veya buna denk olarak % < % => A < nu ise X(t) sureci ergodik

olacaktir. Boylece eger X (t) sureci ergodik ise Tauber teoremine gore
E[e‘“x(w)] = R™ (a) = limg_cOR™(6, @)

yazilabilir. Burada X (w), x — oo iken X (t) strecinin limitidir. O halde

B _ 1 _[atp+0)"—p"lu
R (ol (n-1)! [Au—(a—2)(a+p)"]

(3.44)

oldugu gosterilebilir. Buradan da A<np olmak (izere

R'(0) = —E(x(w)) = 1=

2n
A-np)"

R"(0) = [R'(0)]? = var(x(w)) =

elde edilir.

Simdi de (3.34) integral denkleminde &; ven; rastgele degiskenlerinin
sirasiyla p ve A parametreli iistel dagilima sahip olmalart 6zel durumunu g6z 6niine

alalim. Bu durumda (3.34) integral denklemi

- _ e—0z U Az P~
R (6,a|z)-a+#+e+l+#+ee R*(6, a|0)

Au -z (® _dy p=
Touro© y=0© R*(0,aly)dy
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Au — ~
ot WOz [ e=(+0 R=(6,aly)dy

(3.45)

eklini alacaktir. Bu integral denklemi ise
R¥(®,a|lz2) + (A —u— OR~' (0, a|z) — AOR*(6, u|z) = (a — z)e % (3.46)

diferansiyel denklemine (3.36) daki yolda dondistiiriilebilir. Bu denklemin genel
cozlimu ise k,(0),i = 1,2, diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin kokleri

olmak tizere

R*(8,alz) = ¢,(8,a)ek1®% + ¢, (0, a)e*2®% + RZ (6, a|z)
(3.47)

formunda olacaktir. Siiphesiz burada R, (0, a|z) denkleminin bir 6zel ¢ozimi olup

N A-u
[a+ky (8)][a+k, (6)]

olmak tizere
Rsy(6,a|z) = Ae™%*

olarak yazilabilir. Bu durumda c¢;(a,0),i =1,2, katsayilar1 (3.34) integral

denkleminden elde edilen asagidaki sinir sartlarindan bulunabilir:

( _ u ~
R=(8,a|0) = a+e+ﬂ+m+eR (6, a|0)

e~ WrOYR>(B, aly)dy

/1+u+e fy 0

] , u
R~ (6,a|0) = — W p=(6,a|0)

a+u+8__l+u+e

lu(#+9) - ~
| R e WY R (6, aly)dy

(3.48)
Buradan (3.48) deki esitliklerde R~(0,a|0) ve R¥(6,aly) yerine onlarin (3.47)
deki degerlerini yazilirsa, bu sistemlerden

1+6
A+u+6

a—A
[Cl(e’ @) +c(6,a) + [a+k1(8)][a+k2(9)]]

a—A

1
e @larn@l Y

a+6+u A+u+ej; 0

e~ WY (0, a) + c,(6, a) +
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¢1(8,)ky(8) + (8, a)k, (0) — —— L&t

[a+k1(8)][a+k2(0)]
___«a _ Au a—-A71
T a+u+0  A+u+6 [Cl(e’ a) +¢;(6,a) + [a+k1(6)][a+kz(e)]]
ﬂ#(#+9) —(u+0) a-2
Z+[,L+9 f ’ Y Cl(e a)kl(e)y + CZ(G a)kz (e)y + +k1(9)][a+k2(9)]]

sistemi elde edilir. Buradan gerekli sadelestirmeler yapilirsa

A+« Au

A+u+0  (+p+0)(u+6—ky () c1(8,a)
Ata Au
[a+#+9 A+p+6)(u+6-k,(0)) c2(8,a)

1 _[ Ata Au ] a—2
T oa+u+0  A+p+0  A+u+0)(u+6+a) [a+k, (0)][a+k,(0)]

Au(p+6)
[k (8) + (/’L+u+e) ~ GrmroGmrorey (& o)

Au(p+6)
+[k2(0) + /’L+u+e (A+u+e)(u+e—k2(e)) c2(8,a)

o« [ Au - Au + a] a—-A
a+u+o A+u+0)(u+6+a) (A+u+06) [a+kq(O)][a+k,(0)]

(3.49)
sistemi yazilabilir. Ote yandan
[n+6 -k (O)][n+6 -k, ()] =2

olacagindan (3.49) daki ikinci esitlikten

[6 = ky(©)]c1 (8, @) + [0 — Kz (0)]c2(8, @) = s
[0 — k1(6)]c1(8, ) + [0 — k,(8)]c,(6,a) = s

[a+kq(B)][a+k,(O)]

(3.50)

homojen olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem lineer bagiml

olacagindan ¢,(6,a) = 0 olup

1 au

c1(8,a) = 6—k1(8) [a+k,(0)][a+k,(0)]

elde edilir. Boylece (3.47) genel ¢ozimi
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~ _ 1 ap k1(0)z a-4 —az
R7(0,al2) = oS m@iamn®© - T emeiene ¢ @51

seklinde bulunmus olur.

Simdi de X (t) siirecinin ergodik dagiliminin Laplace-Stieltjes doniisiimiinii verelim.

X(0) = & (w) olacagindan toplam olasilik formiilii kullanilarak
R*(6,a) = [, R¥(6,alz)dP{X(0) < z}
ifadesini

~ — (® 1 au k1(0)z
RE©,0) = |, s ommomne

L a—27
ke (0)][a+k,(0)]

e~ *]d[1 — e™#4]

ve buradan integral alinarak

~ r au H a—u e
R™(6, )= 0-k1(0)[a+k,(0)][a+k,(8)] u—k4.(8) + [a+k,(O)][a+k,(0)] pta

seklinde elde etmis oluruz. Bu durumda yine E(&;) < E(n;) ise X(t) sureci ergodik

olacaktir. Boylece
E[e‘“x(w)] =R (a)

= limg_,OR~ (6, a)

au 1
0-k1(0)[a+k,(8)][a+k,(8)] u—kq(6)

= lime_)oe

a—p [
[a+kq(B)][a+k,(O)] u+a

+ lime_>0 (]

alinir. Ote yandan (3.46) diferansiyel denkleminin karakteristik denkleminden
k*2(0)+ A—u—0)k(6) —26 =0
2k(@)Kk'®)+ (A —u—-0)k'(8) —2=0
olup
[ + k;(O®)][a + k,(B)] =a? +a(u+6—21)— 20

ve
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' 1
ki(©) = 1=
elde edilir. Buradan

a—u i
[a + ki (O)][a + k()] + a

limg_,,© - 0 ve limg_ok.(0) - 0

olacagindan

ap

h
u—k;(6) [1 kl(e)] [a2+a(u+8—k)—?\e]
6 [Z)

R(a) = limg_,yOR™(6,a) = limg_,

n ap
[u-k1(6)] (1—k’1(6))a(a+u—}\)

= —lime_,o

.
(1—&)(0&11—)\)

(3.52)

elde edilir. Boylece X (w) rastgele degiskeninin ilk iki momenti yani beklenen deger

ve varyansi sirastyla

1

R~'(0) = —E(X(W)) = -

R(0) = [R7 O] = =

olarak bulunmus olur.
3.5. X(t) Surecinin Bir (a, b) Bandinda Kalma Siiresinin Dagiliminin Laplace
Doniisiimii

(Q, F, P) bir olasilik uzay1 &, ng, k = 1,2 ... bu uzayda tanimli bagimsiz ve 6zdes
dagilmis pozitif degerli rastgele degiskenler olsun. Bu degiskenler yardimiyla

Xl(t) =z+t-— %(;11111' Z%(z_llzi st< Z%(zlzi’ k = 1,2, ey @O

stokastik siirecini g6z 6niine alalim. Kisim (3.1) de belirtildigi gibi bu siire¢ pozitif

akimli ve negatif sigramali bir rastgele siiregtir. Simdi bu siire¢ yordamiyla
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X(t) = X1(t) — infoes<c{0, X1 ()}
veya
X(t) = X;(t) — min{0, infocs<c X1(5)}

tanimlayalim. Bu siirece pozitif akimli negatif sigcramali ve sifir seviyesinde tutan

bariyerli yari-Markov rastgele siire¢ ad1 verilir.

Bu kisimda amacimiz X(t) surecinin a,b > 0 ve a < b olmak Uzere bir (a,b)
bandinda kalma siiresinin dagiliminin belirlenmesi ve bazi sayisal karakteristiklerinin
hesaplanmasidir. Bu amagla 7t rastgele degiskeni X(t) surecinin (a,b) bandinda
kalma slresini gostersin. Bu durumda t rastgele degiskeni igin { >t} ve

{supg<s<: X(s) < b, infy<s<:X(s) > a} olaylar1 birbirine denktir. Dolayisiyla
P{t > t|X(0) = z} = P{supp<s<tX(s) < b, infy<s<X(s) > a|X(0) = z}
yazilabilir.
K(t,a,b|z) = P{t > t|X(0) = z}
gosterimini tanimlayalim ve K(t,a,b|z) nin Laplace doniisiimiinii

K(6,a,blz) = |

t=0e‘etK(t, a,b|z)dt,© > 0

ile gosterelim. Bu takdirde asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1. Yukaridaki gosterimler altinda
K(6,a,b|z) = ftbz_oze‘etP{f1 > t}dt
~ b— _
+1,_ K®,a,bly) [, e™®dt{&; < t}dyP{ny <z -+t~ y}
b = b-z  _
+J,_,R(6,a,bly) [ e ®dt{& < }dyP{ny <z +t—y}
dir.
Ispat: Toplam olasilik formiiliine gére K (¢, a, b|z)’yi

K(t,a,b|z) = P{infy<s<X(s) > a,supg<s<t X(s) < b; & > t|X(0) = z}

+P{infy< < X(s) > a,supp<s<tX(s) < b:&; < t|X(0) =z}
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=P{z +t < b}P{§; >t}
+ft fb P{§€ds;z+s<b,z+s—n; >a;z+ s —n,Edy}
s=0Jy=a 1= ’ 1 ~az2TS—T1,tdy
P{infocs<x(u) > a, supg<s<ex(u) > b[x(0) = y}
seklinde yazabiliriz. Boylece
K(t,a,b|z) = P{t < b — z}P{&; >t}
+ fstzo f;?:a P{é,€ds}P{z+s < b}dyP{a<z+s—P{la<z+s—n, <y <y}
K(t—s5s,a,b|x(0) =y) (3.53)

esitligi elde edilir. Ote yandan basit olasilik kurallarmdan

Pla<z+s—nm <y}=Pla—z—-s<—-n<y—z-—s}
=P{z+s—a>n, >z+s—y}
=P{z+s—-y<n <z+s-—a}
=Py <z+s—a}—-P{n; <z+s-—-y}

oldugu kolayca goriilmektedir. Bu durumda (3.53) ifadesinin her iki tarafina z ye

gore Laplace doniisiimii uygulandiginda asagidaki integral denklemi elde edilir.
K(8,a,blz) = [ " e™®P{&, > t}dt

+ f;):a K(©,a,bly) ftoe‘et P{z +t < b}dtP{¢, < t}dyP{z+t —n; <y}

_ b—z
— Jt=0

e 9tpP{&, > t}dt
b = b-z _
+ fy:a K(©,a,bly) ftzoze %tap{¢&, > t}dyP{n, >z +t — vy}
Buradaz +t —y > 0ise t > y — z oldugu agiktir. Bu takdirde

R(8,a,blz) = [ e ®tP{f, > t}dt
t=0

—Z

b |74 —
+/,_,K(®,a,bly) ftbz e Ot dtP{¢, < t}dyP{n, > z+t — y}

max{0,y—z}
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elde edilir. Buradan

0, y < zise

max{0,y — z} = {y -z, y>zise

oldugu goz oniine almirsa K(6, a, b|z) icin integral denklemi
K(6,a,blz) = ft:Z e Otp{E, > t}dt
+ fyzza K~(6,a,b|z) f:;;z e Ot dtP{§; < t}dyP{n; <z +t—y}

+ f;zﬁ(e, a,blz) [ :’Z_Ze‘et dtP{§; < t}dyP{n; <z+t—y} (3.54)

oldugu gosterilmis olur. Boylece ispat tamamlanir.

Yukaridaki integral denklemi ancak ardisik yaklasimlar metoduyla c¢oziilebilir.
Dolayisiyla 6zel durumda bu denklemin ¢oziimiinii verecegiz. Farz edelim ki
&, ve nyrastgele degiskenleri sirasiyla A ve pu parametreleri iistel dagilima sahip

olsunlar. Yani
P& <ty=[1-e €@, 2>0
P{n; <t}=[1—-e ™]€®), u>0

ve

0, t<0
e(t)‘{L £>0

seklinde olsun. Bu 6zel durum i¢in K~(6, a, b|z) ifadesi

~ —e—(A+0) (p_
K(G,a,blz) = ”TG(DZ)

_ M —+ut) ,,(A+0)z (P uy
Tro e fyzae K(6,a,b|y)dy

Au

+ A+u+6

e H f;za e"K(8,a,bly)dy

M o@+0)z (P —+e)y
+ e € fy:a e K(6,a,bly)dy

(3.55)
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seklini alacaktir. Simdi bu integral denklemini diferansiyel denkleme doniistiirelim.

Bunun i¢in (3.55) ifadesinin her iki tarafin1i e** ile carptiktan sonra z ye gOre tirev

almak yeterli olacaktir. Daha sonra da elde edilen ifadenin her iki tarafini e ~(A*#+0)z

ile carptiktan sonra tekrar z ye tiirev alindiginda gerekli sadelestirme yapilarak
K"(8,a,b|z) — (A —u+0)K'(8,a,b|z) — ubK(®,a,bl|z) = —u (3.56)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ikinci mertebeden homojen olmayan

bir lineer denklem olup genel ¢6ziimii

K(6,a,b|z) = c,(0)e*1®7 + ¢,(0)e*2®? + K (6, a, b|z)
(3.57)

seklinde olacaktir. Burada k;(0),i =1,2 (3.56) diferansiyel denkleminin

karakteristik denklemi

k2(0)—(A—u+0)k(®)—u6 =0
(3.58)

denkleminin kokleri olup K¢, (6, a, b|z) ise (3.56) denkleminin 6zel ¢ozumUdur. Bu

0zel ¢ozim ise

N _ U
Kp(8,a,bl2) = —(———o

formundadir. Bu takdirde bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

~ _ k1(0)z k,@©)z _ _ H
Ks‘p(eﬂ a,blZ) - Cl(e)e 1 + CZ(e)e 2 kz(e)—kl(e)

= ¢(6)e" 192 + ¢y (@) 27 4 2
(3.58)
olacaktir. (3.54) ifadesinden c,(0) ve c,(0) y1 belirlemek igin asagidaki cebirsel
denklem sistemi yazabiliriz:

1—e—A+0)b

~ A _ b ~
K(8,a,b10) = —5—— g 4O [ eR(®,a bly)dy

A0y
+are fyzae K(6,a,bly)dy
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e fyeo e HOVR(0,0,b1y)dy,

(3.59)
uk (6, a, b|0) + K'©ablo)

R (A+p+6)b ny &
—5 — Aue” fy= e"K(6, a,bly)dy

+Ap fyb=o e"+OYK(6,a, bly)dy.

Bu durumda (3.58) ifadesi géz 6niine alindiginda (3.59) sisteminden

1_e—(a+e)b

1
c1(8) +c,(0) + P a——

Au o~ (A+u+0)b f

1y k1(0)y k2(®)y 4 1
o y=a® [cl(e)e 1 + c,(0)e"2 +e] dy

“Me fy ety [C (0)ek1®Y 1 ¢ (9)ek2®Y 4 ] dy

u [C1(e) +c2(0) + é] + [c1(8)k1(8) + c2(0)k,(0)]

— M ye@+ute)db (0 Luy kq(0)y k(©)y 4 1
=———Mue fyzae [cl(e)e 100 4 ¢, (0)e2O) + e] dy

+Ap f;zo e~y [cl(e)ekl(e)y +c,(8)eke®y ¢ %] dy
(3.60)

sistemi elde edilmis olur. Simdi bu cebirsel denklem sisteminin lineer bagimsiz

oldugunu gosterelim. Eger
A+0 -k, (8) = p+k,(0)
[+ k1 (O)][1 + k2 (8)] = Au
[A4+6—-k,(0)][u+ky,(B)] =2

ifadeleri g6z oniine alinirsa (3.60) denklem sistemi
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l_2=1[(/1 +u+ e)e—(l+8—ki(e))b _ (ﬂ + ki(e))e—(/1+u+6)be(u+ki(6))a +

(1 + ki(8))e(iki®@)a],(9) = —ZTHERD =400 4 Lo=(itusOM gra _ 2 g

2 [A+pu+ e)e—(l+9—ki(e))b _ (,u + ki(e))e—()l+u+e)be(u+ki(9))a +

(,u + ki(e))e(”+ki(e))a] ci(®) = — _/1(61(;;:;)6) ~(A+8)b 4 ge_(“”w)be”a — ge“b

(3.61)

sistemine doniisiir. Boylece (3.61) sistemi bir lineer bagimli sistemi olup ¢3(6) = 0

dan
€1 (0) = y) —(A+p+0)e~A+Ob (310)e~AtntObena_) 1 )eHa

1 8(A+6) (A+”+e)e—(l+u—ki(9))b+(u_l_ki(e))e_(M,’H_e)ae(;ﬁki(6))a+(”+ki(e))e(u+kl-(6))a
(3.62)

oldugu goriiliir. Buradan (3.56) denkleminin genel ¢6zimd
K(e, a,blz) = é + cl(e)ek1(9)z

seklinde bulunmus olur. Ote yandan (3.58) karakteristik denkleminden

(A—p+6)++/ (A-u+6)2-4uo
ky(0) = u (A-p+6)“—4p

2

(A—p+6)—/ (A-u+6)2-4uo
k,(0) = u (2 n+0)“—4pu

elde edilir. Buradan

A-p+0)+/A-w? _ A-w+A- 0 A<
ky(0) = &t Q-2 _ -+ u)={ Iz

2 2 A—p A>p
k,(0) = A-p+0)+/A-? _ -w--w _ ( 0 A>u
2 2 =72 “W-p A<y

olacaktir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu calismada stok kontrol, kuyruk ve giivenilirlik teorilerindeki 6nemli bazi
problemlerin ¢oziimlenmesinde kullanilabilecek olan 6zel bir stokastik siire¢ ele
alinmigtir. Pozitif akimli negatif sigramali yari-Markov rastgele yiiriiyiis siireci
olarak adlandirilan bir X(t) stokastik siireci matematiksel olarak kurulmus ve bu
siirec ile 1lgili asagidaki teorik sonuglar elde edilmistir.

1o = inf{t: X(t) < 0}
ve

T, = inf{t: X(t) = a}

65



ile tanimlanan siirecinin 6nemli sinir fonksiyonelleri sayilan, siirecin ilk kez sifir
seviyesine diisme ani ve siirecin ilk kez a(a > z = X(0) seviyesine ulasma ani
olarak tanimlanan rastgele degiskenler matematiksel olarak kurulmustur. Ayrica bu
rastgele degiskenlerinin Laplace doniisiimleri, beklenen degerleri ve varyanslari igin
acik formiiller verilmistir. SUrecin iki sigrama an1 arasindaki stirenin {istel ve Erlang
dagilimlarina sahip olmasi 6zel durumlarinda, 7, ve 7, rasgele degiskenlerinin
Laplace dontisiimleri, beklenen degerleri ve varyanslari elde edilmistir. Daha sonra
Sifir Seviyesinde Tutan Bariyerli Pozitif Akimli Negatif Sicramali Yari-Markov
Rastgele Yiiriiyiis Siirecinin dagilim fonksiyonunun Laplace doniisiimii incelenmis
ve X(t) sirecinina,b > 0ve a < b reel sayilar olmak {izere bir (a,b) bandinda

kalma suresinin dagiliminin Laplace doniisiimii i¢in asikar formiiller verilmistir.

Yapilan bu caligmalara ilaveten tutan bariyer yerine yutan, yansitan veya elastiki bir
bariyer kullanilarak benzer ¢alismalar gerceklestirilebilir. Ayrica siirecin iki sigrama
an1 arasinda gecen siirenin farkli dagilimlara sahip olmasit 6zel durumlar
incelenebilir. Strecin bir (a, b) bandinin disina ilk kez ¢ikma aninin, ilk kez siirecin
belirli bir seviyenin altina diisme veya iizerine ¢ikma aninin dagilimlarinin Laplace
dontigiimler: hesaplanarak beklenen deger ve varyans gibi sayisal karakteristikleri

hesaplanabilir.
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