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OZET

QUASI KONVEKS VE GENELLESTIRILMIS QUASI KONVEKS
FONKSIYONLAR ICiN SIMPSON TiPLi ESiTSiZLIKLER

Nazh UYGUN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2016
Yiksek Lisans Tezi, 47s.

Danisman: Dog. Dr. Erhan SET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim esitsizlikler, konveks fonksiyonlar ve
kesirli integraller ile ilgili giiniimiize kadar yapilan ¢alismalar hakkinda bazi bilgileri iceren
giris boliimiidiir. ikinci bélimde temel tamimlar, teoremler ile birlikte ilgili sonuglar ve
ornekler verilmistir. Ugiincii boliimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri
hakkinda bilgiler ve ilgili Simpson tipli bazi esitsizlikler verilmistir. Daha sonra a tipli
kiimeler hakkinda temel bilgiler ile a tipli kiimelerde limit, siireklilik, lokal kesirli tiirev,
lokal kesirli integral gibi kavramlar hakkinda genel bilgiler verilmistir. Dordiincii boliimde
lokal kesirli integraller yardimiyla elde edilen Ozdeslikler ile bu ozdesliklerden
faydalanilarak genellestirilmis quasi-konveks fonksiyonlar i¢in yeni Simpson tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Son boliimde ise sonuglar ve oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis quasi konveks fonksiyon, Kesirli integraller, Quasi
konveks fonksiyon, Simpson tipli esitsizlikler.
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SIMPSON TYPE INEQUALITIES FOR QUASI CONVEX AND GENERALIZED
QUASI CONVEX FUNCTIONS

Nazh UYGUN

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 47p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET

This thesis consist of four chapters. First chapter is the introduction part that includes
information about the studies that have been performed related to inequalities, convex
functions and fractional integrals until now. In the second chapter, fundamental definitions,
theorems, related results and examples are given. In the third chapter, firstly the informations
about Riemann-Liouville fractional integral and its associated some Simpson type
inequalities are given. Then, fundamental informations about o type sets and general
informations the concept as limit, continuity, local fractional derivative and local fractional
integral on o type sets(or fractional sets) are given.

In the fourth chapter, the identities obtained via local fractional integrals and by using these
identites, new Simpson type inequalities for generalized quasi-convex functions is
established. It is given the result and propositions in the last chapter.

Key Words: Generalized quasi convex function, Fractional integrals, Quasi convex
function, Simpson type inequalities.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

B : Beta fonksiyonu

Cq[a,b] . [a,b] Araliginda Holder Kesirli Stirekli Fonksiyonlar
Kiimesi

Dq[a,b] : a. Dereceden [a, b] Araliginda Diferansiyellenebilen

Fonksiyonlar Kiimesi

f : f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
f" . f Fonksiyonunun Ikinci Mertebeden Tiirevi
f(® : f Fonksiyonunun a. Mertebeden Lokal Kesirli Tiirevi
r . Gamma fonksiyonu
[ . R Sayilar Kiimesinde Bir Aralik
i : I’ nin Ici
b . f(x)’in Lokal Kesirli Integrali
Jo . a. Dereceden Sag Riemann-Liouville Kesirli integral
Jo- . a. Dereceden Sol Riemann-Liouville Kesirli integral
L[a, b] . [a,b] Araliginda Integrallenebilen Fonksiyonlar Kiimesi
N¢ . o-Tipli Dogal Sayilar Kiimesi
Q~ . o-Tipli Rasyonel Sayilar Kiimesi
R . Reel Sayilar Kiimesi
R% . o-Tipli Reel Sayilar Kiimesi
VA . o-Tipli Tam Sayilar Kiimesi

Vi



1. GIRIS

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda énemli bir rol oyna-
masi1 ve aktif bir aragtirma alani olmasindan dolay1, 6zellikle son yillarda arastirmacilarin

ilgi odag1 haline gelmigtir.

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar. Esitsiz-
likler ile ilgili ilk temel ¢caliyma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polyal8] tarafindan yazilan
“Inequalities” adl kitaptir. E.F. Beckenbach and R. Bellman[4] tarafindan 1934-1960
doneminde esitsizlikler iizerine elde edilen bazi ilging sonuclar: iceren “Inequalities” adh
ikinci kitap yazilmigtir. Mitrinovic’in[11] 1970’te yaymlanan “Analytic Inequalities ”
adl kitab1 yukarida bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular icerir. Bu iig
temel kaynagin yan sira Mitrinovic ve arkadaglari[12] tarafindan “Classical and New
Inequalities in Analysis”, Pachpatte[14] tarafindan “Mathematical Inequalities” adl kita-
plar ve son yillarda da Sever S.S. Dragomir, V. Lakshmikantham, R.P. Agarwal gibi
aragtirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek c¢ok kitap, makale ve monografi
yazilmigtir. Esitsizlikler yaygin olarak matematik ve uygulamali matematigin gesitli dal-
larinin geligiminin arkasindaki temel itici giiglerinden biri olarak kabul edilmektedir. Son
on yildan fazladir matematigin bircok farkli alanlardaki uygulamalarda literatiirde yerini

almig temel esgitsizlikler biiytik bir katki saglamaktadir. Bu esitsizliklerden biri de Simpson

esitsizligidir.

Konveks fonksiyonlarm tarihi M.O. 250 yilinda Archimedes’in tinlii pi degerini hesapla-
masina kadar dayanmakla birlikte baslangici 19. yilizyilin sonlar1 olarak gosterilebilir.
Konveks fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan caligildigi ve Jensen’in bu o6ncii caligmalarindan itibaren konveks fonksiyonlar
teorisinin hizh bir geliyme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbech ve Bellman[4] ve
Mitrinovic[11] gibi pek ¢ok aragtirmac: konveks fonksiyonlar i¢in egitsizlikler konusunu ki-
taplarinda ele almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak
(Convex functions: Inequalities) 1987 yilinda Pecaric[15] tarafindan yazilmigtir. Ayrica
Roberts ve Varberg[17], Pecari¢ ve arkadaglari[16], Niculescu ve Persson[13] gibi pek ¢ok
kisi konveks fonksiyonlar iizerinde esitsizliklerle ilgili ¢ok sayida calisma yapmiglardir.
Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger gesitli
alanlarinda dogrudan veya dolayl olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok uygulamasi vardir.
Ayrica farkli aragtirmacilar tarafindan konveks fonksiyonlarin birgok farkli tiirii tanimlanmis

ve bu yeni konvekslikler yardimiyla esitsizlikler elde edilmistir. Bu konveksliklerden biri



de quasi konveks fonksiyonlardir. 1953’te, quasi konveks fonksiyonlar sinifin1 olusturan,
isimlendiren ve geligtiren kisilerin baginda W. Fenchel gelmektedir. Fenchel’in “Convexs

Cones Sets and Functions” adli ders notlari bu smifin ilk kaynaklarindandir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: ilk olarak Liouville tarafindan duyruldu.
Kesirli tiirev ve kesirli integral kavrami tiirev ve integrallerin sadece tam sayilar ic¢in
var midir sorusundan yola c¢ikilarak ortaya c¢ikmig 17. ytlizyildan itibaren Leibniz, Fuler,
Lagrange, Abel, Liouville ve diger birgok matematik¢inin kesirli mertebe icin diferensiyel
ve integrasyonun genellesgtirilmesine dayanan oncii ¢caligmalariyla gelismeye baglanmigtir.
Uygulamali alanlarda kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar: hakkinda ilk kaynak kitap
S.G. Samko ile A.A. Kilbas ve O.I. Marichev[18] tarafindan yazilmig olup bu kavramlar
tizerinde bir¢ok caligma yapilmistir. Bu caligmalardan bir tanesi de 2011 yilinda Xiao-Jun
Yang[27] tarafindan yazilan, kesirli kiime, lokal kesirli tiirev ve lokal kesirli integral gibi
kavramlarin tamtildigr “Lokal Kesirli Fonksiyonel Analiz ve Uygulamalar1” adli eserdir.
Yang’in bu eserinden faydalanarak son bir ka¢ yilda genellestirilmis konveks fonksiyonlar

ve bazi tiirleri tanitilmig ve bu fonksiyonlar yardimiyla da yeni egitsizlikler elde edilmigtir.

Bu tezin amac1 ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla quasi-
konveks fonksiyonlar icin bazi Simpson tipli esitsizliklerin genellegtirmelerini vermek-
tir. Daha sonra ise a— tipli kiimeler hakkinda bilgi verilerek bu kiimeler yardimiyla
genellegtirilmis quasi-konvekslik kavrami verilip, bu fonksiyon yardimiyla yeni genellestirilmis

Simpson tipli esitsizlikler elde etmektir.



2.

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizda kullanilacak olan tanmimlar, teoremler, bazi iyi bilinen

esitsizlikler ve temel ozellikler ile gerekli olan ispatlar verilecektir.

2.1 Genel Kavramlar

Tanmim 2.1.1 “(Lineer Uzay): L bog olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.

+:LxL— Lve-:F xL— Liglemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa

L ye F cismi iizerinde lineer uzay(vektor uzayi ) denir.

A)

G1.
G2.
G3.
G4.
G5.

L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Her z,y € L i¢in z +y € L dir,

Her z,y,z € Li¢in v + (y + 2) = (v +y) + 2 dir,

Her x € L i¢in z + © = © 4+ 2 = x olacak gekilde © € L vardir,

Her x € L i¢in z + (—z) = (—x) + = © olacak gekilde —z € L vardir,
Her z,y € L i¢cin z +y = y + x dir.

B) z,y € L ve o, B € F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

L1.
L2.
L3.
L4.
L5.

a.x € L dir,

a.(z+y) = a.x + a.y dir,
(a+ B).x = ax+ . dir,
(af).x = aB.z) dir,

1.z = x dir(Burada 1, F nin birim elemamdr).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks uzay adi verilir [1].

Tanim 2.1.2 F bir cisim ve V ve W, F cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve

c € F' olmak tizere T': V — W dontisiimi,
(a) T(u+v)=T(u)+T(v)
(b) T(cu) = cT'(u)

sartlarim saghyorsa T ye V {izerinde lineer déntigiim denir [1].

Tanmim 2.1.3 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi olmak iizere

B={z€Ll:z=az+(1l-a)y, 0<a<l1l}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — o)y esitligindeki

x ve y'nin katsayilari icin o + (1 — «) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple



konveks kiime tanimindaki «, 1 — a yerine o + 8 = 1 sartini1 saglayan ve negatif olmayan
reel «, § sayilarmi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlegtiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [3].

Tanim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): /,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon
olmak tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y) (2.1.1)

sartim1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte ” >" olmas1 duru-
munda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1.1) esitsizligi ¢t € (0, 1) icin

kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [13].

Tanim 2.1.5 Eger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f’ye afin(lineer)dir
denir[7].

Tanim 2.1.6 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak iizere her z,y € I i¢in

f(x;y) < f(x);rf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I tizerinde Jensen konveks veya J-konveks fonksiyon denir

11].

Tanim 2.1.7 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her z,y € I ve x # y igin

(ErY) Lo

oluyorsa f fonksiyonuna [ {izerinde J-konveks fonksiyon denir [11].
Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J konveks fonksiyondur.

Sonug 2.1.2 | C R olmak tizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart, her x,y € I ve her p,q > 0 reel sayilar1 icin

f(px+qy) < pf(@) +af(y)
p+q ) p+q

olmasidir. Bu esitsizlik (2.1.1) esitsizligine denktir [12].

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise
a. f,(a,b) araliginda siireklidir

b. f,[a,b] arahginda simirhdir [2].



Teorem 2.1.2 f fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik tizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart x € [ igin
f'(x) 20
olmasidir [11].

Tanim 2.1.8 (Quasi Konveks Fonksiyon): f: I — R bir fonksiyon ve I C R bostan
farkli konveks kiime olsun. Her x,y € I ve A € [0,1] igin

fOx + (1= N)y) <max{f(z), f(y)}

ise f’ye quasi konveks fonksiyon denir[5].
Eger
FOz + (1= N)y) < max {f(z), f(y)}

ise f’ye kesin quasi konveks fonksiyon denir. Aym sartlar altinda

FAz+ (1= XN)y) > max {f(z), f(y)}

ise f’ye quasi konkav fonksiyon ve

fz+ (1= N)y) >max {f(z), f(y)}

ise f’ye kesin quasi konkav fonksiyon denir [5].

Tanim 2.1.9 f hem quasi konveks hem de quasi konkav ise f’ ye quasi monotonik denir

7).

Not 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi konveks fonksiyondur. Fakat
bunun tersi dogru degildir. Yani konveks fonksiyon olmadigi halde quasi-konveks olan

fonksiyonlar vardir.

Ornek 2.1.1 g: [-2,2] — R fonksiyonu
L te 2,1
9(t) _{ t, te(-1,2.
seklinde tanimlansin. Bu g¢(t) fonksiyonu [—2,2]'de quasi konveks fonksiyondur; fakat

konveks fonksiyon degildir [10].

Teorem 2.1.3 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /,R’de bir aralik, a,b € I ve a < b

olmak tizere f : I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda
a+b 10 f(a)+ f(b)
< < =~ 7 7
f( 2 ) < | o < S

esitsizligi literatiirde konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir

[16].




Teorem 2.1.4 (Simpson Esitsizligi): f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde dordiincii mer-
tebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve ||f®] = sup |[f¥(z)] < oo olsun. Bu

z€(a,b)
durumda

pE e ()] - e

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik literatiirde Simpson Esitsizligi olarak bilinmektedir [6].

o= a

- 2880

Ispat.  Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullamlacaktir. f : [a,b] — R,
(a,b) iizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve ||f¥]|| =

sup |fW] < oo ve
z€(a,b)

olmak tlizere

yazilir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip tiggen esitsizligi uygulanirsa;

b
/ S(x) fD(z)dzx

a+b
! ; a+20\ /” 1 s 2a4DbY
/a 24(1' a) (:E 3 )f (x)dz + o 2 (x —b)°( =z —3 fHdx

_2a+b
3

atb b
||f24l|m{/a (x_a>3<_x+a+32b>dx+/a2+b(b_x)3(x_Za?jrb)dx}

‘If(“)(m)\dw

AN
:\
|
NG
B
|
=N
w

<
4
Wl
2880

olur. Ilk ve son terimlerden

atb b
4
< %(b—a)f’ (2.1.3)



yazilir. Simdi (2.1.2) esitligine adim adim kismi integrasyon metodu uygulanirsa

/ab S(x)f(4)($)d$ (2.1.4)
) / Loy <I B az%)f@) (2)dr + /b 5o~ b (a: - 27 b)f(4)<x>dx
_ __;b_@fw;$)—é@—aﬂﬂ®+f@ﬂ+ ;fwﬂx
elde edilir. (2.1.3) ve (2.1.4) den
- 20-ar(“5) - - Al + o)+ [ jayie
_ ‘ /+ Lo a)3(x - azzb)f(4)(x)dx ¥ /i (e - b)3(:1: -2y b)f“)(x)dx
i

yazilir. Yani

- 20-as(U5) < f0-al@+ fol+ [ e

olur. Her iki taraf (b — a)’ ya bdliintirse

Hﬂmﬂww(wb)}_ L b)de

3 2 2 b—a

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Quasi-konveks fonksiyonlar, Hermite-Hadamard esitsizligi ve Simpson esitsizligi iizerine
yazilan bircok makalenin diginda literatiirde yapilan tez caligmalarina da rastlanmaktadir

[24,32].

Hua ve arkadaglar iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in agagidaki egitligi elde

etmiglerdir [9].

Lemma 2.1.1 f:[a,b] C R — R bir fonksiyon olsun. f’, mutlak stirekli ve f” € L;[a, b]

olmak tlizere

1 2a +b +2b I b—a)? [
sl ar (2 4 o] - o [ =2 [
xp%2g%+1;¢w+f%1§%+2;¢w+f%§a+i;%ﬂm (2.1.5)

esitligi gecgerlidir.



Set ve arkadaglari quasi-konveks fonksiyonlar i¢cin Simpson tipli agagida verilen esitsizlikleri

elde etmiglerdir.

Teorem 2.1.5 f : I C R — R, [°’de diferansiyellenebilen bir déniistim, a,b € I, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. |f’|, [a,b] lizerinde quasi-konveks ise

)+ 1 } b_a/f

max{[f"(a)], |f'(b)[} (2.1.6)

a+b

’ é{f()%f(

5(b—a)
36

IN

esitsizligi gecerlidir [19].

Teorem 2.1.6 f : I C R — R, [°'de diferansiyellenebilen bir déniisim, a,b € I, a < b

1
ve f' € Lla,b] olsun. |f'|9, [a,b] lizerinde quasi-konveks ve ¢ > 1, — + — = 1 olmak {izere
p q

’ é[f( >+4f(“+b)+f<b>] —ﬁ/abﬂx)dx

é<b—a>(§(ﬁ1)) (max {|/(a) 1, £/ (9)"})

IA

(2.1.7)
esitsizligi gecerlidir [19].

Teorem 2.1.7 f: I C R — R, [°’de diferansiyellenebilen bir doniisiim, a,b € I, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. |f’|9, [a,b] lizerinde quasi-konveks ve ¢ > 1 olmak {izere

‘ é{f()+4f(a+b)+f ] b a/f
< 202 (max{I @101 2.18)

esitsizligi gecerlidir [19].
Teorem 2.1.8 (Ucggen Esitsizligi): Herhangi z, y reel sayilan icin

|z +y| < [z] + Jyl,
|z = |y|| < |z —yl,

[lz| = 1yl] < |z + .
ve timevarim metoduyla
|2y + x| < x|+ |

esitsizlikleri gegerlidir [12].



Teorem 2.1.9 (["Jggen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a,b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

/a  Ha)ds

Teorem 2.1.10 (Holder Esitsizligi): a = (a1, as,...,a,) ve b = (b1, ba,...,b,) reel

< / F(@)|dz (a<b)

esitsizligi gecerlidir [12].

veya kompleks sayilarin iki n—Ilisi olsun. Bu takdirde

1 1
—4+-=1
p q
olmak tizere
a. p> 1 ise,
n n 1 n 1
P q
>t < (L let) (o)
k=1 k=1 k=1

b. p <0 veya ¢ < 0 ise,
> agb > <Z |aklp) (Z |bk|q)
2 k=1

esitsizlikleri gegerlidir [11].

Teorem 2.1.11 ( integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. f
ve g, [a,b] araliginda tanimh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|? ve |g|?, [a,b]

araliginda tanimli ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

/ @)l d < (/ b |f(33)|”dx); (/ b |g<x>|qd:c);

esitsizligi gegerlidir [12].

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de agagidaki sekilde

ifade edilmistir. Power-mean egitsizligi kullanilarak daha iyi iist sinirlar elde edilir.

Sonug 2.1.3 ( Power-Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tamimh
ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve |g|%, [a,b] arahginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise ,

[ 1w < ([ \f(x)!d:vy_; (f \f(x)Hg(az)\def

esitsizligi gecerlidir.



Tanim 2.1.10 (Gamma Fonksiyonu): n > 0 igin

['(n) :/ e “u" tdu
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun bazi énemli

ozellikleri agagida verilmigtir.

3. [y fade=T(pI(1—p)=gGm 0<p<l

4. 227 T (n)(n+ 1) = VIIT(2n).

Tanim 2.1.11 (Beta Fonksiyonu): z >0 ve y > 0 icin

Blz,y) = / £7Y1 — 1)

seklinde ifade edilen 5(z,y) gosterimine /3 fonksiyonu denir. Gamma ve Beta fonksiyonlar

arasinda
['(m)I'(n)

Blm,n) = I'(m+n)

m,n >0

seklindeki iligki literatiirde sikga kullanilmaktadir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Riemann-Liouville kesirli integralleri ve bu integraller yardimiyla elde

edilen Simpson tipli baz esitsizlikler verilecektir.

3.1 Kesirli integraller Yardimiyla Simpson Tipli Esitsizlikler

3.1.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri

Kesirli Riemann-Liouville integral operatoriinii elde etmek i¢in ilk olarak n-kath

/ / / / flop)doydoy,_y...dosdoy (3.1.1)

integralini ele alalim. Bu integrallerde integrasyon sirasini ve buna bagli sinirlar1 degistirelim.

Bunun igin;

a<o < oy <01 <T
a <oy <oy 03 <02 <X
... A .., (3.1.2)
a< 0p_1 < Op_o Op < Op_1 <X
a<0op < 0Op_1 a<o,<x

smir degigimleri altinda (3.1.1) ifadesi,

/ / / / £(0)d0md01...doadoy
_ / (/ (/O / (/ dal)dag...)dan_l)dgn (3.13)

seklinde yazilir. (3.1.3) ifadesinin sag tarafi terim terim hesaplanirsa

/ / / / flop)doydoy,—y...dosdoy

/ flo)(x —o,)" o,

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! egitligi kullamlirsa,

xT o1 g2 On—1
// / / flop)doydoy, _y...dosdoy

1 ¥ ne1l
m/a flon)(z —0,)" doy, (3.1.4)

11



yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n-sayisi pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiyonu
tamsayilar diginda da ifade edilebildiginden, n’nin tamsay1 olmamasi durumunda (3.1.4)
egitliginin sag tarafi i¢in agagidaki kesirli Riemann-Liouville integral operatoriiniin tanimi

verilebilir.

Tanim 3.1.1 f(z) € Li(a,b) olsun. Bu durumda,
(%) (@) = ﬁ / (-t 2> a (3.1.5)

(Je f)(z) = ﬁ / FO(E— 2Nt 7 < b

integrallerine @ > 0 icin «. mertebeden kesirli integral denir. Bu integral literatiirde
Riemann-Liouville kesirli integrali olarak bilinir. Burada (J2, f) = f(z) ve (J)-f) = f(x)
seklindedir.

1

5 mertebeden kesirli integralinin %x% oldugunu

Simdi f(z) = 22 fonksiyonunun o =

gosterelim. a = 0 olmak tlizere Riemann-Liouville kesirli integrali

(J%F) (z) = ﬁ /0 FO)(@ =8 'dt, & >0

olarak yazilir. Kabuller altinda f(z) = 2z fonksiyonunun o = % inci mertebeden kesirli
integralinin,
1 I 1
(J2f)(z) ==+ / 2t(x —t)"2dt, x>0
I'(3) Jo
2 T

12



1

5 inci mertebeden integrali alnirsa,

oldugu gortiliir. Simdi de elde edilen sonucun tekrar

1 1 r 8 3 1
J2f)(x) :—/ ——t2(x —t)"2dt, x>0
29) 00 ) 3vF
8 [ s .
=3 i (ux)2(x —ux) 2zdu, t=ux
8 2 ! 3 _1
=—x (u)2(1 —wu) 2du
3T 0
8 5 1
“ 5 PG
S ONG
37 T(3+3)
DN
3 I'(3)
= 1‘2

oldugu goriilir.

3.1.2 Riemann-Liouville Kesirli integralleri yardimiyla Simpson Tipli Esitsizlikler

Lemma 3.1.1 f : [a,b] — R, (a,b) lizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve f’ €

Lla,b], a <b,n>0vea>0olsun. ¥z € [a,b] icin ['(a) = [; e “u*"'du olmak {izere

fone) = g+ 0025 (57 ) +2r ()

e o[ (m58) e (3520)
T(a+1)(n + 1)°

3 —a) [Jﬁ“+f(b)+‘]’”**’_f(a)}

n+1 n+1

_ b-a Y2 —o)e —t>7 ., (n+t 1—t
N 2(n+1)[/0 [ 3 }f<n+1a+n+1b)dt

e —2(1 — ) 1—t  ntt
— |f b dt
+/0 [ 3 ]f<n+1a+n+1> }

esitligi gegerlidir [21].

Ispat. Kismi integral alinarak,

YR —ve —t] ,,(n+t 1—t
_ b|dt
/0 [ 3 }f(n—i—la—i_n—l—l)
na-+b

_ on+1 na+b a(n+1)et [ na+b ot
- 3(b—a){f(a)+2f(n+1)}_S(b—a)@“/a f(x)(n—l—l _”“"> de

2a(n + 1)t [ a1
_W/a f(@)(z —a)*dz

13



ve

Pl =201 -] ,,/1—t  n+t
[ = e e
. on+1 a+nb a(n+ 1)t P a+nb\*"
- s () - S U wf(:p)(x—nﬂ) "
_2a(n+1)a+1 b

_ a+1
3(b—a)*tT Josm

fl@) (b—a2)*da

elde edilir. Buradan yukaridaki esitlikler taraf tarafa toplanip, elde edilen ifadede her iki

taraf =2=% ile carpilirsa,

2(n+1)
b—a T2 =) —t*] ,(n+t  1—t
2(n+1)K/0 { 3 }f<n+1a’+n+1b)dt

+/01 [t“—Q(;—t)a]f,<:blia+Ziib)dt]
= gl () <o (5]

n—+1 n+1

1 n+1

— ) (z—a)* e = J*. _fla

F(Oé) ; f( )( ) T:LLJ:le ( )7
b

T fo, H@) =2 e = T2 f0)

1 ntl na +b ot o o[ na+0b
m/ f@)(nﬂ _x> = J“*f<n+1>’

1 b a+nb\*" a+ nb
— d = @
I'(a) atnb /(@) (m n+1 > ’ < f(n—{—l )

kesirli integralleri kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.1.1 f: 1 C R — R, I°” de diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. |f'|, [a,b] araliginda quasi-konveks ise

1 a+1 i
3—2(%") —4(1— 2
2a 41 2a+1

3(a+1)

b—a

I(a,b;n. <
Habina) <

) ]max{f’|(a)|afl|(b)|}
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esitsizligi gecerlidir [20].

ispat. Lemma 3.1.1 6zdesgliginde her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

—_— 1 —_—
2(n+ 1)\ Jo n+1 n+1
Mo —2(1 —t)°
Byl e
0

1-1¢ t

( at 2F b) ‘dt)
n+1 n+1

elde edilir. |f’| quasi-konveks fonksiyon oldugundan

abna)l < 5=t 1

‘/ =201 —t)°

21 — 1) — 1o
3

21 — 1) — t°
3

mesc{|f (@), |£/(5 >|}dt)

s (7 (ee=s)

f / (#) >max{|f< IRFLONE

L1 (2(1—1&) —t >dt
3

+ / 1 (#)cﬁ) max{|f(a)], If’(b)!}]

max{|f'(a)], |/ (b)|}dt

1
ﬁa
2E+1

esitsizligi elde edilir. Buradan da

1 a+1 L at1
o) ()
3ot 1) ] max{ /| ()], £'|(5)]}

b—a
n+1

|I(a,b;n.a))|

IN

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.1’de a = 1 segilirse

5(b—

[I(a,b;n)| < W

max {|f(a)l, |f'(0)]}
esitsizligi elde edilir [20].

Teorem 3.1.2 f: I C R — R, I°” de diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I, a < b

1 1

ve f' € Lla,b] olsun. o > 0, ¢ > 1 ve — + — = 1 olmak iizere |f’|%, [a,b] arahginda
p g

quasi-konveks fonksiyon ise

_ 1
|I(a,b;n.a)] < b a(/
n+1\ Jy

1

pdt)’l’ (max{lf’(a)lq, |f’(b)l"}) q

21 — 1) — t°

15



esitsizligi gecerlidir [20].

ispat. Lemma 3.1.1°de her iki tarafin mutlak degeri alinip, Holder esitsizligi kullanilirsa;

b—a HI2(1 — ) — o n+t 1—t
I(a,b;n.0)] < S Y b)|dt
[Ha,bina)l < 2(n+1) /0 3 f(n+1a+n+1 )‘
e =20 =)l ,(1—-t  n+t
b)|dt
+/0 3 f(n+1a+n+1)‘

b—a o=t — P No/ [ In+t  1—t \|7. \*
< o at / b)| dt
= 2+ 1) (/0 3 ) (/0 / n+1a+n—|—1) )

o 9(1 — t)e

q 1
ﬁ)

1 P 1 1
P 1—1t n-+t
dt ! b
+(/o > </0 f(n+1“+n+1)

elde edilir. |f’| quasi-konveks fonksiyon oldugundan ve
N
dt)

(f o) = ()
e o)l

2(1 —t)* —t* t* —2(1 —t)®

esitligi kullanilarak
21 — ) — ¢t

b—a [ [
[I(a,b;n.a)] < m</o 3

Lt —20—0)||,,(1—-t n+t
+A 3 f<n+1”+n+fopg
b—a M2t — e — P N\ [ Y
< o [P ) ([ wastrarnlroma)
o —2(1 — )

) % ([ w61 ;]

21—y -t pdt); (maxﬂf'(a)rq, !f’(b)\q}) |

([
<

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

q

Sonug 3.1.2 Teorem 3.1.2" de o = 1 segilirse

b—a !
: <
e < 20

esitsizligi elde edilir [20].

92— 3¢ 7

3

pdt) : (max{|f'<a>|q, |f’(b)|q})

Sonug 3.1.3 Teorem 3.1.2" de a« = 1 ve n = 1 segilirse

as <50 [ pdt);(max{lf’(a)lq, If’(b>|q}>;

esitsizligi elde edilir [20].

2—3t
3
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Teorem 3.1.3 f: I C R — R, I°’ de diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I, a < b
ve f' € Lla,b] olsun. a > 0, ¢ > 1 olmak iizere |f'|?, [a,b] arahginda quasi-konveks

fonksiyon ise

b—a

I(a,b;n. <
Habina) <

L o+1 1 atl
s-a(h) " —a(1- 1) ;
] (max{f/|<a>yq,f’l<b>"’})

3(a+1)

esitsizligi elde edilir [20].

ispat. Lemma 3.1.1’de her iki tarafin mutlak degeri alinip, power-mean esitsizligi
uygulanilirsa;
b—a Y1201 — t)> — o n+t 11—t
I(a,b;n. < ! b ||dt
Habina)l < 50— /0 3 Pt e
1
t*—2(1 =], [ 1—t n+t
R b||dt
+/0 3 f<n+1a+n+1>’
b —a 2(1— t —t¢

IN

S| =)
! — ) — n+t 1—t
X(/O 3 f(n—i—l +n—|—1b)
Ly — 91— )| \'7a
([ )

1 —
X(/ —2(1 — )~ f,(l ta+n+tb>
0 3 n+1 n+1

yazilir. Buradan |f’|?” nin quasi-konveksligi kullamlarak

a g
dt>
q 1
dt)

1
I(a,b;n.a)| < _b-a_ /1 wcﬁ T
o ~ 2n+ 1)\ Jy 3
2(1 — )™ — ¢ a

AL
o(f

elde edilir. Son olarak yukaridaki integraller hesaplanirsa istenilen sonuclar elde edilir.

max{| /()] \f/(b)!q}dt> q

1o —2(1—t)°

max{|(a)]" |f’(b)lq}dt> ]

Sonug 3.1.4 Teorem 3.1.3" de o = 1 segilirse

atin) < = (wax {7 @l 0 )

esitsizligi elde edilir [20].

Sonug 3.1.5 Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3" de, « = 1 ve n = 1 segilirse, sirasiyla

Teorem (2.1.5) ve Teorem (2.1.7) elde edilir [19].
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3.2 o— TIPLI KUMELER

Bu boliimde « tipli kiimeler hakkinda temel bilgiler ile « tipli kiimelerde limit, siireklilik,
lokal kesirli tiirev, lokal kesirli integral gibi kavramlar hakkinda genel bilgiler verilmistir.
[26,27]. Lokal kesirli analiz ile ilgili daha detayh bilgiler igin [25],[28],[29],[30],[31] re-

faranslarina bakilabilir.

3.2.1 Baz Sonsuz Kumeler

Baz1 sonsuz kiimeler agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Dogal Sayilar Kiimesi; Ng=1{0,1,2,...,n,...}.

Pozitif Dogal Sayilar Kiimesi; N={1,2,...,n,...}.
Tamsayilar Kiimesi; 7Z = {0,+1,+2,...,+n,...}.

Negatif Tamsayilar Kiimesi; Z~ ={-1,-2,...,—n,...}.
Rasyonel Sayilar Kiimesi; Q = {m = § :p,q € Z,q # 0}.
Irrasyonel Sayilar Kiimesi; &= {m # § :p,q € Z,q # 0}.
Reel Sayilar Kiimesi; R =3 UQ.

Not 3.2.1 Bu sonsuz kiimeler arasinda N C Z C Q C R seklinde bir iligki vardir.

3.2.2 «a— tipli Kimeler

Tanim 3.2.1 0 < a < 1 olmak iizere €2 kiimesinin a-tipli kiimesi Q¢ olarak tanimlanir

ve bu kiime bir kiimenin kesirli kiimesi olarak adlandirilir.

Ornek 3.2.1 R kiimesi iizerinde Q = U(ai, b;) kiimesi verilsin. Buna gore €2 kiimesinin

=1
a- tipli kiimesi Q* = | J(af', b) seklindedir.
=1

18



3.2.3 «— tipli Say1 Kiimeleri

0 < a < 1 olmak tizere baz1 a-tipli kiimeleri;

a-tipli dogal sayilar kiimesi; ~ N§ = {0, 1%,2%,...,n%, ...}.

a-tipli pozitif dogal sayilar kiimesi; ~ N® = {1%,2% ... n® ...}

a-tipli tamsayilar kiimesi; — Z% = {0%, +1%, £2%..., +n®, ...}.

a-tipli rasyonel sayilar kiimesi; Q% = {m® = (g)a :p,q € Z,q # 0}.
x

a-tipli irrasyonel Sayilar Kiimesi; Q¢ = {m®* # (g)o‘ :p,q € Z,q # 0}.

a-tipli reel sayilar kiimesi; R* =3*UQ*

seklinde tanimlanmigtir.

Not 3.2.2 a-tipli kiimeler arasinda N* C Z* C Q“ C R geklinde bir iligki vardir.

o0

Teorem 3.2.1 Q% kiimesi; 2 = U(ai,bi) C R ile bire-bir eslesen bir kiime ve A C €

=1
olsun. O halde A C R ile bire-bir eglesen bir A% kiimesi vardir ve A* C Q¢ dir.

Ispat. A C Q olsun. Bu durumda her z € A iken z € Q yazilir. Dolayisiyla kiimelerin

kesirli kiimelerinin tanimindan z* € A% ve x® € Q% elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2.4 «- tipli Reel Sayilar Kiimesinde i§lemler

a®, b, c* € R* olmak tizere agagidaki ozellikler vardir:

1. a®* +b* € R® ve a®b* € R?,

2. a4+ b0 =0"+a*=(a+b)*=(b+a)*,
3. a®+ (b* +¢*) = (a® + b*) + ¢,

4. a®b™ = b*a” = (ab)* = (ba)®,

5. a®(b“c®) = (a“b*)c?,
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6. a®(b™ + ¢*) = a®b™ + a®c”,
7. a®+ 0% =0% 4+ a® = a® ve a“1* = 1%a* = a“.

Yukarida tamimlanan “+" (a®+b* := (a+b)*) ve " (a*-0* = a*b* := (ab)®) iglemlerine

gore (R, +, ) bir cisimdir. Ciinkii

o (R*, +) degismeli bir gruptur: a®, b*, ¢* € R igin,

(A1)

(A2)

(Ag)  a®+ (b* 4 c*) = (a* +b*) + ¢*;

(Ay) (R*, 4+)'min birim elemani 0% dir ve her a® € R igin a® + 0% = 0% + a® = a®;
(As)

(R, +) islemine gore her a® 'nin ters elemani (—a)® dir ve

a®+ (—a)* = (a+ (—a))* = 0% dur.
o (R*\ {07}, -) degismeli bir gruptur: a®, b, ¢* € R® igin,
a®b™ € R%;

(67 No 2Ny No e o8
a® b* = b a®;

(R?, ) 'min birim elemani 1¢ dir ve her a® € R* i¢in a“1¢ = 1%a* = a%;

(My)
(Mg)
(Mg) — a® (b%c) = (a”b%) ¢
(Ma)
(Ms)

R?, .) iglemine gore her a* € R*\ {0%} 'min ters elemam (1/a)® dir ve
a®(1/a)* = (a(1/a))* = 1%
dir.
e Toplama isleminin ¢arpma islemi tizerine dagilma ozelligi:
a® (b 4+ ¢*) = a“b™ + a*c”

seklindedir.

3.2.5 a-tipli Reel Sayilarin Mutlak Degeri

L faobe]| = Jae] - o7

2. fa] — [17] < fa + 7] <[] + ]
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3.2.6 a- tipli Reel Sayilarda Esitsizlikler ve Ozellikleri

a® — b* negatif olmayan bir say1 ise a®, b*’ya biyiik veya esittir ya da b, a®’dan
kiigiik veya egittir denir ve sirasiyla a® > b%, b < a® seklinde gosterilir.

Eger a® = b olma ihtimali yoksa, a® > 0 veya b* < a® yazilr.

a®, b, c® € R olsun. O halde a-tipli reel sayilarin ozellikleri;

1. a® > 0", a® = b* veya a* < b* durumlarindan biri gegerlidir.
2. a* >0 ve b >c* ise a® > c™.

3. a® > 0" ise a® 4 c* > 0™ 4 c°.

4. a® > b* ve ¢* > 0% ise a%c® > b*c”.

5. a® > b* ve ¢® < 0% ise a%-c* < b*- .

2a 2a
. a**+b
6. a®, b > 0% ise aabagT
]_ 1 a o Cla ba
7.a%0*>0% pqg>1 ve —+—-=1 ise arbs < —+ —
b q p q

seklindedir.

Sonug 3.2.1 Burada a = 1 gecilirse R’ deki 6zelliklere indirgeme yapilmig olur. Ayrica;

1. a®*>b%isea > b
2. a=b"isea=0>

3. a%<bisea<b

dar.

3.2.7 «a— tipli Kiimelerde Sayilabilirlik

Bir kiimenin tiim elemanlar1 dogal sayilarla bire-bir eglesebiliyorsa bu kiimeye sayilabilir
kiime, bir kiime kendisinin alt kiimesi ile bire-bir eglegebiliyorsa bu kiimeye sonsuz kiime
denir. Hem sayilabilir hemde sonsuz olan kiimeye sayilabilir sonsuz kiime denir. Q ve Q%

kiimeleri sayilabilir sonsuz kiimelerdir.
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3.2.8 «a— tipli Kiimelerde Komsguluk

0% a® € R* ve 6* > 0 olmak iizere
A={z* € R*: [z% — a®] < 6}
kiimesine a®’nin §*-komgulugu denir.

Burada A — {a®} kiimesine de a*'nin §*-delinmig komsgulugu denir.

3.2.9 o— tipli Kiimenin Limit Noktasi

[* sayisinin her 0¢ komsulugu z® elemanlarinin kiimesinin en az bir elemanini igeriyorsa
[* sayisina ¢ elemanlarinin kiimesinin bir limit noktas1 denir. Diger bir ifadeyle, ne kadar
kiigiik olursa olsun herhangi bir §¢ > 0 i¢in |z*—[%| < §* olacak gekilde her zaman x* € R®

say1s1 vardir.

Diger taraftan |z — [%| < §* olmak iizere a, 1’e yaklagiyorken limit alirsak herhangi

bir § > 0 i¢in |z — | < § elde edilir.

3.3 a— tipli Kumeler Uzerinde Fonksiyonlar

f(x) fonksiyonunun tanim kiimesinin ve deger kiimesinin elemanlar1 sirasiyla z ve

y® olsun. Bu durumda y® = f(z) yazlr.

3.3.1 «a— tipli Kiimelerde Fonksiyonlarin Limiti

F CR? f:F — R bir fonksiyon ve 0 < a < lolsun. Ve >0i¢in 0 < |z —a| < §
iken |f(x) — (%] < &% olacak sekilde 6 > 0 sayis1 varsa [“’ya x,a ya yaklasirken f(x)

fonksiyonunun limiti denir ve lim f(x) = % geklinde gosterilir.
Tr—a

Teorem 3.3.1 lim f(z) = I ve lim g(z) = [§ olsun. Bu durumda
T—ra Tr—a

L lim [f(2) + g(z)] = 1§ + 15,

r—a

2. Tim | ()| = 1]
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3. lim f(x)g(x) = 75,

Tr—a
_flx) I
4. lim—==—=, (L #0
Mg g B0
seklindedir.
ispat.

1. lim f(z) = I{ verildiginden, limitin tanimindan her ¢ > 0 i¢in 0 < |z — a|] < 0y
Zl_aaugunda |f(z) — I$] < &% olacak sekilde §; > 0 sayis1 vardir. ilgflzg(gc) =13
oldugundan, her € > 0i¢in 0 < |z —a| < 3 oldugunda |g(z) —I§| < e olacak gekilde
dy > 0 sayist vardir. § = min{dy, 62} olsun. O halde, her ¢ > 0i¢in 0 < |z —a| < ¢
oldugunda

|f(2) +g(2) =18 = 15| < |f(2) = ] + |g() = 15] < 2¢°
olacak sekilde § > 0 sayist bulunur. Dolayisiyla;

lim [f(z) + g(2)] = 1§ + 15 = }312111 f(z) + lim g(x)

r—ra Tr—ra

dar.

2. lim f(z) = [ verildiginden, € > 0 i¢in 0 < |z — a| < ¢ secildiginde |f(x) — I{] < &

r—a

olacak sekilde § > 0 sayis1 vardir. O halde

()] = 1]

< |flx) =17 <&
dir.

3. lim f(z) = [ verildiginden, limitin tammidan her ¢ > 0 i¢gin 0 < |z —a| < &
f)?(iaugunda |f(z) — 9] < &* olacak sekilde §; > 0 sayis1 vardir. glcl_rgg(x) =13
oldugundan, her € > 0i¢in 0 < |z —a| < 3 oldugunda |g(z) —1$] < £ olacak sekilde
dy > 0 sayist vardir. 0 = min{dy,d} olsun. O halde, her e > 0igin 0 < |z —a| < ¢

oldugunda

|f(@)g(z) — 1713

|(f(z) = 17)g(x) = 1515 — g(x))]
5a|g(x)‘ +5°“lﬁ
e*(lg(@)| + [13])

olacak sekilde § > 0 sayist bulunur. Dolayisiyla;

mm _i (I # 0) dur.

2a g(x) 1§

IN

A\
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4. Varsayalim ki m # 0 olsun. [g(x)| > 3|m®| olacak sekilde 0 < |z — a| < & vardir

ve her 0 < |z — a| < ¢ igin @) tanimhdir. € > 0 igin 0 < |z — a| < ¢ oldugunda
T

|f(z) — 1% < e ve |f(x) —m®| < &® olur ve her 0 < |z —a] < § igin
)1 | o = tte)] 'm"‘(f(x) =1 = (g(a) =) | _ el 11

glx) me g(az)me - 3lme| glme?

elde edilir.

3.3.2 «a— tipli Kiimelerde Fonksiyonlarin Lokal Kesirli Siirekliligi
Sagdan Lokal Kesirli Siireklilik

FCR* x9g€ F, f: F — R* bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Eger f fonksiyonu xg

noktasida tanimh ve lim+ f(z) = f(zg) ise f fonksiyonuna xy noktasinda sagdan lokal

x—m:o
kesirli stireklidir denir.

Soldan Lokal Kesirli Sureklilik

FCR* xo€ F, f: F — R® bir fonksiyon ve 0 < o < 1 olsun. Eger f fonksiyonu xg
noktasinda tanimh ve lim f(z) = f(zy) ise f fonksiyonuna xy noktasinda soldan lokal
T—x,
kesirli stireklidir denir. ’

Lokal Kesirli Sureklilik

FCR* xg€ F, f: FF — R® bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Eger f fonksiyonu
zo noktasinda tammh ve lim f(x) = f(zo) ise f fonksiyonuna xy noktasinda lokal kesirli
T—T0

sureklidir denir.

Eger f fonksiyonu F' kiimesinin her noktasinda lokal kesirli siirekli ise f fonksiyonu

F lzerinde lokal kesirli stireklidir denir.

Teorem 3.3.2 FF C R* zy € F, f: F — R bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Eger x
noktasinda f fonksiyonunun sagdan ve soldan limit var ve birbirine esgit ise fonksiyonun

bu noktada limiti vardir ve

lim_ f(z) = lim f(z) = lim f(z)

Tz T—Ty T—=T0

seklindedir.
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Tanim 3.3.1 FF C R* 2y € F, f : F — R® bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0 igin
|x — x| < d oldugunda |f(z) — f(xo)| < &* olacak sgekilde 6 > 0 sayisi varsa bu f(x)

fonksiyonuna zy’da lokal kesirli siireklidir denir ve f(x), (a, b) arahginda lokal kesirli siirekli

ise f(z) € Cy(a,b) dir.

Tanim 3.3.2 [a,b] C R®, f: [a,b] — R bir fonksiyon olsun. z,y € [a,b], 0 < a <1 ve

¢ pozitif sabit bir say1 olmak iizere
[f(z) = f(y)] < cle—y[*

oluyorsa bu fonksiyona Holder siireklidir denir. [a,b] tizerinde Holder siirekli fonksiyon-

larmn kiimesi C,[a, b] ile gosterilir.

Teorem 3.3.3 [ : [a,b] — R® Holder stirekli bir fonksiyon ise f(z), [a,b] tizerinde lokal

kesirli stireklidir.

Ispat. f(z) Holder siirekli bir fonksiyon, 0 < @ < 1 ve z% z% € [a®,b°] i¢in | f(z) —
FY)l < ez —y|¥d.

|z — 29| =& =6 olsun. Her § > 0 i¢in 0 < |z — x|* < 6* oldugunda |f(z) — f(zo)| <
ce®dir. Bundan dolay1 lim f(x) = f(z¢) elde edilir. Dolayisiyla f, [a,b] tizerinde lokal
T—T0

stireklidir.

Teorem 3.3.4 FF C R, zy € F, f,g : FF — R iki fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun.

lim f(x) = f(zo) ve lim g(z) = g(zo) olmak iizere
Tr—xQ T—T0

L lim [f(z) £ g(z)] = f(z0) £ g(x0);

T—T0

2. lim [f(z)g(x)] = f(z0)g(x0);

T—x0

= ) (g(xo) 7£ 0)

dir.

3.3.3 «a— tipli Kiimeler Uzerinde Elementer Fonksiyonlar

1. a-tipli kiimeler tizerinde tanimlanan bir fonksiyon z € R ve 0 < v < 1 olmak iizere

f(z) = x* geklindedir.
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2. a-tipli kiimeler tizerinde Mittag- Lefler fonksiyonu z € R ve 0 < a < 1 iken

e ak
E, (xa) = v

— gseklinde tamimlanir.
(1+ka) ”

k=0

Ayrica agagidaki kurallar gegerlidir.

3.E%(fﬁﬂ)ﬁ@(ﬁya)::Eg(x“0r+40a>.

a-tipli kiimeler tizerinde siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 x € R ve 0 < a < 1 olmak iizere

€9 4 xa(2k+1)
sing ¢ = -1 3.3.1
kz:%( ) I'[1+a(2k+1)] (3:31)
2 . :L.Qak
e = 1) 3.3.2
a kz:%( ) T+ 208 (3:32)

seklinde tanimlanir. Daha fazla bilgi i¢in [25, ?] kaynaklarina bakilabilir.
Benzer sekilde ; (3.3.1) ve (3.3.2) formiillerini dikkate alimirsa; a-tipli kiimeler tizerinde

tanjant fonksiyonu x € R ve 0 < o < 1 i¢in

3 o
fang 2% = o
W I =

COSy T

seklinde tanimlanir.
3.3.4 «a— tipli Kiimelerde Fonksiyonlarin Lokal Kesirli Tiirevi

Lokal Kesirli Turev

f(z) € Cyla,b] olsun. 0 < <1, >0vez € (rg— 0,9+ 0) igin

D2 f(a) = tim L D) = f(@o)]

T—T0 (,1' — ;EO)C“

limiti var ve sonlu ise bu limite f(z) fonksiyonunun z = xy noktasindaki a. dereceden
lokal kesirli tiirevi denir ve

d* f(x)

dz®

veya ' (xo)

T=x0

26



ile gosterilir.
Sol ve Sag Lokal Kesirli Tiirev

f(z) € Cyla,b] olsun. 0 < a <1, >0 ve z € (zg — 0, x0) igin

wrio_ g DU ) [f(@) = flag)]
:EO_Dxf( )—$1_m0 (JJ—(L’a)O‘

limiti var ve sonlu ise bu limite f(z) fonksiyonunun = = zy’da a. dereceden soldan lokal

kesirli tiirevi denir ve f(z)’ in & = xy noktasindaki soldan lokal kesirli tiirevi

d* f ()

dz> | _
1'7130

veya f) ()
ile gosterilir.
f(x) € Cyla,b] olsun. 0 < a <1, >0 ve x € (x9, 9+ 9) igin

L1 +a)[f(z) — f(ag)]

o (e—2g)°

limiti var ve sonlu ise bu limite f(z) fonksiyonunun x = xy’ da a. dereceden sagdan lokal

kesirli tiirevi denir ve f(x)’ in & = xy noktasindaki sagdan lokal kesirli tiirevi

d* f(x)

dz®

veya f(xy)

Iziﬂa_
ile gosterilir. Ayrica bir fonksiyonun bir noktada «. dereceden lokal kesirli tiirevinin var
olmasi i¢in gerek ve yeter sart . dereceden sag ve sol lokal kesirli tiirevlerinin mevcut ve

birbirine egit olmasidir.

3.3.5 «a— tipli Kiimelerde Fonksiyonlarin Lokal Kesirli Diferansiyeli

0 < a <1i¢in f(z) fonksiyonunun lokal kesirli diferansiyeli

d*f = f(x)(dz)*
seklindedir ve her zy € (a,b) igin

d*f(z)
dx®

= /*(z0) (3.3.3)

T=x(0
mevcuttur. «. dereceden lokal kesirli diferansiyellenebilen fonksiyonlarmm kiimesi D, (a, b)

ile gosterilir.
Elemanter fonksiyonun lokal kesirli tiirev kurallari;
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L e T = o) ’

) dai;i ) _ B,

5. & ;x(fxa> = kE,(ka®), k sabit;

4. d j;lzx = COSq T%;

5) do‘(;l(;szx = —sing x%;
seklindedir.

3.3.6 Yiuksek Mertebeden Lokal Kesirli Tiirev

0 < a <1igin f(x) fonksiyonunun x = xy noktasindaki 2a-lokal kesirli tiirevi

da

dz®

D2[f(2)] = (D. - Do) f(x) = [ TR >] _ fl)(z)

dz*
seklinde tanimlanir. Bu islemi n kez tekrarlarsak; na-lokal kesirli tiirev ise

n kez

—_—
(D;‘ . D;‘) f(x)|x:m0 — DZQf(x)‘x:xo — f(na)(x)‘x:xo _ fna(xo)

seklinde tanimlanair.

3.4 «o— tipli Kimelerde Fonksiyonlarin Lokal Kesirli integrali

3.4.1 Lokal Kesirli integral

Tamm 3.4.1 f(z) € Cyla,b], 0 <a <1ve [tj,tja] (j=0,...,N—1), [a,b] arahgmm
bir boliintiisii, At; = t;41 —t; ve At = max {Atq, Aty, ..., Aty_1} olsun. Ayricaa =ty <

t1 < --- <ty_1 <ty =>bolmak iizere f(z) fonksiyonunun lokal kesirli integrali;

oJi () 1 + a) / OICON Aliglo Z 1t

seklinde ifade edilir. Burada

a="b i¢in JIyf(z)=0,
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a<b icin JI)f(z)=—pIf(x),

seklindedir.

Onerme 3.4.1 o-tipli bir kiime iizerinde tammh f(x) fonksiyonu [a, ] iizerinde smirh
1 b

(veya f € C,la,b] ) olsun. Bu takdirde Ti+a) / f(t)(dt)" integralinin var olmasi

04 a

icin gerek ve yeter sart f(¢) 'nin siireksiz kesirli kiimesinin genellegtirilmig Lebesgue sifir

ol¢iimiine sahip olmasidir.

3.4.2 Lokal Kesirli Integralin Ozellikleri

L. f(z),g(z) € Cyla, b] olmak iizere I3[ f(z) + g(z)] =, I f(z) £4 [5'g(x) dur.

2. f(z) € Cyla,b] ve C sabit olmak iizere I [Cf(z)] = CoI f(z) dur.

(b—a)®
I'l+ )

4. f(z) € C,la,b] ve f(z) > 0 olmak tizere I f(z) > 0 dir

3. f(z) =1 olmak iizere ,I;'1 = dir.

5. f(z),g9(x) € Cyla,b] ve f(z) > g(x) olmak tizere b — a > 0 iken
AP f(x) >4 Ifg(x) dir.

6. f(x) € Cyla,b] ve [a,b] tizerinde f(x) in sirasiyla maksimum ve minumum degerleri

M ve m olmak tizere b — a > 0 igin

(b —a)
Mla+1)

(b—a)

>q Iy f(x) > mr(a——i—l)

dir.
7. f(z) € C4la,b] olmak iizere b — a > 0 i¢in }a]bo‘f(x)‘ < 1| f(z)| dur.

8. f(x) € Cyla,b] ve a < ¢ < b olmak tizere I f(x) =4 18 f(x) +. I3 f(z) dir.

3.4.3 Lokal Kesirli integraller icin Teoremler
Teorem 3.4.1 (Lokal Kesirli integraller i¢cin Ortalama Deger Teoremi)
f(z) € Cyla,b] ve &, (a,b) iizerinde bir nokta olmak tizere

(b—a)*

oAy f(z) = f(ﬁ)m
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seklindedir.

Teorem 3.4.2 f(x) € C,la,b] olsun. Bu durumda II(z) =, I f(x) fonksiyonu vardir ve

bu fonksiyonun (dz)® ya gore tirevi a < x < ¢ olmak iizere

d°TI(x)
dx®

= f(z)
dir.

Teorem 3.4.3 f(z) € C,la,b] olsun. Bu durumda II(z) =, IS f(x) olacak sekilde II €
Cala, b] vardir.

Teorem 3.4.4 f(z) = g (x) € C,[a,b] olsun. Bu durumda
oIy f(x) = g(b) = g(a)
dir.
Teorem 3.4.5 g(z) € Cila,b] ve (f o g)(s) € Ca[g(a), g(b)] olsun. Bu durumda
s@low (@) =0 It (f 0 9)(5)[9'(5)]"
seklindedir.

Teorem 3.4.6 ( Kismi Lokal Kesirli integrasyon)

f(x),9(x) € D, (a,b) ve f(x), ¢ (z) € Cyla,b] olsun. Bu durumda lokal kesirli

integral i¢in kismi integrasyon

JEFGO) = [F(0g1)]] —a I F D ()g(t)

seklindedir.

3.4.4 Trigonometrik Fonksiyonlarin Lokal Kesirli integrali

m,n € Z* olmak {izere trigonometrik fonksiyonlarin lokal kesirli integralleri asagida

verilmistir.

1 " ol ane AL
1. m/_ﬂsma(mﬁ) (dt)*=0;

1 " (07 [e 2 .
2 Fre /_ cos, () ()" = 0.
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1 ™
3. —/ sing (max)® cos, (nx)*(dt)* =0 ;

Mira) ),
1 ™ 0, m # n,
4. Ti+a) /_7r COSo (M) cosy (nx)® (dt)* = T e

1 ™ 0, m ;é n,
5. T +a) /7T sing (max)® sing (nx)*(dt)* = ins e

1 x 8l .
6. F(l—f—a) /ﬂ_ 90 i (E>o¢ (dt> = F(l—l—a) )
“\2
1 > 2a o I_To‘ T
" Tita) /OOE“(_I )(de)® =2 T(1+a)

3.4.5 Lokal Kesirli Belirsiz Integral
Lokal Kesirli Anti-Tiirev

f(z) ve g(z), (a,b) aralig: tizerinde tanimlanan lokal kesirli stirekli iki fonksiyon olsun.
Her z € (a,b) i¢in ¢*(x) = f(z) ise g(x) fonksiyonuna, (a,b) iizerinde f(z) fonksiyonunun

lokal kesirli ilkel fonksiyonu veya lokal kesirli anti-tiirevi denir.
Lokal Kesirli Belirsiz integral

Eger g(z), (a,b) iizerinde f(z)’in lokal kesirli anti-tiirevi ise bu takdirde {g(z) + C
Csabit} kiimesi f(z)’in lokal kesirli anti-tiirevlerinin bir ailesi olarak adlandirihr. Bu

aileye f(z)’in (a,b) tizerinde lokal kesirli belirsiz integrali denir ve

1
m/f($)d$=9($)+c

seklinde ifade edilir.
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3.4.6 Elementer Fonksiyonlarin Lokal Kesirli Belirsiz integrali

C sabit olmak tizere lokal kesirli belirsiz integral icin agagidaki kurallar gegerlidir.

1. ﬁ/Ea (%) (dz)* = Eo(2z*) + C;

2. ﬁ / 2 () = FF((llik(Z‘)fi;z; 4 (3.4.1)
3. ﬁ /Sina z*(dx)* = — cosy 2 + C}

4. ﬁ /cosa x¥(dx)® = sing 2* + C.

Teorem 3.4.7 (Genellestirilmis Holder Esitsizligi ) p,q > 1 ve %4—5 = 1 olsun.

f, g € Cyla,b] olmak tizere genellegtirilmis Holder esitsizligi

1 ’ o
T [ @) ) (342)

1

< (s [ @) (et | b\g(x)ﬁ(dxw);.

seklindedir. [27]
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Lokal Kesirli integraller Yardimiyla Genellestirilmis Quasi-
Konveks Fonksiyonlar I¢in Simpson Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde genellestirilmis quasi-konveks fonksiyonlar ile ilgili elde edilen bazi yeni

Simpson tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 4.1.1 I, R’ de bir aralik olmak {izere f : I — R bir fonksiyon (/°, I'mn ici),
a,b € I° a<bign f € Dy(I°) ve f*) € Cyla,b] olsun. Bu takdirde

g f@ e (50) o) - R

2
ol ey
+(5-5) 1 (e 1) e @i

esitligi gecerlidir.

Ispat. Kismi lokal kesirli intgrasyon uygulanirsa;
i i [P (5
a B 1
)
() e [ (5) ros e (St e

elde edilir. Daha sonra z = b+ 1-ta déniisiimii yapilir ve (dz)® = (252)*(dt)” diferan-

siyeli gozoniinde bulundurulursa;
2 \“[/1\ 2\ (a+1D
I, = - z
= () KG) oM y)
(2) Lras /f )(d) (4.1.2)
—_ o x) 1.

yazilir. Benzer sekilde

L = p(11+a < ;) fla <1+t 1_tb>(dt)°‘
- (5-3) (H)a (a5,
(55) wra [ (a) rosar (e 1
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elde edilir. Burada 2 = Hta + 1550 doniisiimi uygulanip (dz)® = (%52)*(dt)* diferan-

siyeli gozoniinde bulundurulursa;
2 \“ 1\ 2\“, [a+Db
I, = S Z
= () (=) 10+ () (5)
(-2 —F 1+a/ f(z)(dx)* (4.1.3)
a—1>b o

yazilir. (4.1.2) ve (4.1.3) taraf tarafa toplanirsa,

on = () foser(232)

2
_(b—a) —F1+a/f )(dz)®

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi (%52)* ile ¢arpilirsa ispat tamamlanmus olur.

Teorem 4.1.1 [,R’ de bir aralik olmak tizere f : I — R® bir fonksiyon (I°, I'min
icin), f € Do(I°) ve a,b € I°, a < b igin @ € C,la,b] olsun. |f@|, [a,b] iizerinde
genellegtirilmis quasi-konveks fonksiyon ise

%{f() ‘“f( *b)+f<b>]—%afé‘f@)'

a)®

< - >(%) %wp {rf@(a)r, \f(“)(b)\} (4.1.4)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (4.1.1)'de her iki tarafin mutlak degeri ahmrsa;

g @+ a5 ) - G o)

o

1 b—a LR R U e PR S R
= F(1+a)< 2 ) /0 {5_5 f()( 7 a)‘
Lot (Lt 1t o
+H3 || (2 + b)H(dt) (4.1.5)

elde edilir. Daha sonra |f(®)| 'nin genellestirilmis qausi-konveksligi kullanilirsa

6%{]0(@)+4°‘f<a7+b) +f(b)] —H oly f(2)

: r<11+a>(b;a)a/ol a
s {irooLrw s {irwimot]  ae

yazilir. Ayrica (3.4.1) kullamlarak;

v ), i3 e
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elde edilir. Boylece (4.1.6) ve (4.1.7)’den

L@ (S5 4 ] - )

6 2 (b—a)"
< (b—a)“(%) %sup{!f(a)(a)!,\f(“)(b)\}

yazilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.1.2 [,R’ de bir aralik olmak tizere f : I — R bir fonksiyon (I°, I'min
ici), f € Dy(I°) ve a,b € I°, a < b icin f@ € C,la,b] olsun. [a,b] iizerinde |f()]

1 1
genellegtirilmis quasi-konveks ve ¢ > 1, — 4+ — = 1 ise
p q

@ s () v o] - G )

o Q) )

X (Sup {If(a)(a)yz’ |f(a>(b)|q}> .

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve genellegtirilmis Holder egitsizligi kullanilarak

6%&(@) +4af(a—2i—b) +f<b)1 _ fb(l_—z)ofafff(x)'
B 1

L (b=a\" [']|t @1+t 1-t
§r<1+a><2>/0[2 3 |/ ( o )‘

2 2

‘1 taf(a)(1+ta+1;tb) :|(dt>a
t 1

() e - )

a

IA

2 3
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elde edilir. |f®)|9, [a,b] iizerinde genellestirilmis quasi-konveks oldugundan

s () v o] - G ) (419
< () (o [ ol o)

1 1

<[ (sw{iraomiro@e) + (s i@ roor}) )

yazilir. (3.4.1) kullanilarak;

e /

- |(3) T (5) (pﬂ)a} T T O

elde edilir. Buradan da (4.1.9) ve (4.1.11) den (4.1.2) elde edilir. Boylece ispat tamam-

t 1

2 3

lanmaig olur.

Teorem 4.1.3 I,R’ de bir aralik olmak tizere f : I — R bir fonksiyon (I°, I'min
ici), f € Du(I°) ve a,b € I°, a < b i¢in f € C,la,b] olsun. [a,b] iizerinde |f]

genellegtirilmiy quasi-konveks ve ¢ > 1 ise

= [f( )+ af(“ - b) - f(b)} e afz?f(x)‘

< <b—a)C'f(l%)a%(sup{|f<a><a>|q,|f<a><b>\q})é (41.12)

dar.

Ispat. Lemma 4.1.1 ve genellestirilmis power-mean esitsizligi kullanilarak

i{f(a)+402f<a+b> +f(b)} Hi+a) o1y f(2)

6 2 (b—a)
1 b—a “/1 t 1+t 1—t
< P, a
- I'l+a) 2 o L2 2 2
1 t|” 14t 1—t
_ (O‘) @
‘3 5 f ( 5 a -+ 5 b) ](dt)

t 1

2 3

IN

a(dt)“) o

() [ ]

1 L o1)® 14t 1—¢ \/ @
= R e b )
X(F(l+a)/0 5 3 | < 5 VT a> ( >)
1 1o -
S N A N
+(r(1+a)/0 5 3| ))
1 LI e 14t 1—t\/ @
= e e )| (d)®
X(F(1+a)/0 33| [ < 5 4TS ) ( >>




elde edilir. |f®)|9, [a,b] iizerinde genellestirilmis quasi-konveks oldugundan

@ () o] - T ) (1113)
S

<(rias [ o= 3] s {iroorirowi} )

+<r(11+a) /01 %_%a(dt)ay_l |

(e [ 5= 5] s {iro@rmisomie} ) ]

elde edilir. Burada (3.4.1) kullanilarak

elde edilmistir. Boylece (4.1.13) ve (4.1.15) den (4.1.3) elde edilir ve ispat tamamlanmig

t 1
2 3

1 ¢

3 2

“  /5\*T(1+a)
4 (1_8) M (119)

olur.

Sonug 4.1.1 Teorem 4.1.3’ de ¢ = 1 alinirsa Teorem 4.1.1 elde edilir.
Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.1’ de « = 1 alimirsa Teorem 2.1.5 elde edilir.
Sonug 4.1.3 Teorem 4.1.2" de « = 1 alinirsa Teorem 2.1.6 elde edilir.
Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.3° de « = 1 alinirsa Teorem 2.1.7 elde edilir.

Lemma 4.1.2 [, R’ de bir aralik olmak iizere f : I — R bir fonksiyon, f € D,(I°) ve
a,b € 1° a < bicn f* € C,[a,b] olsun. Bu takdirde

e (s - 1)

5
e (0 1CF ) )| - et

= 33ar<1(i_2§));1+a)/olta B { (;r _tb>
+f<2a>(1;ta+ 2; ) 4 fe (% +Tb)}(dt) (4.1.16)

esitligi saglanir.
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ispat. Iy, I, I3 ifadelerinde kismi lokal kesirli integrasyon uygulanirsa

_ 1 104 a r(2a) 241 11 a
L = m/ota—t)f < o+ b>(dt)

() ()]
g )5 ) -
ar(l +a) F(11+a) /01 f‘o‘)(Q;:taJr ! ; tb) (dt)®

(

+1 1-1¢

)
)
)

2c 1
2 11—

F(1+a)f( ;_ta—l— 3tb>‘

0

I(1+a) {ta<aib)af(2§t“+1§tb));
g o) /01 (aib)af(Qg_ta—l— 1;tb>r(1+a)(dt)a]

Q
—
—
_|_
[\
£

flo) = v+ 20) mrs [ (B a e 10

n aib aﬁ(éf;‘))f(a) —r(1+2a)ﬁ/z; (%)af(x)(dx)a}
() el () T
(%) rasa [ ) (1.1.17)
lde edilir. Benz kild
h o= e / et —t>af<2a>(1§ta+ 2;%) (dt)° (4.1.18)
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b= s e (Jas S (4119
- (5%) raeas(45) -0
P(5) T (2 (2 ra o a;f(x)(da:)a

elde edilir. (4.1.17), (4.1.18) ve (4.1.19) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;

nentni= -(20) Tasa)(f@ - f0)

fa) + f(%”’) + f(a;%)

+<b : a)Qal;((llizo?;)
(72 &)Mm +20) [ " () ()
(b

33T(1 4 20)I'(1 4 «)

olur. Bu esitligin her iki tarafi ile carpilirsa (4.1.16) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.1.5 Lemma 4.1.2" de o = 1 alimirsa Lemma 2.1.1 elde edilir.
Burada Lemma 4.1.2 kullanilarak genellegtirilmis quasi-konveks doniigiimler iceren Simp-

son tipli baz1 yeni integral esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.1.4 [,R’ de bir aralik olmak iizere f : I — R bir fonksiyon (I°, I’da bir
aralik), f € Do(I°) ve a,b € I°, a < b igin f(®) € C,la,b] olsun. |[a,b] iizerinde |f©¥]

genellegtirilmis quasi-konveks fonksiyon ise

1

['(l1+a)
3a

Fi 3 0y (F0) = (@)

2a +b

1 a+2b 1 o
—I—m(f(@)-l-f( 3 )+f( 3 )>]_—(b—a) o1y f(z)
(b B a>20 F<1 + Oé) 1 2c 2a
< L[ s [ (@ )

esitsizligi gergeklenir.

ispat. Lemma 4.1.2” de her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

et (50 - fia)

1
30 | T(1 + 20

1 2a +b a+2b 1 N
+m(f(@)+f( 3 )+ f( 3 ))]_Wa]bf(x)
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(b—a)2a 1 /1 2 (2) 2+t 1—t
< o — 2| | fl2a b) |(dt)°
= 3001+ 20) | T +a) /s | 1/ 3 ot 5 b)|ld
1 ! 1+t 2—t
ta_t2a (2e) b dH)®
+F(1+a)/0‘ |/ g ot 3|

! Ve paf| s (B, 320 o
+m£ ‘t —t2 ’f2 (§G+Tb)‘(dt) } (4.1.20)

elde edilir. } f (20‘)‘ genellestirilmis quasi konveks fonksiyon oldugundan

1
3a

I'l+a) 1 20+
m(f(b)—f(a))+m(f(a)+f( 3 )

a+2b>

aly f(x)

e ol Ly MG R (IR
ARG e {\ > |,rf<2a><b>|}
+/01 (1 = 1%) sup{\f@“)(a)l, \f@“’(b)l}}
e )
< griran” |Taa o) @0l
= (6_35)2& rl;((iigg) _r(lJlr:m) S“p{|f2a)() f(za()‘}

yazilir. Buradan (3.4.1) kullanilarak

1 ! -  T(l4+a) I(1+2a)
P(1+a)/0 (17— %) (dt) T T(1+2a) T(1+3a)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.6 Teorem 4.1.4’de o = 1 alinirsa

sl @2 (P o (2 k] s

L s i@l

<

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.5 [,R’ de bir aralik olmak iizere f : I — R bir fonksiyon (I°, I'da bir
aralik), f € Do(I°) ve a,b € I°, a < b icin f® € Cy,la,b] olsun. |f@Y| [a,b] iizerinde
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genellestirilmig quasi konveks fonksiyon ve ¢ > 1 ise

1| I'1+a)
3 | D(1 4 2a) (/) = f(a))

1 2a +b a+2b 1
+m(f<>+f< )+ F(—5 ))]—(b el ()
(b—a)*| T(1+a) 1 o N ARY

= 30 |T2(1+2a) I(1+3a) (SHP{\f( (a)] (b)) })

esitsizligi gergeklenir.

ispat. Lemma 4.1.2, genellestirilmig power-mean esitsizligi ve |f (2"‘)]’in genellegtirilmis

quasi konveksligi kullanilarak

1
3a

I'l+a)
T(1+ 2a)

()| - Gl @)

(f(0) = f(@) + 5

= 3251}@?2§a){r(11+a) / e ) f@a)(?; fat 1;%)’<dt>a
e [t (e 254
e [ e (e 15 ) '(dwa}
: 325?@?2;@ { (r<11+a> / [t —t2“}<dt>a)
(rrtear [ e (B 5 10) [en)

(L) (gt [ (55 22 )
[ie-stor) (-5
. == 1 A
= B [0 2 T30 2(S”p{'f““)<a> o))
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elde edilir. (3.4.1) kullanilarak

1 L sevime . Tl+a)  T(142a)
—F(1+a)/0 (t* — £2) (dt) T T(1+2a) I(1+3a) (4.121)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.7 Teorem 4.1.5" in sartlar1 altinda o = 1 alinirsa

sl (252 ) var () 0] - s

. (b ;6a)2m<sup{|f"(a)|q, |f”(b)|q}) q

elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Aragtirmanin temelini olusturan besinci boliimde, lokal kesirli integralleri igeren yeni
ozdeglikler verilip bu 6zdeglikler yardimiyla genellegtirilmis quasi-konveks fonksiyonlar i¢in
yeni Simpson tipli esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin daha once literatiirde
elde edilmig olan sonuclarin bir genellestirmesi oldugu goriilmiistiir. Elde edilen bu yeni
sonuclar “E. Set, M.Z. Sarikaya, N. Uygun, On New Inequalities of Simpson’s type for
generalized quasi convex functions, Advences in Inequalities and Applications, In Press”
[22] ve “E. Set, A.O. Akdemir, N. Uygun, On New Simpson type Inequalities for Gener-
alized Quasi-convex Mappings, Abstract and Proceedings Book, X! International Statics
Days Conference, 2016, Giresun, Turkey” [23] seklinde yaymlanmigtir. Konuyla ilgilenen
aragtirmacilar Lemma 1 ve Lemma 2’ deki 6zdegliklerden faydalanarak genellestirilmis

konveksligin farkli sinmiflar1 i¢in yeni Simpson tipli esitsizlikler elde edebilirler.
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