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OZET

KUATERNIYONIK iNVOL"I"JT —EVOLUT EGRILERINE AiT FRENET
CATISININA GORE SMARANDACHE EGRILERI

Ceyda CEVAHIR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans Tezi, 87s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siileyman SENYURT

Bu ¢alisma alti bdliim halinde diizenlenmistir. Giris bolimiinde ¢aligmanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki ¢alismalar boliimiinde kuaterniyonlar ve
Smarandache egrileri ile ilgili calismalara yer verildi. Genel bilgiler béliimiinde Oklid uzay:
ile ilgili bilgilerden s6z edilmistir. Materyal ve yontem béliimiinde Oklid uzayinda involiit-
evoliit egrileri ve Smarandache egrileri ile ilgili temel kavramlar anlatilmigtir.

Bulgular Bolimii  ¢alismamizin  orijinal kismumi  olusturmaktadir. Burada uzaysal
kuaterniyonik involiit egrisinden elde edilen Smarandache egrilerinin Frenet vektorleri,
egrilikleri ve burulmalar1 uzaysal kuaterniyonik involiit egrisine ait birim Darboux vektorii
ile binormal vektorii arasindaki agiya bagl olarak hesaplanmistir. Elde edilen bulgularin,
evoliit egrisinin Frenet aparatlar1 cinsinden karsiliklar1 verilmistir. Son olarak bir 6rnek
verilerek olusan yeni Smarandache egrilerin sekilleri Mapple programinda ¢izdirilmistir.

Anahtar kelimeler: Kuaterniyonik involiit-evoliit egrileri, Kuaterniyonik Smarandache
egrisi, Oklid uzay1.



ABSTRACT

SMARANDACHE CURVES OF QUATERNIONIC INVOLUTE - EVOLUTE
CURVES ACCORDING TO FRENET FRAME

Ceyda CEVAHIR

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSc. Thesis, 87p.

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Silleyman SENYURT

This study consist of six fundamental chapters. In the introduction chapter, the aim of study
and the reasons why this subject is interested are given. The next chapter is covered with
literature review of quaternion and Smarandache curve. In general formation chapter is
included with some information about Euclidean space. The basic consepts of involute-
evolute curves spatial quaternion curves on Euclidean space are given in the material and
method chapter.

The findings chapter is the original part of the study. Here, Frenet vectors, curvatures and
torsions quaternionic vector of Smarandache curves obtained from spatial quaternionic
involute curve, are calculated depending on the angle between unit Darboux vector and
binormal vector of the spatial quaternionic involute curve. The findings are given depending
on Frenet apparatus of evolute curve. Finally, an example is given and shapes of these new
Smarandache curves are drawn by using Mapple programme.

Keywords: Euclidean space, Quaternionic involute-evolute curves, Quaternionic
Smarandache curves.
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1. GIRIS
Kuaterniyon (dérdey, dérdiibir) kavrami ilk kez Irlandali matematik¢i William

Rowan Hamilton tarafindan 1843 yilinda a+be,, e* = -1, seklinde verilen kompleks
sayilarin d+ae +be, +ce, =(d +ae )+(b+ce )e,, e xe, =g, bi¢iminde
genellestirmesiyle ortaya ¢ikmistir. Her bir kuaterniyona {+1,e,e,,e,} gibi dort

birim eslik etmektedir. Kuaterniyonlar giiniimiizde molekiil yapilarinin
incelenmesinde, DNA ve protein yapilarinda, goéz hareketinin tanimlanmasinda
hidrodinamik, elastik, astronomi ve optikteki uygulamalarina kadar pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Bharathi ve Nagaraj, (1987), uzaysal kuaterniyon kavramini
tanimlamiglar ve bu kavram yardimiyla bir egrinin Serret-Frenet formiillerini
hesaplamiglardir. Karadag ve Sivridag, (1997), kuaterniyonik egrilerin egilim ¢izgisi
ve harmonik egriligini vermiglerdir. Turgut ve Yilmaz, (2008), Smarandache egrisi

iizerinde calismuslardir. Ali, (2010), Oklid uzayinda bazi &zel Smarandache

egrilerine ait karakterizasyonlar1 incelemistir. Soyfidan, (2011), E* ve E* Oklid

uzaylarinda  kuaterniyonik involiit-evoliit  egrilerinin  Frenet elemanlarim

hesaplamistir. Cetin ve Kocayigit, (2013), E® de kuaterniyonik Smarandache
egrilerini elde etmislerdir. Benzer bir diisiinceyle Parlatici, (2013), Bishop catilari
esas alinarak kuaterniyonik ve wuzaysal kuaterniyonik egrilerin Smarandache
egrilerine ait bazi karakterizasyonlar vermistir. Daha sonra Tuna ve Coken, (2014),
yar1 Oklid uzaylarinda kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri, egilim
cizgileri ve harmonik egriliklerine ait bazi karakterizasyonlar1 vermislerdir. Erisir ve
Giingér, (2014), Yar1 Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin Smarandache egrilerini
incelemislerdir. Son olarak Senyurt ve Caligkan, (2015), konum vektorii olarak
aslinormal vektorii ile birim Darboux vektoriiniin olusturdugu uzaysal kuaterniyonik

Smarandache egrisinin egriliklerini hesaplamiglardir.

Bu tezde o uzaysal kuaterniyonik egrisine ait o kuaterniyonik involiit egrisinin

*

t*,n",n,” Frenet vektorleri ile W birim Darboux vektdrii konum vektdrii olarak

alindiginda bu vektorler tarafindan olusturulan

i . ...
Bi=p..(s)= —2(t +n 1) t n, - kuaterniyonik Smarandache egrisi,



[N

B=P,.,. (s)= —Z(nl* + nz*) n'n,” - kuaterniyonik Smarandache egrisi,
1 * * * ok . . o - .
B; = 'Bt*n; (s)= —2(t +n, ) t'n,” - kuaterniyonik Smarandache egrisi,
1 * * * * * * - -
Bi= Py (5)= —3(t +n°+n%,) t'n’n, - kuaterniyonik Smarandache

egrisi,

Bi=p5..(s)= i(nl* + W*) n,"w" - kuaterniyonik Smarandache egrisi,

y W ,\/E

Smarandache egrilerinin egrilikleri ve torsiyonlari hesaplandi. Bulunan sonuglar

evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadeleri verildi.



2. ONCEKI CALISMALAR

Karadag ve Sivridag, (1997), “Tek Degiskenli Kuaterniyon Degerli Fonksiyon ve
Egilim Cizgileri” adli ¢alismada R® ve R* deki kuaterniyonik egrilerin egilim

¢izgisi olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar vermislerdir.

Demir ve Ozdas, (2005), “Reel Kuaterniyonlarla Serret-Frenet Formiilleri” isimli
calismada reel kuaterniyonlarin genel tanimi yapildiktan sonra Serret-Frenet

formiilleri arasindaki bagintilar incelemislerdir.

Unal, (2011), “Kuaterniyonlar ve Kuaterniyon Matrisleri” isimli yiiksek lisans
tezinde kuaterniyonlarin matris gosterimleri ve kuaterniyon matrislerinin 6zelliklerini

arastirmistir.

Soyfidan, (2011), “Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egri Ciftleri” isimli yiiksek lisans
tezinde kuaterniyonik involiit-evoliit egrilerinin Frenet c¢atisina gore Frenet

elemanlarin1 hesaplamistir.

Cetin ve Kocayigit, (2013), “On the Quaternionic Smarandache Curves in Euclidean
3-Space ” adli makalede bir uzaysal kuaterniyonik egriye ait Smarandache egrilerinin

Frenet aparatlar1 bulmuslardir.

Parlatic1, (2013), “Kuaterniyonik Smarandache Egrileri” yiiksek lisans tezinde
Bishop catisina gore kuaterniyonik egriler i¢in Smarandache egrileri iizerine

caligmustir.

Sivas, (2014), “Involiit- Evoliit Egrilerine Ait Frenet Catisina Gére Smarandache
Egrileri” isimli yiiksek lisans tezinde Frenet vektorlerinden elde edilen Smarandache

egrilerinin bazi 6zellikleri incelemistir.

Senyurt ve Caligkan, (2015), “An Application According to Spatial Quaternionic
Smarandache Curve” isimli ¢aligmada uzaysal kuaterniyonik egrinin Frenet gatisina
gore Darboux vektorii bulunmus ve normal vektor ile birim Darboux vektoriiniin

olusturdugu Smarandache egrisinin egrilik ve burulmasi hesaplamislardir.



2.1. Genel Bilgiler

Bu boliimde E®, 3 boyutlu reel Oklid uzaymda temel kavramlara yer verilmistir.

2.1.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tammm 2.1.1: A bos olmayan bir cimle, V de J cismi iizerinde bir vektor uzayi
olsun. f:AxA—-V fonksiyonu asagidaki aksiyomlar: saglarsa A ya V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.

A:V¥P,QReAicinf (P,Q)+f(QR)=f(P,R),

A, :VYPeA VaeV igin f(P,Q)=a

olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.1.2: V, A ile birlesen bir afin uzay olsun.
(Y:VxV —>IR

fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu

denir:V x,y,z€V i¢in
1) Bilineerlik Aksiyomu;

(ax+by, z) =a(x,z)+b(y, z),
(x,ay +bz) =a(x,y)+b{x,z),

ii) Simetri Aksiyomu;
(X, y) =Y, %),
iii) Pozitif Tanimlilik (kararlilik) Aksiyomu;

(X,X)20, (X,X)=0<>x=0 (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.3: Reel standart afin uzay1 IR" olmak iizere, V X,Y € IR" icin

() IR"xIR" - IR, <x,\/>=ixiyi (2.1.1)

i=1

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima IR" de
standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu



IR" vektdr uzayi ile birlesen afin uzayma n -boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve
E" ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.1.4: E", n — boyutlu Oklid uzayinda farkli ii¢ nokta X,Y,Z olsun. XY ile

XZ vektorleri arasindaki @ € R acis1;, 0< @ <7 olmak lizere,

(XY, XZ)

cosf=———°L
|xv[|xz]

2.1.2)

dir (O’neill, 1966).
n
Tamm 2.1.5: d:E"xE" > IR, d(X.,Y)=[> (y;-X% )2 seklinde tanimlanan d
=
fonksiyonuna E" Oklid uzaymnda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y)e IR saysina da
X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.6: | c R bir acik aralik ve

a:l >E"
t>a(t)=(a(t).a,(t),.a,(t))

diferensiyellenebilir fonksiyona E" de bir egri denir. Burada | araligia a egrisinin

(2.1.3)

parametre araligi ve tel degiskenine de «a egrisinin parametresi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanm2.1.7: a: | > E' diferensiyellenebilir bir egri olsun.

de, (t) da,(t) .dan(t)

"(t)=—| = ,
(1) dt |, [ dt ' dt dt J

vektoriine de o egrisinin hiz vektori, H 0!'('[)” =1 ise egriye birim hizl egri denir.

(2.1.4)

t

Bu durumda tel parametresine de egrinin yay parametresi denir. Genellikle yay

parametresi s ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamm 2.1.8; @ | = E" bir egri ve a,b e I i¢in

b
s=[[e'(t)]ds (2.1.5)
a
reel sayisima «(a) ile «(b) noktalar: arasindaki yay uzunlugu denir (Hacisalihoglu,
2000).

Tanm 2.1.9: a:l > E° diferansiyellenebilir bir egri olsun. {a',a",a"} lineer
bagimsiz ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen
{t(s),n(s),b(s)} ortonormal sistemine « egrisinin «(s) noktasindaki Serret

Frenet 3-ayaklis1 denir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem2.1.1: a:l - E° egrisinin (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi;

1) sel yay parametresi ise

n(s)= Ha”(s)”an(s) (2.1.6)

_ ! a'(s
t(S)—‘ a'(S)‘ ( )
n(s)=b(s)xn(s) (21.7)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.10: | = E° egrisinin Frenet 3-ayaklisi {t(s),n(s),b(s)} olsun.

(2.1.8)



seklinde tanimli x, 7 fonksiyonlarma sirasiyla a egrisinin egrilik ve torsiyonu

(burulma) denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1.2: a: | = E® egrisinin a(s) noktasindaki egrilik ve torsiyonu sirastyla

a'(s)ra’(s)||
()]
(a'(s)na’(s).a"(s))
[a'(s)na”(s)[f

seklinde verilir (Sabuncuoglu, 2004).

k(s)=

(2.1.9)
7(s) =

Teorem 2.1.3: a : | = E® egrisinin Frenet 3-ayaklist o egrisinin a(s) noktasindaki

Frenet 3-ayaklis1 {t,n,b} ile gosterilsin. Bu durumda Frenet formiilleri

a) S€ | yay parametresi ise

s)+7(s)b(s) (2.1.10)

b) sel yay parametresi degilse

t(s)=|@'(5)|(s)n(s)
1(5)=]@(5) (-~ (5)t(s) +(s)b(s)) @111
b (s) =] /) [ (s)n(s)

seklinde verilir (Sabuncuoglu, 2004).

Bir a egrisi tizerinde {t,n,b} Frenet 3-ayaklisi her s aninda, (bir eksen etrafinda)

ani bir helis hareketi yaptig1 kabul edilir ve bu eksene egrinin a(s) noktasindaki

Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,
W=nan", wW=rt+xb (2.1.12)

seklinde olur ve bu vektére Darboux vektorii adi verilir ( Sekil 3.1 ).



kb

Y _ -

Sekil 3.1.1. Darboux vektorii

W ile b vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse sekilden,

Sin(/)=L COS(p:L (2.1.13)

Wi W

yazilir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse
C =singt+cosgb (2.1.14)

seklinde bulunur (Fenchell, 1951).

2.2.2. Kuaterniyonlar ( Dortlii Grup, Dordey )

Bu boliimde kuaterniyonlar ve uzaysal kuaterniyonik egrilerle ilgili ¢alismamiza esas

olan tamimlar ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.2.1: Bir reel kuaterniyon q=d +ae, +be, +ce,, d,a,b,ceR seklindedir.

Burada
i) e x€ =6,x6, =€, xe, =—1,
e xXe, =6, =—€,%x¢
i) €, X6 =€ =—€; €,

e, X6 =€, =—€ X8,



+1 +1 el ez e3

€ e -1 € —€,
€, €, —€; -1 €
e, | e, e -e -1

seklindedir. Reel kuaterniyonlarin ciimlesi
Q= {q‘ q=d +ae +be, +ce,,d,a,b,ceR,e,e,,e, € RS} seklinde gosterilir.
Bir g kuaterniyonu
S,=d , V, =ae +Dbe, +ce,
olmak tizere
q=S,+V, (2.2.1)

seklinde yazlabilir. Burada S, ya skaler kisim ve Vv, ya da vektdrel kisim denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.2: ¢, =S, +V, ve g, =35, +V, kuaterniyonun toplami, farki, skaler ile

carpimu ve esitligi islemi sirasiyla

0, DG, =544, +Vyeq,: (22.2)
O — 0 =S4 g +Vo-q,> (2.2.3)
A0 Q=49 =45, +4V,, (2.2.4)
4 =0,S, =S, ve V, =V, (2.2.5)

seklinde tamimlanir. Bu durumda { Q,®,R,+,.,0}=Q ciimlesi bir uzay yapisina

ulasir ki bu uzaya reel kuaterniyonlarin uzayi denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.23: @, =d,+ae+be,+ce, ve q,=d,+a,e +be, +c,e; iki

kuaterniyonun kuaterniyon garpimi,

g, xq, = (d,+ae +he,+ce;)x(d, +a,e +be, +c.e;)
= d,d,—(aa, +bb, +clcz)+(dla2 +a,d, +bgc, —clbz)e1
+(d1b2 +bd, +ca, —alcz)e2 +(dlc2 +cd, +ab, —blaz)e3

seklinde tanimlanir. Oklid’deki i¢ carpim ve vektorel ¢arpim dikkate alindiginda bu
carpim

q1 x q2 = Sf’as% o <V°a ’VQ2 > + S(’av% + SQ2VQ1 +VQ1 /\VCI2 (226)
sekline doniigiir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.2.4: q =S, +V, € Q reel kuterniyonunun eslenigi

Q- Q 227
q— q= S, -V, o
seklinde tanimlanir.

Buna gore q kuaterniyonu ile esleniginin ¢arpimi

qxq=(d +ae, +be, +ce,)x(d —ae, —be, —ce,) 229
=d?*+a’+b*+c? a
olur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.2.5: 0;,0, € Q reel kuaterniyonlari igin

()].:ox@->r
(2.2.9)
(0. 0,)— (0,.9,)

=200 +0.%a)

seklinde tanimli reel degerli, simetrik, bilineer fonksiyona kuaterniyonik i¢ ¢arpim
fonksiyonu denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
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Tamm 226: ¢ ve 0,€Q kuaterniyonlan igin (q,q)| =0 ise g ile g,

kuaterniyonuna ortogonaldir denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.2.7: Bir g @Q kuaterniyonunun normu

[N(a)]" =(a.)], =axq=d*+a’+b’+c’ (2.2.10)

seklinde bir reel sayidir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
Tamm 2.2.8: Bir g € Q kuaterniyonunun tersi
()" :0-{0} >0Q-{o}
q (2.2.11)

q—>q " =——

N(a)
seklinde bir kuaterniyondur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.9: ¢, # 0 olmak iizere, , in ¢, kuaterniyonuna bsliimi

L=0x0, ", =0, xQ (2.2.12)

seklinde tanimli iki farkli kuaterniyondur. Burada r, kuaterniyonuna ¢,
kuaterniyonunun 0, kuaterniyonu ile sagdan bolimii, F, kuaterniyonuna da ¢,

kuaterniyonunun @, kuaterniyonu ile soldan boliimii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.2.10: Normu bir birim olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve ¢, ile

gosterilir. Bu tanima gore @, birim kuaterniyonu,

q _ d+ae +be, +ce,

q, = - (2.2.13)
° N(a) Jd?+a?+b?+c?
seklinde yazilir.
Diger yandan @, birim kuaterniyonu
2 2 2
d +ael+be2+ce3 vai+b*+c (2.2.14)

q, = :
’ Jd?+a2+b?+c?  Jal+b?+c? NJd2+a’+b?+c?
seklinde de yazilabilir. Burada
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COSW = d :
JdZ+a% +b% +¢?
, 2 2 2
sinw = a b +c , (2.2.15)
Jd2+a% +b? +¢?
s, - ae, +be, +ce,
Jva?+b?+c?
alinirsa (, kuaterniyonu
g, =COSW+ S, sinw (2.2.16)

olur. S, birim vektoriine 0, birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu,

1983).

Tamm 2.2.11: Q, = { geQ | q+qQ :0} ciimlesine uzaysal kuaterniyonlar ciimlesi,

bu climlenin her bir elemanina da uzaysal kuaterniyon adi verilir.

Herhangi bir g =d +ae, +be, +ce, kuaterniyonu igin

q+q=0 = (d+ae, +be, +ce,)+(d —ae, —be, —ce,) =0
= 2d =0
= d=0

bulunur. Bu durumda Q,, uzaysal kuaterniyonun her bir elemani

q=ae +be, +ce, (2.2.17)

seklinde bir bagka kuaterniyon olur. Bunun bir sonucu olarak iki uzaysal

kuaterniyonun kuaterniyon ¢arpimi (3.2.6) bagintisindan

0, <0, :—<q1,q2>+q1/\q2 (2.2.18)

dir (Hacisalihoglu, 1983).
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3
Tamm 2.2.12: 7:[0.1] > Qy, 7(s)=2 7 (s)e (2.2.19)

seklinde tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj,
1987).
7:[0,1] > Qy, egrisinin teget vektorleri t(s), aslinormal vektorii n, (s) ve binormal

vektorii n, (s) ile gosterilirse su teorem verilebilir:

Teorem 2.2.1: y:[0,1] > Q,, uzaysal kuaterniyonik egrisinin Frenet vektorleri

n(s)=—2)
1 (8) = () (2.2.20)
n,(s)=t(s)xn.(s)

seklinde hesaplanir. Bu vektorler arasinda
t(s)xt(s)=n,(s)xn(s)=n,(s)xn,(s)=-1
t(s)xn(s)=n,(s)=-n,(s)xt(s)
n(s)xn,(s)=t(s)=-n,(s)xn,(s) (2.220)

) (s) x

olacak sekilde bir bagint1 vardir (Karadag ve Sivridag, 1997).

Teorem 2.2.2: y:[0,]] > Q, uzaysal kuaterniyonik egrisi keyfi parametre ile

verilirse Frenet vektorleri

n,(s)=n,(s)xt(s) (2.2.22)

bagintisi ile verilir (Soyfidan, 2011).
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Teorem 2.2.3:7:[0,1] > Q,, uzaysal kuaterniyoik egrisinin k(s) egriligi ve r(s)

burulmasi(torsiyonu) sirasiyla,

(2.2.23)

OO0
N(7'(s)-7"(s)+v(s)v'(s))

seklinde verilir (Soyfidan, 2011).

—_
—~
w
N—"

I

Teorem 2.2.4: y:[0,1]] > Q,, uzaysal kuaterniyonik egrisinin {t(s),nl(s),nz(s)}

Frenet vektorleri ile bunlarin tiirev vektorleri arasinda

ny (s)=—k(s)t(s)+r(s)n,(s) (2.2.24)
(s)=-r(s)

bagmtis1 vardir (Tuna, 2002).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bélimde involiit-evoliit egrileri, uzaysal kuaterniyonik involiit-evoliit egrileri,
Smarandache egrileri ve uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrileri hakkinda kisaca
bilgiler verilmistir.

3.1. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Involiit-Evoliit Egrileri

Tamm 3.1.1: Birim hizh «a:1 - E® egrisi ve o :1 - E® egrisi verilsin. «

egrisinin ¢(s) noktasindaki teget vektorii o (s) noktasmmdan geciyor ve bu

noktadaki tegete dik oluyor ise «(s) egrisine evoliit, a (S) egrisine de «(s)

egrisinin involiitii denir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 3.1.1: & egrisi a egrisinin bir involiitii olsun. Bu egriler arasinda

o (s)=a(s)+(c—s)t(s), ceR (3.1.1)
bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 3.1.2: o :1 — E® egrisi a:1 — E® egrisinin bir involiitii, Frenet catilari

sirasiyla { t,n,b } ve {t*, n,b* } ile gosterilirse bu ¢atilar arasinda

t"(s) =n(s)
ey x(S) ¢ 7(s) b
") VK2 (8)+7%(S) G VK2 () +77(8) ©) (3.1.2)
b (s) = 7(s) ¢ K(S) b
©) K°(8) +7°(s) ) K*(s)+7°(s) ©)

bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 3.1.3: a": 1 — E®egrisi a: 1 — E®egrisinin bir involiitii olsun. « egrisinin

egrilikleri x ve 7, o egrisinin egrilikleri k" ve 7" ise bu egrilikler arasinda

(KZ +72)(s)

(c=s)x(s) (3.1.3)
£ 5) = (k7' —k'7)(S)
(c=s)x(x*+2%)(s)

K (s) =
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bagintis1 vardir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 3.1.4: o :1 - E® egrisi a:1 — E® egrisinin involiitii ve Frenet catilari
sirasiyla {t*, n*,b* } ve {t, n,b} olsun. b binormal vektorii ile w Darboux vektorii
arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse Frenet ¢atilar1 arasinda

t'(s’)=n(s)

n"(s") = —cos pt(s) +sin gh(s) (3.1.4)
b™(s”) =sin gt(s) + cos ph(s)

bagntis1 vardir (Bilici, 1999).

3.2. Uzaysal Kuaterniyonik Involiit-Evoliit Egrileri

Tamm 3.2.1: Birim hizli «:[0,1]>Q, egrsi ve o :[0,1]—>Q, uzaysal
kuaterniyonik egrisi verilsin. a egrisinin «(s) noktasindaki teget vektorii a (s)
noktasindan gegiyor ve bu noktadaki tegete dik oluyor ise «(S) uzaysal
kuaterniyonik egrisine evoliit, « (S) egrisine de «(S) egrisinin uzaysal
kuaterniyonik involiitii denir (Sekil 3.2.1).

A
m(s)

{ Evolit ) ( Involit )

Sekil 3.2.1. Uzaysal kuaterniyonik involiit-evoliit egrisi
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Teorem 3.2.1: «":[0,1]>Q, egrisi «:[01]—>Q, uzaysal kuaterniyonik
egrisinin bir involiitii olsun. Bu egriler arasinda

a (s)=a(s)+(c—s)t(s), ceR (3.2.1)
bagintis1 vardir (Soyfidan, 2011).
Ispat: Involiit egri tammindan o’ (s)=a/(s)+A(s)t(s) seklinde yazilir. Tiirev

alinirsa

da ds”
ds® ds

t

=(1+2'(s))t(s) + A(s)k(s)n, (s)

olur. & egrisi @ egrisinin bir involiitii oldugundan

1+A'(s)=0=A(s)=-s+c
bulunur.
Teorem 3.2.2: «":[0,1]>Q, egrisi «:[01]—>Q, uzaysal kuaterniyonik
egrisinin bir involiitii olsun. Bu egrilerin Frenet ¢atilar1 sirasiyla {t*,nl*,nz*} ve
{t, n,n, } ile gosterilirse bu catilar arasinda

t(s) =ny(s)
KO (s

"19)= JKE(8) +r¥(s)

)+ ——__n,s)
JKZ(8) +r(s)

(3.2.2)

r(s)

. k(s)
2 = t P
n200) k?(s)+r?(s) )+ k*(s)+r?(s) (%)

bagintis1 vardir (Soyfidan, 2011).

Ispat: a”(s)=a(s)+(c—s)t(s) bagntisindan tiirev alinirsa

?1?**Z_i=t(S)—t(S)+(C—S)k(S)”1(S)

veya
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olur. Buradan norm alinirsa

N(E($) % = (9K (SN (1(5))
(9K (s)

t'(s)=n.(s) (3.2.3)

W () s
ds ds” ds ds

K™ (s)n” (s)=(—k(s)t(s)+ r(s)nz(s))m (3.2.4)

veya

k?*(s)+r*(s)
(c-s)

bulunur. Bu ifade (3.2.4) denkleminde yerine yazilirsa n,” (s) normal vektorii

k(s)(K'(s))=

(3.2.5)
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veya (3.2.5) bagintisindan

KO i) O (s) (3.2.6)

nifs) = JK2(5) +r3(s) JK2(s)+r%(s)

seklinde elde edilir. n,”(s)=t"(s)xn, (s) oldugundan n, (s) binormal vektorii

0 (5) = (5)x —k(s)t(s)+r(s)n,(s)

k?(s)+r*(s)

08 == t(5)+——&)__p () (3.2.7)

JK2(s) +r%(s) JK2(S) +r?(s)
olur.
Teorem 3.2.3: «":[0,1]>Q, egrisi «:[01]—>Q, uzaysal kuaterniyonik
egrisinin bir involiitii olsun. o egrisinin egrilikleri k™(s) ve r’(s), ve a egrisinin

egrilikleri k (S) ve r (S) ise bu egrilikler arasinda

r(s)j' k(s)
K(s) = LK) ey (k(s) (3.2.8)

[ (c-s)k(s)| | (c-9)|(K*(s)+r*(s))
bagintilart vardir (Soyfidan, 2011).

Tamm 3.2.2: «:[0,1] > Q,, uzaysal kuaterniyonik egrisinin {t(s),n,(s),n,(s)}

Frenet ¢atisina ait Darboux vektori

D=rt+kn, (3.2.9)

seklinde verilir. D ile n, arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse Sekil 3.2.2 den
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rt

In, D

Y

Sekil 3.2.2. Kuaterniyonik Darboux vektorii

<D,kn2>‘“ (ka_nz+kn2><5) k
CoS@ = = = =
N(D)N (kn,) 2kJk? +r? JK2 +r?
(3.2.10)
) <D,rt> i (DxﬁJrrth) r
Singp = — = =
N(D)N(rt)  2ryk®+r? Vk? +r?
olur ve bu durumda w birim Darboux vektori
W =sin gt +cos gn, (3.2.11)

seklinde yazilir (Senyurt ve Caligkan, 2015).

Sonug¢ 3.2.1: o :1 > Q, egrisi a:1 —>Q, egrisinin involiitii, Frenet ¢atilar1 da

srastyla {t,n;,n,} ve {t*, n’, nz*} olsun. Bu ¢atilar arasinda asagidaki baginti vardur.
t'(s) =ny(s)
n (s") = —cos gt(s) +sin gn,(s) (3.2.12)
n, (s") =sin gt(s) +cos gn, (s).

Sonu¢ 3.2.2: o :1 »Q,, egrisi a:l =>Q, egrisinin involiitii olsun. « egrisinin

egrilik ve torsiyonu sirastyla kK ve r, o egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla k”

ve r’ ile gosterilsin. n, aslinormal vektorii ile D kuaterniyonik Darboux vektorii
arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse k™ ve r’ egrilikleri arasinda

!

R
, T (S)——|C_S|k(5) (3.2.13)

seco

k*(s):|c—s|
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seklinde verilir.

Teorem 3.2.4: o":1 »>Q, egrisi a:l —=>Q, egrisinin involiiti ve Darboux

vektorleri sirasiyla D ve D ile gosterilirse bu vektorler arasinda

*

1 :
D :k@—st+¢nJ (3.2.14)

bagintis1 vardir.
Ispat: (3.2.9) bagintisina benzer olarak D" vektorii
D =rt +k'n,
seklinde yazilir. Burada t*,n,",k™ ve r" yerine (3.2.12) ve (3.2.13)’den karsiliklari

yazilirsa

!

D=—% 4+ X2
(c—s)k ' (c—s)

(sin gt +cosgn, )

veya

!’

p-_? 4, ¢ n, + ! n,
cosp(c—s) (c—9)k (c—5s)

denklemi bulunur. Burada (3.2.10) dikkate alinirsa

,
2 2 !
D= VKHIT 4, @ n + ! n,
k (c—s)k (c—5s)
e ()|
NI
veya
D" = rt+o'n +kn
g "tremrkn,)

olur. Burada (3.2.9) bagitis1 yerine yazilirsa D” Darboux vektorii

*

D" =
k(c—5s)

(D+o'n)

seklinde elde edilir.
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Teorem 3.2.5: a":1 - Q,, egrisi a: | — Q) egrisinin bir involiiti, birim Darboux

vektorleri de sirastyla w ve W™ olsun. Bu Darboux vektérleri arasinda

Ly o

Wese—t-—-—n+—ono-—W (3.2.15)

1
N S e JO'Z+K+r?
bagintis1 vardir.

ispat: n, binormal vektorii ile W Darboux vektorii arasindaki ag1 @ olmak iizere

(3.2.11) bagintisindan
W =singt +cosg'n, (3.2.16)
yazilir. Burada

r . k*
, . 3.2.17
N(D) cos ¢ ( )

N(D)
veya (3.2.13) ve (3.2.14) bagintilarindan

. o

sing =—=-———,c0s¢ =

Q' +k*+r? Jo? +k? +r?

bulunur. Bulunan bu ifade (3.2.16) da yerine yazilirsa

sing =

(3.2.18)

. ' k?+r?
wWe=-—0?  p4 N T

Jo? +kZ +r? ' Jo'2+KE+r?
elde edilir.

3.3. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Catisina Gére Smarandache Egrileri

Tamim 3.3.1: Konum vektorii olarak herhangi bir egrinin Frenet vektorleri alinarak

elde edilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

Tanmm 3.3.2: «: | — E® birim hizli regiiler egrinin t,n,b Frenet vektorlerine siki

sikiya bagli



B(s)= (3.3.1)

vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve Sivas, 2013).

Tanmm 3.3.3: «: 1 — E® birim hizli regiiler egrinin Frenet catisi {t,n,b} olsun.

tn -Smarandache egrisi

uls)=5(ten) (332)

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).

Teorem 3.3.1: & : 1 — E’egrisinin Frenet catis1 {t,n,b}, egriligi x ve torsiyonu ¢
olsun. tn - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, x, egriligi ile z, torsiyonu

sirastyla,

b

t, (s)= Y SNy AW
o \/2]('2 +7° \/21('2 +7° \/21(2 +7°

U l,

Zl 2 2 n+ 2 2 2
v+ \/;(1 +u° + (]

n, = t+
& Jri+oi+0r ynt+

b

(3.3.3)
b = Kl —1U - xl, +ty, 0
& \/(;512+1)12+€12)(2K2+r2) \/(;(12+012+f12)(2/c2+r2)

+ —KU, — K%
\/(;(12 +012 + 612)(2K2 +r2)

2 2 f 2
oy, =2 VAT (3.3.4)

(21{2 +12)

. _\/E(Kz+r2—K')(Kzl+r;?l)+(/<27+/cr’)(51—;?1)4—(/(2+/<')(/<zl—751)
=

tn

2 2 2
(7(21{2 +rz)+1cz"—icz") +(K'T—Kz") +(2K’3 +K‘[2)

seklinde verilir. Buradaki z,, v, (;, 71, U, ve [,
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7= (26> +7%)—7 (o' — kT

v, =—K°(2K* +3rz)—r(r3 — 7K'+ K7’
0, =xr(2” +7°) - 2k (ox' — k')
7=+ (" =3k )~ k"

O, =—K° —K(TZ +3K')—3z'z"+1("

(= -2t vk + "

seklinde birer katsayidir (Ali, 2010).

Tamm 3.3.4: «:1 — E® birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {t,n,b} olsun.

nb - Smarandache egrisi
B (s) =5(n+b)
nb \/E

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).

Teorem 3.3.2: & : 1 — E’egrisinin Frenet catis1 {t,n,b}, egriligi x ve torsiyonu ¢

olsun. nb - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, «, egriligi ile 7, torsiyonu

sirasiyla,
—K T T
t, (s)= [ n+
o (5) N +200 2 +200 i+ 2
n, = £ t+ ! n+ b b
e \/122+022+E22 \/)522"")22"'(22 \U(zz"'vzz"'fzz
_T(gz"'uz) ty, + kL,
bﬂ"b - 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 n
\/(K' +27 )(;{2 +0," + 4, ) \/(K‘ +27 )(;{2 +v," + 0, )
N —KU, + 1Y,
\/(K2+272)()(22+022+€22)

24



2 2 2
N ARV
Kﬂnb :\/E 22 2 2 22
(K +27 )
. -2 207, + 20Kk b, + k%7, + kK30, — K'T (), — K'TD, + KT L, + KT'D,
Bb 2 2\ 72 ’ 112 2 2 ' 2
[1(21 +K )] +[—KT+KT] +|:K(K +27 +r)—z'1(]

(3.3.7)

seklinde verilir. Buradaki y,, v,, {,, ¥,, U, ve L,

2, =20 (—K'+7K) + K'T(K2 + 21")

v, = K‘(—K‘S — T+ rK') ~7° (3K2 + 22'2)
l,=x° (r’—rz)—r(2r3 +KK')
Y, =Tk +K°+ Kt +2k7 — K"

= 3 2 2
0, =7"+1k"—3kK'+ 37" - 7"

b, =0+ =3 —7"
seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas, 2013).
Tamm 3.3.5: a:1 — E® birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {t,n,b} olsun.

tb -Smarandache egrisi

1
B —E(Hb) (3.3.8)

seklinde tanimlanir (Sivas, 2014).

Teorem 3.3.3: a: | — E® egrisinin Frenet ¢atis1 {t,n,b}, egriligi x ve torsiyonu ¢
olsun. tb - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, &, egriligi ile z, torsiyonu
sirastyla,

t, (s)=n

K

- T
n, = t+ b
5
S RN

(3.3.9)

b

T K
= t+ b
5
S N
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. :ﬁ_\/(’cz”z)
K—T

(3.3.10)
K20, —2K°1 [y + KT, + kT2 [, — 272 7, + 77,

I:T(K‘—T)ZT +|:K(K‘—T)2:|2

Thy =

seklinde verilir. Buradaki 7,, O,ve [,

X =—3kK'+ 27"+ KT

O, =+’ —kr’ + 7 +x"—1"
0, = k7' + 2K~ 37’
seklinde birer katsayidir (Sivas, 2014).

Tanmm 3.3.6: a:1 — E® birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atis1 {t,n,b} olsun.

tnb - Smarandache egrisi

B =%(t+n+b) (3.3.11)

seklinde tanimlanir (Ali, 2010).
Teorem 3.3.4: a1 1 — E® egrisinin Frenet ¢atis1 {t,n,b}, egriligi & ve torsiyonu z

olsun. tnb - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, x, egriligi ve 7, torsiyonu
ﬁtnb ﬂtnb

sirastyla,
t, (s)= K t+ ke n+ L b
n \/2(K2+Z'2—KT) \/2(K2+rz—m-) \/2(K2+T2—K'T)
A Y L
n, = t+ n+ b
" \/142 +0,” +L,] \/142 +0,” + L, \/ﬂ(zl2 +0,” L,
(k—7)l, -0, h+xl,

. t+ n
J@ 2t —2xr)(zF voli+07) (x4 20t - 2x) (22 40t + 07

KU, +(K—T))(4

\/(21(2 +272 —2/(1)()(42 +v,° +f42)

(3.3.12)

26



_ﬁ\/7542+')42 +K42

K., =
P
©o4 (K'Z +7? —K‘T)Z
2x°0, — 2K°1 [, + 2’1y, + 2x7° [, — 27 ), + 27°, (33.19
Iy = Ne +xr'l, — k't {, + KT'D, + KT' — K7D, — K17,

[2KT(K—T)+KT’—TK'+ 213]2 +[KT'—TK']2 +

[21{3 + K7+ 2k7° - 2T — K"TT
seklinde verilir. Buradaki z,, v,, {,, Z,, O, Ve (,

Xi =K (—21(2 — 477 +4TK—KZT') + Kr(K' +27° + 21’)— 2x'r?
v, =K (—21(2 —47% + 2kt —Z") +7° (—212 +2KT + K')+ kT (k'—17")

(,=2x"° (KT—2T2 +z")+r2 (41(7 - 27? +K')—Kr(z"+ 2k’

Zs =K1 —K" =3k + 2k7" + K° + KT
O, =7°—k°=3(xx’+77")—(-K"+7")+ k7 (K~ T)

(,=t"— Kkt 3" —7° + 26’ + k7’

seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas, 2013).

Tamm 3.3.7: «a:1 — E® birim hizl regiiler egrinin Frenet ¢atist {t,n,b} olsun.

nC - Smarandache egrisi

B =%(n+c) (3.3.14)

seklinde tanimlanir (Senyurt ve Sivas, 2013).
Teorem 3.3.5: a: | — E® egrisinin Frenet ¢atis1 {t,n,b}, egriligi x Ve torsiyonu ¢
olsun. nC - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, x, egriligi ve 7, torsiyonu

sirastyla,
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@' COSQp—K - T—@'sing b
(@) + W[ =20 W] (o) +W] -20' W]
Xs Us (s
= t+ n+
Phe \/;(52+052+€52 \/;(52+052+£52 \/;(52+052+ﬂ52

L. (S) - \/

b

n

vs (¢'sinp—7)
bﬁnc ) 2 ’ t 9.
\/(((D’) +”W” _Z(D'HVV”)(}(SZ +u + ESZ) (3.3.15)
N ()(5(r—(o'sinq))—ﬁs(q)’cow—,())
\/((¢,)2 +"W ”2 -2¢’ [W”)()(sz +U52 +ﬁ52)

(1)5 (¢'cosp— K‘))

W@ W =20 W) (2" 40+ £57)

o _3 NP AR 2

() + W[ —2¢/ W]
27,729’ sinp+ 7. (¢")? sin® o — 7.k’ sin o + kb, + ()’ cos? pw,
+9'? cos” @ [,k — 2¢' COS @ (,k* — @' COS @ [,T° — @' COS PD,T — KDy" SIN @

n

+ b,

—KD,'? COS @ + D" COS PT — D' SIN @7 + % COS P 7 SIN @ + DK’ SiN @
—Kk (7' SIN @ — Fo K COS @7 + Z.Kp'> COS @SN @ + 7.K°T + Dy sin’ @

_f —O,K'T + K LT% + (i + 7T

Tﬁnc 2 . 2 . . 2
[(K((p') sin ¢)COS¢+(1((0’) sin q)—Kzgo'—ZTz(p’)Sln(0+K21+73}
2

+| (70" —7'p'— K cosp+|k'p'—1 —x@"|sinp—1x'+ + KT
|:( ¢n /¢! (¢r)2) ¢ ( r¢r (¢r)2 ¢”) (0 ! (¢!)3 r:|

2
+|:(K'(§0')2 cos @+ r(qo')z sinp—2x°¢’ —z’z(p')COSqo— Kro'sing +x° + K'TZ:|
(3.3.16)

seklinde verilir. Buradaki ., Us, (., -, U5 Ve fs
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2_.n " rn

s =T°0"COS @ — k@'p" COS* p —1¢p'@" siN ¢)COS(0—((0’)4 sing
—K? ((0’)2 sinp—1° (go')2 sinp+ 21(((0’)3 sinpcos g
+27(¢') sin? p—&'(¢')’ — 7k’ — 2Kk’ COS  — 2K'p'zSIN
— 7' cosp + k' (¢) cos? p+ 7' (¢') sin @ cos g + k"

+ k77’ — KTQ"SIN P — P'T'K SIN P

v; = K(¢’)3 cos ¢+ 3x°p’ c0s ¢ + 3%k’ COS @ — 2k ((/)')2 cos’ ¢
— 4KT((p’)2 singcos g —«x? ((0’)2 —x* = 2% + 3’1’ sin g
—7? ((/)')2 +3%p sing + z'((o')3 sing—27° ((/)')2 sin® ¢

(= r'(go')z +K°7' = 2KT'9' COS @ — K" SiN @ + K" SN P COS @
+79'p"sin’ o — (') cosp—x*(¢') cosp—12(¢')’ cosp
4+ 21(((/)')3 cos’ o + 22'((p’)3 sin @ cos @ —1¢'p" — txx’ + " COS @
+ 7Kg cos g+ kg’ sin g — k' (¢') sinpcos p — 7' (¢) sin? ¢

Zs = 9" cosp—3p'p"sing—(¢')’ cosp - k" — k%' cos p
—Kkr@'sing +x° + k1’

Uy = 2k@" COS P — 2/(((0')2 singp — 3k’ + kp"COS @+ T'p'sin @

+27¢"sin g + Z(go')2 cosp—3r7’

1, =(xrp' - 3¢'")cos o + (rz(p’ —p" + (¢’)3)Sin p-xr—7+1"
seklinde birer katsayidir (Senyurt ve Sivas, 2013).

3.4. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Frenet Catisina Gore Uzaysal Kuaterniyonik

Smarandache Egrileri
Tammm 3.4.1: y=y(s) uzaysal kuaterniyonik egrisinin Frenet gatist {t,n,n, }

olsun. tn, - Smarandache egrisi

&(s)= 5 tem) (341)
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.1: y=y(S) uzaysal kuaterniyonik egrisine ait tn, - Smarandache
egrisinin {t n_,n, ,k.,r }Frenet aparatlar1 sirasiyla,

gt o Mo v Reoly
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1
té:l :W(—kt-i-knl-Frnz)
1
N, = \/llz NP (ﬂ'lt+/12n1+ﬂan2) (3.4.2)
n = ! (0't+0' n, +o,n )
2 \/(2k2+l’2)(/112+222+ﬂ32) S

K =\/§\/(‘12 + A"+ 0
g 2k? +r°

= K ko) (K ke rp) k(b )+ )
1 (2KkK"+rr')” +(2K?r + ke’ —K'r + r3)2 +(kr' =K )"+ (2K +kr2)2

(3.4.3)

seklindedir. Buradaki 4, 4,, 4,, 0,, 0,, 0,5, p,, P, Ve p, katsayilar

A, =—=2K* —K'r? —K*r® +krr’
A, ==2K* =3k?*r? +k'r* —r* —krr’
A, = 2K3r +2K*r" + kr® — 2Kk'r

o, =k, -1,
o, =KA4,+r14
oy =—kK(4+2,)

o, =—K"—=3Kk'+K'r + 2kr' + k* + kr’
0, =—3kk'—k® +K?*r +K"—r"=3rr'—kr?* +r®
p5=—Kr+2k'r=3rr'—r® +kr' +r"

bicimindedir (Cetin ve Kocayigit, 2013).

Ispat: & (s)= %(t +1n,)

egrisinin S, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds, (-kt+kn +rn,)

t =
< dS \/E
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olur ve norm alinirsa

dspm 2k2 +r2

ds 2
seklinde bulunur. Buradan &, egrisinin teget vektorti

(—kt+kn,+rn,)
2k? +r?

t,(s)=
olur. Bu ifadenin tekrar tiirevi alinirsa katsayilar

A ==2k* =K'r? =k*r® +krr’
A, ==2k* =3k?r? +k'r® —r* —krr’
A, = 2K3r +2K?r" + kr® — 2kk'r

olmak {izere t;l tiirevi

2

(2k2 +r2)2

tél(s): (At + A0 +4n,)

bulunur. &, egrisinin k, egriligi
k§1 =N (té1)1

2+ 2
(2k2+r2)2

ké:«/?/(

olur. n,  aslinormal vektori
Sl

__ 4
nl P ] 1
a N (tél )
1
n =

lﬁ \/m(ﬂlt+ﬂ’2nl+//13n2)

seklinde bulunur. n, =t. xn,. oldugundan n, binormal vektori
251 ;1 1951 2;‘1

o, =k, —rA,, o, =KA4,+r4, 03=—k(ﬂi+/12)

olmak lizere
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n, = ! (ot +o,n,+0oyn,)

% \/(Zkz +r2)(212 + 1,7 +ﬂ32)

bulunur. & egrisinin ikinci ve ligiincii tiirevleri alinirsa bu tiirevler sirasiyla

, (KKt (K =K =12 )+ (kr +1)n,
é:l - \/E 1

m ,Olt + o,N, + p;N,
G =

2

bi¢iminde bulunur. Burada katsayilar

P, =—K"—3kk’ +K'r + 2kr' + k*® + kr?
0, =—3Kk'—k*® +K*r +K”"—r"—3rr’' —kr? +r°
;5 =—Kr+ 2K =3rr' —r® +kr' +r”

(& =g 8

2@ tanimindan

seklindedir. &; egrisinin r. torsiyonu I, =

N(& x&)

. (k"+K?*)(kp; —1p,)+(K* =K'+ 1% (kpy + 1) + K (ke +1") (o, + ;)
(2kk"+ rr’)2 +(2k2r +kr'—K'r + r‘°’)2 +(kr’—k'r)2 +(2k3 + krz)2

e

seklinde elde edilir.

Tanmm 3.4.2: y = y(S) birim hizli regiiler uzaysal kuaterniyonik egri ve t,n;,n, bu

egrinin Frenet vektorleri olsun. Uzaysal kuaterniyonik tn, - Smarandache egrisi

1
& (ss,) :E(an) (3.4.4)
ile tanimlanir.

Teorem 3.4.2: y = y(S) uzaysal kuaterniyonik egrisine ait tN, - Smarandache egrisi

egrisinin {té Ny Ny k g T, } Frenet aparatlari sirasiyla,

32



tfz = r]l
1

M, :W(_kaZ) (3.4.5)
n, = L (rt+kn2),

2 K24y

k? +r?

R i

’ —r

3.4.6)

r. =<2 (r=K)[ ps (=K +kr) = py (kr —1%) | (
) (k- r)z (k- r,)z +(k2l’—2kr2 + r3)2 +(_2k2r+ kr? + ks)z

seklindedir. Burada p,, p, ve p, katsayilari

o, =—3KK"+Kk'r+2k'r
0, ==K +Kr+k"—r"—kr® +r’
25 =2K'r —=3rr’ +kr'

bicimindedir (Cetin ve Kocayigit, 2013).

Tanmm 3.4.3: y=y(S) uzaysal kuaterniyonik egri ve t,n,Nn, bu egrinin Frenet

vektorleri olsun. Uzaysal kuaterniyonik nn, - Smarandache egrisi

‘53(553) =%(n1+n2) (3.4.7)

ile tanimlanir.

Teorem 3.4.3: y =y(S) uzaysal kuaterniyonik egrisine ait NN, - Smarandache egrisi

egrisinin {tés,nlg3 Ny s k§3,r§3 } Frenet aparatlar1 sirasiyla,
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1

t, =——=(-kt—rn +rn

= g m)

1

n, =—F——— (At+ 4,0+ 4n,) (3.4.8)

TN
n, = ! (ot +o,n +oyn,),

a \/k2+2r2\/ﬂ12+ﬂ,22+132

2 2 2
K, :‘/E\/(Zl ' +f3 )
(k*+2r?)
> r(—k’+kr)(p2+p3)+(k2+r’+r2)(kp3+rp1)+(—r2+r')(kp2—rp1)
r. =
. (kk’+2rr')2+(k2r+2r3)2+(kr’—k’r)2+(k3+kr'+2kr2—k’r)2

(3.4.9)

seklindedir. Burada 4, 4,, 4,, 0,, 0,, 05, p;, P,Ve p; Kkatsayilari

A, = K3r = 2K'r® + 2kr® + 2krr’
A, =—kK* —K°r'=3k?r* = 2r* + kk'r
A, =—Kr® +K’r' = 2r* —kk'r

o =—T(4L+4)
o,=kA+r4,
o, =—kKA, +r4,

P, =—K"+KT+2Kr" +k* +kr?
0, =—3KK'+K*r —r"=3rr' +r°

o5 =—Kr=3rr' =’ +r"
bicimindedir (Cetin ve Kocayigit, 2013).

Tanmm 3.4.4: y=y(S) uzaysal kuaterniyonik egri ve t,n;,n, bu egrinin Frenet

aparatlari olsun. Uzaysal kuaterniyonik tn,n, - Smarandache egrisi

ACH) =%(t+ n,+n,) (3.4.10)

ile tanimlanir.
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Teorem 3.4.4: y=y(s) uzaysal kuaterniyonik egrisine ait th,n, - Smarandache

egrisi egrisinin {t&,nlf n, k§ T, } Frenet aparatlar1 sirastyla,
&4

1
t. = —kt+(k-r)n +rn
3 \/Z(kz—kr+r2)( Hm:)
1

1, m(’yt +AN +ﬂ3n2)

n, = ! (ot+o,n +0o,n,),

kA A A
k. \/—Jﬂl + 2+ A

4(k? —kr +12)
(=K' =K +kr)((r=K)p; +1p,) + (k> =K' +1"+1%)(kp, +1 ;)
&

+(kr=r*+1')(kp, +(k=1)p,)
(—2Kk'+k'r +2rr’ +kr) (Zkzr—Zkr2+kr’+2r3—k’r)2

n (3.4.11)

(ke —KT)” + (K + ke + 2kr2 — KT —2k2r k)
(3.4.12)

seklindedir. Burada 4, 4,, 4, 0, 0,, 05, p;, p,Ve p; katsayilari

A, =—2K* +4K°r + kk'r — 4k*r® — 2k'r? + 2kr® —k?r' + 2krr’
A, =—2Kk* —K°r' = 4k?r? + 2kr® + kk'r —krr’ + 2kr® +k'r? —2r*
A, = 2K3r —K?r? + 2k?r' + 4kr® —krr’ = 2r* —kk'r +k'r?

0_1:( _r)ﬂe_rﬂz
o, =K, +rA
asz_klz_(k_r)&

=—K"—3Kkk'+K'r +2kr" + k* + kr?
P, ==3(Kk' +rr") k> +k*r =k"—r"+r°

Py ==K +2K'r =3rr’ —r® +kr' +r"

bicimindedir (Cetin ve Kocayigit, 2013).
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Tammm 3.4.5: y=y(S) uzaysal kuaterniyonik egri ve t,n,n, bu egrinin Frenet

vektorleri olsun. Uzaysal kuaterniyonik N\W - Smarandache egrisi

&(s,) = %(nl +W) (3.4.13)

ile tanimlanir.
Teorem 3.45: y=y(s) uzaysal kuaterniyonik egrisine ait NW - Smarandache

egrisinin {tfs’nlgs Ny kg5 T } Frenet aparatlar1 sirasiyla,

! —k r—o¢’'sin
p'cos g - p'sing n,

O TN 2o (5) Nl N (D) 2 (o

_ A A A3
nlcs \//112_%/122_}_]32'[4_\/}12_’_/122_}_232 n1+\/j12+/122+/132 N,
- 2, (@'sing—r) .

25

\/(((0')2 +N(D) —2¢'N (D))(ﬂf F 422
2.(r—g¢'sing)— 4, (¢'cosp—k)
J(@) N (DY —20N (D)) (%7 44+ 47)
A, (¢'cosp—k)

@) +N (DY ~20N (D)) + 2+ 27)

+ n,

+ n,,

(3.4.14)

5 R A

((¢)' +N (D) ~2¢'N (D))

(3.4.15)

_ ,—wla)l+w2a)2 +ZU30)3
r§5 =2 2 2 2
o, +o, +,

seklindedir. Burada 4, 4,, 4, o, 0,, 0,, @, @, ve @, katsayilari
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r_n rn

4 =120"cosp—kgp'p"cos’ p—rg'g"sinpcosp—(¢') sinp—k? (¢') singp
-r (go')zsin(/)+2k((p') SlngDCOS(p+2r(g0) S|n2go—k'(go’)2—r2k'
—2kke' cosp—2K're'sing—rr'ep’ cosp + k’(go')2 cos’ ¢ + r'(go')zsingoCOSgo

r_n

+ko'p" +krr'—kro"singp—@'r'’ksin @

A, = k((p) cos ¢ + 3k*p’ cos @ + 3r°ke’ cos ¢ — 2k ((0')2 cos’ ¢
—4kr((p’)25in(ocos¢—k2((0')2—k4—2k2r2+3k2r(0'sin(0
—I’z((p')z+3I’3¢)'Sin(p+I’((/)')ssingo—Zrz((p')zSinz(p

Jo =1 (') +K*r' = 2kr'g' cos p—k2¢"sin @+ kp'g"sin p cos o
+ro'p'sin® o — ((p') cos g —k? ((p') cos g —k? ((0') cos ¢

+2k(¢')’ cos? g+ 2r (¢)’sinpcos p—rp'e" -
+rk’go’COS(erkk'gp’singo—k’((p’)zsingDCOSgo—r’((p’)zsinzgo

—rkk'+ rke" cos @

m " 2

=" cosp—3¢'p"singp— (¢’)3c05g0—k"—k2¢'c03¢—krgo'singo+k3+kr
w, :2kgo”c05¢—2k((p') sin @ —3kk' +kg"cos g+ r'p'sin g +2re"sin ¢
+2((0')2 cosg—3rr’

kro'—3¢'p )COS(p+(r(p (p+(¢)))singp—k2r—r3+r"

5=

(k (¢') S|n¢)c05go+( (go')zSin(p—kzq)'—Zrzq)')Sin¢)+k2r+r3
(r "—r'e' k(o )cow+(k r(e ’)2—kgo”)singo—rk’+(go’)3+kr'
7= (K(

k(¢') COSg0+I’ ’) Sin(p—2k2(p'—rzgo')COS(p—krgD'Sin(p+k3+kr2

bigimindedir (Senyurt ve Caliskan, 2015).
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4. BULGULAR
Bu ¢alismada involiit-evoliit egrileri arasindaki gegis evoliit egrisinin Darboux ile
binormal vektorli arasindaki agiya baglh ifadelerinden yararlanarak uzaysal

kuaterniyonik involiit egrisinden elde edilen
B=p..(s)= %(t +n,) t" N, - kuaterniyonik Smarandache egrisi,

(nl* + nz*) N,"N," - kuaterniyonik Smarandache egrisi,

ﬂz :’Bnl*nz* (S):

-

Sis

(t* + nz*) t'n,” - kuaterniyonik Smarandache egrisi,

ﬂ3 :ﬂt*nz* (S)

o

B = By, (s)= —(t* +n', + n*z) t'n,Nn," - kuaterniyonik Smarandache

w

egrisi,

1

1 * * * * - -
Ps = ,Bn o (5) = ﬁ(nl +W ) N, W - kuaterniyonik Smarandache egrisi

her bir Smarandache egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri ve burulmalar

hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar evoliit egrinin Frenet aparatlarina bagli olarak
ifade edilmistir. N,'W" - uzaysal kuaterniyonik Smarandache egrisine ait sonuglar

Advances Applied Clifford Algebras dergisinde yaymlanmistir (Senyurt ve
arkadaslari, 2016). Son olarak bir 6rnek verilerek olusan yeni egrilerin sekilleri

Mapple programinda ¢izdirilmistir.
4.1. t'n;” -Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrisi

Tammm 4.1.1: o uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektorleri

{t'’,n",n,"} olsun.

A(9)=Fy (5)= (40 @.1.1)

seklinde tanimli egriye t'n,"- Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.1.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti & olsun. " egrisinden

elde edilen t"n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirasiyla

t. (s)= K "+ K n+ - n,
A J2K2 412 N ' J2K2 412
a) * * *
Ny = 2 12 2 t+ 2 ¢12 2 n + 2 0-12 2 N,
NV +4° +o, \ @ +¢" +o0, \ @ +¢" +o0,
k* —I’* * k* +r* *
n,, = O A _ _ t* 4+ Oy o, _ __n,
\/(a)lz +¢° +012)(2k 24y 2) \/(a)lz +¢° +012)(2k 24ir 2)
_k*¢ _k*a) *
A 2 2 l 2 1*2 *2 k
\/(a)l +¢° +0,7)(2K7 1)

K :ﬁ1/w12 +¢12 +0'12

& (2k*2 +r? )2

(k*z e —k*')(k*p1+ r*n1)+k*(k*r* " r*')(a1 +771)+(k*2 n k*’)(k*pl— r'6,)

7
f [r* (2K +172)+kr" - k*'r*J2 +(k*r*' - k*'r*)2 +(2k*3 +K'r? )2

b

seklinde verilir. Burada @,, ¢, o,, n,, 6, ve p,

m =—k? (2K +17%) =1 (r*k*' -~ k*r*')

¢ =—k?(2k™* +3r” ) -r (r*3 —r'k” + k*r*')
oy =K' (2K +r?) -2k (r*lc*' - k*r*')
m=k" +k (r*2 —3k*')_ K"

0,=—k" -k (r*2 +3k” ) 30 4k

o ==K —r2 4 2r° k" + K+ r”

seklinde birer katsayidir.
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Ispat: (4.1.1) bagintisinin s 4 Yay parametresine gore tirevi alinirsa

ds A w w a w
t ﬂl:i(—kt+knl+rn2) (4.1.2)

Ads 2

ds, . .
olur ve norm alinirsa d—ﬂl ifadesi
s

ds % %
B _ 2k +r (413)
ds \l 2

seklinde bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa f, egrisinin teget

vektoru

L S S S (4.1.4)

t,(S)= ——
O e e e

olur. (4.1.1) ifadesinde t* ve n," m yerine (4.2.12) den karsiliklar1 yerine yazilirsa

t'n,” -Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi

B.(s) = % (—cosp(s)t(s) +n,(s) +sin p(s)n,(s)) (4.1.5)

seklinde bulunur. (4.1.4) denkleminde (3.2.12) ve (3.2.13) bagntilar1 dikkate alinirsa

(4.1.5) ifadesindeki B, egrisinin teget vektorii

t, (s)= @'sinp—k . N (D) o+ @' cosp+r n, (4.16)
12 2 12 2 %) 2
Jo?+2N(D) o +2N(D) ¢’ +2N(D)
olur. (4.1.4) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

0 ==k (2K 4 =1 (K - k*r*’)

6 =—K2(2K?+3r2) 1" (r*3 KT+ k*r*’) 4.1.7)

o, =Kr (27 +172) 2K (r*k*’ - k*r*’)

olmak tizere ty, (s) tiirevi
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, 1 . . .
tﬂl(s)zﬁ—(a)lt +én +oyn, ) (4.1.8)

*22

2k +r
( )

olur. (4.1.7) ifadesinde k™ ve r" m yerine (3.2.13) den karsiliklar1 yazilirsa yeni
katsayilar

@, =(¢'sing +¢" cosp—k'+kN (D)) ¢’2+2N(D)z-((p’sin¢—k)( ¢’2+2N(D)Z)I
@:(—N(D)Z_N(D)')\/m_,_N(D)( §012+2N(D)2)'

&,=(¢"cosp—gsing+1'—IN (D)) /o + 2N (D)’ —(¢'cosp+ f)( ¢ +2N (D)z)

!

(4.1.9)

seklinde olur. t) (s) tiirev ifadesinde (3.2.12) ve (3.2.13) bagntilar1 yerine yazilirsa

t;, vektorinin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(s)=+2 2! —t+ % N+ 5 —n, (4.1.10)
(¢7’2+2N(D)2)A (¢'2+2N(D)2)4 (¢;'2+2N(D)2)2

seklinde bulunur. B egrisinin egriligi k 5 ile gosterilirse (4.1.8) bagntisindan k

egriligi
Ky =N (t}a)’
2 2 2
:«/Tla)l +¢°+o0 (4.1.11)
& (2k*2 +r? )2

olur. Burada k™ ve r" 1n yerine (4.2.13) dan karsiliklar1 yazilirsa k 5 egriliginin

evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

B2 +3% +57
kﬂl:\/i 1 1 13

(¢’2+2N(D)2)A

(4.1.12)

sekline doniisiir. B, egrisinin aslinormali n,, ile gosterilirse (4.1.8) bagintisindan
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[0} . ) . o, x

My = 2 2 2 + 2 2 2 M+ 2 2 2 N,
'\/a)l +4" +o \/a)l +¢4" +o \/a)l +4" +o,

olur. Burada t', n," ve n,” m yerine (3.2.12) den karsiliklar1 yazilirsa n,, ifadesinin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden karsiligi

@ 4, o7
N == —12 —2 t+ —2 ¢12 = = —12 =, (4.1.13)
\/a)l +¢°+0; \/a)1 +4°+5; \/a’1 +¢4°+0;

seklindedir. n,, =t, xn,, oldugundan n,, binormal vektéri

X Ko, 1’ C Ko,gflyts n
24 \/(wlz +¢12 +*O_lz)(*zk*z + r*Z) \/(0)12 +¢12 +012)(2k*2 + r*z) 1 (4.1.14)
_k ¢1 - k a)l n *

+ 2
\/(a)lz +¢l+ol (2K +r7)

*

olur. Burada t', n, n,", k" ve r" m yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklari
yazilirsa n,, binormal vektdriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar: cinsinden

karsilig

_ (-N(D)&,—(¢'cosp+ 1))

\/(go'z+2N(D)2)(c7)12+¢712+512)
+(67)1(¢'COS(0+r)—51(¢'sin(0—k))nl (4.1.15)
\/(¢'2+2N(D)Z)(E)lz+g512+&12)

. ((¢'sing—k)+a,N (D))

\/(¢’2+2N(D)Z)(E>12+512+512) 2

seklinde bulunur. B, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

—(k”2 + k*')t* +(k*' —k™? - r*z)nl* +(k*r* + r*')nz*

> N

ve
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m_ U +60 +pn,

b V2

olur. Burada 7,, 6, ve p,

n=kK 1k (r*2 —3k*’)— K"
6=k K (r*2 + 3K ) _3rr 4K (4.1.16)

o =K —r 2k + KT

seklinde birer katsayidir. f; egrisinin torsiyonu r, ile gosterilirse r, torsiyonu

AT
bON(BxBY

"

yazilir. Burada £, B’ ve B degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa r, torsiyonu

(K242 =K )(K oy )+ (K 07 ) (6 4m) + (K2 4K ) (K o -1'6)

r, =2 2 2 2
(r*(Zk*2 +17) kT —k*'r*) +(k*r*' —k*'r*) +(2k*3 +k*r*2)

A

(4.1.17)

olur. (4.1.16) bagmtisinda k™ ve r" 1n yerine (3.2.13) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar

n= @"sing+3¢'p"cosp—@”sing—k”+k'N (D)+2kN (D)l +kN (D)2

8,= ¢ N(D)—kk'—rr'+N (D)’ —2N (D)N (D) +N (D)’

- "

P, =" cosp—3¢'p"sinp—gcosp+r"—r'N(D)-2rN (D)' ~rN (D)’

(4.1.18)
seklinde bulunur ve bu katsayilar (4.1.17) de yerine yazilirsa t'n,” -Smarandache

egrisinin r, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

43



@ =-N(D)(¢"cosp-¢’sing+r'—iN (D))+(N (D)’ +N (D)’)(go’cos<o+ r)
¢ =(p'cosp+r)(g"sing+¢” cosp—k'+kN (D))
—(gp'SiI’lqp—k)(gp"COS(o—(p'zSing0+ r'—rN (D))

G, :(go’sin(p—k)(—N (D) -N (D)')+ N(D)(¢"sin g+ cosp—k'+kN (D))

(4.1.19)

@,, ¢, ve &, birer katsay1 olmak iizere

né +04 + b6
rﬂlzﬁ771~12 £¢;l /312 1
o +¢° +0;

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilebilir:

Sonug 4.1.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti «  olsun. a egrisinden

elde edilen t'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri o evoliit

egrisinin Frenet vektorlerine ve egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla

t, (s)= g'sing—k N (D) - @' COSQ+Tr 2
Jo?+2N(DY  (Jp?+2N(DY  |o?+2N(D)
a_)l ¢?l n 51

nwl:\/cT)fw;er&f +\/c7>12+g512+512 ' J@! +2 +57 i
(-N(D)&,—(¢'cosp+1)d) t+(cT)l(go'COSgD+r)—o_'l(go'singo—k))n
\/(¢'2+2N(D)Z)(a_)12+$12+512) \/(¢'2+2N(D)Z)(c7)12+q?12+512)
. (4(p'sinp—k)+aN (D)) )

\/(¢'2+2N(D)Z)(E)12+;Zf+512) 2

< _2 B+ 32 +657

b (9P +2N(DY)

n =

.6, + 0.0, + pG
rﬂlzﬁ 1~2 191 191

72 ~2
@ +¢° +0,

seklindedir. Burada katsayilar
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"

77, = @"sinp+3¢'p" cosp— @ sing - k”+k'N(D)+2kN(D)'+kN(D)2
8,=¢*N(D)—kk'~rr'+N (D)’ ~2N(D)N(D) + N (D)’

P, =¢"cosp-3¢'p"sinp—g°cosp+r"—r'N(D)- N(D)2
@ =-N(D)(¢"cosp—p?sing+r'—rN(D))+ (N(D) +N(D)’)(go’c05go+r)
4 =(¢'cosp+r)(¢"sing+p” cosp—k'+kN (D))
~(¢'sinp—k)(¢"cosp—g"sinp+r'—rN (D))

~(¢'sing— k)(—N (DY -N (D)’)+ N (D)(¢"sin g+ cosp—k'+ kN (D))

2rN (D )

bi¢imindedir.
4.2. n'n,”- Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrisi
Tammm 4.2.1: o uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektdrleri

{t',n",n,"} olsun.

Bo(8)=B,.,-(s)= \/_(n +n, ) (4.2.1)

seklinde taniml1 egriye n,"n,”- Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.2.1: & uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti & olsun. & egrisinden

elde edilen nn,” - Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirasiyla

tﬁz(S)z *_k " - *r " n1*+ *r S nz*
J2r? 4k J2r? 4k J2r? 4k
M, = 2 a)22 2 t+ 2 ¢22 2 n1*+ 2 0-22 2 n;
\ @, +¢," +o, \ @, +¢," +o, \ @, +¢," + 0,
_ - (0-2 +¢2) * I'*a)2 + k*O'2 N
Nap, = *2 2 2 2 2 *2 2 2 2 2 M
\/(k +2r )(a)2 +¢,° +o0, ) \/(k +2r )(a)z + ¢, +c72)
N kg, +1 o, .
St o2 (o) +g7 vo?)
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2 2 2
K :\/5\/‘02 +¢," +0,
& (k*2 +2r”2)2
r(2r?+k™ +(—k*'r* +k*r*')9 +(k*(k*2 +2r7 +r*')—r*k*')
. a7 ))"22 : -
[r*(Zr*2 +k*2)} +[—k*'r*+k*r*'J +[k*(k’*2+2r*2 +r*')—r*k*'}

olur. Burada w,, ¢,, 0,,1,, 6, ve p,

@, =207 (K" + 1K)+ K1 (k*2 + 2r*')

4 =K (—k*3 K+ r*k*’)— r2 (3K +2r%)
o, =k" (r*' —r? ) -r (Zr*‘°’ + k*k*')

*f  * * % *Nn

m, = K +k2+K'r +2k'r" —k

*3 *p * *p * * k| *|
0, =r +rk?-3kKk" =3rr" —r"

*3 *p * * *|
o, ==t —r'k?=3rr" +r”

seklinde birer katsayidir.

Ispat: (4.2.1) bagmtisinin s ,, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds, (—kt* -, + rnz*) (42.2)

t -
Pa ds \/E

ds 5 .
olur ve norm alinirsa d—2 ifadesi
S

dS *2 *2
b _ er +k (4.2.3)
ds 2

seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa 3, egrisinin teget vektorii

_k * r * r *
t, (s)= t - n, + n 424
'Bz( ) N N ' J2r? 4k ’ ( )

seklinde olur. (4.2.1) ifadesinde n,” ve n,” i yerine (3.2.12) den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi
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[)’2(3):%[(singo—c05¢)t+(sin(p+003go)n2] (4.2.5)

seklinde bulunur. (4.2.4) denkleminde (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklar1 yazilirsa

(4.2.5) ifadesinde verilen S, egrisinin teget vektorii

ﬁ2:¢'COSg0+g0 sing, N(D) n1+(0COSg0—¢) singon2 4.26)
J20°+N(DY {297 +N(D) 20" + N (D)’

olur. (4.2.4) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar
@, =20 (k" +r'K")+ KT (k*2 + 2r*')

=K (=K® ="K+ K )= r2 (3K + 2r (4.2.7)
2

o, =k (r*' - r*z)— rr (Zr*3 + k*k*')

olmak tizere tj, (s) tiirevi

t, (s)=2 2L TN T, (4.2.8)
(k?+2r7?)

olur. (4.2.7) ifadesinde k™ ve r" in yerine (3.2.13) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
a—)z :(QHCOSQ)—@'ZSin(D"'@”SinQ)+Q),2 COS(D'FkN (D)) 2¢)(2+ N (D)2
—((ﬂ'cosww’sinco)( 2¢'2+N(D)2)

?, =(N (D)’ —N (D)’) 29 +N(D)" +N (D)( 2¢"* +N (D)’ ) (4.2.9)

&, =(¢"cosp—g"sinp—g'sinp—p” cosp—rN(D))/20" + N (D)’

—(¢'cosp—¢'sin go)( 20" +N (D)Z)

seklinde olur. t) (s) tiirev ifadesinde (3.2.12), (3.2.13) ve (4.2.9) bagmntilar yerine

yazilirsa tj, vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar cinsinden ifadesi
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(4.2.10)

t, (S)Z\/E ot +¢,n +0o,n,

3

(2¢'2+N(D)2)5

seklinde bulunur. S, egrisinin egriligi k 5, ile gosterilirse (4.2.8) bagntisindan k

egriligi
k,, = N(t;z),
2 2 2
5 =2 “w2*+¢2 % (4.2.11)
(k 2 L or 2)

dir. Burada k™ ve r" i yerine (3.2.13) den karsiliklar1 yazilirsa k 5, egriliginin evoliit

egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

—2 , 12 — 2
w," +¢," +0,

3 (4.2.12)
(20" +N (D))
sekline doniigiir. £, egrisinin aslinormali n, 5, ile gosterilirse (4.2.8) bagimtisindan
t!
B
nlﬁz = N , y
(tﬂz )
a) * ¢ * 0 *
nlﬂz = 2 t 2 n 2 n,

+ +
\/a)zz +¢,°+0, \/a)zz +¢,°+0, \/a)zz +¢,°+0,

olur. Burada t",n,” ve n," 1n yerine (3.2.13) dan karsiliklar1 yazilirsa n,, ifadesinin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

@ 3, Foj
2 t+ ¢, n + 2

n
1 — — — — — — 1 — — —
\/a)zz +¢,°+6) \/a)zz +¢,°+6) \/a)zz +¢,°+5)

n, (4.2.13)

B

seklindedir. n,, =t, xn,, oldugundan n,, binormal vektori
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1" (0, +¢,) ¢
\/(k*2 + 2r*2)(a)22 +¢,° + 022)
N o, +ko, n’ (4.2.14)
\/(k*2 + 2r*2)(a)22 +¢,° + 022)
—K'g, +1 o, .

+ n,
GRS

olur. Burada t", n", n,”, k" ve r" 1n yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklar1

Nop, =

yazilirsa n,, binormal vektdriinin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden

ifadesi

__=N(D)3,~(¢/cosp—g'sing)g,
28 Y
oo N )i o)
@' cosp—g'sing)m, —(¢'cosp+¢'sing)&
| ?) 3 (¢ b ?) 2, (4.2.15)
[t ner)a 8 va)
(¢'cosp+¢'sing)g, + N (D), N
— 2
DRNCHCREES

+

seklinde bulunur. f, egrisinin ikinci ve iigiincii tiirevleri sirasiyla

(—k*' + r*k*)t* —(k*2 +r24 r*')nl* +(r*' - r*z)nz*
"__

- 7z

ve

m_ L +6,0 + p,n,

N

olur. Burada 7,, 6, ve p,

= K +k2 KT+ 2k Kk
0, =r" +rk?-3Kk" -3r'r" —r" (4.2.16)
p,=—t —rK?2=3rr" +r”
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seklinde birer katsayilardir. 3, egrisinin torsiyonu r,, ile gosterilirse r, torsiyonu

(B x5 8"

N
tON(BA)

dir. Burada f,, B, ve [, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

r,, torsiyonu

(r* (Zr*2 + k*z))n2 + (—k*'r* + k*r*')e2 +(k* (k*2 +2r% 4+ r*')— r'k” )p2

s, =2

2 2 2
[r* (2r*2 +k™ )} +[—k*'r* + k*r*'} + [k* (k*2 +2r2 + r*')— r*k*'}
(4.2.17)

olur. (4.2.16) katsayilar ifadesinde k™ ve r" m yerine (3.2.13) den karsiliklar

yazilirsa yeni katsayilar

r_.n

7, =" Ccosp—3p'p"sinp— ¢ cosp + ¢
—¢"sing+kN (D) +2kN (D) —k¢'N (D)

m r_.n

sin @ +3¢'p" cos ¢

0, =2¢"N(D)+¢"N(D)+N (D)’ +N(D) ¢'~N(D)’ (4.2.18)

2, =" Cosp—3¢'p"sinp— ¢’ cosp—¢"sinp—3¢'p" cos p
+¢"sing—r'N(D)-2rN(D) +rN(D)g'

"

seklinde bulunur ve bu katsayilar (4.2.17) de yerine yazilirsa n'n,” egrisinin r,

torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

@, =-N(D)(¢"cosp—¢?sing—g"sinp—¢” cosp—rN (D))
—((D'COS(D—(/)'Sin(/))(N(D)(D'—N(D)’)

6, =(¢'cosp—g¢'sin (p)((o"COS(o—(p'Z sing +"sing+¢'> cos g+ kN (D))
—(¢'cosp+¢'sing)(¢" cosp— ™ sinp—g'sinp—¢” cosp—rN (D))

G, :(go'COS(p+(p'Sin(p)(N(D)(DI_N(D)')

+N (D)((p"COS(p—(p'ZSin p+@"sing+¢? cosp+kN (D))

(4.2.19)
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katsayilar @,, ¢,, G, olmak iizere

s 17,0, + 0,0, + p,G,
~ 2 ~ 2
@, +4,° +6,

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilir:

Sonu¢ 4.2.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiitii " olsun. o  egrisinden

elde edilen n’'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri « evoliit

egrisinin Frenet vektorlerine ve egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla

_¢'cosp+¢ sm(pt N(D) 0+ ¢'cosp—g'sing
© J207+N(D)Y {202 +N(DY  \[29”+N(D)
n @, t+ ¢2 o,

. _—N(D)&Z—(go'COSgo—go’singo);Zzt

25, = -
\/(Zgo'z+N(D)2)(a_)22+¢22+522)

+(¢’COS¢—¢’singo)a_)2—((p'c05g0+¢)’singo)52

\/(2¢'2+N(D)z)(a—)22+¢722+522)
. (¢'cosp+¢'sing)g, + N(D)a, .
\/(2(/)’2+N(D)z)(a_)22+(/322+622)

_ «’5’22+¢;22+5223

(207 +N (D))

_2 17,0, + 0,4, + p,5,
~ 2 ~ 2
@, +¢2 +0,

olur. Burada @,, ¢,, G,, 7,, 0,, Py, @,, §, ve G, katsayilari
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—(¢'cosp+¢'sin gp)( 20 +N (D)Z)

—(¢'cosp—¢'sin go)( 20"° +N (D)Z)

- " r_.n m

i7, = 9" c0sp—3¢'¢"sinp— " cosp + ¢
+3¢/p"c0s @~ ¢ sin o+ kN (D) +2kN (D) —ke'N (D)

sing

4

8, =2¢"N (D)+¢N (D)+N (D) +N(D) ¢'~N (D)
P, =@"cosp—3¢'p"
~3¢'¢"cosg+¢"sing—r'N (D)-2rN (D) +rN(D)¢’
@,==-N(D)(¢"cosp—¢"*sing—¢"sing—¢* cosp—rN (D))

_((p'cosq)—(ﬂ'Si”(o)(N (D)¢' =N (D),)

sinp— ¢ cosp—@"sing

s, =(¢'c05¢+¢'sin¢)(N (D)¢'~N (D)’)

+N(D)(¢"cosp—¢”sinp+¢"sing+¢” cosp+kN (D))

¢2=(N(D)(p'—N(D)') 2¢'2+N(D)2+N(D)( 2(/7'2+N(D)2)'

@, = (go"cosgo—(o’z singp+@"sing+¢'”> cosp+kN (D)) 29" +N (D)2

&, =(¢"cosp—¢”sinp—g'sinp—p” cosp—rN (D))y/2¢” + N (D)’

4, =(¢'cosp—g'sing)(¢" cosp—p?sing+¢"sinp+¢” cosp+kN (D))
—(¢'cosp+¢'sing) (" cosp— g sinp—¢"sinp—p"* cosp—rN (D))

bi¢imindedir.

4.3. t'n,” -Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrisi

Tanim 4.3.1: o

{t',n",n,"} olsun.

uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektorleri

Bi(s)=B.-(s) =%(t* +n,) (4.3.1)

seklinde taniml1 egriye t'n,” - Smarandache egrisi denir.
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Teorem 4.3.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiitii & olsun. « egrisinden

elde edilen t'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirastyla

tﬂ3(s)=n1
_k* * r* *
Ny, —t'+ n
K2 +r" K2 +r?
r . k* .
+—— ,

m(r (=) e ok (€ -r))

5 = N2 =2 =
[r*(k*—r*) } +[k*(k*—r*) }

seklindedir Burada

7 =-3KK” +2K'r” +Kr"
0, =—K2+rk?—Kr?2+r2+k™ —r”

oy =K+ 2k =3r'r”

1, 6, ve p, birer katsayidir

Ispat: (4.3.1) bagmtisinin s 5, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds,, _(K-r ) (4.3.2)

t -
s ds \/E

ds, . .
olur ve norm alinirsa d—ﬂ3 ifadesi
S

ds, [k -r] @33
ds 2 -
seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa f3; egrisinin teget vektorii

(4.3.4)

*

t/,3(s)=nl
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olur. (4.3.1) ifadesinde t* ve n,” m yerine (3.2.12) dan kargiliklar1 yazlirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi
ﬂ3(s):i(sin @t+n, +cosgn, ) (4.3.5)
J2
olur. (4.3.4) bagintisinda (3.2.12) dan karsilig1 yazilirsa (4.3.5) ifadesinde verilen S,
egrisinin teget vektorii

p'cosp—k, —@'sinp+r
== t+— n (4.3.6)
=) T n (o)™

seklinde bulunur. (4.3.4) ifadesinin tekrar tiirevi alinirsa tj, (s) tiirevi
2 A .
t, (s):k*—\/__r*(—k t+rn,") (4.3.7)

olur veya bu ifadelerin yerine t*, n,”, k" ve " m yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den

karsiliklar1 yazilirsa katsayilar

@, = (go"COSgp—(o’z Sinqo—k') ¢o'—N (D)‘

—(¢'cosp—k)(¢' —N (D))’
% =(¢N(D)=N(D)')|p'~N(D) (4.38)
&, =(~¢"sinp-¢” cosp+1')|p'~N (D)

—(—¢'sinp+ r)(go'— N (D))'

seklinde olur. t), (s) tirev ifadesindeki (3.2.12) ve (4.3.8) bagntilar1 yerine yazilirsa

tl

5 (s) vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden karsiligi

Dt + N +5,n
,3( )= 5 Dt T GTh ¥ Gl
' (¢ -N(D))

seklinde bulunur. JB, egrisinin egriligi k 5, ile gosterilirse (4.3.7) bagmtisindan k ,

(4.3.9)

egriligi

Ky, =N(t;3),
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[ K2 42
ks, =2 W) % _+rt ) (4.3.10)

olur. Burada k™ ve r" in yerine (4.2.13) dan karsihiklar yazilirsa k 5, egriliginin
evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi
02 + gl + 57
2 Z*/E\/( — 2) (4.3.11)
(¢'-N(D))

sekline doniisiir. f;egrisinin aslinormali n,, ile gosterilirse (4.3.7) bagintisindan

15,

n s _k* t*+ r* n*
SN T JK2 417

olur. Burada t've n,” m yerine (3.2.12) den karsihiklari yazilirsa n,, ifadesinin

evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden ifadesi

0, ¢, n+ s

n +
— — 1 —

—2 2 =2 —2 2 =2 —2 2 —=2

\/0)3 +¢, + 0, \/a)3 +¢, + 0, \/0)3 +¢, + 0,

N, (4.3.12)

18,

seklinde bulunur. n,, =t, xn,, oldugundan n,, binormal vektori

*

r k* .

n,, = t+ n
ﬂ * * * * 2
SN S NS

(4.3.13)

olur. Burada t*, n,”, k" ve I’ m yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklar1 yazilirsa

n,, binormal vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

I (¢'sinp—r)g
» |(p’—N(D)|\/(cB§+q332+5§)
. (¢'sing—r)a, —(¢'cosp—k)a, 0 (4.3.14)
o -N(D) (@ +d+57)
.\ (¢'cosp—k)g
N O+ )

2
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seklinde bulunur. f; egrisinin ikinci ve tiglincii tiirevleri sirasiyla

. (—kZ+rK")t +(k*' - r*')nl* +(K'r =r?)n,
B = 7

ve

"o 773t* + Hsnl* + psnz*

By = N

olur. Burada 7,, 6, ve p,

* xf *f  *

=-3k'k” +2Kr" +Kk"r
0, =—K*+rk?-Kr?+r2+k™ -r" (4.3.15)

*  xf *  xf

ps=kr +2k"r =3r'r

seklinde birer katsayidir. S, egrisinin torsiyonu r

4, ile gosterilirse r, torsiyonu

(B> B B
r —_— Y O -
4 (133 Xﬂ”)

dir. Burada f;, fB; ve [, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

r, torsiyonu

Bs

(7 (<=1 (i (€ -r ) )

=2 (4.3.16)

P e e TR k]

olur. (4.3.15) katsayilar ifadesinde k™ ve r  m yerine (3.2.13) den karsiliklari

yazilirsa yeni katsayilar

m

17, =" Ccosp—3¢'p

r_n

sinp—¢” cosp—k"—ke'N(D)+kN (D )
0,=¢'N(D)~kk'~rr'+¢'N (D) +¢'/N(D) ~2N(D)N(D)  (4.3.17)

- "

Py =—¢"sinp—3¢p'p"cosp+¢°sing+r"+re'N(D)—rN (D )
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seklinde bulunur ve bu katsayilar (4.3.16) da yerine yazilirsa t'n, Smarandache

egrisinin r, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi
2
=(¢'sinp—r) ( (D) )

¢3: (¢'sing-r) (go"COSgp 9" singp—k’)
~(¢'cosp—k)(—¢"sinp— ¢ cosp+r')
3= )¢

N(D)-N(D)')

@' cosp—k

olmak tlzere

\/_773(‘)3+9¢3+/~_735-3
~2 ~2
@)+ + 6,

seklinde elde edilir. Boylece su sonuglar verilir:

Sonu¢ 4.3.1: a uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiitii & olsun. « egrisinden

elde edilen t'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri « evoliit
egrisinin Frenet vektorlerine ve egriliklerine bagl ifadeleri sirasiyla
(s)= (/)’cow—k . _(/f sinp+r n,
[¢'=N(D)]" " |¢'-N(D)
) ¢, n + 2

— — h —
—2 . 72, —2 2 . 72, —2 > T2, —
\/a)s +¢; +0; \/a)s +¢, +0, w; +¢; + 0,

O3

Ny, =

(¢'sinp-r)¢
(D |\/5)§+¢732+5§)
+((0$|n(p r)a,—(¢' cosp—k)&
|¢)—N M a)3+¢3 +(73

. (¢'cosp—k)g
[ =N (D)|y(@% +45 +53)

n2ﬂ3 :| '

n,,

(@F +¢}+57)
" (¢ -N(D)Y

\/_ 773(03 + 03¢3 + P30'3
&2+ +67
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seklindedir. Burada @, @, 0,5, 15, 0,, Ds, @y, ¢;3 ve G, katsayilari

@, = (go" cosp—¢'’sing — k’)|(o’— N (D)|

—(go’cos;o—k)((p’—N(D))'

4. =N (D) =N (D) )}o'~N (D)

&= (—go”sin p—@?cosp+ r') ¢'—~N (D)

~(~¢'sing+1)(¢' =N (D))

17, = @"Ccosp—3p'p"sinp—¢" cosp—-k"—ke'N (D)+ kN (D)2
0, =¢"N(D)—kk'—rr'+¢"N(D)+¢'N(D) —2N (D)N (D)
D =—¢"sing—3p'¢p"cosp+ ¢ sing+r"+rp'N(D)-rN (D)2
@, =(¢’Sin<o—r)(¢'N (D)-N (D)Z)
fy=(¢singr)(o"c0sp 9" sinp-k)
—(gp'COSgo—k)(—(o"Sin(D—(D'2 Cosg+ r')

&, =(¢'cosp—k)(¢'N(D)-N(D)’)

bi¢imindedir.

Sonug 4.3.2: o egrisi a egrisinin involiitii olsun. & egrisinin t* ve n,” vektdrleri
tarafindan olusturulan t'n,” -Smarandache egrisi, & egrisinin bir involiitidiir.

Ispat: t'n,"-Smarandache egrisinin Frenet vektdrleri teps n. . ve nzt*n; olsun.

t..= n,’ ve (3.2.12) bagmtisindan
<t o >‘Q =(n,,—Cos gt +sin (pn2>\Q =

olur. involiit egri tammi geregince t'n,”-Smarandache egrisi, @ egrisinin bir

involutidiir.
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4.4. t'n'n,” -Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrisi

Tamm 4.4.1: o uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektdrleri

{t'’,n’,n,"} olsun.

Bi(8)= B ()= i(t* +n+n,) (4.4.1)

w

seklinde taniml1 egriye t'n"'n,” - Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.4.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti & olsun. & egrisinden

*  * *

elde edilen t'n,'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirastyla

t, ()= K t"+ F n’
) \/Z(k*2+r*2 —k*r*) \/2(k*2 +r*2—k*r*)
+ r n,

, x &, . o, "
My, = 2 2 2t+ 2 2 an—i- 2 2 2n2
\ @Oy +¢,” +0, Ny +4,” +o0, \ @y +¢,” +o,
(K'=r")o,-1'¢, )
N, = t

J@K 2?2 ) (07 +47 + 0.

. o, +k’o, .

Ja 2z AT (o g o)
K'gy+(K =),

) J2K242r7 -2 ) (0 + 47 + 0

*

21
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" _ﬁ Jo, +¢° +0,]

1, (Zk*r* (k* —r ) +KT =k +2r ) +6, (k*r*' - r*k*')

* ok * * * X/ * * * 2 *  xf * *f 2
[Zkr (k —r)+kr —r'k +2r3J +[kr —r'k J

2
+[2k*3 KT 2K 2K —k*'r*}

2, (Zk*3 KT 2K 2K — k*’r*)

+43

2 2
2T (K =)k =P 2 | K-k

+[2k*3 KT+ 2K 2K — k*'r*T

seklindedir. Burada

w, =k (—Zk*2 —Ar? 44K =1 ) +K'r" (k*' +2r% 2r*')— 2k"r 2

¢, =k (—Zk*2 —Ar2 42K - r*')+ 2 (=2r? + 2K r + k7 )+ K (k*' - r*')
o, =2k (k*r* —2r?% + r*')+ r (4k*r* —2r? + k*')— K'r* (r*' + 2k*')

n,= K'r" —k™ —3K'k” +2k'r" + k™2 +Kk'r™

g, =r° k" —S(k*k*' + r*r*')—(—k*" +r” ) +kr (K- r7)

p4 — r*!l _ k*zr* _3r*r~k! _ r*3 + 2r*k*r + k*r*l
@, 9, 04, N,, 0, ve p, birer katsayidir.

Ispat: (4.4.1) bagintisinin s 5, Yay parametresine gore tiirevi alinirsa

ds 1
ﬂA e *, * *_ * * * *
e _\/§[ Kt + (K =r")n +r nz] (4.4.2)
dsﬁ i .
olur ve norm alinirsa d—“ ifadesi
S
ds 2(k?+r%—K'r”
ﬂA :J ( ) (4'4.3)
ds 3
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seklinde bulunur. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa [, egrisinin teget vektorii

(4.4.4)

bulunur. (4.4.1) ifadesinde t', n,” ve n,” m yerine (3.2.12) den karsiliklar1 yazilirsa

Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl ifadesi
B, :%[(sin @—Cosp)t+n, +(sing+cose)n, | (4.4.5)

olur. (4.4.4) denkleminde (3.2.12) ve (3.2.13) bagintilar1 dikkate alinirsa (4.4.5)

ifadesindeki [, egrisinin teget vektorii

___gcosptgsing-k N(D)
8 \/2(¢'2—¢’N(D)+N(D2 \/2((p’2—go’N(D)+N(D)2)

Q' cosp—g@'sinp+r

\/2 —¢/N(D)+N(D ))n2

t

n

(4.4.6)

seklinde bulunur. (4.4.4) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar
w, =k” (—2k*2 —4r? + 41K — r*')+ K'r” (k*' +2r2+2r ) 2k

¢, =k (—2k*2 —4r? 42k - r*')+ 2 (=2r% + 2K+ k7 )+ KT (k*' - r*')

o, =2k™ (k*r* —2r + r*')+ r (4k*r* —2r 4+ k*')— K'r" (r*' + 2k*')

(4.4.7)

olmak {izere tj, (s) tiirevi

v (S):ﬁ ot +¢,n +o,n,

4.4.8
ST (et 49

olur. (4.4.7) ifadesinde k™ ve r" 1n yerine (3.2.13) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni

katsayilar
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@, = (9" cos g sing-+¢"sing-+p” cosp—k'+kN (D)) /o ~/N (D) + N (D’

—((p’005g0+(p'sin¢—k)(\/(p’2 —@N(D)+N (DY )

&, =(N (D)<p’—N(D)Z—N(D)’)\/¢'2—¢'N (D)+N(D)’

!

+N(D)(\/¢’2—¢’N(D)+ N(D)z)

G, =((p"COS¢>—¢’2 sinp—¢"sinp—¢p? cosp+r'—rN (D))\/q)'z —¢'N(D)+N (D)2

’

—(¢'cosp—g'sing+ r)(\/go'2 -¢'N(D)+N (D)Z)
(4.4.9)

seklinde olur. t, (s) tirev ifadesinde (3.2.12) ve (4.4.9) bagmtilar1 yerine yazilirsa

tj,, vektoriniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(S) _ \/§ o,t +@f’l1 +0o,n, - (4.4.10)
(¢*-¢'N(D)+N (D))"

seklinde bulunur. B, egrisinin egriligi k 5. ile gosterilirse (4.4.8) bagintisindan k

egriligi
Ky, =N (% )

2 2 2
( — VBl +divo, (4.4.11)

hooa (k*2+r’°2—k*r*)2

olur. Burada k™ ve r" 1n yerine (3.2.26) dan karsiliklari yazilirsa k 5, egriliginin

evoliit egrisinin egriliklerine bagh ifadesi

_\3 @+’ +5,
2 (¢'2—¢'N(D)+N(D)2)

k (4.4.12)

B

%

sekline doniisiir. S, egrisinin aslinormali n,, ile gosterilirse (4.4.8) bagintisindan

18,

!
N _ b

NG
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w, e @, x o, «

n + n’ + n
\/(of +¢°+o, \/a)AZ +¢° +0,

15,

2
Jo. +¢ +0,}

olur. Burada t', n,” ve n,” 1n yerine (3.2.12) den karsiliklar1 yazilirsa n,,, ifadesinin

evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

@ 4, 55
n, = — t+ 2 n, + 4 n (4.4.13)
e \/a_)f +4°+5, \/5642 +¢°+5, ' \/a_)f +¢°+5, i
seklinde bulunur. n,;, =t; xn,, oldugundan n,, binormal vektori
(K'=r")o,—r'¢, )
nzﬂA = * * *  * t
\/Z(k 241 —K'r )(a)42 +¢,° +a42)
I’a)4+k 0-4 n* (4.4.14)

1

' \/2(k*2 +r2 - k*r*)(a>42 + ¢, +a42)
) K'gy+(K =1") o,
J2(< 4K (07 + 97 40

*

2

olur. Burada t', n", n,’, k" ve r" m yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklar1

1 !

yazilirsa n, 4 binormal vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlar1 cinsinden
ifadesi
~ (-N(D)&,~(¢'cosp—g'sing+r)4,)
” _\/2(¢'2 ~¢'N(D)+N (D)Z)(5)42+¢742+542)
+((go’c05(p—go’singo+r)c?)4—(¢>'c03(p+(p'sin(p—k)54)
\/2((p’2—go’N(D)+N(D)z)(a_)42+¢742+542)
((¢'cosp+¢'sinp—k)g,+N(D)a,)
\/2((p’2—(p’N(D)+N(D)2)(c7)42+¢742+542) 2

n, (4.4.15)

seklinde bulunur. B, egrisinin ikinci ve {igiincii tiirevleri sirasiyla

. (—k*’ K2+ k*r*) - (k*z K r*z) n

4 = \/§ \/§ 1

(k*r* —r?4 r*')

J3

* *

+ n,
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ve

m_ N4 6,0 +p,0,

L V3

olur. Burada 7,, 6, ve p,

7, =K1 —K" =3K'k" +2K'r" + k™ +Kk'r™
94 _ r*3 _ k*3 _3(k*k*r + r*r*l)_(_k*ﬂ + r*ﬂ ) + k*r* (k* _ r*) (4416)
P =1 =K =3rr" —r®+2rk” +Kr”

seklinde birer katsayidir. 3, egrisinin torsiyonu r, ile gosterilirse r, torsiyonu

(Bix Bl 5"

Q

A N
“ON(BxB")

dir. Burada f,, B, ve B, degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

r,, torsiyonu
M (Zk*r* (K =r")+Kr" —r'k” +2r" ) +0, (k*r*' - r*k*')

o, (Zk*3 KT 2K 2K — k*’r*)

5 > (4.4.17)
[Zk*r* (k* - r*) +Kr —r'k” + 2r*3} + [k*r*' - r*k*'J

2
2T 2k -2k k|
olur. (4.4.16) katsayilar ifadesinde k™ ve r" m yerine (3.2.13) den karsiliklari

yazilirsa yeni katsayilar

— " r_.n

7, =" cosp—3¢'p"sinp— ¢ cosp+ ¢
—¢"sing—k"+kN(D)+2kN (D) —kN (D)¢'+kN (D)’

" r..n

sinp+3¢'p" cosp

9. =¢p'N(D)+0?N(D)+N (D) =Kkk'=rr'+»'N (D) + "N (D
,=¢"N(D)+¢”N(D)+N(D) ‘”()¢()(4.4.18)

14

~2N(D)N(D) -N(D)

- " r_n

Py =" cosp—3p'p"sinp—¢"” cosp—¢

m r..n

singp —3¢'p" cosp
+¢"sing+r"—r'N(D)-2rN(D) +rN (D)@'~ rN (D)’
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seklinde bulunur ve bu katsayilar (4.4.17) de yerine yazilirsa t"'n"n,” Smarandache

egrisinin r, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

@, =—N(D)(¢"cosp—¢"sinp—g"sinp—g"” cosp+r'—rN (D))
_(N (D)¢'~N (DY -N (D)’)((p'c03¢)—(p’sin¢)+r)
b, =(¢'cosp—g'sinp+r)(p"cosp— ¢ sinp+¢"sinp+¢” cosp—k'+kN (D))
—(¢'cosp+¢'sinp—k)(¢"cosp -9 sinp—g"sinp— ¢ cosp+r'—rN (D))
6,=(¢'cosp+g¢'sin (o—k)(N (D) ~N(D)’ =N (D)')

+N(D)(¢"cosp—¢” sinp+¢"sinp+¢” cosp—k'+kN (D))

(4.4.19)

olmak tlzere

r o= \/§ 7745)4 + 94~¢4 + ,545'4
Y Y

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilir:

Sonu¢ 4.4.1: « uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti «  olsun. a” egrisinden

elde edilen t'n'n,” -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri a evoliit

egrisinin Frenet vektorlerine ve egriliklerine bagli ifadeleri sirasiyla
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@' cosp+¢@'singp—k N(D)

t, = t- n
" \/2(¢'2—¢'N(D)+N(D)2) \/2(¢'2—¢’N(D)+N(D)2) 1
N Q' COSp—@'sinp+r _,
\/2((p’2—(p'N(D)+N(D) )
n s t 2 n + %

_ (-N(D)&,~(¢'cosp-g¢'sinp+r)4,)
” _\/2(¢'2 ~¢'N(D)+N (D) )(@+4 +5.)
((¢'cosp—g'sinp+r)@, —(¢'cosp+¢'sing—k)5,)
’ \/2(¢'2—¢'N(D)+N(D)Z)(a—)42+@2+542)
((¢'cosp+¢'sinp—k)4,+N(D)a,)
\/2(¢'2—¢'N(D)+N(D)2)(a42+@2+542)

3 JBi +82+5)

n

21

B 3
2 (gp'z ¢)’N(D)+N(D)Z)A
774(7)4_'_9_4&4_'_1545-4
~J3 S
s \/_ cT)f+ 42+0'f

seklindedir. Burada @,, ¢,, G,, 7,, 6,, P,, @,, §, Ve G, katsayilar
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2

@, =(p"cosp—p”sing+¢"sin g+ cosp—k'+kN (D))\/qo'2 -¢'N(D)+N (D)

_((D'COS(/)+(0'Sin(p—k)(\/(/)'2 -¢'N(D)+N (D)2 )!

7.=(N (D)o N (D) ~N(D | ~¢N (D) +N (DY

!

AN (D)(\/q)'z—(p’N (D)+N (D)Z)

0—_4 :((D”COS(D—(DIZSinQ—Q"Sin(D—(D'z COS(D-FI"—I'N (D))\/CDIZ—(D’N (D)+ N (D)Z

!

~(¢'cosp—g'sing+ r)(Jw —¢'N(D)+N (DY’ )

7, = 9" cosp—3¢'p"sinp—¢"° cosp+¢
—p"sing—k"+k'N(D)+2kN (D) ~kN (D)¢'+kN (D)’

m r_n

sinp+3¢'p"cos

8, =¢"N(D)+¢™N(D)+N (D)’ —kk'~rr'+¢'N (D) +¢"N (D)
~2N(D)N(D) =N (D)’

D, =" cosp—3¢p'p"sinp—¢" cosp—¢"sinp—3¢'p" cos ¢
+¢°sing+r"—r'N(D)-2rN(D) +rN(D)¢'—rN (D)’

m r_.n

1, =@" C0sp—3¢'p

"

m r_n

sinp—@"®cosp+¢"sinp +3¢'p"cosp
—p"sing—k"+k'N(D)+2kN (D) ~kN (D)¢'+kN (D)’

0,=¢"N(D)+¢"°N(D)+N (D)’ —kk'=rr'+¢'N (D) +¢"N (D)
~2N(D)N(D) -N(D)’

P, =¢" Ccosp—3p'p sinp—3¢'p"cos
+¢"sing+r"—r'N(D)-2rN (D) +rN(D)¢' ~rN (D)’

sinp—p"cosp—g"
@, =-N (D)(go”cos;o—go’2 sinp—¢@"sinp—g'?cosp+r'—rN (D))
—(N (D)e'-N (D)2 -N (D)')(go'COSgo—go'Sin P+r)
é,=(¢'cosp—g'sinp+r)(¢"cosp—p”sing +¢"sinp+¢p” cosp—k'+kN (D))
—(¢'cosg+g'sinp—k)(¢" cosp—psinp—¢"sinp—g” cosp+r'—N (D))

)
% :(<”'C°S<”+¢'Sin¢—k)(N (D)¢'~N(D) -N (D)')

+N(D)(¢"cosp—p?sing+¢"sing+¢” cosp—k'+kN (D))

bigimindedir.
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4.5. n'w" -Uzaysal Kuaterniyonik Smarandache Egrisi
Tamm 4.5.1: o uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektorleri
{t'’,n’,n,"} olsun.
Bs(s)=4. *(s):i(n1*+w*) (4.5.1)
n'w \/E
seklinde taniml1 egriye t'n"'n,” - Smarandache egrisi denir.

Teorem 4.5.1: & uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiitii & olsun. « egrisinden

elde edilen n"w" -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri sirastyla

p'cosp -k . r—¢’'sing” .
tﬂs(s): - b — —n,
o' -N(D)  |o"-N(D)
W r & r O, N
N, = t"+ "+ n,
s \/a)sz +¢° +oy \/a)sz +¢° +oy \/a)sz +¢° +oy
Nop, =

¢¢_N(DwJ@g+¢;+%qt

w, (r* —¢" sin go*)—GS ((p*' cosg” —k*)

RGN CRrEy
#(¢" cos k)

o N (o o)

n

*

+ n,,

kﬂs _ \/E \/0)52 +¢52 + O'5j
o)

71e77s + Osbs + s
rﬂSZ\/E 5~52 525 ~525
s +65" + ps

seklindedir. Burada katsayilar
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ve

4
w, =1 cosp —K'p 9" cos’p" —1'p 9" sing cosp” — ((p*') sing”
* *f 2 * * *f 2 * * *f 3 * *
-k 2((0 ) sing —r2(¢ ) sing” + 2k ((p ) sing’ cos g
3 2
+2r (go*') sing" —k” (go*') —r 2" —2k"k"@" cosp” — 2k @'t sing”
* *f * *f *f 2 * * 2 * * * ok
—rr'p cose +k (go ) cos’ ¢ +r'((0 ) sing cosep +k ¢ ¢"
+KTr=K'r'p" sing -9 'r’k"sing”
3 2
&, :k*(go*') cosg” +3k=3p" cosg” +3r?k"p” COSgo*—Zk*Z((p*') cos? ¢
2 2
—4K’r” (go*') sing cosg —k™ (go*') —K™* =2k r2 +3k%r g sing”
* *f 2 *3  *f * * *f 3 * * *f 2 *
—r2(¢ ) +3r% " sing +r (go ) sing —2r2(¢) ) sin® @
2
o =r" (go*') +K2r" =2k r"p" cosp —k2p"sing +k'@ " sing  cosg”
* kN * *f 9 * * *f 2 * * *f 2 *
+r'p " sin®p —((p ) Cos @ —kz(go ) cos @ —r2(¢) ) Cos @
3 3
+2k” (go*') cos’ ¢ +2r" (go*') sing cosp —r'g’p" —r'k’k’
2
+1r'kp " cosp +1r'k”p" cosp+k'k" " sinp—k” (go*') sing cosg”
*f *f 2 . *
—r (go ) sin g
*m * *f *Mn - * * 3 * £/ * *f * * ok *I - *
Ns=¢ CcoSp —3¢p ¢ sing —((p ) cosp -k —kZp " cosp —K'r'p" sing
+k2 kT
2
0, =2kp" cosp” —2k” (go*') sing” —3k'k" +k"@" cosp” +1r"¢" sing”
2
+2r'p" sing” + Z(go*') cosg —3rr”

* Kk K

3
05 = (k r'e” —3¢)*'go*")cos o+ (r*zgo*' —o" + (gp*') )sin o —Kr —r24r”
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2 2
ﬁ5:(k*(¢*') sin¢*)003¢*+(r*(¢”) Singo*—k*zgo*'—2r*2g0*'jsingo*
+K2r 4
*  xMN *I *I * *f 2 * *I */ * *! 2 * xN *
95=(rg0 -ro -k ((p )]COS(p +(k Qo —r (qo ) -ko jsinqo
*p xf *I 3 *  xf
-rk +((p ) +k'r

2 2
ps = (k* ((p*') cosg +r’ (go*') sing” —2k™2p" — r*zgo*'jcos o

—K'r'g"sing” +k™ +Kk'r™
olur.

ispat: (4.5.1) bagintisinda W™ 1n yerine (3.2.17) den karsihigi yazilirsa
1 - * * * * *
ﬂs(s):ﬁ(sm(pt +n, +cosg™n,’) (4.5.2)
olur. Bu egrinin s, yay parametresine gore tiirevi alinirsa

*I

ds i kK. =@ sing” .
5 _ @ COSQ kt+r g sing

t = 45.3
A gs NA NG ) (4.5.3)
dsﬁ ) .
olur ve norm alinirsa d—5 ifadesi
S
ds, [¢ —-N(D’
5= ) (4.5.4)

ds 2

bulunur. Bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa f; egrisinin teget vektorii

. :go*'cos(p*—k*t* r'—¢ sing” . (4.55)
o] o

seklinde bulunur. (4.5.2) ifadesinde t*, n", n,", Sin@ ve COS@ 1n yerine (3.2.12)

1
ve (3.2.18) den karsiliklar1 yazilirsa Smarandache egrisinin evoliit egrisine bagl

ifadesi

70



& ve b:L

(/)'2+N(D)2 go'z-i-N(D)2

a=

olmak lzere

3 —COS(o+aSin(pt+ b +sin¢+acosqp

PO TR "

olur. (4.5.5) denkleminde (3.2.12), (3.2.13) ve (3.2.18) bagntilar1 dikkate alinirsa

(4.5.6)

(4.5.6) ifadesindeki S egrisinin teget vektorii

p'sinp+a’singp+ag’'cosp—kb ¢

2

U, (S) - \/

(¢'+a’)" +(ag'~bN (D))’ +(N(D)-b)
-N(D)+b’
g/ +a’) +(ag ~bN (D))’ +(N(D)-b')
@'cosp+a’cosp—ap'sinp+rb
J(¢'+a) +(ag'~bN (D))’ +(N(D)-b')

; n, (45.7)

n
> 2

bulunur. (4.5.5) ifadesinin tiirevi alinirsa katsayilar

4
a)s — r*zgo* Cosgo* _k*w*’w*” COSZ w* _r*w*w*” Sinw* COSw* _(w*,) Sinw*
* *f 2 * * *f 2 * * *f 3 * *
—k2(¢7 ) sing —r2(¢ ) sing” + 2k (¢ ) sing” cos g
* *1 3 * * *I 2 * * *f * *I *
+2r ((/) )Sinzgo -k (go ) —1r%k" —2k"k"p" cosp
* * * * *I * *I *I 2 * *f 2 * *
-2k @'r sing —rr'p cose +k ((p ) cos® ¢ +r’((p ) sing cos¢g
+K@ " +K 1 =K1 9" sing” —p"r'k"sing”
3 2
@, =k*(¢*') cosg” +3kp" cosp” +3r%k"p” COS(p*—Zk*Z((p*') cos?
2 2
—4K'r” (go*') sing” cosg” —k™ (w*') —K™*=2k?r? +3k™r"p" sing”
* *I 2 * *f * * *I 3 * * *I 2 *
—I’z((p ) +3r3% sing” +r (¢ ) sing —2r2(¢ ) sin @
2
o, =r" (go*') +K2r" 2K r" g  cos " —k2p"sing + K " 9" sing  cos g
* *I * * *f 4 * * *I 2 * * *I 2 *
+1r'p 9" sin* @ —(go ) coS @ —kz((p ) coS ¢ —I’Z(go ) cos @

\ ; (4.5.8)
+2K" (go) cos’ ¢ +2r (go*') sing cosg —1r'p " —r'’k'k'+r'’k’e” cose”

2 2
+1r'k"p" cosp+ Kk p" sinp—k” (cp*') sing cosg” —r” (q)*') sin @’
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olmak iizere t), (s) tiirevi
ot +an + a5n2*)
*f * 4
((p -N(D ))

olur. (4.5.8) ifadesinde k™, r" ve ¢~ 1 yerine (3.2.12) ve (3.2.13) den karsiliklar1

1 (5)=42"

(4.5.9)

yazilirsa yeni katsayilar

@, =(¢"sinp+ ¢ cosp+a"sin g+ 2a'¢’ cos o + ag” cos p —ap' sin o — k' — 2kb’ + kN (D))

.\/((p'+a')2 +(ap' ~bN (D)) +(N(D)-b)

2

2

+(N(D)—b’)2j

—(go'sing0+a'Sin(p+a(p'COS(o—kb)-(\/(g0'+a')2 +(ag’'~bN (D))

2 2

7 - (ago’N(D)—bN(D)Z ~N(D)’ +b”)~\/(<o’+a’)2 +(ap'~bN (D)) +(N(D)-b’)

’

+(N(D)+b’).(\/((p'+a’)2 +(ag’'~bN (D))2 +(N (D)—b’)z)

5, = (COS(/)((p"+ a"-ap")-sing(p” +2a'p' +ap")+r'b+2rb'— N (D))

.\/(¢'+a')2 +(ap' ~bN (D)) +(N(D)-b)

2

’

—(¢'cosp+a’cosp—ag'sing+ rb)~(\/((p’+a')2 +(ag'~bN (D))2 +(N (D)—b’)zj

seklinde olur. Bulunan bu ifadeler t}, (s) tiirev ifadesinde yerine yazilirsa t; (s)

vektoriiniin evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden ifadesi

(s)=+2 (@t dn+3n,) - (4.5.10)
(¢ +a)" +(ag’'~bN (D)) +(N(D)-b)')*

seklinde bulunur. f; egrisinin egriligi k 5. ile gosterilirse (4.5.9) bagmntisindan k ,
egriligi

Ky, =N(t’ﬁs),
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k, =2 Jos + 4 m{ (4.5.11)
o)

olur. Burada k™, r" ve ¢ 1n yerine (3.2.13) ve (3.2.18) dan karsiliklar1 yazilirsa

k,, egriliginin evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

— 2 72 — 2
k. =2 V@ +d5 +0 (4.5.12)

§ ((go’+a')2+(ago'—bN(D))2+(N(D)—b’)2)%

sekline dondisiir. f;egrisinin aslinormali n,, ile gosterilirse (4.5.8) bagntisindan

& t+ ¢5 T+ Is n,

nlﬂ = n
’ \/a)sz +¢’+0,” \/a)SZ +¢’+0,° \/a)52 +¢’+0,°

olur. Burada t*, n,” ve n,” 1n yerine (3.2.12) den karsiliklar1 yazilirsa n,, ifadesinin
evoliit egrisinin egriliklerine bagh ifadesi
@ & o7
N = T= —52 —2 —2 —52 — M+ == —52 =N, (4.5.13)
\/a)5 +¢.° + 0 \/605 +¢° + 0, \/505 +¢.° + 0
seklinde bulunur. n,, =t, xn,, oldugundan n,, vektdri
slosnr)
Nop =7 " t
o —N (D )‘\/(a%2 +¢.° +652)
(a)S.(r* —¢" sin (p*)—as (go*' cosp — k))
n’ (4.5.14)
¢ —N (D )‘\/(Q)SZ +¢.° +0'52)
ploers -]
N .

2

¢ —N (D*)‘ \/(a)sz +7+ 0'52)
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olur. Burada t*, n*, n,", k', r’, sin (p*, cos (0* ve ¢~ 1n yerine karsiliklar1 yazilirsa

2 !

n,, binormal vektoriiniin evoliit egrisinin egriliklerine bagl ifadesi

55 (~N(D)+b') ¢ (¢’ cosp+a’'cosp—ag'sinp+rb) .
\/(5;52+¢?52+552)((¢;'+a')2+(a¢'—b|\|(D))2+(N(D)—b')2)
+5)5((p’cos(p+a’cos(p—a¢)’sin(p+rb)—&5((p'sin¢)+a’sin(p+a(p'cos(p—kb)n (4.5.15)

(@ 457+ (¢ + ) +(ap' BN (D))" +(N (D)D)
¢, (¢'sinp+a'sinp+agp'cosp—kb)—a, (-N (D) +b’)

(@232 + 32 (o+ ) + (a0 BN (D)) +(N (D) -b')

25 =

n,

seklinde bulunur. [ egrisinin ikinci ve ligiincii tiirevleri sirasiyla

2
@ cosp — (go*') sing” —k”

"_ t*
i J2
* *f * * *f - *_ *2_ *2
+kg0 CoSep +Tr (f/;m(p k<—r 0
*! *Mn * *f 2 *
r—¢@ sing —((p ) (o1 7)
+ 7z n,

ve

* 9 * *
m_ s ¢ +—2n +&n2

T TR

olur. Burada 7., 6, ve p,

3
=@ cosp —3p " sing — ((p*') cosg —k™
K" cosg — KT g sing” + k2 4K
2
0, =2k’p" cosp” -2k (go*') sing” —3k'k” +k’p" cosg”

) (4.5.16)
+rip"sing +2r'p” sing” + 2((0"') cosg —3r'r”

3
(k*r*(o* 30" 9" )COS¢*+(I’*2(/)*' —(ow+(¢)ﬂ) jsin o

T N
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seklinde katsayilardir. S; egrisinin torsiyonu r, ile gosterilirse r, torsiyonu

Vs, =

(Bs B3, 55
.
8. % B!

dir. Burada f;, f; ve f. degerleri yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

r, torsiyonu
* *f 2 * * * *f 2 * * *f * *f *
ﬁS:(k (gp ) sing jCOSq) +(r ((p ) sing” —kp" —2r%¢p jsin(p
+Kr 40
o *  xf * * *f B * * K * *f 2 * N *
95=(rg0 -r o -k ((p )jCOS(p +(k Qo —r (go ) -k o jsinqp
*p xf *f 3 * xf
-rk +((p ) +k'r
* *f 2 * * *I 2 o * * *f * *f *
ﬁsz(k ((p ) COS@ +r (gp ) sing —2kp" —rp jcosqp
—K'r'g"sing” +k™ +Kkr™
olmak tizere

N5 + 0505 + ps
rﬁsz\/z 5~52 5% T Psks

> . (4.5.17)
s+ 6’52 +,052

olur. (4.5.16) katsayilar ifadesinde k™, I, sing", C0S@ ve o™ 1n yerine (3.2.13) ve

(3.2.18) dan karsiliklar1 yazilirsa yeni katsayilar

!

7 = (sin (" +a"—ap?)+cosp(p” +2a'p +ap") kb — 2k’ + kN (D))

—kag'N (D)+kbN (D)’ +kN (D) —kb"

8, = ¢'’N(D)+2a'¢'N (D) +ag"N (D)~b(kk'+rr')—20'N (D)* + N (D)’

!

ps =(cosp(p"+a"—ap”)+sinp(—p” —2a'p'~ap") + r'b+2rb'~rN (D))

+rag'N(D)~rbN (D)’ ~rN (D) +rb”
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seklinde bulunur ve bu katsayilar (4.5.17) bagmntisinda yerine yazilirsa n w"

Smarandache egrisinin r, torsiyonunun evoliit egrisinin Frenet elemanlari cinsinden

B
ifadesi
g, =¢"sinp+¢'” cosp+a’sing+2a'p’ cosp+ap”cosp —ap'’sin g
—Kk'b—2kb’ + kN (D)
&, =a¢p'N(D)—-bN (D)’ =N (D) +b"
g, =@"Cosp— @'’ singp+a”cosp—2a'p'sinp—agp"sinp—agp’” cos
+r'’b+2rb’—rN (D)
ve

g, =&(-N(D)+b')—¢, (¢ cosp+a'cosp—ag'sing+rb)
& =& (@' cosp+a’cosp—ag'sing+rb)

—&(¢'sinp+a’sing+ag'cosp—kb)

g5 =&, (¢'sinp+a'sing+ap'cosp—kb)—& (-N(D)+b')

olmak tzere

7.6, +0.6. + D.€
e
g, te +é&

seklinde elde edilir. Boylece su sonug verilir:

Sonu¢ 4.5.1: o uzaysal kuaterniyonik egrisinin involiiti « olsun. «" egrisinden

elde edilen nw" -Smarandache egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri « evoliit

egrisinin Frenet vektorlerine ve egriliklerine bagl ifadeleri sirasiyla
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@'singp+a’sinp+ap’ cosp—kb ¢

2

(¢'+a')’ +(ap' ~bN (D))" +(N(D)-b')
-N(D)+b’
(' +a) +(ag~bN (D))’ +(N(D)-D)
@' cosp+a’cosp—ag'sing+rb
J('+a) +(ag~bN (D))’ +(N(D)-b)

L, (S) - \/

+ n

2 1

n
2 2

Os

= n,
O+ 4+ 5,

5 (~N(D)+b")—¢ (¢’ cosp+a’cosp—ag'sinp+rb)

@, A,

n = + > )
\/5)52 +¢°+5, \/a_)sz +3>+5,°

g

—\/(a—):+¢752+552)(((p’+a’)2+(ago’—bN(D))2+(N(D)—b’)2)
. @5 (¢'cosp+a’'cosp—ag'sing+rb)—&;(¢'sing+a'sinp+ap’ cosp—kb)
\/(6552 + &7 +67) (¢ +2) +(ap'~bN (D)) +(N (D) b))
¢, (¢'sinp+a’sing+agp'cosp—kb)—a, (N (D) +b')
\/(67)52 + 7 +o_-52)((go’+a’)2 +(ag'~bN (D))" +(N (D)—b’)z)

kﬂs :\/E \'C(_)SZ+¢752+552

(¢ +a)" +(ap'~bN (D))" +(N (D) -b')')

25

n,

%

n.e,+ 0.6+ Dg
A
& +e +s

seklindedir.

Burada a:&, b=

= - alinirsa katsayilar
¢’2+N(D) ¢/2+N(D)
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o, = (@”sin P+ cosp+a’sing+2a'p cosp+ag" cos g —agp'>sing—kb—2kb' + kN (D))

.\/((p'+a’)2 +(ag'~bN (D))’ +(N(D)-b')

2

!

—((p'sin(p+a'sin¢+a¢;’005(p—kb)-(\/(¢)’+a')2 +(ag'~bN (D))" +(N (D)—b’)zj

2

4 =(a0'N () ~BN(D)* ~N(D) +b')-[(¢'+ &)+ (ap'~bN (D)) +(N (D) -b)

’

+(N(D)+b’)-(\/((p'+a’)z +(ap'~bN (D))2 +(N (D)—b’)zj

5, = (cos(p(go” +a"—agp" ) —sin (p((o'z +2ag'+ a(p") +r'b+2rb’ —rN (D))

.\/((0'4—8.')2 +(ag'~bN (D))" +(N(D)-b)

2

’

~(¢'cosp+a’cosp—ag'sing+ rb)(\/((p'+a’)2 +(ap'~bN (D))2 +(N (D)—b’)z) ,

!

7 = (sin (¢’ +a"—ap?)+cosp(p” +2a'p +ap")—kb—2kb' + kN (D))

!

—kag'N (D)+kbN (D) +kN (D) —kb"

6, = ¢"*N(D)+2a'¢p'N (D) +agp"N (D)-b(kk'+rr')~20'N (D) + N (D)’

!

P = (cos (" +a"—ap?)+singp(—¢” —2a'p'—ap")+rb+2rb'—rN (D))
+rag'N (D)-rbN (D)’ —rN (D) +rb"
£,=&,(-N(D)+b')-z,(¢' cosp+a’'cosp—ag'sinp+rh)

& =¢ (@' cosp+a’cosp—agp'sing+rb)—e,(¢'sing+a’sing+agp’cosp—kb)

g =&, (¢'sinp+a'sing +ap'cosp—kb)—& (-N (D) +b’)

bi¢imindedir.
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Ornek 4.5.1:

a(S)z(iCOS(iSJ L sm( L ] cos[ L sj+isin(isn
OB 7B BB 7 6
egrisi uzaysal kuaerniyonik bir egridir. Bu egrinin Frenet vektorleri, birim Darboux

vektisri, egrilik ve torsiyonu
- wmrE ) wmelE ) mlE) e [%D
o3 el )

Bu egriye ait involiit egrisinin denklemi
a (s)=a(s)+(-s+c)t(s)

idi. (s)ve t(s) degerleri yerine yazilirsa involiit egrisinin denklemi

e )

1 —

<0 o ) ) e ) R
+icos[ij—ico ( > j L cos[ > J L sin(ij
Jio T (V5) V1o (VB) V2 (VB V2 B

olur. " (s) uzaysal kuaterniyonik involiit egrisinin Frenet vektorleri, birim Darboux

vektort, egrilik ve torsiyonu
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seklinde bulunur. Uzaysal kuaterniyonik involiit ve evoliit egrisi ve involiit egrisine

ait Smarandache egrileri agagidaki sekillerde gosterilmistir.

o uzaysal kuaterniyonik

involiit egrisi

T

a uzaysal
< |

kuaterniyonik egri
46 i
04
0.2 g
L]
02 i

Sekil 4.1. ¢ uzaysal kuaterniyonik egrisine ait ¢ involiit egirisi

0.5
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nw
Smarandache
egrisi

nn,
Smarandache
egrisi

tn,
Smarandache

egrisi

t'nn,’
Smarandache
egrisi

t'n’
Smarandache
egrisi

Sekil 4.2. o uzaysal kuaterniyonik egrisinin Smarandache egrileri
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde ilk olarak o :1 —E® uzaysal kuaterniyonik egrisinin @ :1 —E®uzaysal

kuaterniyonik involiit egrisi olarak alindiginda konum vektorii, & egrisinin Frenet

catilar1 tarafindan ¢izilen regiiler Samarandache egrileri

(t*+n*1) t'n_ - uzaysal kuaterniyonik Smarandache

ﬂl - ﬂt*n*l (S) -

-

egrisi,
(n+n,) n'n, - uzaysal kuaterniyonik Smarandache
egrisi,

t*+n2*) t'n,” - uzaysal kuaterniyonik Smarandache

=
|
=
>
—~
w
N
I
Dy
—

egrisi,

-

EE

:34=ﬁt*n*n*(3)=—(t*+n*1+n*2) t'n'n,, - uzaysal kuaterniyonik

w

Smarandache egrisi,

By = ﬂn*w*(s)=i2(nl*+w*) nw" - uzaysal kuaterniyonik Smarandache

egrisi,
seklinde gosterildi ve bu egrilerin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmalar

hesaplandi.

Ikinci olarak o  egrisinin {t*,nl*,nz*} Frenet vektorleri ve W™ birim Darboux

vektorii konum vektorii olarak alindiginda elde edilen Smarandache egrilerinin egilik

ve burulmalart o egrisinin Frenet elemanlarina bagli olarak ifade edildi.

Benze ¢alisma

a) (a, a*) uzaysal kuaterniyonik Betrand egri ¢ifti olmas1 durumunda yapilabilir.

b) (a, a*) uzaysal kuaterniyonik Mannheim egri ¢ifti olmas1 durumunda yapilabilir.
Bu iki durum tarafimdan ¢alisilmaktadir.
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Benzer yolla (a,a") kuaterniyonik Mannheim egri ifti, (") kuaterniyonik
Bertrand egri ¢ifti ve (a,a*) kuaterniyonik evoliit-involiit egrileri i¢in yapilan bu

calismalar Lorenzt uzayinda ve Dual uzayda da yapilabilir. Hatta bu uzaylar {izerinde
degisik catilar alinarak bu catilar tarafindan {iretilecek Smarandache egrileri

tanimlanabilir ve bu egrilerin baz1 6zellikleri incelenebilir.
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