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OZET

GUCLU KONVEKS STOKASTIK SURECLERIN BAZI
KARAKTERIZASYONLARI

Fatih YETGIN
Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dali, 2016
Yiiksek Lisans, 81 sayfa

Danigsman: Dog. Dr. Selahattin MADEN

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde esitsizlikler, olasilik teorisi
ve stokastik stirecler teorisinin tarihsel geligimini veren bir girig yapilmigtir. Ikinci bolimde
tezde kullanilan baz1 tanim ve teoremler verilmigtir. Uclincii boliimde konveks stokastik
siirecler ve bu stireclerle ilgili baz1 esitsizlikler ele alinmigtir. Dordiincii boliimde sonug ve
oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Stokastik siire¢, Konvekslik, Hermite-Hadamard esitsizligi, Giigli
konveks stokastik stireg



ABSTRACT

SOME CHARACTERIZATIONS OF STRONGLY CONVEX STOSHASTIC
PROCESSES

Fatih YETGIN
Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2016
MSec./PhD Thesis, 81 page

Supervisor: Do¢. Dr. Selahattin MADEN

This thesis consists of four chapters. In the first chapter it is given an introduction
historical development on inequalities, probabilty theory and stochastic processes. We
given some definitions and theorems which are used in this thesis in the second chapter.
In the chapter three, it is obtained convex stochastic processes and some inequalities
concerning with this processes. It is given some result and propositions in the fourth
chapter.
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TESEKKUR
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1. GIRIS

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda onemli bi rol oynar. Esitsizlik-
ler ile ilgili ilk temel calisma 1934’'te Hardy, Littlewood ve Poélya tarafindan yazilan
"Inequelities” adh kitaptir [20]. Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan ve bir¢ok yeni
esitsizlikler ve uygulamalar: iceren ilk kaynak kitaptir. E.F. Beckenbach ve R.Bellman
[15] tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler {izerine elde edilen bazi ilging sonuglar
iceren "Inequalities” adli ikinci kitab yazilmistir. Mitrinovi¢ ’ in 1970’ te yayimnlanan
7 Analytic Inequalities” adli kitab1 yukarida bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni
konular igerir. Son yillarda da Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal
gibi aragtirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek cok kitap, makale ve monografi

yazilmigtir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi cok eskiye dayanmakla birlikte baglangic1 19. yiizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893’ te Hadamard’in caligmasinda acikca belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar: ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks fonksiyonlarin
ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan galigildig
ve Jensen’ m bu oncii ¢caligmalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir
gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach ve Bellman [15] ve Mitrinovié [13]
gibi pek ¢ok aragtirmaci, konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele
almiglardir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri igeren ilk kaynak [24] Pecari¢
tarafindan yazilmigtir. Ayrica Roberts ve Varberg [5], Pecari¢ [23], Niculescu ve Persson
[8] gibi pek ¢ok kisi konveks fonksiyonlar tizerinde esitsizliklerle ilgi ¢ok sayida galigma

yapmiglardir. Bu ¢aligmalarin bir kismini integral esitsizlikleri olugturmaktadir.

”"Neden Matematiksel Esitsizlikler” sorusu i¢in 1978 yilinda Richard Bellman tara-
findan soyle bir cevap verilmistir: ”Esitsizlik ¢alismak i¢in bazi nedenler vardir. Pratik
acidan bakildiginda, bir¢ok aragtirmada bir niceligi diger bir nicelikle siirlandirmak
karsgimiza ¢gikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde ortaya ¢ikmigtir. Teorik acidan
bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olugturulabilir. Son olarak
estetik acidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin baz1 parcalarinin
uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici

hale getirir.”

Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger



gesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin bir¢cok uygulamasi
vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle yakindan iligkilidir
ve bircok énemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin uygulamalarimn sonucudur. Ornegin;
Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler, konveks fonksiyonlar igin Jensen
egitsizliginin sonucudur. Bu baglamda, konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin, 6zel
bir yere sahip oldugu ifade edilebilir. Ashinda konveks fonksiyonun kendi tanimi da bir
esitsizliktir. Benzer sekilde, konveks fonksiyonlar da egitsizlikler teorisinde ¢ok onemli
bir yere sahiptir. 19. yiizyilin sonlarinda ve 20. yiizyihn baglarinda pek cok esitsizlik
bulunmustur. Bu egitsizliklerin bazilar1 konveks fonksiyonlar sinifi icin yazilan temel
esitsizlikler haline gelmistir. 1881 yilinda Hermite tarafindan ifade edilen ve bugiin bir¢cok
kaynakta Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tane-
sidir. Bu esitsizlik tizerine giiniimiize kadar bircok calisma yapilmigtir. Bu ¢alismalarin
biiyiik bir boliimii S.S. Dragomir ve C.E.M Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan
”Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” adli kaynakta

toplanmigtir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda énemli bir rol oyna-
masi1 ve aktif bir aragtirma alani olmasindan dolayi, 6zellikle son yillarda aragtirmacilarin
ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢aligmalarin sayisinda bir hayli artig gozlen-

mistir.

Olasilik teorisi ve stokastik siireclerden kisaca bahsedecek olursak; bilim adamlariin
cogu olasilik hesabimin dogusunu Blaise Pascal (1623-1662) ile Pierre de Fermat (1601-
1665)" in 17. yiizyildaki yazigmalaria baghyor. Ancak bu doénemdeki Olasiik Teo-
resinin olugumundaki en énemli rol Jacop Bernoulli’e (1654-1705) aittir. J. Bernoulli'nin
elde ettigi en 6nemli sonu¢ ”Biiyiik Sayilar Kanunudur”. Bu kanun Olasilik Teorisinin
uygulamalar1 icin temel olugturmaktadir. Bu kanun ilk kez J.Bernoulli'nin oliimiinden
sonra 1713 yilinda yayinlanan ” Ars Conectandi(The Art of Conjecture)” isimli kitabinda
limit teoremi geklinde yer almigtir. J.Bernoulli’den sonraki donemlerde Olasilik Teo-
resinde iz birakmig bilim adamlarimdan Pierre-Remond de Montmort (1678-1719), Abra-
ham de Moivre (1667-1754), Thomas Bayes (1702-1761), Pieere Simon de Laplace (1749-
1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ve Simon Denis Poisson (1781-1840) siralamak

mumkundir.

19.ytizy1ln ikinci yarisindan itibaren Olasilik Teoresinin temel problemlerinin ince-

lenmesinde P. L. Chebyshev (1821-1894), A. A. Markov (1856-1922), A. M. Liapunov



(1857-1918) vs. biiyiik rol oynadilar.

Olasilik teorisinde stokastik kavrami ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J. Bernoul-
li (1654-1705) tarafindan kullamlmaya baglanmigtir. Sonra bu kavram bir siire unutulmus
olmasina ragmen inlii olasilikg1 V. Bortkiyevig (1868-1913) in biiyiik katkisiyla yirminci

yiizyilin baslarinda yeniden kullanilmaya baglanmistir.

Stokastik siire¢ kavrami ise sistematik olarak A. N. Kolmogorov ve A. Y. Hingin
gibi linlii olasilikcilar tarafindan ortaya konulmug ve bu alanda ilk esash sonuclar elde
edilmeye baglanmistir. A. N. Kolmogorov gintumiizde Markov tipli stire¢ olarak ad-
landirilan stokastik stireclerin esaslarimi ortaya koyarken A. Y. Hingin caligmalarinda
stasyoner siirecler olarak adlandirdigi stokastik stirecler tizerinde calismalar yapmisgtir.
Cagimizda stokastik siireglere iligkin problemlere biiyiik ilgi gosterilmektedir. 20. yiizyilin
2. yarisindan sonra Stokastik Siiregler Teorisinin gelismesinde ve derinlesmesinde biiyiik
hizmetleri olmus bilim adamlarindan J.L. Doob, N. Winner, A. V. Skorokhod, W. Feller,
E. Dinkin, E. Cinlar, T. Sarimkov, P. Levy isimlerini siralamak mtimkiindiir. Bu dénemde
Stokastik Siireglerin bir ¢ok yararli uygulamalar: da bilim adamlar: tarafindan ele alinmis-

tir.

Olaslik teorisi, ozellikle rastgele degiskenler ve stokastik stirecler esitsizlikler ve kon-
veks fonksiyonlarin uygulama alanlarindandir. Son zamanlarda konveks fonksiyonlar
icin saglanan bir ¢ok egitsizlik konveks stokastik siirecler i¢in de elde edilmigtir. Niko-
dem [25] 1980 yilinda konveks stokastik siirecleri tamitti. Sonra Skowronski [3] Jensen-
konveks stokastik siireclerin 6zelliklerini tamtti. 1995 yilinda ise Skowronski [4] konveks
stokastik stirecler i¢in daha ileri sonuglar: sundu. Sonra konveks ve giiclii konveks stokastik
stirecler i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi [9] ve [10] de ispatlandi. 2014 de Maden [49]
ve arkadaslari birinci anlamda s-konveks stokastik siirecleri tanitti ve bu siirecler igin
Hermite-Hadamard tipi egitsizlikleri ispatladilar. Ayrica 2014 de Set [18] ve arkadaglar
ikinci anlamda s-konveks stokastik stirecleri tanitt1 ve bu stirecler i¢in Hermite-Hadamard

tipi esitsizlikler arastirdilar.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

2.1 Konveks Fonksiyonlarla ilgili Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1 (Konveks Kiime) L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi olmak iizere
B={zeL:z=ar+(1—a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitsligindeki
x ve y'nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki «, (1 —«) yerine a+ 5 = 1 gartini saglayan ve negatif olmayan
a, [ reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug noktalar1 x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasimi birlegtiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [28].

Sekil 2.1: Konveks kiime

Sekil 2.2: Konveks olmayan kiime

(")rnegin araliklar reel eksen tizerindeki konveks kiimelerdir.



Tanim 2.1.2 (J-Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak iizere her x,y € [ icin

f(x—;—y) < f(x);rf(y) (2.1.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I uzerinde Jensen anlaminda konveks veya J—konveks

fonksiyon denir [13].

Tanim 2.1.3 (Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0, 1] i¢in

flax+ (1= a)y) <af(z)+(1—a)f(y) (2.1.2)

sartini saglayan , f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1.2) esitsizligi x # y

ve a € [0,1] igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [23].

Ornegin, f: I € R — R, f(x) = |z| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

AY

Sekil 2.3: Araliklar tizerinde konveks fonksiyon (f(z) =| = |)

Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J—konveks fonksiyondur [13].

Sonug 2.1.2 I C R olmak tizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart her x,y € I ve her p,q > 0 reel sayilar1 icin

pr+qy\ _ pf(x)+af(y)
f( p+q)§ P (2.1.3)

olmasidir [13].



Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

(i) f, (a,b) arahginda siireklidir ve
(ii) f, [a,b] arahginda simrhdir [2].

Teorem 2.1.2 f fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik tizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart € [ igin
f'(x) =0

olmasidir [13].

I iizerinde taniml bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami (a, f(a))
ve (b, (b)) noktalarimi igeren [ {izerindeki dogru parcasinin f’nin grafiginin {ist kisminda

yer almasidir (Bakimiz Sekil 2.4).

y A

tla)+14) f(b)
fltat{1-)b)

fa)

ol

a tat(1-4)b b
Sekil 2.4: Konveksligin Geometrik Yorumu

Konveks fonksiyonlar icin literatiirde birgok esitsizlik elde edilmigtir. Bu esitsizliklerin
en onemlilerinden biri de Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik iizerine son yillar-
da Pachpatte, Dragomir ve Mcandrew, Kirmaci, Alomari, Sarikaya, Set, Ozdemir ve
arkdaglar1 yazarlar1 ve bagka bircok arastirmaci tarafindan gesitli genellestirmeler ve yeni

sonuclar elde edilmigtir.



Teorem 2.1.3 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) /, R'de bir aralk, a,b € [ ve a < b
olmak tizere f: I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

f(a;b> < bia /abf(a:)da: < M (2.1.4)

olur [23].

Tanim 2.1.4 (Giiclii Konveks Fonksiyon) I C R bir aralik olsun. Eger her z,y €
ve A € [ igin

FOz+ (1= Ny) <Af(2) + (1= Nf(y) — el = N)(z —y)* (2.1.5)

ise f : I — R fonksiyonu ¢ modiiliine gore giiclii konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Agikga her giiglii konveks fonksiyon konvekstir [11].

Tanim 2.1.5 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) f, I araliginda tanmimh bir fonksiyon

ve x1, T3 de I'da iki nokta olsun. Bu durumda

(i) zo >y iken f(x9) > f(z1) ise f fonksiyonu [ {izerinde artandir,
(ii) xo > x; iken f(xq) < f(x1) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,
(iii) zo >z iken f(x9) > f(x1) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

(iv) o > xq iken f(z2) < f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir

denir [36].

Teorem 2.1.4 f bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) Eger bir aralikta f fonksiyonunun tiirevi pozitif ise fonksiyon o aralikta artandir.

(ii) Eger bir aralikta f fonksiyonunun tiirevi negatif ise fonksiyon o aralikta azalandir

[16].

Sonug 2.1.3 f, g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise f o g fonksiyonu

konvekstir [5].

Teorem 2.1.5 Eger f : I — R taniml konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f (x)
ve f’(x) var ve bu fonksiyon /°’de artandir (kesin artandir). Burada f}(z) sag tiirev,

f7(x) sol tiirevi gostermektedir [23].



Teorem 2.1.6 f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f’'nin artan (kesin

artan) olmasidir [23].

Tanim 2.1.6 (Log-konveks Fonksiyon) I, R'de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olsun. Eger log f konveks ise veya her z,y € I ve her a € [0, 1] igin

flaz + (1 —a)y) < [f@)]*[f )] (2.1.6)

ise f’ye log —konveks fonksiyon ve (2.1.6) esitsizligi ters gevrilirse f’ye log —konkav fonk-
siyon denir [23].

(2.1.4) esitsizligine f : I — (0, 00), log —konveks fonksiyonu uygulanirsa

B {f(a;bﬂ o ! /1 Fo)da < L@ S0)

b—a 2

olur. Buradan da

seklinde log —konveks fonksiyonlar igin Hadamard esitsizligi elde edilir [42].

Tamim 2.1.7 (Birinci Anlamda s—Konveks Fonksiyon) R, = [0,00) , f: Ry — R

ve 0 < s <1 olsun. o® 4 B° =1 olmak tizere her z,y € R, ve her o, > 0 i¢in

flaz + By) < o’ f(z) + 5°f(y) (2.1.7)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir [51].

Tamm 2.1.8 (Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyon) R, = [0,00), f : R, — R

ve 0 < s <1lolsun. a, 8 >0, o+ 8 =1 olmak tizere her z,y € R, icin

flax + By) < o’ f(z) + B°f(y) (2.1.8)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir [51].

Ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlarn siifi K 2 ile gosterilir [52].
Yukarida verilen her iki s—konvekslik tanimi s = 1 igin bilinen konvekslige doniistir.
Ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi

elde edilmigtir.



Teorem 2.1.7 s € (0,1) olmak {izere f : [0,00) — [0, 00) ikinci anlamda s—konveks bir

fonksiyon, a,b € [0,00) ve a < b olsun. f € L'([a,b]) ise

23W(“;b)gbiazzﬂ@¢pgigggﬁQ (2.1.9)

olur.

(2.1.9) esitsizligindeki ikinci esitsizlikteki olabilecek en iyi sabit k = 1/s + 1’dir [40].

Tanim 2.1.9 (Wright-Konveks Fonksiyon) f : I — R tamimh ve y > z, 6 > 0
sartlar1 altinda her bir y + 9, z € [ i¢in

fle+0) = f(x) < fly+96) - fy) (2.1.10)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye I C R’de Wright-konveks fonksiyon denir [43].

Tanim 2.1.10 a, b pozitif iki reel sayi olmak tizere;

(i) Aritmetik ortalama:

A= Afab) = 220
2
(ii) Geometrik ortalama:
G = G(a,b) :=Vab
(iii) Logaritmik ortalama:
a , a=5b
L= L(a,b) = b—a
p—Tna * “7°

seklinde tanimlanir.

2.2 Olasilik ve Stokastik Siireclerle ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1 (Olasilik Uzay1) A, 2 {izerinde bir o—cebiri olmak {izere P : 4 — R

fonksiyonu

(i.) Her A€ Qigin P(A) >0



(ii.) P(Q) =1

(iii.) A daki ayrik kiimelerin her A, dizisi i¢in

P(UAn) = ZP(An)

ozelliklerine sahipse P fonksiyonuna A tizerinde bir olasilik 6l¢iisii denir. Bu durumda
P(A) ya da A olaymin olasiligi denir. (2, A, P) tigliisiine ise bir olasilik uzay1 adi verilir
[48].

Tanim 2.2.2 (Ornek Uzay) Bir rastgele deneyin tiim miimkiin sonuglarinin kiimesine
ornek uzay, ornek uzaydaki her bir noktaya ornek nokta, ornek uzayin herhangi bir alt

kiimesine ise olay adi verilir. Olaylar A, B, C gibi biiyiik harflerle gosterilecektir [48].

Tanim 2.2.3 (Olayin Olasilig1) Bir deneyin birbirinden ayrik ve her biri ayni sansa
sahip olmak sartiyla n tane miimkiin sonucundan m tanesi bir A olayimin olmasini gerek-
tiriyor ise bu takdirde

P(A) =

m
n

oranina A olaymin olasihgr adi verilir [48].

Teorem 2.2.1 Eger () mimkiin olmayan olay ise bu takdirde P(0) = 0 dur [48].
Teorem 2.2.2 A olay1 A olaymm biitiinleyeni ise P(A) =1 — P(A) dir [48].

Teorem 2.2.3 A ve B olaylar i¢in A C B ise P(A) < P(B) dir [48].

Tanim 2.2.4 (Bagimsiz Olaylar) A ve B olaylar1 bagimsizdir & P(ANB) = P(A)P(B)
[48].

Tanim 2.2.5 (Rastgele Degisken) (€2, .4, P) keyfi olasilik uzay1 olsun. Eger X : Q —
R fonksiyonu A-dl¢iilebilir ise X e rastgele degisken denir [9].

Bu tanima gore rastgele degisken tanim kiimesi 6rnek uzayi ve deger kiimesi ise gercek
sayilar kiimesinin uygun bir alt kiimesi olan bir fonksiyondur. Rastgele degiskenleri genel
olarak X,Y, Z, ... gibi harflerle gosterecegiz. O halde bir rastgele degiskeni X : 2 — R
olarak yazariz. Boylece E bir deney ve €2 de bu deneyle ilgili bir 6rnek uzay: olmak tizere
her s € Q elamanina bir X (s) = = gergek sayis1 kargilik getiren bir X fonksiyonuna bir

rastgele degisken denir.
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Tanim 2.2.6 (Kesikli Rastgele Degisken ) X bir rastgele degisken olmak iizere X’
in alabilecegi degerlerin kiimesi sonlu yada sayilabilir sonsuz bir kiime ise X’e bir kesikli

rastgele degigken denir [48].

Tanim 2.2.7 (Sturekli Rastgele Degisken) X rastgele degiskeninin alabilecegi deger-
lerin kiimesi bir aralik yada araliklarin birlegimi geklinde ise X'e siirekli rastgele degisken

adi verilir [48].

Tanim 2.2.8 (iki Boyutlu Rastgele Degisken) E bir deney ve S de bu deneyle ilgili
ornek uzay olsun. X = X(s) ve Y = Y(s) ise her biri her bir s € S neticesine bir
gercek say1 kargilik getiren iki fonksiyon olsun. Bu durumda (X,Y") ikilisine iki boyutlu
bir rastgele degisken (rastgele vektor) adi verilir [48].

Eger X7 = Xi(s), X2 = Xs(s), ..., X, = X,(s) fonksiyonlar1 her biri her bir s € S
neticesine bir gergek say1 kargilik getiren n tane fonksiyon ise (X7, Xo, ..., X)) ye n

boyutlu bir rastgele degigsken veya n boyutlu bir rastgele vektor denir [48].

Tanim 2.2.9 X rastgele degiskeni x1, xo, ..., x,, ... mimkiin degerlerini p(x;) = P(X =
x;), i = 1, 2, ..., n, ... olasiliklariyla alan kesikli bir rastgele degisken olsun. Bu

takdirde X rastgele degiskeninin F/(X) ile gosterilen beklenen degeri

E(X) = szp(%) (2.2.1)

olarak tanimlanir [48].

Tanim 2.2.10 X rastgele degiskeni f olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir
rastgele degisken olsun. Bu durumda X rastgele degigkeninin beklenen degeri

o

B(X) = /_ o f (z)dz (2.2.2)

olarak tanimlanir [48].

Ozellik 2.2.1 (Beklenen Degerin Ozellikleri) C bir sabit olmak iizere

(i.) Eger X = C ise E(X) = C olacaktir.

(ii.) C bir sabit ve X bir rastgele degisken olmak iizere E(CX) = C - E(X) olacaktir.
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(iii.) (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeni f(x,y) olasiik yogunluk fonksiyonuna sahip
olsun. Z = Hi(X,Y) ve W = Hy(X,Y) ise bu takdirde E(Z+W) = E(Z)+E(W)

olacaktir.

(iv.) X ve Y herhangi iki rastgele degisken olmak iizere F(X +Y) = E(X) + E(Y)

olacaktir.

(v.) X1, X5, ..., X, n tane rastgele degisken olsun. Bu takdirde
EXi+Xo+...+X,) =FE(X))+ E(X)+...+ E(X,)

olacaktir [48].
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3. GUCLU KONVEKS STOKASTIK SURECLERIN
BAZI KARAKTERIZASYONLARI

3.1 Bazi Tanim ve Teoremler

Simdi bu boliimde kullanacagimiz baz tanim ve teoremleri verelim.

Tanim 3.1.1 (Stokastik Siireg) Eger her ¢t € [ igin X (t,-) fonksiyonu bir rastgele
degigsken ise I C R bir aralik olmak iizere X : I x 2 — R fonksiyonuna bir stokastik

stire¢ denir [9].
Tanim 3.1.2 (Olasilikta Stirekli) Eger her ¢y € I i¢in,

P—1lim X (t,) = X (to, ")

t—to

ise X : I x ) — R stokastik siirecine I araliginda olasilikta siirekli denir. Burada P —lim

olasilikta limiti ifade eder [9].
Tanim 3.1.3 (Ortalama-Kare Siirekli) Eger her ¢y € [ igin,

P—hmEUX@)—qunﬂ:o

t—to

ise X : I x Q2 — R stokastik siirecine I araliginda ortalama-kare siirekli denir. Burada

E[X(t,-)], X(t,-) rastgele degiskenin beklenen degeridir [9].
Tanim 3.1.4 (Artan-Azalan Siireg) Eger her u,v € I dyleki u < v igin,

X (u,) < X (v,+), (X (u,") > X (v,+))

ise X : I xQ — R stokastik siirecine artan(azalan) stokastik stire¢ deriz. Eger X : I xQ —

R stokastik siireci artiyorsa veya azaliyorsa monotondur denir [3,4,9, 25].

Tanim 3.1.5 (Tirevlenebilir Siireg) Eger agagidaki sekilde tammh bir X'(¢,) : I x
) — R rastgele degiskeni mevcut ise X : I x @ — R stokastik siirecine to € [ da
tiirevlenebilirdir denir.

X () = X (to,-)

t—to t— 1o

Eger X : I x Q — R, I arahgindaki biitiin degerlerde siirekli(tiirevlenebilir) ise bu X

stokastik siirecine siirekli(tiirevlenebilir) denir [11].
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A .Skowronski [3] makelesinde ispatladigi gibi eger bir X : I x 2 — R stokastik siireci
konveks ise X, Xjr (sirasiyla X in sag ve sol tiirevleri) artan stokastik siirecleri vardir

oyleki;

X(t, ) — X(to,- / X(t,) — X(to, -
P qim 2) (0’):X_(t0,-) P — qim ) = Xk, )
t—ty t— t() t—>t8‘ t— tO

= X/ (to,")
dir. Diger taraftan her ¢,s € I° 6ykeki ¢t < s i¢in
X' (t,) <X (t) <X (s,) < X (s,°)
esitsizligi gecerlidir.
Tanim 3.1.6 (Ortalama-Kare Tiirevlenebilir Stireg) Eger her ¢, € I igin

X(0) = Xtw) _ 1y

2
lim £
t—tg t— 1o
olacak sekilde bir X" stokastik siireci varsa X (¢, -) stokastik siirecine I araliginda ortalama-

kare tiirevlenebilir denir [11].

Tanim 3.1.7 (Ortalama-Kare Integral) (Q,.4, P) bir olasihk uzay: olsun ve her ¢ € I
icin E[X(t)?] < oo olmak iizere X : I x Q — R bir stokastik siire¢ olsun. [a,b] C I,
a=t <t <ty <...<t,=0b, [a, b] nin normal pargalamsg dizisi ve k = 1...n ig¢in

O € [tk_l,tk], k=1...nicgn

ise Y : 2 — R rastgele deglskenme X in [a, b] arahiginda ortalama-kare integrali denir.

/X

ile gosterilir.

Ortalama-kare integralin var olmasi i¢in X stokastik siirecinin ortalama-kare stirekliligini

kabul etmek yeterlidir. Aym zamanda [a, b] araliginda X (¢,-) < Z(t,-) i¢in

7X(t, )dt < 72(15, dt (ae.),

esitsizligi saglanmaktadir [22]. Yani ortalama-kare integral operatorii artandir.

Tanim 3.1.8 Eger her s,t € R icin
X(S+t7) :X<S7> +X<t7)

ise X : R x Q — R stokastik siirecine toplamsal denir [3].
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3.2 Konveks Stokastik Siirecler

Tanim 3.2.1 (Konveks Stokastik Siiregler) Eger her A € [0, 1] ve u,v € I igin
XAu+ (1 =XNv,-) <AX(u,-) + (1 —N)X(v,-) (3.2.1)

esitsizligi saglanmirsa X : I x €2 — R stokastik siirecine konvekstir denir. Eger yukaridaki
egitlik A = % icin varsa, X stokastik siireci jensen-konveks veya %—konveksdir. Bir (—X)

stokastik siireci konveks ise X siireci konkavdir denir [9].

Tanim 3.2.2 (2, A, P) olasilik uzay1 ve T C R bir aralik olsun. X : T'x Q) — R stokastik

stirecine ;

i. Eger her u,v € T ve X € (0,1) i¢in
XM+ (1=XNov,-) <AX (u,-)+ (1 =) X(u,-)

ise A\-konvekstir(burada X, (0, 1)de sabit bir sayidir) denir. Bu tiir stokastik stireg

sinifi C ile gosterilir.
ii. Eger her u,v € T ve X € [0, 1] i¢gin

ise Wright-konvekstir denir. Bu tiir stokastik siire¢ simfi W ile gosterilir [3,4, 9, 25].

Bu temel sonugla ilgili son zamandaki ¢ikmig sonuglar i¢in [14,23,37,42] kitaplarina ve

6,29, 39, 44-47,50] makalelerine bakimz ki bunlarda daha genig bilgiler verilmektedir.

Lemma 3.2.1 A, B : Q — R rastgele degiskenleri F[A% < oo, F[B?] < co olmak iizere,
eger X : I x Q = R, X(t,-) = A(-)t + B(-) formunda bir stokastik stire¢ ve [a,b] C I ise
bu takdirde

b? — a?

b
/X(t,-)dt:A(-) 4 BOG-a)

dir [9].
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Ispat. Yukaridaki notasyon ve beklenen degerin temel ézellikleri kullamlarak

I b — a? ’
E ZX @k tk—tk 1) A 9 —B(b—a)

- E i(A@kJrB)(tk—tk ) - AbQ_“Q —B(b—a)) ] (3.2.2)

). < tk—tkn—(b‘“))ﬂ
:E((zw—“l )

_ (Z@k bt - o ) [A2]>]

egitligi elde edilir. Eger n — oo ise Riemann integralin tanimindan yukaridaki ifade 0" a

= F (Z@ktk_tkl

g

=0

gidecektir. Bu ise lemmanin ispatini tamamlar.

Onerme 3.2.1 X : I x Q — R bir konveks stokastik siire¢ ve tg € I° olsun. Bu takdirde
oyle bir A : Q — R rastgele degigkeni vardir ki X stokastik siireci to da A(-)(t—to)+X (to, -)

formundaki siire¢ tarafindan desteklenir. Yani her ¢ € [ i¢in
X(t,-) = A()(t —to) + X(to, ") (3.2.3)

dur [9].

ispat. r,s,u,v,tyg € I° sayllarim r < s < ty < u < v olacak gekilde alalim. Bu durumda

r<s <tpicin
to— s +s—rt
s = T
tO—T tO—TO

ifadesi r ve to noktalarinin bir konveks kombinasyonudur. X'’in konveksligini kullanarak

to— s s—r
X(s,-) < X(r,- X(to, -
(Sv)—to_r (Ta)—i_to_r (07)
yazabiliriz. Buradan
X<t0>') —X(T,‘) < X(t(]a) _X(Sv')
to -Tr - to — S
elde edilir. O halde, eger s — t; ise
X(tg,-) — X(r,- /
( Oat) . (T’, ) S X?(to, ) (324>
0 —

olacaktir. Benzer sekilde ) < v < v i¢in X'’in konveksligini kullanarak

X(u7> _X(t07') < X(U7'> _X(t07')

u—to U—to
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elde edilir. Eger u — t{ ise

X(Uv ) — X(tO’ )

X' (to.) <
+<07)— v —to

(3.2.5)

sonucuna varihr. (3.2.4), (3.2.5) esitsizlikleri ve Skowronski lemmasinin bir sonucu olarak

X(t07') _X(Tv') X(U,-) _X(t07'>

<X (to. )< X' (to.) <
to—r = 7(07)— +(07>— v—to

esitsizligi elde edilir. Eger 4 : Q — R, X' (to, ) < A(-) < X (to,") esitsizligini saglayan
herhangi bir rastgele degiskense, yukaridaki esitsizlikten (3.2.3) yi elde ederiz.

Iyi bilinir ki 7 ¢ R arah@mnda tanimh Jensen-konveks, siirekli fonksiyonlar Hermite-
Hadamard esitsizligini saglar ve tersine olarak eger siirekli bir fonksiyon Hermite-Hadamard
esitsizligini sagliyorsa konvekstir ([30], [7]). Bu kisimda stokastik siirecler i¢in benzer

sonuglar ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.1 X : [ x 2 — R Jensen-konveks, [ araliginda ortalama-kare siirekli bir
stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I icin

X(“;”’, ) <- i - /:X(t, Yt < X ');X(”’ ) (3.2.6)

dir [9].

Ispat. X stokastik siireci ortalama-kare siirekli oldugundan aym zamanda olasilikta
siireklidir. Nikodem her Jensen-konveks ve olasilikta stirekli stokastik stirecin konveks
oldugunu ispatlamigtir. Dolayisiyla X konvekstir, Onerme 3.2.1’den herhangi bir ¢g € I°

noktasinda bu siire¢ bir destege sahiptir. tg = “—JQF” de bir destek alalim. Bu takdirde

U+ v uU-+v
)+ X(—

X(t-) = AC)(t = )

elde edilir. Lemma 3.2.1’ i kullanarak

/:X(t,-)dt > / [A(-)(t— “‘2“}) +X(“;“,-)]dt

esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak

1 v
X(“”) < / X(t,-)dt
2 v—u J,
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elde edilir. Boylece ispatin birinci boliimii biter. (3.2.1) egitsizliginde eger t = Au+(1—\)v

alimirsa A = olup X in konveksliginden
uU—v
X(t) € —=oX () + (1= )X (o,
. u. —_ .
T u—w ’ uU—v ’
X(u.) — X(v. -
_ (u7) (U7 >(t—U)+X('U7')
uU—v

_ X(u,-)—X(U,-)t+X(v,-)(u—v)—X(u,-)v—i—X(v,-)v
N U —v uU—v
_ X(U,)—X(u,)t+X(v,)u—X(u,)v
B v—u uU—v

elde edilir.

Daha once oldugu gibi Lemma 3.2.1 i kullanarak

/uv X(t, )t < / {X(U’ ) — X ), | X Juz Xlu, ->v} “

V—Uu u—"v

yazilabilir. Buradan da

oldugu goriiliir.
Teoremin tersini gostermeden once iki basit yorumdan s6z edelim. Bunlardan ikincisi
konkveksligin taniminin dogrudan bir sonucu iken birincisi Schwartz esitliginin bir sonu-

cudur.

Yorum 3.2.1 Eger bir X : [ x {2 — R stokastik siireci I araliginda ortalama-kare siirekli
ise p(t) = E[X(t)](X siirecinin beklenen degeri) ile tanimli ¢ : I — R fonsiyonu da
streklidir [9].

Yorum 3.2.2 Eger X : I x Q — R stokastik siireci konveks(veya konkav) ise ¢(t) =
E[X(t)] ile tamumh ¢ : I — R fonksiyonu da konvekstir(veya konkav) [9].

Simdi Hermite-Hadamard esitsizliginin tersini ispatlayalim.
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Teorem 3.2.2 X : I x 2 — R bir stokastik siire¢ ve I araliginda ortalama-kare siirekli

olsun ve (3.2.6) esitsizliginin sag veya sol tarafin1 saglasin. Bu takdirde X konvekstir [9].

Ispat. Once (3.2.6) esitsizlginin sol tarafinin saglanmasi durumunda teoremi ispatlay-
acagiz.
Tersine olarak X stokastik stirecinin konveks olmadigim1 kabul edelim. Bu takdirde her
w € A igin
X Aoz + (1 = X))y, w) > XX (z,w) + (1 — X)X (y,w) (3.2.7)
olacak gekilde P(A) > 0 olan A C Q olay1 ve z,y € X, x < y, A\g € (0,1) sayilar
mevcuttur.
T = {0 g
siirecini tammlayalm ve ¢ : [ — R, o(t) = E[X(t)] fonksiyonunu goz éniine alalm.
Yorum 3.2.1°e gore ¢ siirekli fakat (3.2.7)” den dolay1 ¢, I da konveks degildir. Pales’in
[53] caliymasindaki sonucunu kullanarak tisten yarisiirekli fonksiyon konveks degilse en az
bir noktada kesin olarak konkav olacagindan ¢, p de kesin olarak konkav olacak gekilde bir
p € I noktasmin mevcut oldugu sonucuna variriz. Dolayisiyla her ¢t € (p — 0,p+9) \ {p}
i¢in
p(t) < o(p) +c(t —p) (3.2.8)
u—+v

olacak sekilde bir ¢ sabiti ve bir § > 0 sayis1 vardir. p = olmak iizere [u,v] C

(p — 6,p+ 0) alahm. Bu takdirde Pales teoremine gore her t € (p —d,p+6) \ {p} i¢in

go(t)<c(t—u—£v) +g0(u—2H))

yazilabilir. Yukaridaki ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa

/uvgp(t)dt<c/u” {t_uTﬂ]d”@(uTﬂ)(v—U)=so<u;rv)(u—u)

elde edilir. Buradan da
1 v U+ v
t)dt <
[t <o(*5)

elde edilir. Tekrar o(t) ile E[X (t)] yi yer degistirerek

! /qu[)N((t)]dt <E X(“g“)} (3.2.9)

v—u
esitsizligi yazilabilir. Eger X stokastik siireci Hermite-Hadamard esitsizligini saglarsa

X nimda saglayacag kolayca goriilir. X ve [u,v] igin (3.2.6) esitsizliginin sol tarafim

()] -

kullanarak

’ i UE[/U )Nf(t)dt] (3.2.10)
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oldugu goriiliir. (3.2.9) ve (3.2.10) esitsizliklerinden

! /:E[X'(t)]dt <E X(“;”)} < Uqu{/uvff(t)dt} (3.2.11)

v—u
elde edilir. (3.2.11) ifadesinde integrasyon simirim degistirerek ve Fubini teoremini kulla-

narak istenilen celigki elde edilir.

Simdi de Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi saglansin. Daha 6nce oldugu gibi

tersini kabul edelim, yani X stokastik stireci konveks olmasin. Bu takdirde her w € A i¢in
X(Aox + (1 = X))y, w) > XX (z,w) + (1 — X)X (y,w) (3.2.12)

olacak gekilde P(A) > 0 olan bir A C Q olay1ve z,y € X, x <y, A\g € (0, 1) sayilar1 mev-
cuttur. X (t,w) stirecini ve () fonksiyonunu ispatin birinci kismindaki gibi tanimlayalim.

(3.2.12) esitsizligini ¢ i¢in yazar ve stirekliligi kullanarak her A € (0, 1) igin
eAu+ (1= A)v) > Ap(u) + (1 — A)p(v) (3.2.13)

olacak gekilde bir [u,v] C I araliginin mevcut oldugu goriiliir. Keyfi bir ¢ € [u, v] alalim.

Bu takdirde A = - ¢

olmak fizere t = Au + (1 — A)v dir. Buradan
v—u

e(wv —pu  p(u) — p(v)

t -t
wlt) > v—u v—u
yazilabilir. Bu egitsizlikten integral alinirsa
v 1
[ et > 5ot + elo)w -
ve buradan da
1 v
[ et £t
v—u /, 2
elde edilir. Yine o(t) ile E[X(t)] yi yer degigtirerek
1 B[X E[X
— / EX @)t > 2] ;r X () (3.2.14)

esitsizligini yazabiliriz. X siireci Hermite-Hadamard esitsizligini sagladigindan X da

saglar. X ve [u,v] icin (3.2.6) esitsizliginin sag tarafi kullamlrsa

. ! UE[/U)?(t)dt] < BlX() ;E[X(”” (3.2.15)
yazabiliriz. (3.2.14) ve (3.2.15)" ten
1 /UE[)?(t)]dt _ BX(w)] + E[X(v)] _ ! E{/U)?(t)dt} (32.16)
v—u J, - 2 v—u u o

elde ederiz. (3.2.16)" de integrasyon sirasi degistirilir ve Fubini teoremi kullanihirsa iste-

nilen ¢eligki elde edilir.
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3.3 J-konveks Stokastik Siirecler

Tamim 3.3.1 Eger her s,t € (a,b) ve A € [0,1] i¢in

X(s+t><<X@,%;X@J

2 )
ise X : (a,b) x 2 — R stokastik siirecine J-konveks denir. Eger —X konveks(J-konveks)
ise X konkav(J-konkav) denir [3].

Teorem 3.3.1 Eger X : (a,b) x 2 — R bir monoton stokastik siire¢ ise bu takdirde bu

stireg sayilabilir ¢oklukta noktalar harig heryerde stireklidir [3].

Ispat. X in monoton artan bir stokastik siire¢ oldugunu farzedelim. t, € (a,b) keyfi bir
nokta olsun ve (¢, : n € N), (a,b)’” de ¢y noktasina azalan dizi alalim. Bu takdirde a € N

olmak tizere
A, ={weQ: X(to,w) > X(tpi1,w)} U{w € Q: X(thi1,w) > X(tn,w)},

olaylar dizisini ve
A=A,
n=1

olayini tanimlayalim.

X’ in artanligindan P(A) = 0 olup her n € Nve w € Q\ A i¢in
X<t07 W) S X<tn+1; CU) S X<tn7 w)

yazilabilir. Buradan w € Q\ A sabit noktasi i¢in (X (¢,,w) : n € N) dizisi azalan ve alttan
simirhdir ve dolayisiyla yakinsaktir. X (¢g,-) : Q = R,

lim X(t,,w), eger we N\ A
(o) = (tn,w), €8 \
0 eger we¢ Q\ A

ile tanmimh bir rastgele degisken olsun. Bu durumda

P — lim X(u,-) = X*(to, ") (3.3.1)

u—to

oldugunu kanitlamaliyiz. Keyfi € > 0 ve n > 0 sayilarin1 gézoniine alalim. Boylece

lim X (t,,) = X (to,")

n—oo
ve buradan da

P — lim X(tN, ) = X+(t0, )

n—o0
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yazilabilir. Sonug olarak
Plwe Q| X(ty,w) — X (to,w) >n)} <e (3.3.2)

olacak sekilde bir N € N sayis1 vardir. 0 := ty —to alahm. Bu takdirde her u € (to, o+ 0)
icin
X+(t07 ) S X(“) ) S X(tNa )

yazilabilir. (3.3.2) ile birlikte bu esitsizlik
P{we Q:| X(u,w) — X (tg,w) >n)}t <e
oldugu anlamina gelir. Bu ise (3.3.1) esitsizligini ispatlar. Benzer sekilde

P — lim X(u,-) = X" (to,")

u—ty
olacak gekilde bir X~ (tp,w) :  — R rastgele degiskeninin oldugunu gosterebiliriz. t, €

(a,b) keyfi bir nokta oldugundan

P— lim X(u,")=X(¢,-) ve P— lim X(u,-) = X"(¢,) (3.3.3)

u—t— u—tt

olacak gekilde X~ X : (a,b) x  — R stokastik siireglerinin mevcut oldugu goriiliir.

Diger tarafdan her ¢ € (a,b) i¢in
X7(t,) < X(t,)) < XH(¢,-) (3.3.4)

elde edilir.

s < t olmak tizere her s,t € (a,b) igin
X+(S7 ) < X_(ta ) (335>

oldugunu gormek kolaydir.
(3.3.3) ve (3.3.4)" den
X (t,")=X"(¢t,-) (3.3.6)

oldugunda X’ in t € (a,b) noktasinda siirekli oldugu sonucuna varilir.

Ispat1 tamalamak icin
={te(a,b): PlweN: X (t,w) < Xt (t,w)}) > 0}
ile tanimli S kiimesinin sayilabilir oldugunu gostermek yeterlidir. Her ¢ € S i¢in
P(t) ={weN: X (t,w) < X (t,w)}
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ve

Nt = | {w} x {X(t,w), X (t,w)}

w€eP(t)

alalim. Bu durumda her ¢ € S igin N(t) kiimesi P x [; pozitif ¢arpim odlgiili 2 x R

kiimesinin bir alt kiimesidir. Diger taraftan (3.3.5)” den her ¢;,t, € S, t; # t5 igin
P x ll(N<t1 N N(tg)) =0

elde edilir. P x [y, o-sonlu dl¢ii oldugundan {N(¢) : t € S} ailesi olsa olsa sayilabilirdir.

Buradan S de sayilabilirdir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.3.1 Eger bir X : (a,b) x 2 — R stokastik siireci konveks ise bu takdirde her

a,b) icin
iR X(u,") = X(,-)

P — lim =X_(t,")
u—t— U,—t
ve
X(u,-) — X(t,- ,
P lim 2 ZXED)
u—tt u—t

olacak sekilde X', X" : (a,b) x Q — R artan stokastik siirecleri vardir. Ustelik t < s
olacak sekildeki her ¢, s € (a,b) i¢in

X' () <X (t,) < X (s,) < X' (s,-) (3.3.7)
dir [3].

Ispat. t,s € (a,b), t < s keyfi sabitler olsun. Simdi u,v € (a,b) sayillarmi u <t <ov < s

olacak sekilde secelim. Bu takdirde

X(t,-) — X(u,- X(v,-) — X(u,-
t—u V—1U
oldugunu gostermeliyiz. Acikca
v—1t t—u
t= U+ v,
v—u v —u

oldugu yani t'nin u, v noktalarinin konveks kombinasyonu oldugu goriiliir. X’ in konveks-

liginden
"X () 4

V—Uu V—Uu

X(ta ) S

X(v,") (3.3.9)
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elde edilir ki bu da (3.3.8) i saglar. (3.3.9)” u kullanarak

X(v.) — X(u.- X(v.) = X(t. -
(U, ) ('LL’ ) S (U7 ) (t7 ) (3310)
V—Uu v—t
esitsizligi yazlabilir. (3.3.8) ve (3.3.10) dan
X(u,-)— X(t,- X(v, ) — X(t,-
(u7 ) ( Y ) S (U7 ) ( Y ) (3311>

u—t v—1

elde edilir. Bu durumda (3.3.10) dan % fark orani u € (a,b) ye gore bir artan
stokastik siiregtir. Teorem 3.3.17 in ispatinda oldugu gibi (3.3.11)" i kullanarak

X(uv) _X(tv') :X’ (Zf,-)

P — lim

u—t— u—t
X' Q — R rastgele degigkeninin mevcut oldugunu gozlemleriz.

Benzer sekilde
X(v,-) — X(t,- /
P — lim (’U, ) ( ) ) — X+(t,)

v—tt v—t

olacak sekilde bir X, : Q — R rastgele degiskeni vardir. (3.3.11)" den
X (t,)) < X,(t,") (3.3.12)

oldugunu kolayca elde ederiz. (3.3.8) ve (3.3.10)’ u kullanarak
X, ) = X(t) o X(s,-) = X(v, )

v—t - S —v

elde edilir ki bu da
X+(t, )< X (s,-) (3.3.13)

oldugu anlamina gelir.
t,s € (a,b) keyfi oldugundan (3.3.12) ve (3.3.13)’li kullanarak ispati tamamlayan (3.3.7)

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 3.3.2 Eger bir X : (a,b) x Q — R stokastik stireci konveks ise bu takdirde bu

stireg say1labilir coklukta nokta harig her noktada diferansiyellenebilirdir [3].

Ispat. t € (a,b) keyfi bir sabit ve u,v € (a,b) sayilarm u < v < t olacak sekilde secelim.

Lemma 3.3.1° den

yazilabilir.

X siirekli oldugundan ([25] Teorem 5) ve Lemma 3.3.1" e gore X; artan olup

(X (t,) > 2 ) = X6

u—t
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ve buradan da

/

(XJr)i(t? ) 2 XL(tv )

oldugu gorilir. Lemma 3.3.1" i kullanarak bu esitsizligin tersini de elde edebiliriz ve

buradan da

’ !

<X+)_(t7 ) - Xf(t7 )
oldugu gortilir. Acikca, eger t noktasi X stokastik siirecinin siirekli oldugu bir nokta ise

bu takdirde
X—l—(ta ) = X,—(tv )
olacaktir. Bu da X’ in t de diferansiyellenebilir oldugu anlaminda gelir. X; artan

oldugundan bu stire¢ en fazla sayibilir ¢oklukta siireksizlik noktasina sahiptir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Asagidaki lemma konveks fonksiyonlar i¢in [25] deki Lemmanin stokastik siireg versiyon-

udur. Dolayisiyla ispat1 benzer sekilde yapilabileceginden burada ispat verilmeyecektir.

Lemma 3.3.2 0 € (a,b) ve X : (a,b) x 2 — R, X(0,-) = 0 ile tanumh bir J-konveks
stokastik stireg olsun. Eger X + Y J-konkav olacak sekilde Y : (a,b) x 2 — R, 0 da
diferansiyellenebilir konkav stokastik siireg var ise bu takdirde X = A 4+ Z olacak sekilde
bir A : R x Q — R toplamsal stokastik siireci ve bir konveks Z : (a,b) x © — R stokastik

stireci vardir [3].

Teorem 3.3.3 X : (a,b) x Q© — R siireci J-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde
X +Y J-konkav olacak sekilde bir Y : (a,b) x 2 — R konkav stokastik siirecinin mevcut
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A : R x Q — R bir toplamsal stokastik siire¢ ve Z :

(a,b) x Q@ — R konveks stokastik siire¢ olmak tizere X = A + Z olmasidir [3].

Ispat. Y : (a,b) x Q — R stokastik siireci X + Y J-konkav olacak gekilde bir konkav
stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde Teorem 3.3.2" ye gore Y’ nin diferansiyellenebilir oldugu

bir tg € (a,b) noktasi vardir. Her ¢t € (a — ty,b — ty) ve w € Q igin
Yi(t,w) = Y(t+to,w)
Xi(t,w) = X(t+to,w) — X(to,w)

ile tanimh stokastik siirecleri gozoniine alalim. Bu durumda Lemma 3.3.2” ye gore her
t € (a—ty,b—tp) igin
Xl(t7 ) = A(ta ) + Zl(t7 )
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olacak gekilde bir A : R x 2 — R toplamsal ve bir Z; : (a — to,b — t5) x @ — R konveks

stokastik stireci vardir. Bu nedenle A siireci ve her t € (a,b), w € Q i¢in
Z(t,w) = Zl<t - to,&)) + X(to,bd) — A(to, W)

ile tamimlh Z stokastik siireci aradigimiz stireglerdir.
Tersini ispatlamak i¢in toplamsal A stokastik siirecinin J-konkav ve Y = —Z konkav

oldugunu gozontine almak yeterlidir.

Teorem 3.3.4 Eger X;, X, : (a,b) x Q — R stokastik siiregleri sirasiyla J-konveks ve
J-konkav ise ve her t € (a,b) i¢in

Xl(t7 ) < XZ@? )

esitsizligi saglaniyorsa bu takdirde Y; konveks Y; konkav A toplamsal ve X; = A+ Y] ve
Xy = A+ Y, olacak sekilde Y1,Y5 @ (a,b) x © — R stokastik siirecleri ve A: R x Q — R

stokastik siirecleri vardir [3].

Ispat. Z := X, — X ile tammh Z : (a,b) x Q — R stokastik siire¢ olsun. Acikca goriiliir
ki Z siireci J-konkav ve her ¢ € (a, b) igin

Z(t,) >0 (3.3.14)

dir. Bu nedenle Z siireci konkav olup X; + Z = X, dir. Teorem 3.3.3’ e gore X1 = A+Y;
olacak gekilde A : R x 2 — R toplamsal stokastik siireci ve bir Y7 : (a,b) X Q@ — R
konveks stokastik stireci vardir. Y5 = X5 — A alalim, bu takdirde Y5 siireci J-konkav olup
Y, = Y; + Z dir. Boylece Y, stirekli ve dolayisiyla konkavdir. Bu ise teoremin ispatini

bitirir.

Hatirlatma 3.3.1 Eger Teorem 3.3.4’ de verilenlere ek olarak (a,b) = R alinirsa bu
takdirde Y; ve Y5 stokastik siirecleri birinci degiskene bagl degillerdir, yani onlar birer

rastgele degiskendir [3].

ispat. Z = Xy — X stirecinin bir rastgele degisken oldugunu gostermeliyiz. Tersini
kabul edelim. Yani
B:={weQ:Z(t;,w) > Z(ts,w)}

ile tanimhi B kiimesi pozitif ol¢limlii olacak sekilde t1,t; € R sayilar1 mevcut olsun. Bu

durumda

B, :={w € B :n(Z(ty,w) — Z(t1,w)) + Z(t1,w) < 0}, neN
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kiimesini goz oniine alalim. Acikga goriilir ki (B, : n € N) dizisi artan olup B = U B,

n=1
dir. Bu nedenle P(By) > 0 olacak sekilde bir & € N sayis1 vardir. Z nin konkavligindan
her w € C' i¢in
(k—1)Z(t1,w)/k+ Z(kts + (1 — k)t1,w)/k < Z(t2,w)
olacak gekilde tam Olgiimlii bir C' C Q meveuttur. By’ nin tamimindan her w € (a,b) i¢in

Z(k’tg + (1 — l{?)tl,W) <0

dir ve bu (3.3.14) ile geligir. Boylece her ¢ € (a,b) i¢in M :  — R bir rastgele degisken
olmak tizere

Xo(t,) — Xu(t,-) = M(") (3.3.15)

elde edilir.

X siireci J-konvekstir ve aym anda, (3.3.15)" den dolay1 J-konkavdir. Bu nedenle

Jensen egitsizligini saglar, yani her ¢, s € R igin
Xi((E+9)/2,) = (Xa(t, ) + Xa(s,))/2
dir. Bu nedenle her t € R ve w € Q igin
Xi(t,w) = A(t,w) + Y1 (w)

olacak sekilde bir A : R x 2 — R toplamsal stokastik siireci ve bir Y] : Q — R rastgele
degisken mevcuttur. Boylece Y5 : 2 — R yi

Yo(w) :=Yi(w) + M(w), we

seklinde tanimlayip (3.3.15) ifadesini kullanarak her ¢t € R icin Xs(t,-) := A(t,-) + Ya(+)

oldugu goriiliir. Bu da ispat1 sonlandirir.

3.4 Giugli Konveks Stokastik Stuirecler

Tanim 3.4.1 C' : Q — R bir porzitif rastgele degisken olsun. Eger her u,v € [ ve her
A € 10,1] i¢in

XAu+(1=XNv,:) <AX(u,-) + (1 =N X(v,) = CCOAM1 = N)(u — v)? (3.4.1)

saglaniyorsa, bu durumda X : I X — R stokastik siirecine C'(-) > 0 modiiliine gore giiclii

konvekstir denir. Eger (3.4.1) esitsizligi sadece A = 3 icin saglamyorsa, X siirecine C(-)
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modiiliine gore giiglii Jensen-konveks veya C'(-) modiiliine gore gii¢lii yarikonvekstir denir.
Eger bu esitsizlik sabit bir A € (0, 1) sayisi i¢in saglanmiyorsa X siirecine C'(-) modiiliine
gore giiclii A—konvekstir denir [10].

Eger (3.4.1) esitsizliginde C'(-)A(1 — \)(u — v)? ifadesi atilirsa, Nikodem tarafindan
verilen konveks stokastik siireg tanimini elde edilmis olur (bak [25]). Diger taraftan (3.4.1)’

de C(-) = 0 oldugunda bir limit durum s6z konusudur.

Bu kisimdaki amacimiz konveks fonksiyon ile ilgili bilinen baz sonuglari giiclii konveks
stokastik siireg i¢in ifade etmektir. Bu amacla Hermite-Hadamard esitsizliginin, Jensen

esitsizliginin, Kuhn teoreminin ve Bernstein-Doetsch teoreminin benzerlerini verecegiz.

Lemma 3.4.1 X stokastik siirecinin C'(-) modiiliine gore giiclii A-konveks(veya giiclii
konveks) stokastik siireg i¢in olmasi gerek ve yeter sart Y(¢,-) := X(¢,-) — C(-)t? ile

tanimh Y : [ x  — R stokastik siirecinin A-konveks(veya konveks) olmasidir [10].

Ispat. Ispatmn birinci kisminda X stokastik siirecinin gliclii A-konveks oldugunu kabul

edelim. u,v € I keyfi olsun. Bu durumda giiglii A»-konvekslikten

YQu+(1=Nv,) = XQu+(1—Nv,-)—C)Au+ (1= A)v)?
< AX(u, )+ (1 =NX(v,-) = CONL =N (u—v)?
+(Au+ (1 = N)v)?]
= AX(w, )+ (1= NX(0,-) — CC) 2 + (1 — No?)
= MX(u,) = COu®) + (1= ) (X (v, ) = C()0?)
= AY(u,) 4+ (1—NY(v,)

yazilabilir. Teoremin ikinci kismi benzer sekilde oldugu ic¢in ihmal edilmigtir.

Eger A € [0, 1] keyfi secilmig olsaydi bu takdirde giiglii konveks stokastik siiregler i¢in

lemma elde edilmis olurdu.

Sonug 3.4.1 Eger bir X : I x Q — R stokastik siireci C'(-) modiiliine gére giiglii konveks
stokastik stireg ise, bu takdirde her £, € I° icin X stokastik siireci £, da

H(t,") = C()(t —t0)* + A()(t —to) + X (to, )

ile tammmlanan H : I x Q — R siireci tarafindan desteklenir [10].
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Simdi giicli konveks stokastik siirecler i¢in bir Jensen-tipi teorem sunalim.

Teorem 3.4.1 X : I x Q — R stokastik siireci C'(+) modiiliine gore giiglii konveks olsun.
Bu takdirde A\ + Xo + ...+ X\, = 1 ve t = A\it1 + \oto + ... + A\, 1, olacak sekildeki her
t1,t0,...,ty € I ve )\1,/\2,...,>\n > 0 icin

n

X(ixt) < zn:AiX(ti,.) —C()Y Nty —1)?

k=1

dir [10].

ispat. ti,to, ..., t, € I ve A, g, ..., A\, > 0 sayilarint Ay + Ay + ... + A\, = 1 olacak
sekilde alalim. ¢ = Aty + Xoto + ... + A\ut, olsun. Bu takdirde Sonuc 3.4.1" e gore t ’ de

H(t,-) = C()(t =17+ AC)(t - 1) + X(,-)
destegini elde ederiz. Bu takdirde her ¢ € 1,...,n icin
X(ti,) = H(ts, ) = C()(ts = + AC)(t: — 1) + X (£, )

dir. Yukaridaki esitsizligi \; ile carpar ve tiim esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak

Z X (ti,-) = C() Z Ni(ti —1)° + A() Z Ai((t =) + X (¢,))

elde edilir. Y " \i(t; — ) = 0 oldugundan

=1

X(Zn: Aiti, > < Zn: N X (t;,) —C() Zn: Ni(t; — 1)

esitsizligi elde edilir.

Kuhn [34], eger f : I — R fonksiyonu keyfi A € (0, 1) ve her z,y € I i¢in

fOAz+ (1 =Ny <Af(z)+ (1= f(y)

esitsizligini sagliyorsa yani f bir A-konveks fonksiyon ise bu takdirde f’ nin ayni zamanda

Jensen-konveks oldugunu ifade etmistir. Bu da

f(m—;y) < f(x);f(y)

anlaminda gelir.
Skowronski [4] galigmasinda bir A-konveks stokastik siirecin aym zamanda Jensen-konveks
oldugunu gostermistir. Bu kisimda bu gergeklerin giiclii A&-konveks stokastik siirecler icin

geligtirilmig halini verecegiz.
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Teorem 3.4.2 A\ € (0, 1) sabit bir say1 olsun ve X : I x © — R siireci C'(-) modiiliine
gore giicliit A\-konveks stokastik siireg olsun. Bu takdirde X stireci, C'(-) modiiliine gore

Jensen-konvekstir [10].

ispat. X stokastik stirecinin giicli A—konveks oldugunu farzedelim. Lemma 3.4.1
saglandigr i¢in Y'(¢,-) = X(¢,-) — C(-)t* siirecide A—konvekstir. Skowronski lemmasina
gore Y stokastik siireci Jensen konvekstir. Bu ise

Y(u;—v7‘) < Y(u,')—gY(v,-)

olmasi demektir. Bu nedenle

X(u;qJ’_) B C(_)<u;u)2 - X(u,-) — C(.)u2;X(u,.) — C()0?

oldugu ve baz1 diizenlemelerden sonra

X(U;U7.) _ X(u) + X(v,) Ci,)

esitsizligi elde edilmig olur. Bu da ispat1 bitirir.

Nikodem Jensen konveks stokastik siireglerin konveksligini garantileyen kogullari [25)’
de sunmustur. Simdi giicli konveks stokastik stire¢ icin benzer problemleri goz oniine

alalim. Bununla ilgili olarak agagidaki tanimi verelim.

Tamim 3.4.2 (P-Usten Simirh) Bir X : I x Q — R stokastik siireci i¢in

lim sup {P(weQ: X(t,w)>n)} =0

N0 e (a,b)

esitligi saglamirsa X siireci (a,b) C I araliginda P-iisten smirh olarak adlandirilir [10].

Teorem 3.4.3 Eger X : I x Q — R stokastik siireci C(-) modiiliine gore giiclii Jensen
konveks bir stokastik siire¢ ve (a,b) C I aralhiginda P-iisten sinirli ise bu takdirde bu siireg

I arahginda siireklidir [10].

ispat. X siireci gliclii Jensen konveks oldugundan ayni1 zamanda Jensen konveks stokastik
siirectir. Ote yandan X, I aralginda P-iisten smrh oldugundan [25]” deki Teorem 4 den

o sureklidir.

Teorem 3.4.4 [ nin agik aralik oldugunu varsayalhm. C/(-) modiiliine gore gliglii yarikon-
veks olan bir X stokastik siirecinin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu siirecin C|(+)

modiiliine gore giiglii konveks olmasidir [10].
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Ispat. Gerekliligi ispatlamak i¢in Y (¢,-) = X(t,-) — C(-)t? siirecini alahm. Lemma
3.4.1" ye gore Y nin Jensen konveks oldugunu gorilir. X sturekli oldugu i¢in Y’ de
stireklidir. Nikodem’ in sonucunu [25] kullanarak Y nin konveksligini elde ederiz. Lemma
3.4.1" 1 birkez daha kullanarak; X’ in C(-) modiiliine gore gii¢lii konveks oldugu sonu-
cunu ¢ikaririz. Yeterliligi ispatlamak icin X giiclii konveks ise X ayni zamanda konveks
oldugunu belirtelim. Nikodemin sonucundan ([25], Teorem 5) X’ in siirekliligini elde

ederiz.

Sonug 3.4.2 Eger bir X : [ x Q — R stokastik stireci siirekli ve C(-) modiiliilne gore

gliclii A-konveks ise bu takdirde bu siire¢ C(-) modiiliine gore giiclii konvekstir [10].

Her f: I — R konveks fonksiyonun herhangi x,y € [ igin

j(x+y)_ —x/)f ds < )2ﬂ)

ile verilen Hermite-Hadamard egitsizligini sagladigi bilinmektedir. Bu ilging sonu¢ Kon-

veks analizde ¢ok 6nemli bir rol oynamaktadir. Her ¢y € I igin tlir? B(X(t)—X(te)]*) =0
—to
sart1 saglanirsa bir X : I x  — R stokastik siirecine [ araliginda ortalama-kare siirekli

stokastik siire¢ denildigini hatirlatalim.

Teorem 3.4.5 Eger X : I x (2 = R, Jensen-konveks, I araliginda ortalama-kare siirekli

stokastik stire¢ ise bu takdirde herhangi u,v € I i¢in
1 v X(u, )+ X(v,-
x(vEY ) < /mxmgﬁg (v, ) + X(v, ) (3.4.2)
2 v—u J, 2

esitsizligi gerceklenir [10].

Bu ifadedeki integral ortalama-kare integraldir. Ortalama kare integralin tanimi ve temel
ozellikleri i¢in [27]’e bakilabilir. Simdi giiglii konveks stokastik siire¢ i¢in Hermite-Hada-

mard esitsizligini ispatlayalim. Ise teknik bir lemmayla baslayalim.

Lemma 3.4.2 C : ) — R rastgele degigkeni i¢in F[C?] < oo olmak iizere. X : [ xQ — R
stokastik siireci X (¢,-) = C(-)t* formunda bir stokastik siire¢ olsun. Eger [u,v] C I ise

/UX(t, Yt = () - v

esitligi gergeklenir [10].
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Ispat. Beklenen degerin temel 6zelliginden

n 03— B 2 [ n , 3 372
E| Y X(0)(ti —tig) - C : = E|Y CO(ti—ti1)—C
1=1 L i=1

i n 3 3\ 12
)
L i=1

_ (g@f(ti—ti_l)— U3;u3> E[C?

yazilabilir. Eger n — oo icin limite gegilirse Riemann integralin tanimindan yukaridaki

ifade 0’ a gidecektir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.6 X : [ x  — R siireci C(-) modiiliine gore giiglii Jensen-konveks ve [
araliginda ortalama-kare siirekli bir stokastik stire¢ olsun. Bu takdirde herhangi u,v € I
icin

X(“ JQF v ) Lol 12“) - i - /u X(t, )t < ) ; X)) _ oy le=v”

esitsizligi saglanir [10].

Ispat. Teoremin varsayimina gore X stireci C'(+) modiiliine gore giiclii konveks stiregtir,

dolayisiyla Lemma 3.4.17 den Y (t,+) = X(¢t,-) — C(-)t* siireci de konvekstir. (3.4.2)

u—+v 1 v
Y ) o< Y (t,)dt
(5) = o= [ ve

esitsizliginden

IN

yazilabilir. Bundan dolay1

() eo("5) < o [ e -coma

IN

olacaktir. Ayrica

X(“év,-)—C(-)(“é“)2 < Uiu[X(t,-)dt—viu/uv(?(-)t?dt

IN
|
=

[\
+
<

=
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olup Lemma 3.4.2 ye gore

RO T Sy
)+ X

< X(“?' : (Uv') - 02() (u2+1}2)

03— 3

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki yanina C'(-) terimini

v—u
ekleyerek ve bazi basit hesaplamalar yapilarak (3.4.3) esitsizligi elde edilir.

Lemma 3.4.3 Bir X : I x {2 — R stokastik siirecinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul X’ in herhangi bir ¢, € I° noktasimnda A(-)(t — to) + X (to, -) formundaki bir siire¢
tarafindan desteklenmesidir. Burada A : Q — R bir rastgele degiskendir [11].

Ispat. Farz edelimki X siireci konveks olsun. Onerme 3.2.17 ¢ gore herhangi bir ¢y € I°
noktasinda A(-)(t — to) + X (o, ) formunda bir destek elde edilir. X siireci herhangi bir

to € I noktasinda bir destege sahip olsun. Bu durumda
X(t,-) = AC)(t —to) + X(to, ") (3.4.4)

esitsizligi saglanir. w,v € I ve A € [0, 1] sayilarii to = Au + (1 — A)v olacak sekilde keyfi

alalm. u ve v i¢in ayr1 ayr olarak (3.4.4) esitsizliginden

AX(u,-) > AA()(u— to) + AX (to, -)
(1 =XX(,) = (1=NA) (v 1) + (1 = A)X(to,")

esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki esitsizlikleri taraf tarafa toplayarak
AX (u, ) + (1= X)X (v,-) > X(to, )
elde edilir. Son olarak ¢ ile Au + (1 — X)v yer degistirerek.
AX (u, )+ (1 =N X(v,)) > X(Au+ (1= Nv,-)

esitsizligini yazabiliriz. Bu da ispat1 tamamlar.

Yukaridaki lemmalar: kullanarak agagidaki teoremi kolayca ispatlanabilir.

Teorem 3.4.7 X : I xQ — R bir stokastik siireg olsun. Bu takdirde X in C(-) modiiliine

gore gliclii konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢y € I° icin
C)(t = to)* + A()(t — to) + X (to, )

formunda bir destegin mevcut olmasidir. Burada A : 2 — R bir rastgele degiskendir [11].
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Simdi gii¢lii konveks stokastik stireclerin birinci tiirevine gore bir karekterizasyonunu

verecegiz.

Lemma 3.4.4 X : [ x 2 — R bir ortalama-kare diferansiyellenebilir stokastik siireg
olsun. X’ in [ aralhiginda konveks olmasi icin gerek ve yeter sart birinci tiirevinin 7/ da

azalmayan olmasidir [11].

ispat. Agikga gortiliir ki ortalama-kare tiirevlenebilirlik olasiliga gore tiirevlenebilirligi
saglar. Ancak tersi dogru degildir. X konveks oldugundan Lemma 3.3.1° e gore her
u,v € I, u < wvigin

X (u,) < X (u,) < X (v,) < X, (v,°) (3.4.5)

olacak sekilde X;,X’_ I x  — R azalmayan stokastik siirecleri mevcuttur. X’ in

diferansiyellenebilirliginden

S
=
I

X\ (u,) =X (u,)
X (v,) =X,(v,) =X (v,") (3.4.6)

elde edilir. (3.4.5) ve (3.4.6) ifadelerinden u < v olacak sekilde her u,v € I i¢in
X'(u,") < X '(v,-) (3.4.7)
elde edilir.
Simdi bir oratalama-kare tiirevin azalmayan oldugunu varsayahm. Bu da (3.4.7)
esitsizliginin u < v olacak gekilde her u,v € I igin saglanmasi demektir. ¢ty € (a,b) C I y1

keyfi alalim ve ¢ € (a,b) yi ty < t olacak gekilde secelim. Oratalama-kare integralin temel

ozelliklerinden ve (3.4.7) esitsizliginden

X(t,-) — X(to, ") / X'(s,)ds > /t X' (to, )ds = X (to,-)(t — to)
t
esitsizligi elde edilir. Eger ¢t < ¢, ise benzer sekﬂ;e
X(t) = X(ty, ) / X' / X'(s,-)ds > — / X' (to, )ds = X (to, ) (¢ — to)
esitsizligi yazilir. Bu ise X’ in herhangi bir ¢y € (a,b) noktasinda
X(t) = X(to, ) + X (to, ) (t — to)

formunda destege sahip olmasi demektir. Boylece Lemma 3.4.3 ispat1 tamamlar. Daha
once oldugu Lemma 3.4.1 ve yukaridaki ispatlanan Lemma 3.4.4" {in sonucu olarak agsagida-

ki teorem verilebilir.
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Teorem 3.4.8 X : [ x 2 — R bir ortalama-kare tiirevlenebilir stokastik siire¢ olsun.
Bu takdirde X in C(-) modiiliine gore giiglii konveks olmasi igin gerek yeter sart birinci

tiurevin giiglii artan olmasidir. Yani u < v olacak sekilde her u,v € [ i¢in

’ /

X (v,-) = X (u,-) >22C()(v —u) (3.4.8)

esitsizliginin saglamasidir [11].

ispat. C'(+) modiiliine gore giiclii konveks stokastik siireclerin gosterimine gore her t € 1
igin X (¢,-) = H(t,-) + C(-)t* olacak sekilde bir H : I x  — R konveks stokastik siireci
mevcuttur. H konveks ve oratalama-kare diferansiyellenebilir oldugundan Lemma 3.4.4’

e gore H’ 1n birinci tiirevi azalmayandir. u < v olacak gekilde her u,v € I i¢in

H (u,)) < H (v,") (3.4.9)

elde ederiz. Her t € I i¢cin X (¢,-) = H(t,-) + C(-)t* nin birinci ortalama-kare tiirevinin
X'(t,-) = H'(t,-) +20()t (3.4.10)

ye esit oldugu kolayca gosterilebilir. (3.4.10)” dan u,v € [ igin

X (v,s) = H(v,-)+2C()v (3.4.11)

elde edilir. (3.4.9) ve (3.4.11)” den

X'(u,-) —2C()u < X' (v,-) —2C()v
elde edilir. Bu da (3.4.8)" in gegerli oldugunu ifade eder. Simdi (3.4.8)” in gegerli oldugunu
farz edelim. Her t € [ i¢in

/

H'(t,) = X(t,-) —2C()t

alalim. Tammdan H siireci ortalama-kare diferansiyellenebilirdir. (3.4.8)" den u < v
olacak sekildeki keyfi u,v € I i¢in H'(u,-) < H'(v,-) elde edilir. Lemma 3.4.4" den H

konveks stokastik siiregtir. Jimdi Lemma 3.4.1’den

nin C(-) modiilene gore gii¢lii konveks stokastik siire¢ oldugunu goriiriiz. Bu da ispat
tamamlar. Son olarak ikinci tiirevi kullanarak giiclii konveks stokastik siireclerin bazi

karaterizasyonlarini verelim.
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Lemma 3.4.5 X : I x ) — R iki kez ortalama-kare diferansiyellenebilir stokastik siireg
olsun. X’ in I’ da konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ € I icin X' (¢,-) > 0

olmasidir [11].

ispat. Ilk olarak X : I x Q — R konveks oldugunu varsayalim. Lemma 3.4.4’ den X' (t,-)
birinci ortalama-kare tiirevi I araliginda azalmayandir. ¢, < t olacak sekilde ¢,y € [

alalim. Birinci tiirevin monotonlougundan

X/<t7 ) — Xl(t()? ) >0
t—1to -

elde edilir. t < tg olmasi durumunda ise

Xl(t07 ) — X/(t7 ) >0
to —t =

elde edilir. Ortalama-kare limite gecerek X" (to,-) > 0 elde edilir.
Simdi her ¢ € I icin X" (¢,-) > 0 olsun. t, € I° sabitleyelim ve to < ¢ olacak sekilde t € T

alalm. Iki kez ortalama-kare integrali hesaplayarak
0</ X" (s,)ds = X'(t,) — X (to, )

0 < /tt[x’(s,.>—x’(t0,.)]ds _ ds—/ X'
° — X{t,1) — X(to, ) ><t—to>

esitsizligi elde edilir. ¢t < ¢y olmasi durumunda

0< /to X"(s,)ds = X (to,") — X (t,-)

ve

to
0 < / X (to,) — X' (s, )]ds = / X' (to, -)ds —/ X'(s,)ds
t
= — X(to,-) + X (to, ) (to — 1)
esitsizligi elde edilir. Boylece X’ in herhangi bir to € I° sayisi icin

X(t,-) = X(to,-) + X (to, ) (t — to)

formunda destege sahip oldugu gortliir. Lemma 3.4.3” den X konvekstir.

Lemma 3.4.5 ve Lemma 3.4.1’in sonucu olarak agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.4.9 X : I x Q — R iki kez ortalama-kare diferansiyellenebilir bir stokastik
stire¢ olsun. X’in I da C(-) modiiliine gore giiglii konveks stokastik siire¢ olmasi i¢in gerek

ve yeter sart ¢ € [ icin X' (¢,-) > 2C(-) olmasidir [11].
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3.4.1 Giglii Konveks Stokastik Siirecler i¢cin Jensen Esitsizlikleri

Bu kisimda giiclii Jensen-konveks stokastik stire¢ icin Jensen-tipi esitsizliklerin benz-
erlerini ve gliclii konveks stokastik stiregler i¢in Jensen integral esitsizliginin bir benzerini

sunacagiz. Bunun i¢in iki onemli lemmay1 hatirlayalim.

Lemma 3.4.6 Bir X : I x Q — R stokastik siirecinin C'(-) modiiliine gore giiglii Jensen-
konveks stokastik siireg olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y (¢, -) := X (¢,-) — C(-)¢?* ile tammh

Y : I x  — R stokastik siirecinin Jensen-konveks olmasidir [12].

Lemma 3.4.7 I bir agik aralik olsun. Eger X : I x 2 — R bir Jensen-konveks stokastik

siire¢ ise her n € N ve her t1,...,t, € I i¢in

X(% it > < %ilxm, ) (3.4.12)

esitsizligi gecerlidir [12].

Simdi gii¢lii Jensen-konveks stokastik siirecler i¢in bir Jensen tipi esitsizlik verilecektir.

Teorem 3.4.10 [ bir agik aralk olsun. Eger X : I x @ — R stokastik siireci C(+)
modiiliine gore giicli Jensen-konveks stokastik stire¢ ise bu takdirde her n € N ve her

ti,...,t, € I icin
1 n 1 n C() n 1 n 2

X2t ) <= X(,)——2 == t 4.1

(Fae) = i v =25 (- 2e) 3419

esitsizligi gecerlidir [12].

Ispat. n € Nvety,...,t, € [ alahm. X, C(-) modiiliine gore giiclii Jensen-konveks bir
stokastik siire¢ oldugundan Lemma 3.4.6" dan X (t,-) = Y (¢,-) + C(-)t? olacak sekilde bir
Y : I x Q — R stokastik siireci vardir. Y siireci (3.4.12) esitsizligini saglar. Bu da

1 & 1 &

oldugu anlamma gelir. Y (¢,-) = X(¢,-) — C(-)t* ifadesi yukarndaki esitsizlikte yerine

konulursa

SRS

X(%it) —C(~)<%iti>2 <

=1

(X - cOn)
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ve dolayisiyla

¥(F30) S 3w —co [1 - G on]

i=1

N J/

A
elde edilir. Notasyonu sadelestirmek icin sadece A ifadesini dontistiirelim. Ayrica s :=

1 n
— g t; alalim. Bu takdirde
n

i=1

A:%Zt?— (%Zt) :%Zt?—(s)Qz%Z(ti—sts)z—(s)Q

=1

- %Z {(ti—s)2+2(z€i—8)5+(3)2} —(5)* = %i(ti—S)QJr?%S [i(ti—s)] +% i(S)Q_(‘g)?

=1 =1 =1 =1
_ 9 i(t- _ 2oty it —ns |+ n(s)?— (s)2 = i(t. sy
n =1 Z n =1 ‘ @ n =1 z
= - 0 -

0
yazilabilir. Sonug olarak

esitsizligi elde edilir.

Simdi yukaridaki teoremi keyfi rasyonel katsayili konveks kombinasyona genisletelim.

Teorem 3.4.11 [ bir acik aralik olsun. Eger X : I x 2 — R siireci C'(-) modiiliine gore
gliclii Jensen-konveks stokastik bir siirec ise her ¢y,...,t, € I ve g1 + ...+ q, = 1 olacak

sekildeki her qq,...,¢, € QN (0,1) i¢in agsagidaki esitsizlik gegerlidir [12].

X(gqiti, ) < g X (t;,-) —C(") g qi (ti — gqiti)2 (3.4.14)

ispat. t1,...,t, € I keyfi olsun ve ¢; + ...+ ¢, = 1 olmak iizere ¢, = ];—11»---7% = ];_: €
QN (0,1) olsun. Genelligi kaybetmeksizin l; = ... = [,, = [ oldugunu farz edebiliriz. Bu
takdirde k1++kn = [ dir. U1 = ... = U, = t17 U1 = ... = Uk, = tg, ey
Upl = ... = Upg, =: t, alalim. Bu takdirde
n 1 k;
ZQiti = 722“23
=1 i=1 j=1
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dir. Teorem 3.4.10° dan

(Em) -

IN
~| =
2
<
|
N‘Q
S
M-
/N
&
<
|
o~ =
3
kol
—_
&
<
N——
N

dir. Yukaridaki teoreme gore agsagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.4.3 [ bir acik aralik olsun. Bir X : I xQ — R stokastik siirecinin C'(-) modiiliine

gore giiclii Jensen-konveks stokastik siire¢ olmasi icin gerek ve yeter sart her u,v € I ve

g€ Qn(0,1) igin
X(qu+(1=qv,) <gX(u,-) + (1 =) X (v,-) = C()a(l — g)(u —v)° (3.4.15)
esitsizliginin saglanmasidir [12].

Simdi giiclii konveks stokastik siirecler icin Jensen integral esitsizliginin bir benzerini

ispatlayalim.

la,b] C R, A Lebesque 6lgiilebilir kiimlerin bir sigma cebiri ve p = ﬁ)\ bir olasilik
olciistt (p([a,b]) = 1) olmak iizere ([a,b], A, n) bir olasilik 6lgii uzay: olsun. Lebesgue

olctisiinii A ile gosterelim.

Teorem 3.4.12 X : I x Q) — R, C(-) modiiliine gore bir giiglii konveks stokastik siireg ,
¢ : [a,b] — I fonksiyonu p Olgiisiine gore karesi integrallenebilir bir fonsksiyon olsun. Bu

takdirde m = ff o(t)du olmak iizere

X(m.) < / X((8), )y — C() / (o (t) — m)?dy (3.4.16)

esitsizligi gecerlidir [12].

ispat. X giiclii konveks oldugu icin ayni zamanda konvekstir. Sonug 3.4.1" den ty € I°
noktasinda X’ i destekleyen bir H(t,-) = C(-)(t — t0)? + A(-)(t — to) + X (fo,-) stokastik

siireci vardir. Bu her ¢, € I° icin

X(p(t),1) 2 CO)e(t) —to)* + AL ) p(t) — to) + X (to, ) (3.4.17)

39



egitsizliginin saglandigi anlamina gelir. Burada A : 0 — R bir rastgele degigkendir.

Ortalama-deger teoreminden m = fab e(t)dp € I dir. (3.4.17) esitsizligini m igin yazarsak
X(p(t),1) 2 CO)e(t) —m)?* + A()(p(t) —m) + X (m, )

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin p Olgiisiine gore integrali alinirsa

b b b b
/ X(o(t), Jdu > () / () — m)?dp + A(") / (o () — m)dyi + X(m.) / du
b b b
- o) / (o(t) — m)du+ AQ) / o)yt —m / ]
b
+X(m,-)/ du

b
= C() [ (ol0) ~ m)dp -+ AC) [ — gl ] + X, B

elde edilir. p olasilik 6lcgiistine gore

/ X((t), ) > O) / (o(8) — m)du + X(m, )

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

3.4.2 Gicli Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard ve Fejer
Esitsizlikleri

Bu kisimda giiclii konveks stokastik siirecler icin iyi bilinen Fejer ve Hermite-Hadamard
esitsizliklerinin benzerlerini verilecektir. Rastgele olmayan durumda bu gergekler [1] ve

[35] 7 da verilmigtir.

Her ¢ty € I i¢in
lim E[(X(t) — X (to)]") =0

t—to
saglaniyorsa X : I x Q) — R stokastik siirecine [a, b] araliginda ortalama-kare siireklidir de-
nildigini hatirlatalim. Bu kisimda ortalama-kare integral kavramim kullanacagiz. Oncelikle
asagidaki teknik lemmay1 verelim. Ortalama-kare integralin temel oOzelliklerinden ko-

laylikla gosterilebileceginden ispati burada vermeyecegiz.

Lemma 3.4.8 G : [ x Q — R, stokastik siireci tiim ¢ € [a,b] i¢cin G(a+b—t) = G(t) ve



olacak sekilde bir ortalama-kare integrallenebilir siire¢ olsun. Burada J : {2 — R bir birim

rastgele degiskendir. Bu takdirde

/b (Gt Yt = ° 70 (3.4.18)

dir [12].
Giigli konveks stokastik siiregler icin Fejer esitsizliginin bir benzeri i¢in agagidaki teoremi
verelim.

Teorem 3.4.13 X : [a,b] x 2 — R stokastik siireci [a, b] araliginda ortalama-kare siirekli
olan C(-) modiiliine gore bir giiglii konveks stokastik siireg olsun. G : [a,b] X Q@ — R,

ortalama-kare integrallenebilir bir stokatik siire¢ olsun 6yleki her ¢ € [a, b] igin

Gla+b—t,-)=G(t,-)

/bG(t, St = ()

olsun. Burada J : €2 — R birim rastgele degiskendir. Bu takdirde asagidaki esitsizlik

ve

saglanir [12].

X(a;b,) +C(-)[/abt2G(t,-)dt— (a+b) } / X(t Nt <

X(a,-) + X(b,- 2+ b2 ’
(a, ); (b,) —C(-)[a ; —/ t%?(t,-)dt} (3.4.19)
. b
Ispat. (3.4.19)" un sol tarafimi ispatlamak i¢in s = a—2|— ve s’ de X’ i destekleyen

H(t,)=C()(t—s)*+ A(-)(t — s) + X(s,-) formunda bir siireci gozoniine alalim (Sonug

3.4.1” e bakilabilir). Ortalama-kare integralin temel 6zelliklerinden

/abX(t,-)G(t,-)dt > /abH(t, )Gt

- o(-)/bt2e(t,-)dt+(-20(-)3+A<-))/bt0(t,-)dt

b
+(C(-)32—A(-)5+X(s,-))/ G(t,-)dt
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egitsizligi elde edilir. Lemma 3.4.8, ortalama-kare integralin temel 6zellikleri ve G hakkinda-

ki varsayimdan

/bX(t,~)G(t,«)dt > C(.)/bﬁc;(t,-)dt—C(-)52+X<s,.)

- X(a;b,-) +C(-)[/abt20(t,-)dt— (a;b)z}

-1 n t—a
a

b—a b—a

kombinasyonu igin (3.4.1) esitsizligini kullanalim. X’ in gii¢lii konveksligi ve ortalama-

esitsizligi yazilabilir. (3.4.19)" un sag tarafim ispatlamak igin ¢ = b konveks

kare integralin temel ozelliginden

b—t t—a

/bX(t,-)G(t,-)dt = /bX(b_aa+b_ab,-)G(t,-)dt

< [+ =0 - oD
G(t,-)dt
- /b [bX(a, .Z:ZX(b,.) L X, '()):f(a’.)t—c(-)((a—i—b)t

—ab — tQ)} G(t,-)dt
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak

b bX(a,-) —aX(b,-) X(b,-)—X(a,-) a+b
/aX(t,~)G(t,-)dt < ) y X)X ad

—C(+) {@ —ab — /ab G, -)dt]

_ Xl -)—;X URB [“2;b2 - / bﬂG(t-)dt}

yazilabilir.

Eger (3.4.19) esitsizliginde C(-) = 0 alirsak bu takdirde konveks stokastik siiregler i¢in
Fejer esitsizligi elde edilir.

X(“ ‘2F b ) < /abX(t, VG(t,)dt < X(a,) ;L X(b,) (3.4.20)

X(t,-) = t*J(-) siireci igin (3.4.20) esitsizligini kullanarak

2 b 2 2
(a;b) g/ 2G(t, Yt < 2 ;b
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elde edilir. Yukaridaki esitsizlikten, esitsizlik (3.4.19)" daki

/athG(t, dt — (a ; b)2

2 2 b
@t —/ G (t,-)dt

ve

2

terimleri negatif olamaz. Sonug olarak (3.4.19) esitsizligi (3.4.20) egitsizliginden daha

guiclidiir. Ayrica (3.4.19) Fejer esitsizliginin Teorem 3.4.6’da ispatlanan Hermite-Hadamard

esitsizliginin genel durumu olduguna dikkat edelim. Gergekten G(t,-) = Uiu igin (3.4.19)

esitsizligi agagidaki formda yazilabilir.

X(“§”~>+C<~>“’z“ -U_u/ x

Asagidaki sonug giiclii konveks stokastik siirecler icin Hermite-Hadamard esitsizliginin

(3.4.21)

tersininde saglandigini gosterir.

Teorem 3.4.14 X : [ x 2 — R stokastik siireci I araliginda ortalama-kare stirekli bir
stire¢ olsun ve X siireci (3.4.21) esitsizliginin sag ve sol tarafin1 saglasim. Bu takdirde X

giiclii konvekstir [12].

Ispat. Ilk olarak (3.4.21) esitsizliginin sol tarafinin saglanmasi durumda teoremi ispatlay-
acagiz. Y : I xQ — R stokastik stirecini Y (¢,-) = X (¢, -) —C(-)#? ile tanimlayalim. Burada
C:Q — R, (3.4.21) esitsizliginde bulunan rastgele degiskendir. (3.4.21) esitsizliginin sol
tarafi igin X (¢,-) = Y (¢,-) + C(-)t?) ifadesini yerine yazarsak

Y(“ ; Y, ) +C() (“ ; “)2 Lol 12“)2 < 1 / (Y(t,) + C()2)dt (3.4.22)

v—1Uu

elde edilir. Ortalama-kare integralin temel 6zelliginden

) ) ; 3_ .3
Y(u—i—v?.)%_C(.)élu + duv + 4v < 1 /Y(t,-)dt+C’(~) 1L v 3“ (3.4.23)

2 12 T v—u v —u

2 2
elde edilir. (3.4.23) esitsizliginin her iki tarafindan C ()w terimi gikartilirsa

U+ 1 v
Y )< Y (t, )dt
() = [ v

elde edilir. Bu ise Y’ nin konveks stokastik siirecler i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin

sol tafindaki egitsizligi sagladigi anlamina gelir. Teorem 3.2.2” den Y konvekstir. Lemma
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3.4.1" den X stokastik siireci C'(-) modiiliine gore giiglii konvekstir. Simdi (3.4.21) esitsizli-
ginin sag tarafi saglansin. Daha once belirtildigi gibi YV : I x 2 — R stokastik siirecini
Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t? ile tamimlayalim. Burada C': Q — R (3.4.21) esitsizliginde bu-
lunan rastgele degigkendir. (3.4.21) esitsizliginin sag tarafi i¢in X (¢,) = Y (¢,-) + C(-)t?

ifadesini yerine yazildiginda

1

v—1Uu

/v (Y(t,) +C()t*)dt < Y(“");Y(”") u? + v? L(u—v)?

elde edilir. Ortalama-kare integralin temel 6zelliginden

(3.4.24)

1

v—1Uu

v 1 v —u®  Y(u,-)+Y(v,- 2u? + 2uv + 202
/Y(t,-)dt+0(-)v_u < ( )2 ) 4 e ;

(3.4.25)
u? + uv + v?
3

v i u /U Y(t,-)dt < Yiw,) ;r Y(v,-)

elde edilir. Dolayisiyla Y stireci konveks stokastik siiregler icin Hermite-Hadamard esitsizli-

elde edilir. (3.4.25) esitsizliginin her iki tarafindan C(-) terimi gikartilirsa

ginin sag tarafindaki esitsizligi saglar. Teorem 3.2.2” den Y konvekstir. Lemma 3.4.1" den

X stokastik stireci C'(+) modiiliine gore giiclii konvekstir.

3.5 Log-Konveks Stokastik Siiregler icin Hermite-Hadamard Tipi
Esitsizlikler

Son zamanlarda, log-konveks fonksiyonlar hem matematikte hem de matematigin op-
timizasyon teorisi gibi alt dallarinda ¢ok ilgi gormektedir. f : I C R — [0,00) reel
sayilarin I arahiginda tanimli bir log-konveks fonksiyon ve a < b olsun. Asagidaki egitsizlik

litaratiirde log-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir.

f(a;rb) < exp [ﬁ /ablnf(a:)da:} < VF@)f0) (3.5.1)

f konkav ise esitsizliklerin tersi gegerlidir [44].

Ayrica [39]” da Drogomir ve Mond log-konveks fonksiyonlar igin agagidaki Hermite-
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Hadamard tipindeki esitsizligin gecerli oldugunu 1spatlamiglardir:

f("’;b) < exp {ﬁ/ﬂblnf(t)dt] (3.5.2)

< bia/abG(f(t)—i-fa—l-b—t)dt
< bia/af(t)dt
< L(f(a),f (b))

Log-konveks fonksiyonlar ve onlarin gesitli 6zellileriyle ilgili daha fazla bilgi [23, 33, 38,

41] galigmalarinda bulunabilir.

Tanim 3.5.1 Eger X (t,w) stokastik siireci S = R? de degerler aliyorsa vektor degerli

stokastik siireg olarak tammlanir [32].

Tanim 3.5.2 Eger T' C R kesikli bir kiime ise bu takdirde X (¢, w) siireci kesikli zamanh
bir stokastik stire¢ olarak adlandirihr. Eger T araligt R™ veya R’da bir araliksa X (¢, w)
siireci siirekli zamanli bir stokastik siire¢ olarak adlandirilir. Herhangi bir w € € sabiti
icin X (¢, w), t nin bir fonksiyonu olarakta goriilebilir. Buna stokastik siire¢in 6rneklem

fonksiyonu da denir. Vektor degerli bir stire¢ oldugunda ise ona orneklem yoriinge veya

R? de bir egri denir [32].

Bu kisimda ilgimizi stirekli zamanh stokastik siirecler iizerine yogunlastiracagiz.

Tanim 3.5.3 (2, A, P) olasilik uzay1 ve T C R bir aralik olsun. Eger her s;t € T' ve
A € 10,1] igin
X As 4 (1=Nt,-) < [X (s, X (@) (3.5.3)

esitsizligi saglaniyorsa X : T x  — [0, oo)stokastik siirecine log—konveks stokastik siireg

ad1 verilir. Bu stokastik siiregler siifi Cj ile gosterilir [32].

Onerme 3.5.1 Eger X : T'xQ — [0,00) stokastik siireci log-konveks stokastik siireg ise
bu takdirde X konveks stokastik siire¢tir. Yani her A € [0,1] igin C; C C dir [32].

Ispat. Ispat, (3.5.3)" den ve asagidaki aritmatik-geometrik ortalama esitsizliginden ko-
layca goriilebilir. Her s,t € T ve X € [0, 1] i¢in

X (s, X (8] SAX (5,) + (1= N X (1) (3.5.4)

45



Onerme 3.5.2 f : T — [0,00) ve X : T x Q — [0,00) siwrasiyla bir fonksiyon ve bir
stokastik siire¢ olsun. f ve X konveks ve f artansa bu takdirde f o X konvekstir [32].

ispat. f ve X konveks ve f artan oldugundan, her s,t € T ve X € [0, 1] igin

(foX)(As+(1—N)t,-)

JXAs+ (1 =A)t,0))

FOX (s,:)+ (1 =2 X(t))

Af(X (s,)) + (1= A) F(X(Z,))

= AM[oX) (s, )+ (1= (foX) (X))

IN

IN

yazilabilir.

X :TxQ—R,Tx aralig iizerinde tanimh bir stokastik stire¢ ve u,v € T, u < v

olmak tlizere

X(“;”’,.) < Uiu/uUX(t,-)dtg X(“");X(“") (3.5.5)

Hermite-Hadamard esitsizligini hatirlayalim.

Yukaridaki egitsizligi X : T x Q — (0, 00) log—konveks stokastik siirecine uygularsak

In {X (u;r” )] <- i - /u I [X (¢, at < LX) ;Fln XI55

veya buna denk olarak

X (“;“) < exp [Uiu/ I [X (,-)] dt} < VX (@)X (0. (3.5.7)

esitsizligi elde edilir. Bu ise log—konveks stokastik siirecler i¢in Hadamard tipi bir esitsizlik-

tir.

Negatif olmayan reel sayilarin aritmatik ortalamasim A(u,v) ile aymi sayilarin ge-

ometrik ortalamasini ise G(u,v) ile gosterelim.

Yukaridaki gosterimleri kullanarak Hadamartin (3.5.5) esitsizligi
1

V—U

X (A(uv U)v ) <

/ ACX(8) + X (ut v —t,))dt < AKX (u,) + X (0,))
seklinde yazilabilir. Bu

/:X(t,-)dt:/:X(uw—t,-)dt
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alinarak kolayca goriilebilir.

Simdi ise log-konveks stokastik stirecler ve geometrik ortalama i¢in benzer sonuglari

kanitlayacagiz.

Teorem 3.5.1 X : T'x Q — [0,00), T x Q iizerinde tammh bir log—konveks stokastik

stireg ve u,v € T, u < v olsun. Bu takdirde asagidaki egitsizlik saglanir [32].

1

V—Uu

X (A(U,U), ) <

/U GIX (6,), X (utv—t,)dt < GX (u,),X (v,-) (3.58)

Ispat. X log-konveks oldugundan her A € [0, 1] igin
X A+ (1= A)w,-) < [X (u, ) [X (0,)]
X (1= Nu+Xv,-) < [X ()] X (0,)]

esitsizlikleri yazilabilir.

Yukaridaki esitsizlikleri carpar ve karekoklerini alinirsa;
GX A+ (1=Nv, ), X(1=XNu+Iv,-)) <G(X (u,-),X (v,))
elde edilir. [0, 1] araliginda A tizerinden integral aldigimizda
/01 GX A+ (1=XNv, ), X(1=XNu+ v,-))d\ <G(X (u,-), X (v,))

oldugu goriiliir.

Eger A € [0, 1] olmak {izere ¢t := Au + (1 — A\)v degigken degigimi yapilirsa

/1 GX A+ (1=XNv, ), X (1 =XNu+ Av,-))dA

_ 1 /y(;(X(t7.)7X(u—|—v—t,~))dt

V—Uu

elde edilir ve boylece (3.5.8) deki ikinci esitsizlik ispatlanmig olur.
Simdi (3.5.3)” de A = 1 almrsa her u,v € T igin

X (3‘2”,-) <G(X(s,), X (t,)

oldugu goriiliir.

Eger her A € [0,1] igin s := Au+ (1 — A\)v, ¢ := (1 — X)u + Av segilirse

X (“ ; Y ) <GX Ot (1= Mo, ), X (1= Nu+ Ao, ) (3.5.9)

esitsizligini elde ederiz. Bu egitsizligin [0, 1] araliginda X ya gore integralini alirsak (3.5.8)’

deki birinci esitsizlik ispatlanmig olur.
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Sonug 3.5.1 Yukaridaki varsayimlara ilaveten u > 0 ve X siireci T x  araliginda

azalmayan olsun. Bu takdirde agagidaki esitsizlik gegerlidir [32].
1

Vv—Uu

X (G(u,v),") < / GIX(4,), X (utv—t,)dt <GX (u,),X (v,-) (3.5.10)

Asagidaki sonug¢ konveks stokastik siirecler icin bagka bir Hadamard tipi esitsizlik

sunmaktadir.

Sonug 3.5.2 X : T'x Q — [0,00), T x Q araliginda bir konveks stokastik siireg u,v € T

ve u < v olsun. Bu takdirde

X(u;”’,) < ln[ ! /uvexp[X(t,-)+X(u+v—t,-)]dt

: (3.5.11)
X (u,) + X (v,+)
2

IA

esitsizligi saglanir [32].

Ispat. ¢: T — (0,00), g(t) = exp(X(t, -)) fonksiyonunu tammlayalim. Agkca gorildigii
tizere bu fonksiyon 7' araliginda log-konvekstir. Simdi Teorem 3.5.1 uygulanirsa

eXpX(u—gv,-) < ! /U Vexp X (t, )X (u+v —t,-)dt < v/exp X (u, )X (v, ),

Vv—Uu

elde edilir, ki bu (3.5.11)" i ifade etmektedir.

Asagidaki teorem log-konveks stokastik stirecler i¢in ayrica saglanir.

Teorem 3.5.2 X : T x Q — (0,00) siireci T' x Q arahginda bir log-konveks stokastik

siire¢ ve u,v € T' i¢in u < v olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlik saglanir.

X(u+v")
2

IN

/u "X (1) dt} (3.5.12)

exp{
v — U
1

2)_u/UG(X(IZ-),X(qu—zf,-))dt

Uiu/vX(t,-)dt
< L(X(u,-), X (v,")),

IN

IN

Burada eger p # ¢ ise L (p,q) := —2=— ve L(p,p) := p dir [32].

" Ilnp-Ing

Ispat. (3.5.12) deki ilk esitsizlik daha 6nce ispatlanmsti. Simdi her ¢ € [u, v] icin

GX(t, )+ X(u+v—t,)=exp[nG (X (t,") + X (utv—t,-))]
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin [u,v] araliginda integralini alarak ve exp(-) konveks

eslestirmesi i¢in iyi bilinen Jensen integral esitsizligini kullanarak

Uiu/qu(X(t,-)+X(u+v—t,~))dt (3.5.13)
_ Uiu/uvexp[ln(G(X(t,-)—|—X(u+v—t,-)))]dt
> exp _Uiu/uvln(G(X(t,-)+X(u+v—t,-)))dt]
- Uiu/u”lnX(t,-)—l—ln;((uij—t,-)dt}
e[ [nxea]

esitsizligi elde edilir. Acikca goriillmektedir ki

/1nX(t,-)dt:/ In X (u+v—t,-)dt.

dir. Aritmatik ortalama-geometrik ortalama esitsizliginden

Xt )+Xu+v—t,-)

G(X (), Xut+v—1t-))< 5

b€ [u,v]

esitsizligi yazilabilir. Buradan integral alinarak

/G X (u+v—t, ))dt<v_u/ X (t,-)dt

elde edilir ve boylece (3.5.12) * deki {iglincii esitsizlik ispatlanmig olur.

V—Uu

Son egitsizligi ispatlamak icin X'’in log-konveksligini kullanarak, her u,v € T i¢in
XOu+1=XNwv,) <[X (u,)][X (v, )] (3.5.14)

oldugunu gozoniine alalim.

(3.5.14) de [0, 1] arahginda A ya gore integral alinirsa

/01X<)\u+(1_/\)v7)d)\S/01 [X(u,-)]/\[XO),')]l_)\d)\‘

elde edilir. Buradan da
1 1 v
/X(/\u+(1—)\)v,~)d)\: /X(t
0 v—=uJ,

/O X (s ) (X (0, )] AN = L[X (u,), X (0,)],

oldugu i¢in teorem ispatlanmig olur.

ve
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Sonug 3.5.3 X : T'x Q — R, T x § tizerinde bir konveks stokastik siire¢ ve u,v € T

icin v < v olsun. Bu durumda

exp {X (“;”)} < exp L}iu/ X (t } (3.5.15)

/ueXp[ )+ X (utv—t, )]dt
1

2
[ e a
< E(X(u,-),X (v,-),

IN

V—Uu

IN

esitsizligi saglanir. Burada E iistel ortalamadir, bagka bir ifadeyle

eXpp —expgq

p # qicin E(p,q) :=
p—q

ve E(p,p) = p.
dur [32].

Hatirlatma 3.5.1

exp(viu/uvln[X(t,-)]dt) < U_u/ GX (1), X (utv—t,-)dt

< /X(t
v—uf,

esitsizliginin her bir kesin pozitif ve integrallenebilir X : I x €2 — R stokastik stireci i¢in

saglandigini ve

’ I X(t)+X .
exp[ /lnX(t,-)dt} < /exp( (t, )+ X (u+w ’))dt
UV—=1UJy v—uJ, 2
1 v
/ exp X (t,-)dt
v—u J,
esitsizliginin [u, v]” de integrallenebilir her X : T'x ) — R stokastik siireci igin saglandigini

belirtelim [32].

Yukaridaki egitsizlikleri goz 6ntinde bulundurursak [u, v] de integrallenebilir her X : T x

Q) — (0, 00) stokastik siireci i¢in agagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

exp(viu/uvlnX(t,-)dt) < ! /UG(X(t,-),X(u+v—t,-))dt

VvV—Uu

= U—u/X
< mL_u/ exp A (X (), X (ut v —1t,-))| dt
<

1 v
In [ / exp X (t,-) dt}
v—u J,
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3.6 Giiclii log-konveks stokastik suirecler icin Hermite-Hadamard
tipi esitsizlikler

Teorem 3.6.1 X : T x Q — (0,00) bir log-konveks stokastik siire¢ ve u,v € T, u < v

olsun. Bu takdirde agagidaki esitsizlik saglanir:

X(u+v")
2

exp [U — / In [X (t,-)] dt} (3.6.1)
1

U_u/vG(X(t,-),X(u—Fv—t,-))dt

Uiu/vX(t,.)dt
< L(X(u,)),X(v,-)),

IN

IN

Burada L (p,q), p ve g sayilarinin logaritmik ortalamasidir. Yani L(p,p) = p ve p # q
ise
p—4q
Lipq) =29
(pq) np Ing
dir [31].

Tanim 3.6.1 (€2, A, P) bir olasilik uzay1 ve 7' C R bir aralik olsun. Eger her u,v € T
ve A € (0,1) igin

XOu+1=XNov,) <[X (u, )] [X (0,)]7 = e = N)(v —u)? (3.6.2)

esitsizligi saglanmirsa X : T x Q — [0, 00) stokastik siirecine ¢ > 0 modiiliine gore giiclii

log-konvekstir denir [31].

Teorem 3.6.2 Eger X : T x Q — (0,00) stokastik siireci ¢ > 0 modiiliine gore giiclii

log—konveks ve T x () integrallenebilir ise her u,v € I ve u < v icin

X(“;“,-)juc(“_“)2 (3.6.3)

1

V—Uu

Uiu/UX(t,~)dt
L(X(u,-),X(v,)) —¢

IN

/UG(X(t,~),X(u+v—t,-))dt

IN

(v =)

6
(v —u)
6

IN

IN

AX(u,-), X(v,+)) — ¢

esitsizligi saglamr [31].
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Ispat. (3.6.2) ve aritmatik-geometrik ortalama tanmundan

X(as+(1—a)z,-)

IN

(X (5, )] [X (2,)]" = ca(l — a)(z — 5)? (3.6.4)
< aX(s,))+(1—a)X(z,-)—ca(l —a)z—s)?

esitsizligi yazlabilir. (3.6.4) esitsizliginde o = 1 almirsa
AV
X(S;Z,-) < \/X(s,-)X(z,-)—c(z 45) (3.6.5)
. . _— 2
L X)X (-9
- 2 4
yani s = Au+ (1 — N v, 2= (1 — A)u+ v, olmak tizere
U+ v
X ( 5 ,-) < VXMuFT =N, )X ((1=Nu+ o, ) (3.6.6)
(v —u)?(1 —2))?
—c ]
b, XAu+1=Nov,)+X (1 —=Nu+ Av,-) _C(v—u)2(1 —2))?

2
esitsizligi elde edilir. (3.6.6) esitsizliginden (0,1) aralhig iizerinde A ya gore integral
alinirsa ve

/1X(/\u+(1—>\)v,-)d)\:/1X((1—)\)u+>\v,-)d>\

oldugu dikkate alinirsa

1 v —u)?
X ("“2“”) < v_u/ G(X(t,-),X(u+v—t,-))dt—cu (3.6.7)
1 v (v —u)?
< AX(t,), X —t,- — .
< A Xaro-td- U
esitsizligi yazilir. Dolayisiyla
(T (v —u)?
X . .6.
( 5 ) +c 17 (3.6.8)
1 v
< [y KXo ta
v—u J,
1 v
< X (t,-)dt.
< — [ ¥
dir. X stireci T x 2 iizerinde giicli log—konveks oldugudan s = u ve z = v i¢in
XQu+(1=Nv,) < [X (u )] [X (0] = AL = N (v — u)? (3.6.9)

< AX (u, )+ (1= X)X (v,-) —eA(1 = M) (v —u)?
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esitsizligini yazabiliriz. (0,1) araliginda A ya gore (3.6.9) esitsizliginin integrali alinirsa

Uiu/jx(t,.)dt < X(v,.)/o1 [%Td)\—c(v—uf/ol)@_)\)d/\
< X(u,-)/ol/\d)\—kX(U’.)/Ol(l_A)d)\

(v — u)? /01 AL = \)dA

ve dolayisiyla

Uiu/vX(ta')dt < L(X(u,"),X(v,-)—c

(3.6.10)
< A(X(U, ')7 X(“? )) —

yazilabilir. (3.6.8) ve (3.6.10)’ dan teorem ispatlanir.

Teorem 3.6.3 Eger X : T'x Q — (0,00) siireci ¢ > 0 modiiliine gore giiglii log—konveks

ve T' x () tizerinde integrallenebilir ise her u,v € [ ve u < v igin

v—1Uu

1 /”X(t, JX(u+v—t,-)dt (3.6.11)

X)X (o) + SO

_ 4e(v — u)? ) X N X
In[X (u, — X (v,))]? [A(X (), X(0,-)) + L (X (u, ), X(v,-))]

2 [A(X<u7 ')7 X(Uv ))]2 + [G(X(uv ')7 X(Uv )]2

IN

IN

esitsizligi saglanir [31].

Ispat. X siireci ¢ > 0 modiiliine gore glicli log—konveks stokastik siire¢ oldugundan her

A€ (0,1) i¢in

XM+ (1=XNov,-)

IN

(X (u, )] [X (0, )] = ed(1 = M) (v —u)? (3.6.12)
< AX (u,) + (1 =N X (v,)) — A1 = N)(v —u)?

ve

X((A=Nu+x ) < [Xw)" X)) —edT=N(w-—u)?  (3.6.13)
< (=N X (u,") +AX (v,-) — A1 = M) (v —u)?
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yazilabilir. (3.6.12) egitsizliginin her iki tarafini (3.6.13) ile ¢arparak

X (v (1= N0, ) X (1= N u+ v, (3.6.14)
< X (u,) X (v,2) + N1 = A (0 —u)?

A1 = N)(v —u)? (X (v,) ;EZ H ' X (u,-) [i(( éz ﬂ A)
< A=) (X () + (X (0,)]%) + W+ (1= A)X (u,) X (v,-)

—c(v —u)’ AL = A) [X (u,) + X (v,)] + N (L= A)*(v — w)*
oldugu goriiliir. (3.6.14) esitsizliginin (0, 1) arahiginda A ya gore integral alinira

/1X Mot (1= Mo, X (1= N u+ A, ) d (3.6.15)

(VAN
\
><

YdX\ + (v —u)! /1 M1 — N\)%dA
) A
a3l
(v, )

—e(v — u)?X (u,-) /1 A1 =)\ {X o _)de

0

—c(v — u)2X (v, ) /01/\(1 _ N K(u
X

IN

(1 (u, )2 + [X (v,-)]Q)/O A1 — )\)d)\+X(u,-)X(v,-)/0 224 (1— \)2d
Ce(w = [X (1) + X (v, )] /0 AL = N + Ao — u)4/0 (1= \)2d

elde edilir. [; ve I integralleri i¢in kismi integrasyon uygulanarak

L = /Olm—A) [X<u’:>]>\d)\ (3.6.16)

B 1 X (u,)]" 1 ! X (u,)]"
RN ) beon] T [%:;]/o -2 [ o
1 B 1 X (u,") | 2 LIX (u, )]
w[Ee] [(1 e b , [%]/0 e dA]
1 X(w)+X ()  2X(u)-2X(v)

L = /1/\(1—)\) |:§§EZ;:|/\CZ)\ (3.6.17)
_ 1 X (u, )+ X (v,-) 2X (v,) —2X (u,-)
X (u, ) [InX (u,) —InX (v,)]> X (u,-) —InX (v,)



oldugu goriiliir. Boylece

(X (u, ) + [X (v, )]) /0 A1 = N)dA+ X (u,+) X (v, -)/0 A+ (1 - X)73.6.18)

dX\ — c(v —u)? [X (u,-) + X (v, )] / A1 = N)dA + A (v —u) /01 M1 — N)%dA

[X (u> )]2 + [X (Ua )]2 + 2X (U’ ) X (Uv )

6 3
v =) [X (u, )+ X (v,)] | Flo—u)!
6 30
_2[AX (u, ), X (0, )] + [G(X (u, ), X (v, )]
3
cAX (u,-), X(v, ) (v—u)? Av—u)
3 30

esitligi yazilabilir. (3.6.16), (3.6.17) ve (3.6.18) yerine yazilir ve t := Au+ (1 — \)v, A €
(0,1) degisken degigimi yazpilirsa (3.6.11)” daki istenilen esitsizlik elde edilir. Boylece

teorem ispatlanmis olur.

3.7 Birinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-
Hadamard Tipi Esitsizlikler

Bu kisim boyunca I C R bir aralik olsun. Simdi birinci anlamda s—konveks fonksiy-
onlar igin Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerle ilgili Dargomir ve Fitzpatrick [39] tarafindan

kanitlanmig baz teoremleri verelim.

Teorem 3.7.1 f € K! olsun. Bu takdirde u,v € I, o, 8 > 0 ve o® + ° < 1 igin
flau+ pv) < a’f (u) + B°f (v) esitsizligi saglanmasi igin gerek ve yeter gsart f(0) < 0
olmasidir [39] .

Teorem 3.7.2 0 < 51 < s < 1 olsun. Eger K € K} ve f(0) <0ise f € K} dir [39] .

Teorem 3.7.3 f: I — R, s € (0,1) igin birinci anlamda s—konveks fonksiyon olsun.

a+0b 1 b
f( o )Sb—a/a f(z)dx.

Teorem 3.7.4 f: I — R, s € (0,1) i¢cin birinci anlamda s—konveks fonksiyon olsun. O
halde

Eger a,b € I ve a < b, ise

esitsizligi gecerlidir [39] .

/Olf <ta—|— (1 —ﬁ)%b) U (1) dt < M
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esitsizligi gegerlidir. Burada W (¢) := 1 [1 +(1— ts)%’lts_l} ,t€0,1] dir [39] .

Teorem 3.7.5 f:1 — R s € (0,1) igin birinci anlamda s—konveks fonksiyon olsun. O

halde
a+b Yofa+b ol
f(gi—l) < /Of( o1 )[t+(1—t)s}dt (3.7.1)

< /1f(m+(1_t8)ib)w(t)dt

esitsizligi gecerlidir. Burada W (t) := 1 [1 (1 ts)%*lts—l} ,t e [0,1] dir [39].

Teorem 3.7.6 f:1 — R s € (0,1) igin birinci anlamda s—konveks fonksiyon olsun. O

halde
f (th) < /01f (“;b) (1) @

< /1 f (t%a +(1— tS)%b) dt (3.7.2)
_ F@+f
= 2

esitsizligi gecerlidir [39].

Teorem 3.7.7 f: 1 — R" s € (0,1) igin birinci anlamda s—konveks fonksiyon olsun.

Eger 0 <a < b ve

/Ooa:sz (x) dz

a

integrali sonlu ise

1 b 2s e s+1

b—a/a fx)de < 1i8{[a1—3/a xs=1 f (x) dx (3.7.3)
v [ i ) d

+ /b o1 f (x) x]}

esitsizligi gecerlidir [39].

Teorem 3.7.8 0 < s < 1 olsun. Eger f € K! ise f fonksiyonu (0,00) araliginda
azalmayandir ve lim f(u) < f(0) dur [21] .
u—0

s—konveks fonksiyonlarla ilgili bahsettigimiz sonuglar [42]" de bulunabilir.

Bu kisimda s—konveks fonksiyonlar i¢in yukaridaki ¢aligmalarda verilen kavramlari
s—konveks stokastik siireclere aktaracagiz. Bununla ilgli olarak birinci anlamda s—konveks
stokastik siire¢ tanimini verip bu stirecler i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde

edecegiz.

o6



Tanim 3.7.1 (Birinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siireg) 0 < s < 1 olsun.

Eger her u,v >0 ve o®*+ f° =1 igin
X (au +ﬁvu ) <a’X (u7 ) _'_BSX (,07 )

esitsizligi gecerliyse X : I x €2 — R stokastik siirecine birinci anlamda s—konveks stokastik

siire¢ ad1 verilir. Bu tip stokastik siiregler stmfim C} ile gosterecegiz [49].

Hatirlatma 3.7.1 Kolaylikla goriilmektedir ki s = 1 i¢in birinci anlamda s—konvekslik

Tanim 3.2.1 de verilen stokastik stireclerdeki genel konvekslige indirgenir [49].

¢in birinci anlamda s—kovekslik

NJI»—!

Hatirlatma 3.7.2 Kolayca goriilmektedir ki o = 3 =
9].

Tanim 3.3.1 deki Jensen-konvekslige indirgenir [4

Teorem 3.7.9 0 < s < 1 olsun. Eger X € C! ise X siireci I x Q araliginda azalmayandir
i ) .
ve P %%X (t,) < X (0,-) dir [49].

Ispat. a € [0,1],u > 0 ve s-konveks stokastik siire¢ler yardimiyla

1
s

X ((a% F(1- )y, ) <aX (u)+(1—a)X (u,-) = X(u,).

yazilabilir. h(a) = as + (1 —a)+ fonksiyonu [0, 3] arahigmnda

’ 2

1] arahgmda siirekli , [0
azalan, [%, 1] araliginda artan ve h([0,1]) = [h (%) h(1 )} = [21_2,1} dir. Bu ise her

w>0,te [21—%, 1] icin
X (tu, ) < X(u,") (3.7.4)

oldugunu gosterir. Eger ¢ € [21*§, 1} ise t2 € [21*5, 1} olup (3.7.4) deki esitsizlik her

u > 0 icin saglandigindan her v > 0 icin
egitsizligi elde edilir. Tiimevarimla her u > 0, ¢ € (0, 1] i¢in
X (tu,-) < X(u,-) (3.7.5)
oldugu gosterilebilir. Sonug olarak 0 < u < v alarak ve (3.7.4)"i uygulayarak
U
X(u,-)=X <—U, ) < X(v,+),
v

elde edilir ki bu da X stokastik stirecinin I araliginda azalmayan oldugu anlamina gelir.

Tkinci kisim su sekilde ispatlanabilir. u > 0 ve s-konveks stokastik siirecler yardimyla

X(au> ) =X (au + 607 ) < a’X (u> ) + BSX (07 )
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esitsizligi yazilabilir. u — 07 i¢in egitsizligin her iki tarafinda limit ahnirsa

P — lim X(u,-) = P— lim X(au,-)

u—0t u—0t

< a'P— lim X(u,-) + B°P — lim X(0,-)

u—0t+ u—0t

elde edilir. Buradan da

(1—-a®)P — lim X(u,-) < p°P— lim X(0,-)

u—0t u—0t
oldugu ve dolayisiyla
P — lim X(u,-) < X(0,-).

u—0t

oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.7.10 X € C! olsun. w,v € I, a,8 > 0ve a+ < 1igin X (au+ Bv,-) <
a’X (u,-)+p°X (v, ) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart X (0, -) < 0 olmasidir
[49].

Ispat. u=v =0 ve a = =0 almrsa X (0,-) < 0 oldugu agiktir. u,v € I, a, 3 > 0 ve
0<v=a’+p°<lolsun. a = a’y’% veb = 67*5 alalm. Bu takdirde a®+b° = 0‘74—% =
olup

X (au+ fv,) = X (cwéu + bvév, ) <a’X <7éu, ) +b°X (7@), )

- X <7au+ (1—)%0, ) L bX (viv 4 (1 )50, )
< a*yX (u, ) + 0°vX (v,-) + (1 — ) (a® +0°) X (0, )
= a’vX (u,") + 0°vX (v,-) + (1 — )X (0, )

IN

' X (u,) + B°X (v,),
esitsizligi elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.7.11 0 < s; < 55 < 1 olsun. Eger X € C} ve X (0,-) < 0ise X € C} dur
[49].

Ispat. Farz edelim ki X € C!

S2 )

u,v €I, a,f>0vea® + ° =1 olsun. Bu takdirde
0 < a2+ %2 <ot + 3% =1 ve Teorem 3.7.10 gozoniinde bulundurulursa

X (au+ pv,-) < aX (u,)+ 72X (v,-)
< o X (u,) + B X (v,-)

elde edilir ki bu da X € C’Sl1 olmasi anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi daha sonra kullanacagimiz kullanigh bir 6zelligi sunalim.
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Onerme 3.7.1 X : I x Q2 — R integrallenebilir bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde
1 1
/ X (bt (1= t)o, ) dt — / X (1= t)u+ to, ) dt. (3.7.6)
0 0

esitligi gegerlidir [49].

Ispat. t* = tu+ (1 — t)v, t € [0,1] olsun. Bu takdirde dt* = (u — v) dt olup

1 1 u 1 v
/0 (tu+ (1 —t)v,-) dt u—v/v (t*,-) dt U_u/u (t

elde edilir. Benzer gekilde £* = (1 —t)u+tv,t € [0,1] olsun. Bu takdirde dk* = (u — v) dt

olup

/X (1—thu+tv,-) /X -) dk*
S v—u

elde edilir. Boylece esitsizlik ispatlanmig olur.

Simdi birinci anlamda s-konveks stokastik stirecler i¢in bazi Hermite-Hadamard tipi

esitsizlikleri verecegiz.

Teorem 3.7.12 s € (0,1) igin X : I xQ — R stokastik siireci birinci anlamda s—konveks

olsun. Eger u,v € I ve u < v ise bu takdirde

1 v
X (““’) < / X (t,-) dt (3.7.7)
Qs v—uJ,

esitsizligi gecerlidir [49].

|~

ispat. Eger birinci anlamdaki s—konveks stokastik siireclerin taniminda o = 2%, g =

@ =

2
alinirsa a®*4+(° = 1 ve her a,b € [ igin

X(atb,-) < X(a,~)—2|—X(b,')'

oldugu goriliir. Eger a = tu + (1 — t)v, b = (1 — t)u + tv,t € [0, 1] almirsa

X(u—tv,.) < X (tu+ (1 —t)v, )+ X (1 —t)u +tv,-)
2s )

elde edilir. Ote yandan X, [0,00) araliginda azalmayan oldugundan (0,1) araliginda
integrallenebilirdir. Yukaridaki esitsizlikte ¢’ ye gore integral alimr ve Onerme 3.7.17 deki

esitsizlik gozoniinde bulundurulursa (3.7.7) esitsizligi ispatlannmg olur.
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Teorem 3.7.13 s € (0,1) olmak tizere X : [ x 2 — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Bu takdirde

! 1 X (u,) + X (v,
/ X (tu+(1 —ts)zv,.) (1) dr < 2 )‘; (v,) (3.7.8)
0
esitsizligi gecerlidir. Burada W (¢) := 1 [1 F (1=t e [0, 1] dr [49).

ispat. Eger birinci anlamda s—konveks stokastik stireclerin tammminda o = t, f =
(1—t%), ¢ € [0,1] almirsa her ¢ € [0,1] icin o + 8% = 1 elde edilir ve boylece her ¢ € [0, 1]
icin

X (tu +(1—t%)5, ) <t X(u,) + (1 —°)X (v, )

oldugu goriiliir. Benzer sekilde her ¢ € [0, 1] igin
X ((1 — ) ut to, ) <(1-t)X(u,) + X (0, )

oldugu gosterilebilir. Eger yukaridaki iki esitsizligi taraf tarafa toplarsak her ¢ € [0, 1] i¢in

X (u,+) + X (v,-)
2

1 1 1
5 [X (tu +(1—t)%, ) dt + X ((1 — %)+ to, ) dt] <
elde ederiz. Bu durumda bu esitsizligin [0, 1] araliginda ¢’ ye gore integrali alinirsa

% [/OIX (tu—l— (1— ts)%% ) dt + /OlX ((1 - ts)%ujttv, ) dt} (3.7.9)
_ X))+ X ()
- 2

elde edilir. ¢ € [0,1] i¢in k := (1 — ¢*)+ alahm. Bu durumda t = (1 — k*)% ve dt =
—(1—k*)" ks 1dk, k € (0,1] olacagindan

/1X((1_t5)iu+w,-)dt - —/OX(ku+(1—k5)

1
- / X (k;u +(1— k), ) (1— k%) "k 1dk
0

0 =

v, ) (1— k*)s ks tdk

1
= /X(tu+(1—t3)iu,.> (1— )" L
0

elde edilir. (3.7.9)’ daki esitsizligi kullanarak

/01X (tu F(1— 1), )

oldugu goriiliir ve teorem kanitlanmig olur.

1 + (1 _ ts)%flts—l
2
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Teorem 3.7.14 s € (0,1) olmak tizere X : [ x 2 — R stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Bu takdirde
(3.7.10)

X(ZQ—T) < /le(“;”,-) [t+(1—t3)%]dt
/le (tu+ (1—t%)s0, ) U (t) dt

<

esitsizligi gegerlidir. Burada ¥, Teorem 3.7.13" de tammlandigy gibidir [49].

ispat. % > 1 oldugundan g : I — R, g(t) = ¢ konveks fonksiyonunu gozontine alabiliriz.

Bu takdirde
1 54 (1—¢ g(t)+g(1—1t
J(D) Z (FEU=) _g(t) +a( =)
2 2 2
olur ki buradan da .
11 St—i—(l—t)s
25 2
ve )
utov 1 <t+(1—ts)5u+v
2y 925 2 25
ve dolayisiyla
u+v uiv[t—l—(l—ts)%]

s

o S
elde edilir. X stokastik siireci I arahginda azalmayan oldugundan her t€ [0, 1] igin

X(u—i—v ) SX(u;v [H(l_ts);}’_)

2 Y
s 1 s

yazilabilir. Eger bu egitsizligin [0, 1] arahiginda ¢’ ye gore integralini alirsak (3.7.10)’ daki

ilk egitsizligi elde etmis oluruz.
X birinci anlamda s—konveks stokastik siire¢ oldugundan her a,b € [ igin

X(a;b7'> - X(a,-);—X(b,-)

esitsizligi gergeklenir. Simdi a = tu + (1 — t“”)é v, b= (1- ts)% u+ tv, t € [0,1] alalim.

Bu takdirde her a,b € I igin
1 1 1 1
X(“;['” [t v (11— ts)g] )<= [X (tu+ (1— )% v, ) T X (tu F (11—t o, )]
esitsizligi yazilabilir. Eger bu esitsizligin [0, 1] arahiginda ¢ ye integralini alirsak ve Teo-

rem 3.7.13 in ispatinda kullandigimiz degisken degistirmesini goz oniinde bulundurulursa

(3.7.10)" daki istenen esitsizlik elde edilir.
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Teorem 3.7.15 s € (0,1) i¢gin X : I xQ — R stokastik siireci birinci anlamda s—konveks

stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde

1
X(uQ—H) < /X(“J:U) [t§+(1—t5)ﬂdt
2571 0 25

< /1X<tiu—|—(1—t )% ) dt (3.7.11)

< X (u,-) + X (v,-)
- 2

esitsizligi saglanir [49].

Ispat. % > 1 oldugundan s € (0,1) i¢cin g : I — R, g(t) = t5 konveks fonksiyonu vardir.

(9 (t24=0) s 2z

olur ki bu her ¢ € [0, 1] i¢in

Buradan

W |

1
L _ i+ (1)

9% 2
ve
U+ v u+vroa 1
s £ 5+ (- 1)7]

oldugunu gosterir. X stokastik siireci I arahginda azalmayan oldugundan her ¢t € [0, 1]

X(Z—Jrf> gX(“;” [t1+(1—t) ] >

elde edilir. Eger bu esitsizligin [0, 1] araliginda ¢’ ye integrali alimrsa (3.7.11)" deki ilk

icin

w =

esitsizligi elde etmig oluruz. X birinci anlamda s—konveks stokastik siire¢ oldugundan

her t € [0,1] icin

X(a+b[t5+(1—t)i] ~>§%[X(tiu+<1—t)i J+x (1=0futtre, )]

S

yazilabilir. Eger bu esitsizligin [0, 1] araliginda ¢’ ye gore integrali alimrsa

(o )o = [ xCna )
+/le<(1_t)iu+tlv,')dt}

esitsizligi elde edilir. Simdi &k =1 —¢,t € [0, 1] degigken degigimi yazpilirsa

/1X<(1—t)1u+tiv,->dt = —/0X<kiu+(1—k;) )dk;
- /1X(k;iu+(1—k)iv,.>dk

- /OlX(tiu+(1—t)iv,->dt
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ifadesi elde edilir ve boylece (3.7.11) daki ikinci esitsizlik ispatlanmig olur. Ote yandan
X’ in I’ da s—konveksligini kullanarak her ¢ € [0, 1] i¢in

X (t%u+(1 —t)%v,-) <X (u, )+ (1— 1) X (v,°)
esitsizligini elde ederiz. Eger bu egitsizligin [0, 1] araliginda ¢’ ye gore integrali alinirsa

/1X<tiu+(1—t)iv,-)dt < X(u,-)/ltdt—l—X(v,-)/l(l—t)dt

X (u,) + X (v,-)
2

oldugu goriiliir ve boylece (3.7.11)" deki son esitsizlik ispatlanmig olur.

Teorem 3.7.16 s € (0,1) igin X : I x Q@ — R™ stokastik siireci birinci anlamda

s—konveks olsun. Eger 0 < a < b ve

integrali sonlu ise bu takdirde

1

vV—Uu

/X(t,-)dt < [uf/ £TX (¢, ) dt (3.7.12)

esitsizligi gecerlidir [49].

Ispat. X stokastik siireci birinci anlamda s—konveks oldugundan her @ € [0,1] ve z,y € I

i¢in

w =

X(a%z+(1_a)-y,-) <aX(z)+(1—a)X (y,)

esitsizligi yazilabilir. z = o' 5w, a € (0,1] ve y = (1 — oz)l_% v, a € [0,1) olsun. Bu
takdirde her « € (0, 1) igin

1

X (au+ (1 —a)v,) <aX (al_Eu, ) +(1-a)X ((1 - a)l_% v, ) (3.7.13)

esitsizligi gecerlidir.

0=1—qa,aecl0,1) degisken degisimi yapilirsa

/01 (1-a)X ((1 _a)'t v,-) da

integralinin



1
B

1
integraline dontigtiigiinii gozlemleriz. Simdi ise / aX (041_ U, ) da integralinin de sonlu
0

oldugunu gosterelim. Eger ¢ = al_iu, a € (0,1] alinirsa

()70
o = —_ = —_ = 5
u u us—1

ve

elde edilir. Buradan

1 1 u 3oy pioT
/ aX (al “u, > doa = / = ° —— X (t,-)dt
0 usfl S — 1 usfl

esitsizligi yazilabilir. Benzer sekilde

! 1—1 S 2s °
/ex(e 5v,~)d9: vls/ ¢
0 s—1 u

elde edilir. Eger (3.7.13)" deki esitsizlikte (0, 1) araliginda o’ ya gore integral alinirsa

TX (t,0)dt < oo

/OIX(au+(1—oz)v,-)doz: L /:X(t,-)dt

v—1u

ve dolayisiyla

1 o0
/ aX (al_%u, > da = —° 1u12—58 / tith(t, -)dt
0 s — u
1 00
/ (1—a)X ((1 —oz)l_é v,-) = 0 1vlfs / tzﬂX(t,-) dt
0 s — u

oldugu goriiliir ve buradan da (3.7.12) elde edilmis olur.

3.8 Ikinci Anlamda s—Konveks Stokastik Suiregler icin Hermite-
Hadamard Tipi Esitsizlikler

Simdi ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerle

ilgili Dargomir ve Fitzpatrick [38] tarafindan kamtlanmig baz ézellikleri verelim.

Onerme 3.8.1 Eger f € K2 ise bu takdirde f fonksiyonu [0, 00) iizerinde negatif ol-
mayandir [21].

Teorem 3.8.1 f € K? olsun. Bu takdirde her u,v € R, a,3 > 0 ve a+ 3 < 1 igin

(2.1.8) esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart f(0) = 0 olmasidir [21].
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Teorem 3.8.2 f : Rt — R*, ikinci anlamda s—konveks fonksiyon, s € (0,1) ve a,b €

R*, a < b oldugunu farz edelim. Eger f € L [a, b] ise

9s=1f <a;b> < bia/a fz)dr < w (3.8.1)

esitsizligi gecerlidir [40].
Teorem 3.8.3 [21] f fonksiyonu [a, b] iizerinde Lebesque integrallenebilir ve

H (1) ::bia/abf(tswr(l—t)a;b)d:c

olsun. Eger f : I C R, — R fonksiyonu / da s € (0,1] olmak {izere ikinci anlamda

s-konveks ise bu takdirde [a,b] C I, a < b olmak iizere

(i) H , [0,1] iizerinde ikinci anlamda s—konvekstir.

(ii) Her t € [0,1] icin
a+b

1) 2 2 (4

)

esitsizligi saglanir.
(iii) ¢ € [0,1] olmak tizere
H (t) <min{H,(t), Hy(t)} ,t € [0,1]

esitsizlig saglanir. Burada

Hl(t)Ztsﬁ/abf(x)dm—l—(l—t)sf(a;b7.>

X(tr+(1—t)L )+ X(th+ (1 —t)2, )
s+ 1

Hg(t) =

dir.

(iv) Eger H (t,-) := max {H,(t), Hy(t)}, t € [0,1] ise bu takdirde

f(a)+ f(b) 2 f(a+b

H(t) <t 1—1t)° telo,1
<o OO gy 2o (*57) e

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.8.4 f: I C R, — R, fonksiyonu [a, b] lizerinde ikinci anlamda s—konveks,

s € (0,1], a,b € I ve a <b olsun. Bu takdirde
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(i) Her s € [O, %} i¢in
ve her ¢ € [0, 1] i¢in

dir.
(ii) F fonksiyonu [0, 1] arahginda ikinci anlamda s—konveksdir.

(iii) ¢ € [0, 1] olmak tizere

QSR (f) > F(%) — (b_—la)2 /ab /abf (x;y) dudy,

esitsizligi saglanir.

(iv) Her t € [0,1] i¢in

F(t) > 27 H(t) > 47 f (a ; b)

dir.

(v) Her t € [0,1] icin

Flt) < min{[t5+(1—t)5]ﬁ/ f (@) da,

fla)+ fta+ (1 —=t)b)+ f((1—t)a+1tb)+ f(b)
(s +1)°

}

esitsizligi saglanir [21].

Tanim 3.8.1 (ikinci Anlamda s—Konveks Stokastik Siireg) Eger her u,v > 0 ve
s € (0, 1] sayilar igin

XAu+(1=Nv,) <XX (u,)+ (1=’ X (v,-)

esitsizligi saglaniyorsa X : Q2 x I — R stokastik siireci ikinci anlamda s—konveks olarak
adlandirihr. Burada I C R bir araliktir. Bu tip stokastik siiregler simfi C? ile gosterilir
[18].

Hatirlatma 3.8.1 Kolaylikla goriillmektedir ki s = 1 igin ikinci anlamda s—konvekslik

Tanim 3.2.1 de verilen stokastik siireclerdeki genel konvekslige indirgenir [18].

Onerme 3.8.2 Her A € [0,1] i¢in C' C C2 dir [18].
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Ispat. Onermeyi ispatlamak icin X € C' ve u,v € I, s € (0, 1] keyfi alalm, X siireci [0, 1]

tizerinde konveks stokastik siire¢ ve A < A* oldugundan

XAMu+1=Nv,-) < AX(u,)+(1—=X) X (v,-)
< NX(u,)+ (1 =N X (v,-)

egitsizligi yazilabilir. Bu takdirde X € C? dir.

Onerme 3.8.3 Her A € (0,1) igin Cy C C? dir [18],

Ispat. Ozelligi ispatlamak i¢cin X € C ve u,v € I, s € (0,1] keyfi alalm. X siireci

Jensen-konveks stokastik siire¢ ve ve A < A* oldugundan

u+v X (u,-)+ X (v,-)

X( 2 ) = 2

X(u7)+X(U7)
28

<

esitsizligi saglanir. Bu takdirde X € C? dir.

Onerme 3.8.4 Her A € (0,1) icin C' € Oy C Ci C C? dir [18].

ispat. 4, Onerme 3] ve Onerme 3.8.3” den dolay1 ispat aciktir.

Onerme 3.8.5 Eger X € C? ise bu takdirde X siireci I tizerinde negatif olmayandir [18].

Ispat. u e I,s € (0,1] olmak {izere

1 1 X (u, - X (u, -
X (U, ) =X <§u + §U, ) < (22’ ) + (22;’ ) = 2173X (u, )

yazilabilir. Dolaysiyla, (2'7% — 1) X (u,-) > 0 ve buradan da X (u,-) > 0 oldugu goriiliir.

Teorem 3.8.5 X € C? olsun. Bu takdirde her u,v € I, a,8 > 0 ve a + 3 < 1 igin
X (au+ pv,-) < a*X (u,-) + 6°X (v, -) esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter gart
X (0,-) = 0 olmasidir [18].

Ispat. v =v =a =4 =0 almdigimda X (0,-) < 0 elde edilir ve X (0,-) > 0 oldugu
ise Onerme 3.8.5” den goriiliir. Boylece X (0,:) = 0 elde edilir. Ote yandan u,v € I ve
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a,3>0vel <y=a+p < 1lolsun. a = % veb= alahm Bu takdirde a+b = %

QIQ
I
—_

olup

X (ou+ P, )

X (ayu +byv,-) < a’X (yu, ) + b°X (yv,-)

= a’X (yu+(1—7)0,-) +b°X (yv+ (1 —7)0,)

< @YX (u,) + 07X (v, ) + (1 =7)° (a® + %) X (0, )
= @' X (u,-) + 0y X (v, )

< a’X (u,-)+ 5°X (v,-)

esitsizligi saglanmig olur.

Onerme 3.8.6 X : I x Q — R bir stokastik siire¢ olmak {izere (0,1) x Q araligmmn her

noktasinda integrallenebilir olsun. Bu takdirde
1 1
/ X (tu+ (1 —t),-)dt = / X (1 =tu+tv,-)dt (3.8.2)
0 0

esitligi gegerlidir [18].

Ispat. t* = tu+ (1 — t)v, t € [0,1] alahm. Bu durumda dt* = (u — v) dt olup

1 1 u 1 v
X (2 1—t),)dt = X (t, ) dt* = X (t
| xtura-nuya-— ["x@a-— ["x(

esitligi yazilabiilir. Benzer gekilde t € [0,1] i¢gin &* = ((1 — t)u + tv,-) alinwrsa dk* =

(u—wv)dt olup

1 1 v
/ X (1= tyu+to,-) dt = / X (k) die
0 V—=U Jy

oldugu goriiliir. Boylece esitlik ispatlanmig olur.
Asgagidaki esitsizlik ikinci anlamda s—konveks stokastik siirecler igin Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak adlandirilir.

Teorem 3.8.6 Eger X : I x{) — R ikinci anlamda s—konveks stokastik siireg, s € (0, 1)
ve u,v € I ise

9s-1x (“‘g )g U_u/ X (t X )+ X () (3.8.3)

s+1

esitsizligi gerceklenir [18].

Ispat. X stokastik siireci ikinci anlamda s—konveks oldugundan her ¢ € [0, 1] icin

X (ou+ (1 —a)v,) <a’X (u,) + (1 —a)’X (v,-)
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esitsizligi saglanir. Buradan [0, 1] {lizerinde o’ ya gore integral alinirsa
1 1 1
/ X (au+ (1 —a)v,)da < / a’X (u, ) da+ / (1—-0a)’X (v,")da
0 0 0

_ X(u,~)/0 asdt—i—X(v,«)/O (1-a)da
X (u,+) + X (v,-)
s+1

elde edilir. ¢t = au + (1 — a)v degisken degigimi yapilarak

/OlX(au—ir(l—a)v,-)dt: ! /UUX(t,.)dt,

v—u
oldugu goriiliir. Boylece (3.8.3)” deki ikinci egitsizlik ispatlanmig olur. (3.8.3)" deki ilk

esitsizligin ispatlamak icin her a,b € [ igin

X(a;b,) < X(“">;X(b"> (3.8.4)

esitsizligini yazabiliriz.

Simdi, a = tu+ (1 —t)v , b= (1 —t)u+tv ve t € [0,1] olsun. Bu takdirde (3.8.4)’
den her ¢ € [0, 1] i¢in

X(U—F’U,') < X(tu+(1_t)“7')+X((1—t)u+tv,.)
2 95

elde edilir. Bu esitsizligin [0, 1] iizerinde integralini alir ve Onerme (3.8.6)’ daki esitsizlik
dikkate alinarak, (3.8.3) esitsizliginin birinci kismi elde edilir.

Bu siirecin bazi ozellikerini agagidaki gibi verebiliriz.

Teorem 3.8.7 X bir stokastik siireg olmak tizere H (t,-) : [0,1] x Q — R, siirecini goz

onunen alalim.
1 v
H(a,) = / X(at+(1—a)

v—1Uu

u+v
2

olsun. s € (0,1] olmak iizere X : I x  — R, stokastik siireci I x € tizerinde ikinci

anlamda s—konveks ise bu takdirde

(i) H siireci de ikinci anlamda s—konveks stokastik siiregtir.

(i)
U+ v

H(t,-) >251X( 5

) (3.8.5)

esitsizligi saglanir.
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(iii) ¢ € [0,1] olmak tizere

dir, burada
1 ! u—+v
Ht,-)=1t° X (t,-)dt 1—-t)°X .
) = et [ a-ox ()
X l—a)ut )+ X + (1 — a)udu .
Hy(o,-) = (ou+ (1 )5+, ) (v + (1 —a)45, )
s+1
dir.

(iv) Eger H (t,-) :== max {H;(t,-), Ho(t,-)}, t € [0,1] ise

2 X<u>)+X(U7) s 2 u+v

H(t )<t 1—1t X -]1,te€l0,1 3.8.7
() < pXDEROD gy 2 (UEY ) e 38

esitsizligi gecerlidir [18].
ispat.
(i) t1,t2 € [0,1] ve a, 8 > 0, a+ 8 =1 olsun. Bu takdirde
1 v u+v

Hlaw+By) = —— [ X(aa+ 8y t+ (1= (az+ o) 17 i

_ Uiu/:x(a {xtvL(l—m)u;—U}
—l—ﬁ[yt+(1—y)u+v],-)dt

2

1 v u—+v
SX | xt 1-— .
ey B GRSl

+55X(yt+ (1-1y) ”;”,-)}dt

= o’H ((ﬂ, ) + ﬁsH <y7 )

IN

esitsizligini elde ederiz. Bu ise H stokastik siirecinin ikinci anlamda s—konveks

oldugunu gosterir.

(ii) t € (0,1] oldugunu farz edelim. 6 = at + (1 — a)uT—H} basit degisken degisimi

yapilirsa
1 av+(1—a) u;“ 1 D
H(t,-):—/ X (0,)d0=—— | X (8,)do
o (U U) out(1—a) 22 pP—qJ,
U+ v U+ v

elde edilir. Burada p = av + (1 — «)

dar.

veq=oau+ (1—a)
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(iii)

(iv)

Ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sol
tarafi uygulanirsa
1 P
[ x(0,)d0> 21X (m, ) _oly (““’, )
P—qJq 2
elde edilir ve boylece (3.8.5) esitsizligi elde edilmig olur.

Ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag

tarafi uygulanirsa her ¢ € [0, 1] i¢in

1 pX(Q,-)dO < X))+ X(g,)

P—4qJ, s+ 1
X (au+(1-a)%® )+ X (av+ (1 - o)™,
N s+1
= HQ(CE,-)

elde edilir. Eger a@ = 0 oldugu dikkate alinirsa
u+v 2 u+v
X - = H(0,:) < Hy (0,-) = X .
( 2 ? ) ( ) ) — 2( ) ) S+ 1 ( 2 bl >

esitsizligi veya buna denk olarak

(3—1)X<“;r”,-) <0

u+v
2

esitsizligi yazilabilir. Ote yandan s € (0,1] igin X ( ,-) > 0 oldugunu biliyoruz.

Boylece her t € [0,1] ve t € I igin

X(at+(1—a)“;”,-) SasX(t,-)—{—(l—a)sX(u;—v’.)

oldugu agikardir. Bu esitsizligin [a, b] araliginda integrali alinirsa (3.8.6) elde edilir.

Her ¢ € [0, 1] i¢in
At X (u7 ) + (1 — Q)SX (u_—i—v ) +o’X (U, ) + (1 B Oé)sX (u—i—v, )

Ho(t) < 2 2
2(t) = s+1
X (u,) + X (v,- 2
— aS <u7 ) + (U7 ) + (1 o O{)S X u+v’ .
s+1 s+1 2
yazilabilir. Diger taraftan
1 v X (u,) + X (v,
/ X1, )t < )+ X () (3.8.8)
v—=1u J, s+1

oldugunu biliyoruz ve buradan

(1—a)5X<“;L“,.) S(l—a)S%X (“Jr“,.),te[o,u

S 2

olur ki bu da bize

Hl<t7 ) < a’

X(ua')+X(U7') s 2 U+ v
s+1 +(1_a)s+1X( ")

oldugunu gosterir ve boylece teorem ispatlanmig olur.
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Simdi X stokastik siirecinin [u, v] x € tizerinde integrallenebilir ve ikinci anlamda s—konveks

oldugunu varsayalim. Bu durumda

Fla,) ;:ﬁ/;/ﬂvxmﬁu—a)t,.)dsdt,ae 0,1

stokastik stirecini gozoniine alalim.

Asagidaki teorem bu stokastik siirecin baglica ozelliklerini icermektedir.

Teorem 3.8.8 s € (0, 1] olmak fizere X : I x @ — R, ikinci anlamda s—konveks ve

I x Q, iizerinde integrallenebilir bir stokastik siire¢, u,v € I ve u < v olsun. Bu takdirde
(i) Her s € [0, 3] i¢in
ve her a € [0, 1] igin

dir.

(i) £, [0,1] x € tizerinde ikinci anlamda s—konveks stokastik siireg olur.

) p— /:/:X(S;t,-)dsdt (3.8.9)

(iii) « € [0,1] olmak tizere

21 F(a, ) > F(

N | —
—~
S
|
N
N~—
[}

esitsizligi saglanir.

(iv) Her a € [0, 1] icin

F(a,") > 25 'H(a,) > 47X (u ; °, ) (3.8.10)
esitsizligi saglanir.
(v) Her a € [0, 1] igin

1 v
Flao) < minflot+ (1 -a)] L [ X
(3.8.11)
X(u,)—f—X(ozu—f—(l—a)v,)—f—X((l —a)u+av,-)+X(v,-)}
(s+1)°

esitsizligi saglanir [18]. Burada

F(a,-):= (viu) /uv l@iu) /UUX(aer(l—a)t,-)ds] dt

dir.
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ispat.

(i) Integrallenebirlik 6zelliginden ispat aciktir.

(i)
Flaz + fy.) = (U_lu)g/uv/uUX((awwLﬂy)er(l—(a$+6y))tw)d8dt
1 v v
= (U_U)Q/u/uX(a(:ps+(1—x)t,-)+ﬂ(ys+(1—y)t,-)dsdt
1 v v s _x . s S B '
< (U_u)2/u/u 0 X(zs+ (1— )t ) + FX(ys + (1 - )1,°)
dsdt

esitsizligi saglanir.

(i) X, I x$ iizerinde ikinci anlamda s—konveks oldugundan her ¢ € [0, 1] ve u, v € [a, b]

icin

X<u—|—v,') < X(tu+(1—t)v,-);X((1—t)u+tv,-)

yazilabilir. Bu esitsizligin [a, b]” iizerinde iki kath integrali almirsa

b b
/ / X (”‘;”) dudv (3.8.12)

< %{/ab/abX(tqu(l—t)v,~)dudv+/ab/abX((l—t)qutv,-)dudv

oldugu gortliir. Bu durumda

b b borb
/ / X (tu+ (1 —t)v,-) dudv = / / X ((1 = t)u + tv,-) dudv, (3.8.13)
oldugundan (3.8.12) ve (3.8.13) esitsizlikleri istenen (3.8.9) sonucunu verir.

(iv) Ilk olarak,

Fla, ) = (Uiu)/uvLviu)/qu(as#—(l—a)t,-)ds dt

oldugunu gozoniine alalim.

Simdi, [u,v]’deki y sabiti igin

H; (a,) = ! /UX(ozs—i-(l—oz)t,-)ds

V—Uu
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ile verilen H; : [0,1] x © — R stokastik siirecini gézoniine alalm. Bu durumda
Teorem 3.8.3" iin ispatinda gosterildigi gibi o € [0,1] i¢gin p = av + (1 —a)t, ¢ =
au + (1 — a) s olmak tizere
1 4
H; (a,-) := p— X (0,-)do
esitsizligini elde ederiz. Ikinci anlamda konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard
esitsizligini uygularsak her a € (0, 1) ve ¢ € [u, v] igin

1 D
—— [ X(0,-)d0 > 2°" 1X(p;rq-):28—1X(a“;v+(1—a)t,-)
p—q

esitsizligi elde edilir. [u, v] tizerinde t ye gore integral alirsak o € (0, 1) igin
Fla,) 22 H((1 - a), ")
oldugunu kolayca anlarz. F(a,-) = F(1 — a,-) ve (3.8.5) esitsizligini kullanarak,
a € (0,1) igin (3.8.10) esitsizligi ispatlanir. Eger t = 0 veya t = 1 ise bu takdirde
istenilen egitsizlik saglanir.
Ikinci anlamda s—konveksligin tammindan her u, v € [a,b], a € [0,1] icin
X (au+ (1 —a)v,-) <a’X (u,") + (1 — @)’ X (v,-)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin [u, v]2 tizerinde iki kath integralini alirsak,

(3.8.11) esitsizliginin birinci kismini elde edilmig olur.

Simdi Hermite-Hadamard egitsizliginin ikinci tarafindan p = av + (1 — a)t, ¢ =
au+ (1 —a)s,a € [0,1] olmak iizere
1 P Xav+(1—-—a)t,))+ X(au+ (1 —a)s,-)

H )= — X (6, - <
t(a7) p—q (9,)(19_ S—|—1

?
esitsizligini gozoniine alalim. Bu egitsizligin [u, v] {izerinde ¢ ye gore integralini alirsak

F(a,-)

/UX(oqu(l—oz)t,-)dt—i— /UX(ozu—i-(l—a)s,-)ds

1
s+1|v—u

oldugu gortlir.

vV—Uu

Buradan basit bir hesaplamayla

U_U/UX(av—i-(l—oz)t,-)dt

r—1 s+1
X(u X 1—
_ + (ow—l—( a)u, )7a€(071)’
s+ 1
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esitsizligi elde edilir, burada r = v, l = av+ (1 — @) u, @ € (0,1) dir. Benzer gekilde,
1

Vv—1Uu

X(u,) + X(au+ (1 —a)v,-)
s+1

/UX(au—l—(l—a)t,-)dtg , € (0,1),

yazilabilir ki bu da (3.8.11)" deki ikinci esitsizlgi verir.

Eger t = 0 veya t = 1 ise bu egitsizlik ayrica saglanir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde konveks fonksiyolar icin esitsizliklerden yola ¢ikarak ayni esitsizliklerin stokas-
tik siirecler igin de saglandigina yer verilmigtir. Ayrica konveks stokastik stirecler, Jensen-
konveks, giiclii konveks, Log-konveks, giiclii log-konveks, birinci ve ikinci anlamda s-
konveks stokastik stirecler icin Hermite-Hadamard, Jensen, Fejer tipi esitsizliklerinin saglan-
digina yer verilmigtir. Bu calismada elde edilen sonuglardan yola c¢ikarak koordinat-
larda konveks, («,m)-konveks, Quasi-konveks, h—konveks fonsksiyonlar igin saglanan

esitsizliklerin stokastik stirecler i¢in de saglanip saglanmadigr arastirilabilir.
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