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Bu tez çalışması, 4 bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümünde, giriş ve literatür taraması,
ikinci bölümde temel kavramlar ve üçüncü bölümde ise yapılan çalışmalar anlatılmaktadır.
Üçüncü bölüm tezin özgün kısmı olup bu bölümde yapılan çalışmaların tamamı ilk defa
burada ifade edilip, matematik literatürüne kazandırılmıştır. Yani, Hilbert uzayında
Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler yardımıyla operatör p-konveks fonksiyonlar (SpO),
operatör h-konveks fonksiyonlar (EShO) ve operatör Godunova-Levin fonksiyon (SQO)
kavramları verilip, bu fonksiyon sınıflarının temel teorem ve sonuçları elde edilmiştir.
Ayrıca Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlar için uygulamalar yapılmıştır. Dördüncü
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ABSTRACT
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This thesis is consist of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about
the object of the thesis and previous studies in this area. In the second chapter, basic
definitions and theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it
is explained committed studies. This chapter is the original section of this thesis. All
committed studies are firstly given in here and brought in the mathematical literature.
That is, definitions, theorems and basic results of operator p-convex functions (SpO),
operator h-convex functions (EShO), and operator Godunova-Levin functions (SQO), in
Hilbert spaces via Hermite-Hadamard type inequalities are firstly given in this thesis.
Moreover, it is applied to Synchronous and Asynchronous Functions for these operator
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3.1 Hilbert Uzayında Operatör p-Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard
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1. GİRİŞ

Eşitsizlik Teorisi’nin temellerini XV III. ve XIX. yüzyıllarda K. F. Gauss (1775 −
1855), A. L. Cauchy (1785− 1857) ve P. L. Chebyshev (1821− 1894) gibi matematikçiler

atmışlardır. Fakat modern anlamda ”Eşitsizlik Teorisi” alanında yapılan ilk çalışma 1934

yılında G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafından yazılan ”Inequalities” adlı

kitaptır. Bu çalışmayı 1961 yılında E. F. Beckenbach ve R. Bellman’ın yine aynı ismi

taşıyan ”Inequalities” kitabı takip eder. Daha sonra 1965 yılında J. Szarski’nin ”Differ-

antial Inequalities”, 1991 yılında Mitrinović ve ark.”Inequalities Involving Functions and

Their Derivatives”, 1963 yılında yine Mitrinović ve ark.’ın ”Classical and New Inequalities

in Analysis” isimli kitapları izler. Bunların dışında S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V.

Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pećarić, A. M. Fink, M. E. Özdemir,

M. Z. Sarıkaya, E. Set, İ. İşcan, A. O. Akdemir, M. Tunç gibi bilim insanlarının da bir

çok çalışması literatürde mevcut.

Konvekslik kavramının ortaya çıkışı Arşimet’in, çemberin içine ve etrafına çizdiği

düzgün çokgenler yardımıyla yaptığı ’π’ sayısı hesabına kadar dayanır. Bu çalışmaları

sırasında Arşimet, herhangi bir konveks şeklin çevresinin, etrafına çizilen bütün diğer

konveks şekillerin çevresinden daha küçük olduğunu fark etmiştir. Böylece konvekslik

kavramı konveks şekiller etrafında gelişmiştir. Euler ve Descartes konveks çokgenler ile il-

gili formüller üzerinde çalışmıştır. Daha sonra 1841’de Cauchy, konvekslik hakkında bazı

özellikler vermiştir. Konveksliğin modern tanımı eşitsizlik tanımı içerdiğinden konvek-

sliğin eşitsizliklerle birlikte çalışılması da doğal bir sonuç olmuştur.

Konveks fonksiyonların tarihi çok eskiye dayanmakla birlikte XIX. yüzyılın son-

ları olarak gösterilebilir. 1893’de Hadamard’ın çalışmasında açıkça belirtilmese de bu

türden fonksiyonların temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatürde kon-

veks fonksiyonları ima eden sonuçlara rastlanılmasına rağmen, konveks fonksiyonların ilk

kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yıllarında J. L. W. V. Jensen tarafından çalışılmıştır.

Jensen’in bu, çalışmalarından itibaren Konveks Fonksiyonlar Teorisi hızlı bir gelişme

göstermiştir. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikleri içeren ilk kaynak 1987 yılında

Pečaric̀ tarafından yazılan ”Convex Functions: Inequalities” isimli kitaptır. Ayrıca 1973

yılında A. W. Roberts ve B. E. Vorberg ”Convex Functions”, 1992 yılında Pečaric̀ ve

ark. ”Convex Functions, Partial Ordering and Statistical Applications”, 2006 yılında

C. Niculescu ve L. E. Persson ”Convex Functions and Their Applications, A Contem-

poarary Approach” gibi eserler konveks fonksiyonlar üzerinde eşitsizlikle ilgili yapılan
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çalışmalardır. Bu çalışmaların bir kısmını integral eşitsizlikleri oluşturmaktadır.

Niculescu ve Persson’a göre konveksliğin teorik ve uygulamalı matematik alanlarında

geniş yer bulmasının iki önemli sebebi vardır:

1. Sınır değerlerinin birinde bir maksimum değeri vardır,

2. Her yerel minimum aynı zamanda global minimumdur. Ayrıca kesin konveks bir

fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardır.

1978 yılında R. Bellman, Almanya’ da düzenlenen ”Second International Conference

on General Inequalities” isimli konferansta: ”Neden Matematiksel Eşitsizlikler?” diye

sorulan soruya şu cevabı vermiştir: Eşitsizlik çalışmak için üç neden vardır. Bunlar:

1. Pratik Nedenler,

2. Teorik Nedenler,

3. Estetik Nedenlerdir.

Pratik nedenler açısından bakıldığında, bir çok araştırmada bir niceliği diğer bir

nicelikle sınırlandırmak karşımıza çıkmaktadır. Klasik Eşitsizlikler de bu şekilde ortaya

çıkmıştır. Teorik nedenler açısından bakıldığında çok basit sorular sorularak tüm temel

teoremler oluşturabilir. Örneğin, negatif olmayan bir niceliğin ne zaman bir diğerini kap-

sadığı sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatörler Teorisi ve Diferansiyel Eşitsizlikler

Teorisi kurulur. Son olarak estetik nedenler açısından bakıldığından genelde resim, müzik

ve matematiğin bazı parçalarının uyumlu olduğu görülür. Elde edilen eşitsizliklerin göze

hitap etmesi de eşitsizlikleri çekici hale getirir.

Biz bu çalışmada Eşitsizlik Teorisi’nin önemli bir kolu olan Hermite-Hadamard Tipli

Eşitsizliklerin, Hilbert uzayında sınırlı, öz-eşlenik operatörlerin sürekli fonksiyonları için

elde edilen bazı özel eşitsizliklerini inceleyeceğiz. Bu incelemeler sayesinde Lineer Op-

eratörler Teorisi ile Matematiksel Eşitsizliklerin çeşitli alanlarında çalışma yapmak ve

kendi alanlarında uygulamak isteyen araştırmacılara yardımcı olacaktır. Bu alanda yapılan

önemli çalışmalardan bir tanesi 2011 yılında S. S. Dragomir tarafından yapılmıştır. Ayrıca
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H. H. Bauschke ve P. L. Combetles tarafından 2011 yılında ”Convex Analysis and Mono-

tone Operator Theory in Hilbert Spaces”, 2012 yılında S. S. Dragomir tarafından ”Op-

erator Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type” ve yine 2012 yılında ” Operator

Inequalities of the Jensen, Čebyšev and Grüss Type” adlı kitaplar mevcuttur. Literatürde

S. S. Dragomir, A. G. Ghazanfari, E. Unluyol, S. Salaş , Y. Erdaş ve daha bir çok yazar

bu alanda çalışmaktadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir.

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : L×L→
L ve . : F × L → L işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir.

A) L, ”+” işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,

G1. Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2. Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + zdir.

G3. Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak şekilde θ ∈ L vardır.

G4. Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak şekilde −x ∈ L vardır.

G5. Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F omak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır:

L1. αx ∈ L dir.

L2. α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.

L3. (α + β)x = α.x+ β.x dir.

L4. (αβ)x = α(β.x) dir.

L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanıdır).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye karmaşık lineer uzay adı verilir.

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.

Tanım 2.0.3 F bir cisim ve V ve W , F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u, v ∈ V ve

c ∈ F olmak üzere T : V → W dönüşümü,

a T (u+ v) = T (u) + T (v)

b T (cu) = cT (u) şartlarını sağlıyorsa T ye V üzerinde lineer dönüşüm denir .

Tanım 2.0.4 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A ⊆ L ve x, y ∈ A keyfi olmak üzere

B = {z ∈ L : z = αx+ (1− α)y, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A

ise A kümesine konveks küme denir. Eğer z ∈ B ise z = αx + (1 − α)y eşitliğindeki

x ve y nin katsayıları için α + (1 − α) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple
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konveks küme tanımındaki α, 1− α yerine α+ β = 1 şartını sağlayan ve negatif olmayan

α, β reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak B kümesi uç noktaları x ve y olan bir

doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve herhangi iki

noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir.

Tanım 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralık ve f : I → R bir fonksiyon

olmak üzere her x, y ∈ I ve α ∈ [0, 1] için,

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) (2.0.1)

şartını sağlayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (3.7.4) eşitsizliği x 6= y ve

α ∈ (0, 1) için kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Teorem 2.0.1 [1] f fonksiyonu [a, b] aralığında konveks ise

a. f, (a, b) aralığında süreklidir ve

b. f, [a, b] aralığında sınırlıdır.

Teorem 2.0.2 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): I, R de bir aralık, a, b ∈ I ve a < b

olmak üzere f : I ⊂ R→ R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

f
(a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(2.0.2)

olur.

Tanım 2.0.6 (h-Konveks Fonksiyon): h 6= 0 ve h : J → R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x, y ∈ I, α ∈ (0, 1) için,

f(αx+ (1− α)y) ≤ h(α)f(x) + h(1− α)f(y)

şartını sağlayan negatif olmayan f : I → R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir.

Burada I ve J , R de iki aralık, (0, 1) ⊆ J dir.

Tanım 2.0.7 (İç-çarpım uzayı): F (R veyaC) olmak üzere, X bir vektör uzayı olsun.

〈·, ·〉 : X × X → F dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahip ise ” 〈·, ·〉” dönüşümüne X

üzerinde bir iç-çarpım, (X, 〈·, ·〉) ikilisine de ”iç-çarpım” uzayı denir:

1. ∀x ∈ X için 〈x, x〉 ≥ 0 ve 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0X ;

2. ∀x, y ∈ X için 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
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3. ∀x, y ∈ X ve α ∈ F için 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;

4. ∀x, y, z ∈ X için 〈x+ y, z〉 = 〈x, y〉+ 〈y, z〉.

Not 2.0.1 F = R olması halinde 2. özellik 〈x, y〉 = 〈y, x〉 olur. İç-çarpım tanımını

kullanarak aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu kolayca görebiliriz.

1. ∀x, y, z ∈ X ve ∀α, β ∈ F için 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, y〉+ β〈y, z〉,

2. ∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ F için 〈x, αy〉 = α〈x, y〉;

3. ∀x, y ∈ X ve ∀α, β ∈ F için 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈y, z〉.

Tanım 2.0.8 (Norm): (X, 〈·, ·〉) bir iç çarpım uzayı olsun. Bir x ∈ X vektör normu

‖ x ‖= 〈x, x〉
1
2 (2.0.3)

şeklinde tanımlanan reel sayıya denir.

Tanım 2.0.9 (Hilbert Uzayı): (X, 〈·, ·〉) bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu iç-çarpım

uzayı (2.0.3) normuna göre tam ise, yani (X, 〈·, ·〉) iç-çarpım uzayı içindeki her Cauchy

Dizisi (2.0.3) norma göre yakınsak ise bu iç çarpıma bir ”Hilbert Uzayı” denir.

Tanım 2.0.10 (Birim Operatör): A : X → X operatörü verilsin. Eğer her x ∈ X

için Ax = x ise A operatörüne birim(özdeşlik) operatör denir. I, E ve IX sembollerinden

biriyle gösterilir.

Tanım 2.0.11 (Sınırlı Operatör): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanım kümesi

D(A) ⊂ X ve görüntü kümesi R(A) ⊂ Y olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)

’nın X’ de sınırlı her kümesine R(A)’nın Y de sınırlı bir kümesini karşılık getiriyorsa A’

ya ”sınırlı bir operatör” denir. Başka bir deyişle

‖ Ax ‖Y≤ c ‖ x ‖X , her x ∈ D(A)

olacak şekilde sabit bir c > 0 sayısı varsa, A’ya ”sınırlı bir operatör”denir.

Tanım 2.0.12 (Lineer Operatör): X ve Y aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y operatörü verilsin. Eğer D(A), X’ in bir alt uzayı ve

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ F

ise A’ya ”lineer operatör”denir.
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Tanım 2.0.13 (Eşlenik ve Öz-eşlenik Operatör): A, H Hilbert uzayında sınırlı lineer

bir operatör olsun. Eğer her f, g ∈ D(A) ⊂ H için

〈Af, g〉 = 〈f, A∗g〉

sağlanıyorsa A∗ a A’nın ”eşlenik operatörü”denir.

Eğer D(A) = D(A∗) ve A = A∗ ise bu A’ ya özeşlenik operatör denir.

Tanım 2.0.14 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayı ve A : D(A) ⊂ H → H bir lineer

operatör olsun.

ρ(A) := {λ ∈ C : (A− λE)−1 ∈ L(H)}

kümesine A operatörünün ”regüler değerler kümesi” veya ”rezolvent kümesi” denir.

λ ∈ ρ(A) olmak üzere R(λ;A) = (A− λE)−1 operatorüne A operatorünün ”rezolven-

tası” veya ”çözücü operatörü” adı verilir.

Tanım 2.0.15 (Spektrum): H bir Hilbert uzayı olsun.

Sp(A) = σ(A) := C \ ρ(A)

kümesine A operatörünün ”spektrumu ” denir. A operatörünün spektrum kümesi ”σ(A)”

veya ”Sp(A)” ile göstereceğiz.

Tanım 2.0.16 A, (H, 〈·, ·〉) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesini göstersin. Gelfand dönüşümü yardımıyla aşağıdaki özellikleri

yazılan Φ ile C
(
Sp(A)

)
kümesi arasında bir ∗-izometrik izomorfizim vardır. Ayrıca H

üzerinde 1H birim operatörü ve A operatörü tarafından üretilen bir C∗(A) cebiri vardır[2].

Keyfi f, g ∈ C
(
Sp(A)

)
ve α, β ∈ C için

1. Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g);

2. Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) ve Φ(f) = Φ(f)∗;

3. ‖Φ(f)‖ := ‖f‖ := supt∈Sp(A) |f(t)| ;

4. Φ(f0) = 1H ve Φ(f1) = A burada f0(t) = 1 ve f1(t) = t için t ∈ Sp(A).
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Şimdi bir operatörün, bir fonksiyon altındaki görüntüsünün ne anlama geldiğini ifade

edelim.

Tanım 2.0.17 A, (H, 〈·, ·〉) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesini ve Φ de tanım (2.0.16) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her

f ∈ C
(
Sp(A)

)
için

f(A) := Φ(f)

şeklinde tanımlanan ifadeye keyfi bir A özeşlenik operatörünün sürekli fonksiyonel hesabı

denir.

Tanım 2.0.18 (Operatörlerde Sıralama): A veB, H Hilbert uzayı üzerinde iki özeşlenik

operatör olsun.

1. A ≤ B ⇔ 〈Ax, x〉 ≤ 〈Bx, x〉 ∀x ∈ H;

2. A ≥ 0 ise A operatörüne pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eğer A özeşlenik bir operatör ve f de Sp(A üzerinde tanımlı reel değerli sürekli

bir fonksiyon ise, bu durumda t ∈ Sp(A) için f(t) ≥ 0 dır. Buradan f(A) ≥ 0, yani f(A)

H Hilbert uzayı üzerinde pozitif bir operatördür. İlaveten eğer f ve g, Sp(A) üzerinde iki

fonksiyon ise aşağıdaki önemli özelliği sağlanır. Her t ∈ Sp(A) için

f(t) ≥ g(t) dir. Buradan f(A) ≥ g(A)

Teorem 2.0.3 [4] A, H Hilbert uzayı üzerinde sınırlı özeşlenik bir operatör olsun. Bu

durumda aşağıdakiler doğrudur.

m := inf
‖x‖=1

〈Ax, x〉 = max{α ∈ R|αE ≤ A};

M := sup
‖x‖=1

〈Ax, x〉 = min{α ∈ R|A ≤ αE};

ve

‖A‖ = max{‖m‖, ‖M‖}.

Ayrıca m,M ∈ Sp(A) ve Sp(A) ⊂ [m,M ].

Tanım 2.0.19 (Operatör Konveks): A ve B, spektrumları I ⊂ R da olan keyfi

özeşlenik operatörler ve λ ∈ [0, 1] olsun. Bu durumda,

f((1− λ)A+ λB) ≤ (1− λ)f(A) + λf(B)

eşitsizliğini sağlayan, I aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli sürekli fonksiyona operatör

konveks denir.

8



3. YAPILAN ÇALIŞMALAR

Tezin bu bölümünde yapılan tüm çalışmalar uluslararası bir makalede [15], uluslararası

sempozyumlarda [21], [23] ve ulusal bir sempozyumda [20] sunulmuş olup, tamamı özgün

bir çalışmadır.

3.1 Hilbert Uzayında Operatör p-Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-
Hadamard Tipli Eşitsizlikler

Aşağıdaki tanım literatüre ilk defa Seren Salaş tarafından kazandırılmıştır.

Tanım 3.1.1 A ve B, spektrumları I’da olan sınırlı pozitif operatör olsunlar. Eğer f :

I ⊂ R→ R sürekli fonksiyonu her α ∈ [0, 1] için,

f
(
αA+ (1− α)B

)
≤ f(A) + f(B) (3.1.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa, bu f fonksiyonuna, I aralığı üzerinde operatör p-konveks fonksiyon

denir.

Not 3.1.1 Bundan sonra, f : I ⊆ R → R fonksiyonu bir operatör p-konveks fonksiyon

ise, bu durumu f ∈ SpO sembolü ile göstereceğiz.

Lemma 3.1.1 K, B(H)+ kümesinin konveks bir alt kümesi olsun. Eğer f ∈ SpO ise,

her A ∈ K için f(A) pozitiftir.

İspat. A ∈ K ve f ∈ SpO için

f(A) = f

(
A

2
+
A

2

)
≤ f(A) + f(A) = 2f(A)

0 ≤ f(A)

olup, f(A) pozitiftir.

Moslehian ve Najafi [7] pozitif operatörler için aşağıdaki teoremi ispat etmişlerdir.

Teorem 3.1.1 [7] A,B ∈ B(H)+ olsun. f : [0,∞) → R, negatif olmayan tüm operatör

fonksiyonlar için AB +BA-nın pozitif olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

f(A+B) ≤ f(A) + f(B)

eşitsizliğinin sağlanmasıdır.
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Dragomir [8], operatör konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerle

ilgili aşağıdaki teoremi ispat etmiştir.

Teorem 3.1.2 [8] f : I ⊆ R → R bir operatör konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

spektrumu I’ da olan keyfi A ve B öz eşlenik operatörleri için aşağıdaki eşitsizlikler

doğrudur.

f

(
A+B

2

)
≤ 1

2

[
f

(
3A+B

4

)
+ f

(
A+ 3B

4

)]
≤

∫ 1

0

f

(
(1− t)A+ tB

)
dt

≤ 1

2

[
f

(
A+B

2

)
+
f(A) + f(B)

2

]
≤ f(A) + f(B)

2
.

X bir vektör uzayı ve x 6= y, x, y ∈ X olsun.

[x, y] := (1− t)x+ ty

t ∈ [0, 1] şeklinde bir parça tanımlayalım.

f : [x, y]→ R fonksiyonunu göz önüne alalım.

g(x, y)(t) := f((1− t)x+ ty)

t ∈ [0, 1] şeklinde g(x, y) : [0, 1]→ R fonksiyonunu tanımlayalım.

Literatürden biz biliyoruz ki, f fonksiyonunun [x, y] üzerinde konveks olabilmesi için

gerekli yeter koşul g(x, y)(.) fonksiyonunun [0, 1] kapalı aralığı üzerinde konveks olmasıdır.

Bir [x, y] parçası üzerinde tanımlı keyfi konveks fonksiyonlar için aşağıdaki şekilde verilen

ve Hermite-Hadamard Eşitsizliği olarak bilinen eşitsizlik elde edilir:

f

(
x+ y

2

)
≤
∫ 1

0

f((1− t)x+ ty)dt ≤ f(x) + f(y)

2
.

Lemma 3.1.2 f : I ⊆ R → R sürekli bir fonksiyon olsun. A,B ∈ K ⊆ B(H)+ pozitif

keyfi iki operatör için

[A,B] := {(1− t)A+ tB, t ∈ [0, 1]}

şeklinde, bir parçalanışı tanımlayalım. Burada K, spektrumları I’da olan pozitif op-

eratörlerin kümesidir. Bu durumda f ’nin operatör p-konveks olabilmesi için gerekli ve

yeterli koşul

ϕx,A,B(t) :=
〈
f((1− t)A+ tB)x, x

〉
10



şeklinde ϕx,A,B : [0, 1] → R fonksiyonunun her x ∈ H, ‖x‖ = 1 için [0, 1] aralığı üzerinde

operatör p-konveks olmadır.

İspat. f fonksiyonu [A,B] parçalanışı üzerinde operatör p-konveks olduğundan, her

t1, t2 ∈ [0, 1] ve α ∈ [0, 1] için, aşağıdaki eşitsizlikten ispat tamamlanır.

ϕx,A,B(αt1 + (1− α)t2) =
〈
f((1− (αt1 + (1− α)t2)A+ (αt1 + (1− α)t2)B)x, x

〉
=

〈
f(α[(1− t1)A+ t1B] + (1− α)[(1− t2)A+ t2B])x, x

〉
≤

〈
f((1− t1)A+ t1B)x, x

〉
+
〈
f((1− t2)A+ t2B)x, x

〉
≤ ϕx,A,B(t1) + ϕx,A,B(t2)

Teorem 3.1.3 f bir operatör p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları I-da olan, tüm

pozitif A ve B operatörleri için

1

2
f

(
A+B

2

)
≤
∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt ≤

[
f(A) + (B)

]
(3.1.2)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 , t ∈ [0, 1] ve
〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ,

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan aşağıdaki eşitliği yazabiliriz.〈
((1− t)A+ tB)x, x

〉
= (1− t)

〈
Ax, x

〉
+ t
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.1.3)

f ’nin sürekliliği ve (3.1.3) eşitsizliğinden∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt

integrali vardır.

f ∈ SpO olduğundan, t ∈ [0, 1] ve A,B ∈ K için

f
(
tA+ (1− t)B

)
≤ f(A) + f(B) (3.1.4)

eşitsizliği doğrudur.

(3.1.4) eşitsizliğinin her iki tarafı [0, 1] üzerinden integrali alınırsa aşağıdaki eşitsizliği

elde ederiz.
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∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt ≤ f(A) + f(B)

(3.1.2) eşitsizliğinin sol tarafının ispatı için

f

(
A+B

2

)
≤ f

(
tA+ (1− t)B

)
+ f
(
(1− t)A+ tB

)
(3.1.5)

doğru olan eşitsizliğini göz önüne alalım. t ∈ [0, 1] üzerinde (3.1.5) eşitsizliğinin

integralini alıp ve

∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt =

∫ 1

0

f
(
(1− t)A+ tB

)
dt

eşitliğini kullanarak (3.1.2)’ın sol kısmının da ispatı tamamlanmış olur.

3.2 Çarpım Durumunda İki Operatör p-Konveks Fonksiyonlar
İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler

f ve g iki operatör p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumu I ⊆ R da olan tüm A,B ∈

K ⊆ B(H)+ operatörleri için aşağıdaki şekilde H Hilbert uzayı üzerinde reel değerli

fonksiyonları tanımlayalım.

M(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉 (x ∈ H),

N(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉 (x ∈ H).

P (A,B)(x) = 〈[f(A)g(A) + f(B)g(B)]x, x〉 (x ∈ H),

Teorem 3.2.1 f ve g iki operatör p-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda spektrumu

I-da olan tüm A,B ∈ K ⊆ B(H)+ operatörleri ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için aşağıdaki eşitsizlik

sağlanır.∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt ≤M(A,B) +N(A,B) (3.2.1)
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İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 ve t ∈ [0, 1], ayrıca
〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ve

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan 〈
((1− t)A+ tB)x, x

〉
= (1− t)

〈
Ax, x

〉
+ t
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.2.2)

f, g sürekliliğinden ve (3.2.2) eşitliğinden

∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt,∫ 1

0

g
(
tA+ (1− t)B

)
dt,

ve ∫ 1

0

(fg)
(
tA+ (1− t)B

)
dt

integralleri mevcuttur.

f, g ∈ SpO olduğundan, t ∈ [0, 1] ve x ∈ H için

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ 〈f(A) + f(B)x, x〉 (3.2.3)

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ 〈g(A) + g(B)x, x〉. (3.2.4)

yazabiliriz. (3.2.3) ve (3.2.4)-den

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

+〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

+〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

+〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉 (3.2.5)

elde edilir. (3.2.5) in her iki tarafı [0, 1] üzerinde integral alınırsa, (3.2.1) eşitsizliği ispat

edilmiş olur.

Teorem 3.2.2 f ve g iki operatör p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları I-da olan tüm

A,B ∈ K ⊆ B(H)+ operatörleri ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur.

1

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+M(A,B) +N(A,B)

(3.2.6)
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İspat. f, g ∈ SpO olduğundan, t ∈ [0, 1] ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
f

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
×
〈
g

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉

≤
{
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

×〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

}

≤

{[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]
+
[
〈f(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉

]
×
[
〈g(A)x, x〉+ 〈g(B)x, x〉

]
+
[
〈f(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉

]
×
[
〈g(A)x, x〉+ 〈g(B)x, x〉

]}

=

{[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]
+2
[
〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+ 2
[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+2
[
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+ 2
[
〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

]}
elde ederiz. Burada [0, 1] üzerinde integral alınırsa,〈

f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤

∫ 1

0

[
〈f
(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

+〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]
dt

+2M(A,B) + 2N(A,B)

elde ederiz. Bu ise (3.2.6) eşitsizliğinin ispatını tamamlar.
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Teorem 3.2.3 f, g : I ⊆ R → R iki operatör p-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları

I’ da olan, bütün pozitif A, B operatörleri ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için aşağıdaki eşitsizlik

doğrudur.

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)b

)
x, x〉dt

+2

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2M(A,B)(x) + 2N(A,B)(x)

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
(3.2.7)

İspat. f ve g iki operator p-konveks fonksiyon ve t ∈ [0, 1] için,〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
f

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
≤
〈
f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)A+ tB)x, x

〉

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
g

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
≤
〈
g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)A+ tB)x, x

〉
.

eşitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki eşitsizliği çapraz olarak çarpıp, daha sonra taraf tarafa

toplarsak 〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)A+ tB)x, x

〉
+

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)A+ tB)x, x

〉
≤

〈
f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)A+ tB)x, x

〉
×
〈
g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)A+ tB)x, x

〉
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
bulunur. Buradan
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〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
+

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
≤
[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

+ 〈f
(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
+
[
〈f(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉

]
× 〈g(A)x, x〉+ 〈g(B)x, x〉

]
+ 〈f(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉

]
× 〈g(A)x, x〉+ 〈g(B)x, x〉

]
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

elde ederiz. Burada [0, 1] üzerinde integral alınırsa,

〈f
(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

+ 〈g
(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

≤
∫ 1

0

[〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉]

+ 〈f
(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

+ 2M(A,B)(x) + 2N(A,B)(x)

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

dt

elde ederiz. Bu ise (3.2.7) eşitsizliğinin ispatını tamamlar.

3.3 Operatör p-Konveks Fonksiyonların, Synchronous ve
Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanması

Bu kısımda ilk önce Synchronous ve Asynchronous Fonksiyon tanımları verilecek

ve daha sonra ise operatör p-konveks fonksiyonlar için bu fonksiyonlara uygulamalar

yapılacaktır.

Tanım 3.3.1 f, g : [a, b]→ R iki fonksiyon olsun. Eğer her t, s ∈ [a, b] için

(f(t)− f(s))(g(t)− g(s)) ≥ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa bu f, g fonksiyonlarına [a, b] aralığı üzerinde ”synchronous” denir.
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Tanım 3.3.2 f, g : [a, b]→ R iki fonksiyon olsun. Eğer her t, s ∈ [a, b] için

(f(t)− f(s))(g(t)− g(s)) ≤ 0

eşitsizliği sağlanıyorsa bu f, g fonksiyonlarına [a, b] aralığı üzerinde ”asynchronous” denir.

Teorem 3.3.1 A, Sp(A) ⊂ [m,M ]’da sınırlı lineer özeşlenik bir operatör olsun. Eğer

f, g : [m,M ]→ R sürekli ve synchronous fonksiyon ise bu durumda x ∈ H, ||x|| = 1 için

〈f(A)g(A)x, x〉 ≥ 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉 (3.3.1)

eşitsizliği doğrudur. Benzer şekilde sürekli ve asynchronous f, g : [m,M ] → R fonksiyon

ise

〈f(A)g(A)x, x〉 ≤ 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉, (3.3.2)

eşitsizliği de doğrudur.

Teorem 3.3.1’den açıkça görülür ki, eğer f, g : [m,M ] → R sürekli ve synchronous

fonksiyon ise, bu durumda

N(A,B)(x) ≤M(A,B)(x) ≤ P (A,B)(x) (3.3.3)

Eğer, f, g : [m,M ] → R sürekli ve asynchronous fonksiyon ise bu durumda x ∈ H ve

||x|| = 1 olmak üzere

N(A,B)(x) ≥M(A,B)(x) ≥ P (A,B)(x) (3.3.4)

eşitsizlikleri doğrudur.

Teorem 3.3.2 f, g : I ⊆ R → R iki operatör p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) ∪

Sp(B) ⊂ [m,M ]’ de sınırlı, lineer, özeşlenik iki operatör olsun. Bu durumda, f, g sürekli,

synchronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise, (3.2.1) eşitsizliğinden

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ M(A,B)(x) +N(A,B)(x)

≤ 2P (A,B)(x)

elde edilir.
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Teorem 3.3.3 f, g : I ⊆ R → R iki operatör p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) ∪

Sp(B) ⊂ [m,M ]’ de sınırlı, lineer, özeşlenik iki operatör olsun. Bu durumda, f, g sürekli,

synchronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise,

1

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤

[ ∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉dt

]
+2[P (A,B)(x)]

ve

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+4[P (A,B)(x)]

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

(3.2.6) ve (3.2.7) eşitsizliklerinden sağlanır.

Teorem 3.3.4 f, g : I ⊆ R → R iki operatör p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) ∪

Sp(B) ⊂ [m,M ]’ de sınırlı, lineer, özeşlenik iki operatör olsun. Eğer, f, g sürekli, asyn-

chronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise, (3.2.1) eşitsizliğinden

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ M(A,B)(x) +N(A,B)(x)

≤ 2N(A,B)(x) (3.3.5)

elde edilir.

Teorem 3.3.5 f, g : I ⊆ R → R iki operatör p-konveks fonksiyon ve A, B de Sp(A) ∪

Sp(B) ⊂ [m,M ]’ de sınırlı, lineer, özeşlenik iki operatör olsun. Eğer, f, g sürekli, syn-

chronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise,
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1

2

〈
f

(
A+B

2

)
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤

[ ∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉dt

]
+2[N(A,B)(x)]

(3.3.6)

ve

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2[N(A,B)(x)]

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
(3.3.7)

(3.2.6) ve (3.2.7) eşitsizliklerinden sağlanır.

3.4 Hilbert Uzayında Operatör h-Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-
Hadamard Tipli Eşitsizlikler

Bu kısımda daha önce Salaş ve arkadaşları tarafından tanımlanan [14] operatör p-

konveks fonksiyonlar sınıfı, yani SpO, genişletilmiş ve daha genel eşitsizlikler elde edilmiştir.

Tanım 3.4.1 h : J ⊆ R → R negatif olmayan bir fonksiyon ve K da B(H)+ ın konveks

bir alt kümesi olsun. Eğer f : I ⊆ R→ R fonksiyonu

f
(
αA+ (1− α)B

)
≤ h(α)f(A) + h(1− α)f(B)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu f fonksiyonuna I aralığı üzerinde operatör h-konveks fonksiyon

denir. Burada A ve B, spektrumları I’da olan keyfi pozitif operatörler ve α ∈ [0, 1]. Bu

eşitsizliği sağlayan fonksiyonların sınıfını bundan sonra EShO ile göstereceğiz.

Lemma 3.4.1 f bir operatör h-konveks fonksiyon ve h(1
2
) > 1

2
olsun. Bu durumda her

A ∈ K ⊆ B(H)+ için f(A) pozitiftir.

İspat. Her A ∈ K için

f(A) = f

(
A

2
+
A

2

)
≤ h

(
1

2

)
f(A) + h

(
1

2

)
f(A) = 2h

(
1

2

)
f(A). (3.4.1)
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h

(
1

2

)
f(A) ≥ 0 olup f(A) ≥ 0, yani f(A) operatör h-konveks fonksiyonu pozitiftir.

Lemma 3.4.2 f : I ⊆ R → R sürekli bir fonksiyon olsun. A,B ∈ K ⊆ B(H)+ pozitif

keyfi iki operatör için

[A,B] := {(1− t)A+ tB , t ∈ [0, 1]}

şeklinde, spektrumları I’da olan tüm pozitif operatörlerin kümesi üzerinde bir parça

tanımlayalım. Bu durumda f ’nin operator h-konveks olabilmesi için gerekli ve yeterli

koşul

ϕx,A,B(t) :=
〈
f((1− t)A+ tB)x, x

〉
şeklindeki ϕx,A,B : [0, 1]→ R fonksiyonunun her x ∈ H, ‖x‖ = 1 için [0, 1] aralığı üzerinde

operatör h-konveks olmasıdır.

İspat. f ∈ EShO olduğundan keyfi t1, t2 ∈ [0, 1] ve α ∈ [0, 1] için

ϕx,A,B(αt1 + (1− α)t2) =
〈
f((1− (αt1 + (1− α)t2)A+ (αt1 + (1− α)t2)B)x, x

〉
=

〈
f(α[(1− t1)A+ t1B] + (1− α)[(1− t2)A+ t2B])x, x

〉
≤ h(α)

〈
f((1− t1)A+ t1B)x, x

〉
+ h(1− α)f((1− t2)A+ t2B)x, x

〉
≤ h(α)ϕx,A,B(t1) + h(1− α)ϕx,A,B(t2)

(3.4.2)

olup, bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.4.1 f bir operatör h-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları I’ da olan her

pozitif A ve B operatörleri için

1

2h

(
1
2

)f(A+B

2

)
≤
∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt ≤

[
f(A) + (B)

] ∫ 1

0

h(t)dt (3.4.3)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 ve t ∈ [0, 1], ayrıca
〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ve

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan 〈
((1− t)A+ tB)x, x

〉
= (1− t)

〈
Ax, x

〉
+ t
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.4.4)

eşitliğini yazabiliriz. f ’nin sürekliliği ve (3.4.4)’ den∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt
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integrali mevcuttur. f ∈ EShO olduğundan, t ∈ [0, 1] ve A,B ∈ K için

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt ≤ h(t)f(A) + h(1− t)f(B) (3.4.5)

elde edilir. (3.4.5)’ ın her iki tarafının [0, 1] üzerinden integrali alınırsa∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt ≤

[
f(A) + (B)

] ∫ 1

0

h(t)dt

elde edilir. (3.4.3) deki eşitsizliğin sol tarafı ispatlanmış olur.

f

(
A+B

2

)
≤ h

(
1

2

)(
f
(
tA+ (1− t)B

)
+ f
(
(1− t)A+ tB)

)
(3.4.6)

eşitsizliğini göz önünde bulunduralım. (3.4.6) eşitsizliğinin, [0, 1] aralığı üzerinden inte-

grali alınır ve doğru olan aşağıdaki eşitliği kullanırsak∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt =

∫ 1

0

f
(
(1− t)A+ tB

)
dt

bu durumda (3.4.3) ın ilk kısmı da ispat edilmiş olur. Böylece ispat tamamlanır.

3.5 Çarpım Durumunda İki Operator h-Konveks Fonksiyon için
Hermite Hadamard Tipli Eşitsizlikler

f, g : I → R sırasıyla operatör h1-konveks fonksiyon ve operatör h2-konveks fonksiyon

olsunlar. Bu durumda, spektrumları I’da olan bütün A ve B pozitif operatörleri için

aşağıdaki şekilde reel değerli fonksiyonlar tanımlayalım.

M(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉 (x ∈ H),

N(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉 (x ∈ H).

P (A,B)(x) = 〈[f(A)g(A) + f(B)g(B)]x, x〉 (x ∈ H),

Teorem 3.5.1 f : I ⊆ R → R bir operatör h1-konveks fonksiyon ve g : I ⊆ R → R

de operatör h2-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları I’ da olan bütün pozitif A ve B

operatörleri için x ∈ H, ‖x‖ = 1 olmak üzere∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ M(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt (3.5.1)

eşitsizliği doğrudur.
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İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 ve t ∈ [0, 1], ayrıca
〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I and

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan 〈
(tA+ (1− t)B)x, x

〉
= t
〈
Ax, x

〉
+ (1− t)

〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.5.2)

eşitliğini yazabiliriz. f ,g’ nin sürekliliğinden ve (3.5.2)’ den∫ 1

0

f
(
tA+ (1− t)B

)
dt,

∫ 1

0

g
(
tA+ (1− t)B

)
dt

ve ∫ 1

0

(fg)
(
tA+ (1− t)B

)
dt

integralleri mevcuttur.

f ∈ ESh1O ve g ∈ ESh2O olduğundan, t ∈ [0, 1] ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ 〈h1(t)f(A) + h1(1− t)f(B)x, x〉 (3.5.3)

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ 〈h2(t)g(A) + h2(1− t)g(B)x, x〉 (3.5.4)

yazılır. (3.5.3) ve (3.5.4) ten

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉 ≤ h1(t)h2(t)〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

+h1(t)h2(1− t)〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

+h1(1− t)h2(t)〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

+h1(1− t)h2(1− t)〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉 (3.5.5)

elde edilir. (3.5.5) te [0, 1] aralığı üzerinden her iki tarafın integrali alınırsa (3.5.1)

eşitsizliği ispat edilmiş olur.

Teorem 3.5.2 f : I ⊆ R → R bir operatör h1-konveks fonksiyon ve g : I ⊆ R → R de

bir operatör h2-konveks fonksiyon olsun. Spektrumları I’ da olan, bütün pozitif A ve B

operatörleri için x ∈ H, ‖x‖ = 1 olmak üzere

1

2h1
(
1
2

)
h2
(
1
2

)〈f(A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤

∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+M(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt (3.5.6)

dir.
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İspat. f ∈ ESh1O ve g ∈ ESh2O olduğundan, keyfi t ∈ [0, 1] ve x ∈ H, ‖x‖ = 1 için〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤
〈
f

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
×
〈
g

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
(3.5.7)

≤ h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

){[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ f

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]
×
[
g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]}
(3.5.8)

≤ h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

){[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉

]
+
[
h1(t)〈f(A)x, x〉+ h1(1− t)〈f(B)x, x〉

]
×
[
h2(1− t)〈g(A)x, x〉+ h2(t)〈g(B)x, x〉

]
+
[
h1(1− t)〈f(A)x, x〉+ h1(t)〈f(B)x, x〉

]
×
[
h2(t)〈g(A)x, x〉+ h2(1− t)〈g(B)x, x〉

]}
(3.5.9)

= h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

){
[〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉]

+[〈f
(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉+ 〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉]

+(h1(t)h2(1− t) + h2(t)h1(1− t))[〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉] +
[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉]

+(h1(1− t)h2(1− t) + h1(t)h2(t))
[
(〈f(A)x, x〉〈f(B)x, x〉] + 〈f(B))x, x〉〈g(A)x, x〉]

}
(3.5.10)

olup [0, 1] aralığı üzerinde integralini alırsak〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

)(∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉]

+[f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉]dt

+ M(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(A,B)

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

(3.5.11)

bulunur ki, bu da (3.5.6) nın ispatını tamamlar.
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Teorem 3.5.3 f : I ⊆ R → R ve g : I ⊆ R → R de iki operatör h-konveks fonksiyon

olsun. Spektrumları I’ da olan bütün pozitif A ve B operatörleri için

2h
(1

2

)〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h
(1

2

)
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2h

(
1

2

)2 ∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h

(
1

2

)2[
M(A,B)

∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt+N(A,B)

∫ 1

0

h(t)2dt
]

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
(3.5.12)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. f ve g iki operatör h-konveks fonksiyon ve t ∈ [0, 1] için〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
f

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
≤ h

(1

2

)〈f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)A+ tB)

2
x, x

〉

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
g

(
tA+ (1− t)B

2
+

(1− t)A+ tB

2

)
x, x

〉
≤ h

(1

2

)〈g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)A+ tB)

2
x, x

〉
.

eşitsizliklerini yazabiliriz. Bu iki eşitsizliği çapraz olarak çarpıp, daha sonra taraf tarafa

toplarsak 〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)A+ tB)x, x

〉
+

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)A+ tB)x, x

〉
≤ h

(1

2

)2〈
f(tA+ (1− t)B) + f((1− t)C + tB)x, x

〉
×
〈
g(tA+ (1− t)B) + g((1− t)C + tB)x, x

〉
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
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bulunur. Buradan

h
(1

2

)〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
+ h
(1

2

)〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
≤ h

(1

2

)2{[
〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉

+ 〈f
(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉

]
+
[
h(t)〈f(A)x, x〉+ h(1− t)〈f(B)x, x〉

]
×
[
h(1− t)〈g(A)x, x〉+ h(t)〈g(B)x, x〉

]
+
[
h(1− t)〈f(A)x, x〉+ h(t)〈f(B)x, x〉

]
×
[
h(t)〈g(A)x, x〉+ h(1− t)〈g(B)x, x〉

]}
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

h
(1

2

)〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

+ h
(1

2

)
g

(
C +D

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

≤ h
(1

2

)2[ ∫ 1

0

[〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉]

+ 〈f
(
(1− t)C + tD)

)
x, x〉〈g

(
(1− t)A+ tB)

)
x, x〉]

+ 2M(A,B)(x)

∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt+ 2N(A,B)(x)

∫ 1

0

h(t)2dt

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

dt

elde ederiz. Buradan (3.5.12) eşitsizliğinin ispatı tamamlanmış olur.

3.6 Operatör h-Konveks Fonksiyonların, Synchronous
ve Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanması

Teorem 3.6.1 f, g : I ⊆ R → R iki operatör h-konveks fonksiyon ve A,B de Sp(A) ∪

Sp(B) ⊂ [m,M ]’ de sınırlı, lineer, özeşlenik iki operatör olsun. Eğer, f, g sürekli, syn-

chronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise, (3.5.1) eşitsizliğinden∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ M(A,B)(x)

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(A,B)(x)

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

≤
[ ∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt
]
P (A,B)(x). (3.6.1)
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elde edilir.

Teorem 3.6.2 Eğer f, g sürekli, synchronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise, o zaman (3.5.6)

ve (3.5.12) eşitsizliklerinden sırasıyla〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 2h2

(
1

2

)
h2

(
1

2

)[∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉dt

]
+h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

)
[P (A,B)(x)]

[ ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt+

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt
]
,

ve

2h

(
1

2

)〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h

(
1

2

)〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2h

(
1

2

)
h

(
1

2

)∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h

(
1

2

)
h

(
1

2

)
[P (A,B)(x)]

[ ∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt+

∫ 1

0

h(t)2dt
]

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

elde edilir.

Teorem 3.6.3 Eğer f, g sürekli, asynchronous fonksiyon ve f, g ≥ 0 ise, o zaman (3.5.1)

eşitsizliğinden ∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ M(A,B)(x)

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(A,B)(x)

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

≤
[ ∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt)
]
N(A,B)(x).

elde edilir.

Teorem 3.6.4 Eğer f, g sürekli, synchronous fonksiyon ise o zaman (3.5.6) ve (3.5.12)

26



eşitsizliklerinden sırasıyla〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 2h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

)[∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉+ g

(
(1− t)A+ tB

)
x, x〉dt

]
+h1

(
1

2

)
h2

(
1

2

)
[N(A,B)(x)]

[ ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt+

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt
]
,

ve

2h

(
1

2

)〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈∫ 1

0

〈g
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h

(
1

2

)〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

≤ 2h

(
1

2

)
h

(
1

2

)∫ 1

0

〈f
(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉〈g

(
tA+ (1− t)B

)
x, x〉dt

+2h

(
1

2

)
h

(
1

2

)
[N(A,B)(x)]

[ ∫ 1

0

h(t)h(1− t)dt+

∫ 1

0

h(t)2dt
]

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

elde edilir.

3.7 Hilbert Uzayında Operatör Godunova-Levin Fonksiyonları
İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler

Biz bu kısımda ilk önce, literatüre ilk defa burada tanımı verilen Operatör Godunova-

Levin Fonksiyon Sınıfı tanıtılacak ve daha sonra Hilbert Uzayında operatör Godunova-

Levin Fonksiyonlar için bazı yeni Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler elde edilecektir.

Tanım 3.7.1 I, R’de bir aralık, A ve B de spekrumları I-da olan sınırlı pozitif operatörler

olsun. Eğer her λ ∈ (0, 1) için

f
(
λA+ (1− λ)B

)
≤ 1

λ
f(A) +

1

1− λ
f(B) (3.7.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa, bu f : I → R fonksiyonuna I aralığı üzerinde operator Godunova-

Levin sınıfındandır denir. Bundan sonra bu sınıftan olan fonksiyonları SQO sembolü ile

göstereceğiz.
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Lemma 3.7.1 Eğer f , operatör Godunova-Levin fonksiyon sınıfından ise, bu durumda

her A ∈ K ⊆ B(H)+ için f(A) pozitiftir.

İspat. A ∈ K olduğundan

f(A) = f

(
A

2
+
A

2

)
≤ 2f(A) + 2f(A) = 4f(A)

f(A) ≥ 0

olup, f(A)’ nın pozitif olduğu ispatlanmış olur.

Lemma 3.7.2 f : I ⊆ R → R sürekli bir fonksiyon ve A,B de spektrumları I’ da olan

keyfi pozitif iki operatör olsun. Bu durumda,

[A,B] :=

{
(1− t)A+ tB; t ∈ [0, 1]

}
⊆ I

parçası üzerinde f ’ nin operatör Godunova-Levin fonksiyon olabilmesi için gerekli ve

yeterli koşul

ϕx,A,B(t) :=
〈
f((1− t)A+ tB)x, x

〉
şeklinde tanımlanan ϕx,A,B : [0, 1] → R fonksiyonunun [0, 1] kapalı aralığı üzerinde op-

eratör Godunova-Levin fonksiyon olmasıdır.

İspat. f , [A,B] ⊆ I parçası üzerinde operatör Godunova-Levin sınıfından bir fonksiyon

ve her t1, t2 ∈ [0, 1], λ ∈ (0, 1) için

ϕx,A,B(λt1 + (1− λ)t2) =
〈
f((1− (λt1 + (1− λ)t2)A+ (λt1 + (1− λ)t2)B)x, x

〉
=

〈
f(λ[(1− t1)A+ t1B] + (1− λ)[(1− t2)A+ t2B])x, x

〉
≤ 1

λ

〈
f((1− t1)A+ t1B)x, x

〉
+

1

1− λ
f((1− t2)A+ t2B)x, x

〉
≤ 1

λ
ϕx,A,B(t1) +

1

1− λ
ϕx,A,B(t2).

olup, ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.1 f : I ⊆ [0,∞)→ R operatör Godunova-Levin sınıfından bir fonksiyon, A

ve B de spektrumları I-da olan keyfi pozitif lineer operatör olsun. Bu durumda λ ∈ (0, 1)

için
1

4
f

(
A+B

2

)
≤
∫ 1

0

f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ (3.7.2)

eşitsizliği doğrudur.
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İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 ve λ ∈ (0, 1) için〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ve

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olup 〈
((1− λ)A+ λB)x, x

〉
= (1− λ)

〈
Ax, x

〉
+ λ
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.7.3)

eşitliğini yazabiliriz. f foksiyonunun sürekliliğinden ve 3.7.3 eşitliğinden∫ 1

0

f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ

integrali vardır. λ ∈ (0, 1), f ∈ SQO ve A,B ∈ K ⊆ B(H)+ için

f
(
λA+ (1− λ)B

)
≤ 1

λ
f(A) +

1

1− λ
f(B) (3.7.4)

eşitsizliğini yazabiliriz. (3.7.3) eşitsizliğinin ispatı için

f

(
A+B

2

)
≤ 2f

(
λA+ (1− λ)B

)
+ 2f

(
(1− λ)A+ λB

)
(3.7.5)

doğru olan eşitsizliğini λ’ya göre [0, 1] kapalı aralığı üzerinde integralini alıp, ayrıca lit-

eratürde bilinen ∫ 1

0

f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ =

∫ 1

0

f
(
(1− λ)A+ λB

)
dλ

eşitliğini de göz önünde bulundurursak (3.7.3) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.7.2 f : I ⊆ [0,∞)→ R operatör Godunova-Levin sınıfından bir fonksiyon, A

ve B de spektrumları I-da olan keyfi pozitif lineer operatör olsun. Bu durumda λ ∈ (0, 1)

için ∫ 1

0

λ(1− λ)f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ ≤ f(A) + (B)

2
(3.7.6)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 ve λ ∈ (0, 1), için ayrıca〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ve

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan 〈
((1− λ)A+ λB)x, x

〉
= (1− λ)

〈
Ax, x

〉
+ λ
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.7.7)

eşitliğini yazabiliriz. f foksiyonunun sürekliliğinden ve (3.7.7) eşitliğinden∫ 1

0

f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ
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integrali vardır. λ ∈ (0, 1), f ∈ SQO ve A,B ∈ K ⊆ B(H)+ için

f
(
λA+ (1− λ)B

)
≤ 1

λ
f(A) +

1

1− λ
f(B) (3.7.8)

λ(1− λ)f
(
λA+ (1− λ)B

)
≤ (1− λ)f(A) + λf(B) (3.7.9)

ve

λ(1− λ)f
(
(1− λ)A+ λB

)
≤ λf(A) + (1− λ)f(B) (3.7.10)

eşitsizliklerini yazabiliriz. (3.7.9) ve (3.7.10) eşitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,

λ(1− λ)
(
f
(
λA+ (1− λ)B

)
+ f
(
(1− λ)A+ λB

))
≤ f(A) + f(B) (3.7.11)

eşitsizliğini elde ederiz, (3.7.11)’in her iki tarafını (0, 1) kapalı aralığında λ-ya göre inte-

gralini alırsak∫ 1

0

λ(1− λ)
(
f
(
λA+ (1− λ)B

)
+ f
(
(1− λ)A+ λB

))
dλ ≤ f(A) + f(B) (3.7.12)

eşitsizliğini elde ederiz. Ayrıca∫ 1

0

λ(1− λ)f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ =

∫ 1

0

λ(1− λ)f
(
(1− λ)A+ λB

)
dλ

doğru olan bu eşitliği de kullanarak bu teoremin ispatı tamamlanır.

3.8 Hilbert Uzayında Operator Godunova-Levin Fonksiyonlar
İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler

f, g : I ⊆ R → R iki operatör Godunova-Levin fonksiyon ve A,B ∈ K ⊆ B(H)+

olsun. Bu durumda aşağıdaki şekilde reel değerli fonksiyonlar tanımlayalım.

M(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉 (x ∈ H),

N(A,B)(x) = 〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉+ 〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉 (x ∈ H).

P (A,B)(x) = 〈[f(A)g(A) + f(B)g(B)]x, x〉 (x ∈ H),

Lemma 3.8.1 f : I ⊆ R → R sürekli bir fonksiyon olsun. A,B ∈ K ⊆ B(H)+ op-

eratörleri için f -nin

[A,B] :=

{
(1− t)A+ tB; t ∈ [0, 1]

}
parçasında operatör Godunova-Levin fonksiyon olabilmesi için gerekli ve yeter koşul her

x ∈ H, ‖x‖ = 1 için

ϕx,A,B(t) :=
〈
f((1− t)A+ tB)x, x

〉
şeklinde ϕx,A,B : [0, 1] → R fonksiyonu [0, 1] aralığı üzerinde operatör Godunova-Levin

fonksiyon olmasıdır.

30



İspat. f , [A,B] parçası üzerinde operatör Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu durumda

her t1, t2 ∈ [0, 1] ve λ ∈ (0, 1) için

ϕx,A,B(λt1 + (1− λ)t2) =
〈
f((1− (λt1 + (1− λ)t2)A+ (λt1 + (1− λ)t2)B)x, x

〉
=

〈
f(λ[(1− t1)A+ t1B] + (1− λ)[(1− t2)A+ t2B])x, x

〉
≤ 1

λ

〈
f((1− t1)A+ t1B)x, x

〉
+

1

1− λ
f((1− t2)A+ t2B)x, x

〉
≤ 1

λ
ϕx,A,B(t1) +

1

1− λ
ϕx,A,B(t2).

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.8.1 f, g : I ⊆ R → R iki operatör Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu

durumda A,B ∈ K ⊆ B(H)+ ve her x ∈ H, ‖x‖ = 1 için∫ 1

0

λ2(1− λ)2〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

≤ 1

3
M(A,B)(x) +

1

6
N(A,B)(x) (3.8.1)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. x ∈ H, ‖x‖ = 1 veλ ∈ [0, 1] olsun.
〈
Ax, x

〉
∈ Sp(A) ⊆ I ve

〈
Bx, x

〉
∈ Sp(B) ⊆ I

olduğundan

〈
((1− λ)A+ λB)x, x

〉
= (1− λ)

〈
Ax, x

〉
+ λ
〈
Bx, x

〉
∈ I, (3.8.2)

yazabiliriz. f, g nin sürekliliğinden ve (3.8.2)’den∫ 1

0

f
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ

∫ 1

0

g
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ

ve ∫ 1

0

(fg)
(
λA+ (1− λ)B

)
dλ

integralleri mevcuttur. f, g ∈ SQO olduğundan λ ∈ (0, 1) ve x ∈ H için

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉 ≤ 〈1

λ
f(A) +

1

1− λ
f(B)x, x〉 (3.8.3)

〈g
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉 ≤ 〈1

λ
g(A) +

1

1− λ
g(B)x, x〉. (3.8.4)
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yazabiliriz. (3.8.3) ve (3.8.4)’ den

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉 ≤ 1

λ2
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

+
1

λ(1− λ)
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

+
1

λ(1− λ)
〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

+
1

λ(1− λ)2
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

(3.8.5)

elde ederiz. (3.8.5)-in her iki tarafının (0, 1) üzerinde integrali alınırsa istenilen eşitsizlik

elde edilmiş olur.

Teorem 3.8.2 f, g : I ⊆ R → R iki operatör Godunova-Levin fonksiyon olsun. Bu

durumda A,B ∈ K ⊆ B(H)+ ve her x ∈ H, ‖x‖ = 1 için

λ2(1− λ)2
〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 8λ2(1− λ)2

∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

+
4

3
M(A,B)(x) +

8

3
N(A,B)(x) (3.8.6)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. f, g ∈ SQO, λ ∈ (0, 1) ve her x ∈ H, ‖x‖ = 1 için〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
f

(
λA+ (1− λ)B

2
+

(1− λ)A+ λB

2

)
x, x

〉
×
〈
g

(
λA+ (1− λ)B

2
+

(1− λ)A+ λB

2

)
x, x

〉

≤ 4

{
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
〉+ 〈f

(
(1− λ)A+ λB

)
〉

×〈g
(
λA+ (1− λ)B

)
〉+ 〈g

(
(1− λ)A+ λB

)
〉
}
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≤ 4

{[
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− λ)A+ tB

)
x, x〉〈g

(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉

]
+
[1

λ
〈f(A)x, x〉+

1

1− λ
〈f(B)x, x〉

]
×
[ 1

1− λ
〈g(A)x, x〉+

1

λ
〈g(B)x, x〉

]
+
[ 1

1− λ
〈f(A)x, x〉+

1

λ
〈f(B)x, x〉

]
×
[1

λ
〈g(A)x, x〉+

1

1− λ
〈g(B)x, x〉

]}

= 4

{
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉g

(
λC + (1− λ)D

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉〈g

(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

(λ)2

[
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

(1− λ)2

[
〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

(1− λ)2

[
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

(λ)2

[
〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]}

eşitsizliklerini yazabiliriz. Buradan her iki tarafın (0, 1) üzerinde inregrali alınırsa

λ2(1− λ)2
∫ 1

0

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
dλ

≤ 4λ2(1− λ)2
∫ 1

0

[
〈f
(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉+ g

(
(λA+ (1− λ)B

)
x, x〉

+〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉+ 〈g

(
(1− λA+ λB

)
x, x〉)

]
dλ

+
8

3
M(A,B)(x) +

4

3
N(A,B)(x)

elde edilir ki, bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.8.3 f, g : I ⊆ R→ R iki operatör Godunova-Levin fonksiyon ve A,B ∈ K ⊆
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B(H)+ olsun. Bu durumda x ∈ H, ‖x‖ = 1 için

4λ2(1− λ)2
(〈

f

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[
〈g
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉]dλ

+

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉

)
dλ

≤ 8λ2(1− λ)2
∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

+
4

3
M(A,B)(x) +

8

3
N(A,B)(x) +

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
(3.8.7)

eşitsizliği doğrudur.

İspat. f, g ∈ SQO ve her λ ∈ (0, 1) için〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
f

(
λA+ (1− λ)B

2
+

(1− λ)A+ λB

2

)
x, x

〉
≤

〈
2f(λA+ (1− λ)B) + 2f((1− λ)A+ tB)x, x

〉

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
=

〈
g

(
λA+ (1− λ)B

2
+

(1− λ)A+ λB

2

)
x, x

〉
≤
〈

2g(λA+ (1− λ)B) + 2g((1− λ)A+ λB)x, x

〉
.

eşitliklerini yazabiliriz. Bu iki eşitsizliği çapraz olarak çarpıp, daha sonra taraf tarafa

toplarsak 〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
2g(tA+ (1− t)B) + 2g((1− t)A+ tB)x, x

〉
+

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
2f(tA+ (1− t)B) + 2f((1− t)A+ tB)x, x

〉
≤

〈
2f(tA+ (1− t)B) + 2f((1− t)A+ tB)x, x

〉
×
〈

2g(tA+ (1− t)B) + 2g((1− t)A+ tB)x, x

〉
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
bulunur. Buradan

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈g
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉+ g

(
(1− λ)A+ λB)

)
x, x〉

]
+ 2

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉[
〈f
(
λC + (1− λ)D

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− λ)A+ λB)

)
x, x〉

]
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≤ 4

{
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉

]
+
[
〈f
(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉〈g

(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

(λ)2

[
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

(1− λ)2

[
〈f(B)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(A)x, x〉〈g(A)x, x〉

]
+

1

(1− λ)2

[
〈f(A)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

(λ)2

[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]
+

1

λ(1− λ)

[
〈f(B)x, x〉〈g(B)x, x〉

]}
+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
elde ederiz. Ve son olarak her iki tarafın (0, 1) üzerinde integralini alırsak

λ2(1− λ)2
(

2

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[
〈g
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉+ g

(
(1− λ)A+ λB)

)
x, x〉

]
dλ

+ 2

〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉∫ 1

0

[
〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉+ 〈f

(
(1− λ)A+ λB)

)
x, x〉

])
dλ

≤ 4λ2(1− λ)2
∫ 1

0

[〈f
(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉+ g

(
(λA+ (1− λ)B

)
x, x〉

+〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉+ 〈g

(
(1− λ)A+ λB

)
x, x〉)]dλ

+
8

3
M(A,B)(x) +

4

3
N(A,B)(x)

+

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
bulunur ve istenilen eşitsizlik elde edilir.

3.9 Operatör Godunova-Levin Fonksiyonların Synchronous ve
Asynchronous Fonksiyonlara Uygulanması

Daha önceki kısımlarda Synchronous ve Asynchronous Fonksiyonların tanımı verildiği

için burada yeniden tanım vermeyeceğiz.

Teorem 3.9.1 f, g : [m,M ] → R iki operatör Godunova-Levin fonksiyon ve A,B de

Sp(A)∪Sp(B) ⊂ [m,M ]’de sınırlı özeşlenik operatör olsun. Eğer f, g sürekli, synchronous

foksiyon ve f, g ≥ 0 ise, (3.8.1) eşitsizliği
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∫ 1

0

λ2(1− λ)2〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

≤ 1

3
M(A,B)(x) +

1

6
N(A,B)(x)

≤ 1

2
P (A,B)(x)

haline dönüşür.

Teorem 3.9.2 Eğer f, g sürekli, synchronous foksiyon ise, (3.8.6) ve (3.8.7) sırasıyla

λ2(1− λ)2
〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 8λ2(1− λ)2

∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

+4P (A,B)(x)

ve

λ2(1− λ)2
〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 8λ2(1− λ)2

∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

+4P (A,B)(x) +

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

haline dönüşür.

Teorem 3.9.3 Eğer f, g sürekli, asynchronous foksiyon ve f, g ≥ 0 ise, bu durumda

(3.8.1) eşitsizliği∫ 1

0

λ2(1− λ)2〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

≤ 1

3
M(A,B)(x) +

1

6
N(A,B)(x) ≤ 1

2
N(A,B)(x)

haline dönüşür.

Teorem 3.9.4 Eğer f, g sürekli, synchronous foksiyon ise, bu durumda (3.8.6) ve (3.8.7)

sırasıyla

λ2(1− λ)2
〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 8λ2(1− λ)2

∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉λ

+4N(A,B)(x)
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ve

λ2(1− λ)2
〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉
≤ 8λ2(1− λ)2

∫ 1

0

〈f
(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉〈g

(
λA+ (1− λ)B

)
x, x〉dλ

+4N(A,B)(x) +

〈
f

(
A+B

2

)
x, x

〉〈
g

(
A+B

2

)
x, x

〉

haline dönüşür.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Yüksek lisans tezi olarak yapılan bu çalışma, tamamı özgün olan üçüncü bölüm ile

matematik literatürüne yeni kavramlar, teoremler, sonuçlar ve uygulamalar getirmiştir.

Elde edilen bu yenilikler uluslararası hakemli dergilerde [14] basılmış uluslararası [15] ve

ulusal [20] sempozyumlarda sunulmuştur. İlaveten halihazırda uluslararası hakemli iki

dergide inceleme aşamasında olan iki çalışmamız bulunmaktadır. İlk önce bu tezden elde

edilen sonuçları ifade edip, daha sonra önerilerimizi verelim.

Yapılan bu tez çalışması ile:

1. Eşitsizlik Teorisi ve Sınırlı Operatörler Teorisi birleştirilmiştir.

2. Reel anlamda bilinen konves, p-konveks, h-konveks ve Godunova-Levin foksiyonlar

sınıfı, Hilbert uzayında Hermite-Hadamard Eşitsizliği aracılığıyla operatör konveks,

p-konveks, h-konveks ve Godunova-Levin fonksiyon sınıfı elde edilmiştir.

3. Elde edilen bu yeni sınıflar ile ilgili , teorem ve sonuçları verilmiştir.

4. Özel olarak, çarpımları bu sınıftan olan operatör konveks sınıflarının durumları in-

celenmiştir.

5. Son olarak ise, Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlara uygulanarak uygula-

ması yapılmıştır.

Şimdi bu yüksek lisans tezinden çıkan sonuçlara göre bazı öneriler verelim:

1. Bu tez çalışması, Eşitsizlik Teorisi ve Sınırlı Lineer Operatörler Teorisi’nin bir araya

getirdiği için, literatürde reel anlamda bilinen fakat sınırlı lineer operatörler teori-

sine uygun olmak koşuluyla diğer konvekslik çeşitlerinin (s-konveks, 2.anlamda s-

konveks, logaritmik konveks, v.s.) operatör kısmı yapılabilir.

2. Burada biz Hilbert uzayında Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlik yardımıyla, sınırlı

lineer operatörlere taşıdık. Literatürde daha bir çok eşitsizlik vardır. Bunların

bazılarını söylemek gerekirse Jensen, C̆ebyšev Fonksiyoneli için eşitsizlik, Grüss,

Quasi-Grüss, Ostrowski, Trapezoidal, Taylor, v.b. tipli eşitsizlikler vardır. Dolayısıyla

her biri için yeni eşitsizlikler operatör konveklik kavramı verilebilir.
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3. Elde edilecek bu yeni sınıfların sadece Synchronous ve Asynchrounous fonksiyonlar

için değil diğer fonksiyonlara da uygulanarak, yeni uygulama alanları bulunabilir.
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[29] Mitrinović D. S., Pečarić J. E., Fink A. M., Classical and New Inequalities in Analysis,

Kluwer Acad. Publ., (1993).

42
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