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Danışman: Yrd. Doç. Dr. Erdal ÜNLÜYOL  

Bu tez çalısması hem Lineer Operatörler Teorisini hem de Matematiksel Eşitsizlikleri bir 

araya getirmiştir. Yani Hilbert uzayında sınırlı özeşlenik operatörlerin sürekli fonksiyonları 

için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler ve operatör (h,m)-konveks fonksiyonlar sınıfı 

incelenmiştir. Elde edilen yeni tanım, teoremler ve sonuçlar bu alandaki matematik 

literatürüne katkı sağlamıştır. 

Anahtar Kelimeler:  Hilbert uzayı, Özeşlenik operatör, Hermite-Hadamard Tipi                                                                      

                                   Eşitsizlikler, Operatör (h,m)-konveks fonksiyon. 
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ABSTRACT 

OPERATOR  (h,m)-CONVEX  FUNCTIONS IN  HILBERT  SPACE 

Dilan YARDİMCİEL 

Ordu University 

Institute for Graduate Studies in Science and Technology 

Department of Mathematics, 2017 

MSc. Thesis, 35p. 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal ÜNLÜYOL 

The dissertation is combinad with use by both Linear Operator Theory and Mathematical 

Inequalities. Namely, it is investigated Hermite-Hadamard Type Inequalities for continuous 

of bounded selfadjoint operators and operator (h,m)-convex functions on Hilbert space. The 

new definition, theorems and corollaries obtained  contribute to the mathematical literature 

in this field. 

Key Words: Hilbert space, Selfadjoint operator, Hermite-Hadamard Type  inequalities, 

Operator (h,m)-convex function. 
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1. GİRİŞ 

Eşitsizlik Teorisi'nin temellerini 18. ve 19. yüzyıllarda K. F. Gauss (1775-1855), A. 

L.Cauchy (1785-1857) ve P. L.Chebyshev (1821-1894) gibi matematikçiler atmışlardır. 

Fakat modern anlamda ''Eşitsizlik Teorisi'' alanında yapılan ilk çalışma 1934 yılında G. H. 

Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafından yazılan ''Inequalities'' isimli kitabıdır. Bu 

çalışmayı 1961 yılında E. F. Beckenbach ve R. Bellman'ın yine aynı ismi taşıyan 

''Inequalities'' adlı kitabı takip eder. Daha sonra 1965 yılında J. Szarski'nin ''Differantial 

Inequalities'', 1991 yılında   Mitrinović  ve ark. ''Inequalities Involving Functions and Their 

Derivatives'', 1963 yılında yine Mitrinović  ve ark.'ın ''Classical and New Inequalities in 

Analysis'' isimli kitabını söyleyebiliriz. Bunların dışında matematiksel   eşitsizlikler  

literatürüne bakıldığında S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V. Milovanovic,  C. P. 

Niculescu, C. E. M. Pearce, J.  E. Pećarić,  A. M. Fink,  M. E. Özdemir,  M. Z. Sarıkaya,  İ. 

İşcan, E.  Set,    A.  O.Akdemir  v.b   yazarların  da bir çok makalelerini bulabilirsiniz. 

Konvekslik kavramının ortaya çıkışı Arşimet'in, çemberin içine ve etrafına çizdiği düzgün 

çokgenler yardımıyla yaptığı  “𝜋”  sayısı hesabına kadar dayanır. Bu çalışmaları sırasında 

Arşimet, herhangi bir konveks şeklin çevresinin, etrafına çizilen bütün diğer konveks 

şekillerin çevresinden daha küçük olduğunu fark etmiştir. Böylece konvekslik kavramı 

konveks şekiller etrafında gelişmiştir. Euler ve Descartes konveks çokgenler ile ilgili 

formüller üzerinde çalışmıştır. Daha sonra 1841'de Cauchy, konvekslik hakkında bazı 

özellikler vermiştir. Konveksliğin modern tanımı eşitsizlik tanımını içerdiğinden 

konveksliğin eşitsizliklerle birlikte çalışılması da doğal bir sonuçtur. 

 

Konveks fonksiyonların tarihi eskiye dayanmakla birlikte 19. yüzyılın sonları olarak 

gösterilebilir. 1893'de Hadamard'ın çalışmasında açıkça belirtilmese de bu türden 

fonksiyonların temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatürde konveks 

fonksiyonları gösteren sonuçlara rastlanılmasına rağmen, konveks fonksiyonların ilk kez 

sistemli olarak 1905 ve 1906 yıllarında J. L. W. V. Jensen tarafından çalışılmıştır. Jensen'in  

bu  çalışmalarından itibaren Konveks Fonksiyonlar Teorisi hızlı bir gelişme göstermiştir. 

Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikleri içeren ilk kaynak 1987 yılında Pećarić 

tarafından yazılan ''Convex Functions: Inequalities'' isimli kitaptır. Ayrıca 1973 yılında A. 

W. Roberts ve B. E. Vorberg ''Convex Functions'', 1992 yılında . Pećarić,  ve ark. ''Convex 

Functions, Partial Ordering and Statistical Applications'', 2006 yılında C. Niculescu ve L. E. 

Persson ''Convex Functions and Their Applications, A Contempoarary Approach'' gibi 

eserler konveks fonksiyonlar üzerinde eşitsizlikle ilgili yapılan çalışmalardır. 
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Lineer Operatörler Teorisi ile Matematiksel Eşitsizlikler Teorisini bir araya getiren bu tez 

çalışma için literatüre bakmak gerekirse; 

  

M. E. Özdemir, A. O. Akdemir ve E. Set tarafından 2011 yılında yapılan [1]  çalışması, bu 

tez’e ilham vermiştir. Bu çalışmada klasik anlamda yeni bir sınıf olan (h,m)-konveks 

fonksiyonlar sınıfı ve bu sınıfın bazı özellikleri verilmiştir. Bu çalışma 2016 yılında [2] 

basılmıştır. M. Matloka ise 2013 yılındaki [3] çalışması ile bu sınıfı aynı şekilde tekrardan 

tanımlamıştır. 

 

Dragomir [2011], Hilbert uzayında özeşlenik operatörlerin operatör konveks fonksiyonları 

için Hermite-Hadamard Tipli eşitsizlikler elde etmiş ve özel durumlar için uygulamalar 

yapmıştır. 

 

E. Ünlüyol, S. Salaş ve Y. Erdaş ise [5-16] çalışmalarında ise, Hilbert uzayında operatör 𝑝-

konveks, ℎ-konveks, m-konveks, (𝛼,𝑚)-konveks fonksiyonlar sınıfını tanıtıp, bazı 

özelliklerini elde etmişlerdir. 

 

Taghavi ve ark.[17] çalışmasında operatör ℎ-konveks fonksiyonların diğer bazı özelliklerini 

verip, pozitif lineer operatörler için singüler ve iz değerinde yeni eşitsizlikler elde 

etmişlerdir. 

 

Cortez ve ark. [18] Hilbert uzayında operatör ℎ-konveks fonksiyonlar için bazı yeni Jensen 

ve Hermite-Hadamard Tipi eşitsizlikler elde etmişlerdir.  

 

Yukarıda bu alanada yapılan literatüre bakıldığında “Hilbert uzayında operatör (ℎ,𝑚)-

konveks fonksiyonlar sınıfı” nın çalışılmadığı görülmüş olup, bu tez çalışması matematiğin 

bu alandaki açığı kapatması düşünülerek hazırlanmıştır. Yani, bu tez de ilk defa Hilbert 

uzayında operatör (ℎ,𝑚)-konveks fonksiyon sınıfı tanıtılmış ve Hermite-Hadamard Tipli 

Eşitsizlikler yardımıyla bazı özellikleri elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir.

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : L×L →
L ve . : F × L → L işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir.

A) L + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,

G1. Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2. Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + zdir.

G3. Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak şekilde θ ∈ L vardır.

G4. Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak şekilde −x ∈ L vardır.

G5. Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F omak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır:

L1. αx ∈ L dir.

L2. α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.

L3. (α + β)x = α.x+ β.x dir.

L4. (αβ)x = α(β.x) dir.

L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanıdır). F = R ise L ye reel lineer uzay,

F = C ise L ye karmaşık (kompleks) lineer uzay adı verilir.

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.

Tanım 2.0.3 F bir cisim, V ve W , F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u, v ∈ V ve

c ∈ F olmak üzere T : V → W dönüşümü,

a) T (u+ v) = T (u) + T (v)

b) T (cu) = cT (u)

şartlarını sağlıyorsa T ye V üzerinde bir lineer dönüşüm denir .

Tanım 2.0.4 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A ⊆ L ve x, y ∈ A keyfi olmak üzere

B = {z ∈ L : z = αx+ (1− α)y, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A

ise B kümesine konveks küme denir. Eğer z ∈ B ise z = αx+ (1− α)y eşitliğindeki x ve

y nin katsayıları için α + (1− α) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple konveks
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küme tanımındaki α, 1− α yerine α+ β = 1 şartını sağlayan ve negatif olmayan α, β reel

sayılarını alabiliriz.

Geometrik olarak B kümesi uç noktaları x ve y olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda

sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve herhangi iki noktasını birleştiren doğru

parçasını ihtiva eden kümedir.

Tanım 2.0.5 (h-Konveks Fonksiyon): h ̸≡ 0 ve h : J → R negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Her x, y ∈ I, α ∈ (0, 1) için,

f(αx+ (1− α)y) ≤ h(α)f(x) + h(1− α)f(y)

şartını sağlayan negatif olmayan f : I → R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir.

Burada I ve J , R de iki aralık, (0, 1) ⊆ J dir.

Tanım 2.0.6 (m-Konveks Fonksiyon): f : [0, b] → R , b > 0 fonksiyonu, eğer her

x, y ∈ [0, b], t ∈ [0, 1] ve m ∈ [0, 1] için aşağıdaki eşitsizlik sağlanıyorsa bu fonksiyona

m-konveks fonksiyon denir.

f(tx+m(1− t)y) ≤ tf(x) +m(1− t)f(y)

Tanım 2.0.7 ((h,m)-Konveks Fonksiyon): h : J → R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Her x, y ∈ [0, b], m ∈ [0, 1] ve α ∈ (0, 1) için,

f(αx+m(1− α)y) ≤ h(α)f(x) +mh(1− α)f(y)

şartını sağlayan negatif olmayan f : [0, b] → R fonksiyonuna (h,m)-konveks fonksiyon

denir. Burada I ve J , R de iki aralık, (0, 1) ⊆ J dir.

Tanım 2.0.8 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralık ve f : I → R bir fonksiyon

olmak üzere her x, y ∈ I ve α ∈ [0, 1] için,

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) (2.0.1)

eşitsizliğini sağlayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (2.0.1) eşitsizliği

x ̸= y ve α ∈ (0, 1) için kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Teorem 2.0.1 f fonksiyonu [a, b] aralığında konveks ise

a) f, (a, b) aralığında süreklidir ve

b) f, [a, b] aralığında sınırlıdır.
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Teorem 2.0.2 (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): I, R de bir aralık, a, b ∈ I ve a < b

olmak üzere f : I → R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

f
(a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

eşitsizliğine literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği denir.

Tanım 2.0.9 (İç-çarpım uzayı): X, F (R veya C) cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

(., .) : X × X → F dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahip ise ” (., .)” dönüşümüne X

üzerinde bir iç-çarpım, (X, (., .)) ikilisine de ”iç-çarpım” uzayı denir.

1. ∀x ∈ X için (x, x) ≥ 0 ve (x, x) = 0 ⇔ x = 0X ;

2. ∀x, y ∈ X için (x, y) = (y, x);

3. ∀x, y ∈ X ve α ∈ F için (αx, y) = α(x, y);

4. ∀x, y, z ∈ X için (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

Tanım 2.0.10 (Norm): (X, (., .)) bir iç çarpım uzayı olsun. Bir x ∈ X vektör normu

∥ x ∥= (x, x)
1
2 (2.0.2)

şeklinde tanımlanan reel sayıya denir.

Tanım 2.0.11 (Hilbert Uzayı): (X,< ., . >) bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu iç-

çarpım uzayı (2.0.2) normuna göre tam ise, yani (X,< ., . >) iç-çarpım uzayı içindeki her

Cauchy Dizisi (2.0.2) norma göre yakınsak ise bu iç çarpıma bir ”Hilbert Uzayı” denir.

Not 2.0.1 F = R olması halinde 2. özellik (x, y) = (y, x) olur. İç-çarpım tanımını

kullanarak aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu kolayca görebiliriz.

1. ∀x, y, z ∈ X ve ∀α, β ∈ F için (αx+ βy, z) = α(x, y) + β(y, z),

2. ∀x, y ∈ X ve ∀α,∈ F için (x, αy) = α(x, y);

3. ∀x, y ∈ X ve ∀α, β ∈ F için (x, αy + βz) = α(x, y) + β(y, z)

Tanım 2.0.12 (Birim Operatör): A : X → X operatörü verilsin. Eğer her x ∈ X

için Ax = x ise A operatörüne birim(özdeşlik) operatör denir. I, E ve IX sembollerinden

biriyle gösterilir.
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Tanım 2.0.13 (Sınırlı Operatör): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanım kümesi

D(A) ⊂ X ve görüntü kümesi R(A) ⊂ Y olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)

’nın X’ de sınırlı her kümesi R(A)’nın Y de sınırlı bir kümesine karşılık getiriyorsa A’ ya

”sınırlı bir operatör” denir. Başka bir deyişle

∥ Ax ∥Y≤ c ∥ x ∥X , her x ∈ D(A)

olacak şekilde sabit bir c > 0 sayısı varsa, A’ya ”sınırlı bir operatör”denir.

Tanım 2.0.14 (Lineer Operatör): X ve Y aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y operatörü verilsin. Eğer D(A), X’ in bir alt uzayı ve

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ F

ise A’ya ”lineer operatör”denir.

Tanım 2.0.15 (Eşlenik ve Öz-eşlenik Operatör): A, H Hilbert uzayında sınırlı lineer

bir operatör olsun. Eğer her f, g ∈ D(A) ⊂ H için

(Af, g) = (f,A∗g)

sağlanıyorsa A∗ a A’nın ”eşlenik operatörü”denir.

Eğer D(A) = D(A∗) ve A = A∗ ise bu A’ ya özeşlenik operatör denir.

Tanım 2.0.16 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayı ve A : D(A) ⊂ H → H bir lineer

operatör olsun

ρ(A) := {λ ∈ C : (A− λE)−1 ∈ L(X)}

kümesine A operatörünün ”regüler değerler kümesi” veya ”rezolvent kümesi” denir.

λ ∈ ρ(A) olmak üzere R(λ;A) = (A− λE)−1 operatorüne A operatorünün ”rezolven-

tası” veya ”çözücü operatörü” adı verilir.

Tanım 2.0.17 (Spektrum): H bir Hilbert uzayı olsun.

Sp(A) = σ(A) := C \ ρ(A)

kümesine A operatörünün ”spektrumu ” denir. A operatörünün spektrum kümesi ”σ(A)”

veya ”Sp(A)” ile göstereceğiz.
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Tanım 2.0.18 A, (H, ⟨·, ·⟩) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesini göstersin. Gelfand dönüşümü yardımıyla aşağıdaki özellikleri

yazılan Φ ile C
(
Sp(A)

)
kümesi arasında bir ∗-izometrik izomorfizim vardır. Ayrıca H

üzerinde 1H birim operatörü ve A operatörü tarafından üretilen bir C∗(A) cebiri vardır.

Keyfi f, g ∈ C
(
Sp(A)

)
ve α, β ∈ C için

1. Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g);

2. Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) ve Φ(f) = Φ(f)∗;

3. ∥Φ(f)∥ := ∥f∥ := supt∈Sp(A) |f(t)| ;

4. Φ(f0) = 1H ve Φ(f1) = A burada f0(t) = 1 ve f1(t) = t için t ∈ Sp(A).

Şimdi bir operatörün, bir fonksiyon altındaki görüntüsünün ne anlama geldiğini ifade

edelim.

Tanım 2.0.19 A, (H, ⟨·, ·⟩) kompleks bir Hilbert uzayı üzerinde keyfi bir özeşlenik li-

neer operatör olsun. C
(
Sp(A)

)
, A operatörünün spektrumu üzerinde tanımlı tüm sürekli

fonksiyonların kümesini ve Φ de Tanım (2.0.18) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her

f ∈ C
(
Sp(A)

)
için

f(A) := Φ(f)

şeklinde tanımlanan ifadeye keyfi bir A özeşlenik operatörünün sürekli fonksiyonel hesabı

denir.

Tanım 2.0.20 (Operatörlerde Sıralama): A veB,H Hilbert uzayı üzerinde iki özeşlenik

operatör olsun. Her x ∈ H

1. A ≤ B ⇔ ⟨Ax, x⟩ ≤ ⟨Bx, x⟩ ,

2. A ≥ 0 ise A operatörüne pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eğer A özeşlenik bir operatör ve f de Sp(A) üzerinde tanımlı reel değerli

sürekli bir fonksiyon ise, bu durumda t ∈ Sp(A) için f(t) ≥ 0 dır. Buradan f(A) ≥ 0,

yani f(A) H Hilbert uzayı üzerinde pozitif bir operatördür. İlaveten eğer f ve g, Sp(A)

üzerinde iki fonksiyon ise aşağıdaki önemli özellik sağlanır. Her t ∈ Sp(A) için

f(t) ≥ g(t) dir. Buradan f(A) ≥ g(A)
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Teorem 2.0.3 A, H Hilbert uzayı üzerinde sınırlı özeşlenik bir operatör olsun. Bu du-

rumda aşağıdakiler doğrudur.

m := inf
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩ = max{α ∈ R|αE ≤ A};

M := sup
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩ = min{α ∈ R|A ≤ αE};

ve

∥A∥ = max{∥m∥, ∥M∥}

ayrıca m,M ∈ Sp(A) ve Sp(A) ⊂ [m,M ] dir.

Not 2.0.1 A,B ∈ K için [A,B] := {(1− t)A+ tB : A,B ∈ K, t ∈ [0, 1]}.

Tanım 2.0.21 (Operatör Konveks):[4] A ve B, spektrumları I ⊂ R da olan keyfi

özeşlenik operatörler ve λ ∈ [0, 1] olsun. Bu durumda,

f((1− λ)A+ λB) ≤ (1− λ)f(A) + λf(B)

eşitsizliğini sağlayan, I aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli sürekli fonksiyona operatör

konveks denir.

Tanım 2.0.22 ( Operatör h-Konveks Fonksiyon):[7] I, J R’ de iki aralık ve K da

B(H)+’ın bir alt kümesi olsun. Bu durumda, sürekli olan bir f : I → R fonksiyonu her

t ∈ [0, 1] için

f(tA+ (1− t)B) ≤ h(t)f(A) + h(1− t)f(B)

eşitsizliğini sağlıyorsa f ’ye operatör h-konveks fonksiyon denir. Burada A,B ∈ K spek-

trumları I’ da olan pozitif operatörler ve h : J ⊆ R, h ̸≡ 0 ise negatif olmayan bir

fonksiyondur. Bundan sonra biz bu operatör sınıfını EShO sembolü ile göstereceğiz.

Tanım 2.0.23 ( Operatör m-Konveks Fonksiyon):[6] I, R de bir aralık ve K da

B(H)+’nın konveks bir alt kümesi olsun. Her m, t ∈ [0, 1] ve spekturumu I da olan her

pozitif A,B operatörü için f : I ⊆ [0,∞) → R fonksiyonu

f(tA+m(1− t)B) ≤ tf(A) +m(1− t)f(B)

eşitsizliğini sağlanıyorsa bu fonksiyona operatör m-konveks fonksiyon denir.

8



3. YAPILAN ÇALIŞMALAR

3.1 Hilbert Uzayında Operatör (h,m)-Konveks Fonksiyonlar İçin
Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler

Tanım 3.1.1 h : J ⊆ R → R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eğer f : [0, b] → R

negatif olmayan fonksiyonu Spektrumları [0, b] aralığında olan A,B ∈ K pozitif op-

eratörleri ve m ∈ [0, 1], α ∈ (0, 1) için

f(αA+m(1− α)B) ≤ h(α)f(A) +mh(1− α)f(B) (3.1.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa bu durumda ise f ’ye bir operatör (h,m)-konveks fonksiyon denir.

Eğer yukarıdaki eşitsizlik ters çevrilir ise bu durumda f ’ye operatör (h,m)-konkav fonksiyon

denir.

Not 3.1.1 Bundan sonra bu operatör fonksiyon sınıfını ESD(h,m)O ile gösterilecektir.

Teorem 3.1.1 f : [A,B] ⊂ [0,∞) → (0,∞) [A,B] aralığı üzerinde bir operatör (h,m)-

konveks fonksiyonu ve A < mB olsun. Bu durumda

h : J ⊆ R → R bir negatif olmayan fonksiyon, m ∈ (0, 1] için

1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx ≤ (f(A) +mf(B))

∫ 1

0

h(t)dt (3.1.2)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. x ∈ H, ∥ x ∥= 1 ve t ∈ [0, 1] için ,
⟨
Ax, x

⟩
∈ Sp(A) ⊆ [A,B] ve⟨

Bx, x
⟩
∈ Sp(B) ⊆ [A,B] olduğundan dolayı

⟨
((1− t)A+ tmB)x, x

⟩
= (1− t)

⟨
Ax, x

⟩
+ tm

⟨
Bx, x

⟩
∈ [A,B], (3.1.3)

yazabiliriz. f -nin sürekliliği ve 3.1.3 eşitliğinden∫ 1

0

f
(
tA+m(1− t)B

)
dt

integrali vardır. İddiaya göre f bir operatör (h,m)-konveks fonksiyon ve h > 0, her

t ∈ [0, 1] ve m ∈ (0, 1] için

f(tA+m(1− t)B) ≤ h(t)f(A) +mh(1− t)f(B)
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eşitsizliğini yazabiliriz. Buradan

1

(mB − A)

∫ mB

A

f(x)dx =

∫ 1

0

f(tA+m(1− t)B)dt

≤
∫ 1

0

(
h(t)f(A) +mh(1− t)f(B)

)
dt

eşitsizliği olduğu kolayca görülebilir.

Minkowski eşitsizliği kullanılarak∫ 1

0

(
h(t)f(A) +mh(1− t)f(B)

)
dt ≤

(∫ 1

0

h(t)f(A)dt
)
+
(∫ 1

0

mh(1− t)f(B)dt
)

= [f(A) +mf(B)]

∫ 1

0

h(t)dt

eşitsizliğini elde ederiz. Sonuç olarak verilen iddiaya göre

1

(mB − A)

∫ mB

A

f(x)dx ≤ [f(A) +mf(B)]

∫ 1

0

h(t)dt

eşitsizliği elde edilip ispat tamamlanır.

Not 3.1.2 (3.1.2) eşitsizliğinde m = 1 ve h(t) = t olarak seçilirse,

1

B − A

∫ B

A

f(x)dx ≤
(
f(A) + f(B)

2

)
olup, bu ise bize operatör konveks fonksyonu için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ

tarafını verir.

Not 3.1.3 (3.1.2) de m = 1 ve h(t) = ts s ∈ [0, 1] alınırsa [21] deki teorem (2.6) daki ,

ikinci anlamda operatör s-konveks fonksiyonunun sağ tarafı elde edilir.

Teorem 3.1.2 f : [0,∞) → R, m ∈ (0, 1] ve t ∈ [0, 1] aralığı için bir operatör (h,m)-

konveks fonksiyonu olsun. Eğer 0 ≤ A < mB < ∞ ve f ∈ L[A,mB] ise bu durumda

f
(A+mB

2

)
≤ h

(1
2

)[f(A) +mf(B) +m[f
(

A
m

)
+ f(B)]

2

]
(3.1.4)

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. x ∈ H, ∥ x ∥= 1 ve t ∈ [0, 1] için ,
⟨
Ax, x

⟩
∈ Sp(A) ⊆ [A,B] ve⟨

Bx, x
⟩
∈ Sp(B) ⊆ [A,B] olduğundan dolayı⟨

((1− t)A+ tmB)x, x
⟩
= (1− t)

⟨
Ax, x

⟩
+ tm

⟨
Bx, x

⟩
∈ [A,B], (3.1.5)

yazabiliriz.
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f ’nin sürekliliği ve (3.1.5) eşitliğinden∫ 1

0

f
(
tA+m(1− t)B

)
dt

integrali vardır. f bir operatör (h,m)-konveks fonksiyon olduğundan ve h > 0, m ∈ (0, 1]

ve t ∈ [0, 1] olduğu için

f(tA+m(1− t)B) ≤ h(t)f(A) +mh(1− t)f(B)

eşitsizliğini yazabiliriz. Operatör (h,m)-konveks tanımından X, Y ∈ [0,∞) ve t = 1
2
için

f

(
X + Y

2

)
≤ h

(
1

2

)
f

(
X

)
+mh

(
1

2

)
f

(
Y

m

)
olup, özel olarak X = tA + m(1 − t)B ve Y = (1 − t)A + mtB, seçilirse her t ∈ [0, 1]

aralığı için

f

(
A+mB

2

)
≤ h

(
1

2

)
f

(
tA+m(1− t)B

)
+mh

(
1

2

)
f
(
(1− t)

A

m
+ tB

)
(3.1.6)

elde ederiz. Bu durumda [0, 1] aralığı üzerinde t’ ye göre her iki tarafın integrali alınırsa

f
(A+mB

2

)
≤ h

(
1

2

)∫ 1

0

f

(
tA+m(1− t)B

)
dt+mh

(
1

2

)∫ 1

0

f

(
(1− t)

A

m
+ tB

)
dt

eşitsizliği bulunur. ∫ 1

0

f(tA+m(1− t)B)dt =
1

A−mB

∫ A

mB

f(x)dx

ve ∫ 1

0

f

(
(1− t)

A

m
+ tB

)
dt =

m

mB − A

∫ B

A
m

f(x)dx

integral eşitliklerini ve (3.1.6) eşitsizliğini kullanarak (3.1.8) eşitsizliğinin birinci kısmını

elde ederiz. f ’nin operatör (h,m)-konveksliğinden

h
(1
2

)[
f(tA+m(1− t)B) +mh

(1
2

)
f
(
(1− t)

A

m
+ tB

)]

≤ h
(1
2

)[
tf(A) +m(1− t)f(B) +m(1− t)f

(A
m

)
+ tf(B)

]
(3.1.7)

Bu eşitsizliğin her iki tarafını [0, 1] aralığı üzerinde t’ ye göre intagral alınırsa

f
(A+mB

2

)
≤ h

(1
2

)[f(A) +mf(B) +m[f
(

A
m

)
+ f(B)]

2

]
(3.1.8)

elde edilir.
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Teorem 3.1.3 f : [0,∞) → R, m ∈ (0, 1] ve t ∈ [0, 1] aralığı için bir operatör (h,m)-

konveks fonksiyonu olsun. Eğer 0 ≤ A < B < ∞ ve f ∈ L[mA,B], ise bu durumda

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.

1

m+ 1

[
1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx+
1

B −mA

∫ B

mA

f(x)dx

]
(3.1.9)

≤ f(A) + f(B)

2

[ ∫ 1

0

h(t)dt+

∫ 1

0

h(1− t)dt

]

İspat. Operatör (h,m)-konveks fonksiyon tanımından ve her t ∈ [0, 1] için

f(tA+m(1− t)B) ≤ h(t)f(A) +mh(1− t)f(B)

f((1− t)A+mtB) ≤ h(1− t)f(A) +mh(t)f(B)

f(tB +m(1− t)A) ≤ h(t)f(B) +mh(1− t)f(A)

ve

f((1− t)B +mtA) ≤ h(1− t)f(B) +mh(t)f(A)

yazılabilir. Sırasıyla t’ ye göre [0, 1] aralığı üzerinde integraller alınırsa;∫ 1

0

f(tA+m(1− t)B)dt+

∫ 1

0

f((1− t)A+mtB)dt (3.1.10)

+

∫ 1

0

f(tB +m(1− t)A)dt+

∫ 1

0

f((1− t)B +mtA)dt

≤ f((A) + f(B))(m+ 1)
[ ∫ 1

0

h(t)dt+

∫ 1

0

h(1− t)dt
]

elde edilir.∫ 1

0

f(tA+m(1− t)B)dt =

∫ 1

0

f((1− t)A+mtB)dt =
1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx

ve ∫ 1

0

f((1− t)B +mtA)dt =

∫ 1

0

f(tB +m(1− t)A)dt =
1

B −mA

∫ B

mA

f(x)dx

(3.1.7) de eşitsizlik kullanılarak sonucu elde edilir.

Sonuç 3.1.1 (3.1.9) de h(t) = 1 alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

1

m+ 1

[
1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx+
1

B −mA

∫ B

mA

f(x)dx

]
≤ f(A) + f(B)

Not 3.1.4 (3.1.9) de m = 1 alınırsa [17] teorem [2.4] de eşitsizliğin sağ tarafı elde edilir.
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Not 3.1.5 (3.1.9) de m = 1 ve h(t) = t alınırsa (3.1.9) eşitsizliğin sağ tarafı elde edilir.

Not 3.1.6 (3.1.9), m = 1 ve h(t) = ts alınırsa [21] deki Teorem (2.6)’nın sağ tarafı elde

edilir.

Teorem 3.1.4 f, g : [0,∞) → R, ve f, g sırasıyla operatör (h1,m)-konveks, (h2,m)-

konveks fonksiyon ve A,B ∈ K olsun. fg ∈ L([A,mB]) ve h1h2 ∈ L([0, 1]) olmak

üzere

1

mB − A

∫ mB

A

f(x)g(x)dx

≤ [f(A) + g(A) +m2f(B)g(B)]

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt

+m[f(A)g(B) + f(B)g(A)]

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Teoremde verilen şartlar kullanılarak;

(fg)(tA+m(1− t)B)

≤ [h1(t)f(A) +mh1(1− t)f(B)][h2(t)g(A) +mh(1− t)g(B))]

= h1(t)h2(t)f(A)g(A) +m2h1(1− t)h2(1− t)f(B)g(B)

+mh1(t)h2(1− t)f(A)g(B) +mh1(1− t)h2(t)f(B)g(A)

yazılır. Bu eşitsizliğinin her iki tarafı [0, 1] aralığı üzerinde t’ ye göre integral alınırsa∫ 1

0

(fg)(tA+m(1− t)B)dt ≤ [f(A)g(A) +m2f(B)g(B)]

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt

+m[f(A)g(B) + f(B)g(A)]

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

eşitsizliği elde edilir. Buradan∫ 1

0

(fg)(tA+m(1− t)B)dt =
1

mB − A

∫ mB

A

f(x)g(x)dx

olduğu yukarıdaki eşitsizlikte yerine yazılırsa ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.5 f, g : [0,∞) → R f bir operatör (h1,m1)- konveks, g bir operatör (h2,m2)-

konveks fonksiyon ve A,B ∈ K olsun. fg ∈ L([A,B]) ve h1h2 ∈ L([0, 1]) olduğu durum-
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larda aşağıdaki eşitsizlik doğrudur;

1

mB − A

∫ mB

A

f(x)g(x)dx

≤ min

{
M1

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+M2

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

xM3

∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt+M4

∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

}
Burada,

M1 = f(A)g(A) +m1m2f

(
B

m1

)
g

(
B

m2

)
,

M2 = m2f(A)g

(
B

m2

)
+m1m2f

(
B

m1

)
g(A),

M3 = m1m2f

(
A

m1

)
g

(
A

m2

)
+ f(B)g(B),

M4 = m1f

(
A

m1

)
g(B) +m2f(B)g

(
A

m2

)
dır.

İspat. Teoremde verilen şartlara göre f ve g sırasıyla operatör (h1,m)-konveks ve

operatör (h2,m)-konveks olduğundan

f(tA+ (1− t)B)g(tA+ (1− t)B)

= f

(
tA+m1(1− t)

B

m1

)
g

(
tA+m2(1− t)

B

m2

)
≤

[
h1f(A) +m1h1(1− t)f

B

m1

][
h2g(A) +m2h2(1− t)g

B

m2

]
= h1(t)f(A)h2(t)g(A) +m1m2h1(1− t)h2(1− t)f

(
B

m1

)
g

(
B

m2

)
+m2h1(t)f(A)h2(1− t)g

(
B

m2

)
+m1h1(1− t)f

(
B

m1

)
h2(t)g(A)

yazılır. Bu eşitsizliğin her iki tarafını [0, 1] aralığı üzerinde t’ye göre integrali alınırsa,∫ 1

0

f(tA+ (1− t)B)g(tA+ (1− t)B)dt =
1

B − A

∫ B

A

f(x)g(x)dx

≤
[
f(A)g(A) +m1m2f

(
B

m1

)
g

(
B

m2

)]∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt

+

[
m2f(A)g

(
B

m2

)
+m1f

(
B

m1

)
g(A)

] ∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt

elde edilir. Buradan

1

B − A

∫ B

A

f(x)g(x) ≤
[
m1m2f

(
A

m1

)
g

(
A

m2

)
+ f(B)g(B)

] ∫ 1

0

h1(t)h2(t)dt

+

[
m1f

(
A

m1

)
g(B) +m2f(B)g

(
A

m2

)]∫ 1

0

h1(t)h2(1− t)dt
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olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.6 f : [0,∞) ⊂ I → R fonksiyonu 0 ≤ A < B < ∞ olacak şekilde I

üzerinde f ′ ∈ L([A,B]) diferansiyellenebilir olsun. Eğer |f ′|q, bazı m ∈ (0, 1] ve q ∈ [1,∞)

sabitleri için [A,B], A,B ∈ K aralığı üzerinde bir operatör (h,m)- konveks ise bu durumda

aşağıdaki eşitsizlik doğrudur.∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ B − A

2

[ ∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

] 1
q

min

{(∣∣∣∣f ′(A)

∣∣∣∣q +m

∣∣∣∣f ′
(

B
m

)∣∣∣∣q) 1
q

,

(
m

∣∣∣∣f ′
(
A

m

)∣∣∣∣q + ∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣q) 1
q

}
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. f fonksiyonu f ′ ∈ L([A,B]) şartını sağlayan diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olduğu için

f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx =
B − A

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(tA+ (1− t)B)dt

eşitsizliği yazılabilir. İlk olarak q = 1 olduğunu kabul edelim. Bu durumda∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣ = B − A

2

∫ 1

0

|(1− 2t)||f ′(tA+ (1− t)B)|dt

yazılan eşitliği doğrudur. q = 1 olduğundan ve |f ′| [A,B] üzerinde operatör (h,m)-

konveks olduğu için

|f ′(tA+ (1− t)B)| =
∣∣∣∣f ′(tA+m(1− t)

B

m

∣∣∣∣ ≤ h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣,
yazılır. Ayrıca

∫ 1
2

0

(1− 2t)h(1− t)dt =

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

ve

∫ 1
2

0

(1− 2t)h(t) =

∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt
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eşitliklerini kullanarak∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ B − A

2

∫ 1

0

|1− 2t|
[
h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣]dt
≤ B − A

2

[∫ 1
2

0

|1− 2t|
[
h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣]dt
+

∫ 1

1
2

(2t− 1)

[
h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣]
]
dt

=
B − A

2

[(
|f ′(A)|+m

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣ )(∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt,

)]

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde işlemler yapılarak;∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
=

B − A

2

[
m

∣∣∣∣f ′
(
A

m

)
+ |f ′(B)|

][ ∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

elde edilir. Bu ise q = 1 için ispatı tamamlar. Şimdi q > 1 olduğunu kabul edelim. Teo-

remin iddasına göre |f ′|q [A,B] üzerinde operatör (h,m)- konveks olduğu için

|f ′(tA+ (1− t)B)|q ≤ h(t)|f ′(B)|q +mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣q

eşitsizliğini yazabiliriz. Buradan Hölder eşitsizliği kullanılarak∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
=

B − A

2

(∫ 1

0

|1− 2t|dt
) q−1

q
(∫ 1

0

|1− 2t|
∣∣∣∣f ′(tA+m(1− t)

B

m

∣∣∣∣qdt) 1
q

≤ B − A

2

([∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

][
|f ′(A)|q +

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣q]) 1
q

yazılır. Benzer şekilde∣∣∣∣f(A) + f(B)

2
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ B − A

2

[ ∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

] 1
q
[
m

∣∣∣∣f ′
(
A

m

)q

+ |f ′(B)|q
] 1

q

eşitsizliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.
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Teorem 3.1.7 f : [0,∞) ⊂ I → R, I üzerinde f ′ ∈ L([A,B]) olacak şekilde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon olsun. Burada 0 ≤ A < B < ∞’dur. Eğer |f ′|q bazı m ∈ (0, 1] ve

q ∈ [1,∞) sabitleri için [A,B], A,B ∈ K aralığı üzerinde bir operatör (h,m)- konveks

ise

∣∣∣∣f (A+B

2

)
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (B − A)

(∫ 1
2

0

th(t)dt+

∫ 1
2

0

th(1− t)dt

)

x min

{
|f ′(A)|+m

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣;m ∣∣∣∣f ′
(
A

m

)∣∣∣∣+ |f ′(B)|

}
eşitsizliği geçerlidir.

İspat. Verilen iddaya göre aşağıdaki hesaplamaların doğru olduğu kolayca görülür.∣∣∣∣f (A+B

2

)
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ 1

B − A

[∫ A+B
2

A

(x− A)|f ′(x)|dx+

∫ B

A+B
2

(B − x)|f ′(x)|dx

]

= (B − A)

[∫ 1
2

0

t|f ′(tA+ (1− t)B)|dt+
∫ 1

1
2

(1− t)|f ′(tA+ (1− t)B)|dt

]

≤

[
(B − A)

∫ 1
2

0

t

(
h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣) dt

+

∫ 1

1
2

(1− t)(h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣ dt
]

= (B − A)(|f ′(A)|+m

∣∣∣∣f ′
(
B

m

)∣∣∣∣
(∫ 1

2

0

th(t)dt+

∫ 1
2

0

th(1− t)dt

)
ve benzer şekilde∣∣∣∣f (A+B

2

)
− 1

B − A

∫ B

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ (B − A)

(
m

∣∣∣∣f ′
(
A

m

)∣∣∣∣+m|f ′(B)|
)(∫ 1

2

0

th(t)dt+

∫ 1
2

0

th(1− t)dt

)
elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Lemma 3.1.1 [3] I, R’ de bir aralık, f : I → R, I◦’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm

olsun. Spektrumları I’da olan A,B ∈ K, pozitif operatörler, m ∈ [0, 1) ve A < mB

şartları sağlansın. Bu durumda f ′ ∈ L([A,mB]) olmak üzere

f(A) + f(mB)

2
− 1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx =
mB − A

2

∫ 1

0

(1− 2t)f ′(tA+m(1− t)B)dt

eşitliği geçerlidir.
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Lemma 3.1.2 [3] I, R’ de bir aralık, f : I → R, I◦’de diferansiyellenebilir bir dönüşüm

olsun. Spektrumları I’da olan A,B ∈ K, m ∈ [0, 1) ve A < mB şartları sağlansın. Bu

durumda f ′ ∈ L′([A,mB]) olmak üzere

1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx− f

(
A+mB

2

)
= (mB − A)

[∫ 1
2

0

tf ′(tA+m(1− t)B)dt+

∫ 1

1
2

(t− 1)f ′(tA+m(1− t)B)dt

]
eşitliği geçerlidir.

Teorem 3.1.8 f : I → R, f ′ ∈ L([A,B]) I◦ üzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. A,B ∈ I m ∈ (0, 1] ve A < mB için |f ′|q operatör (h,m)- konveks fonksiyonu ise

bu takdirde∣∣∣∣f(A) + f(mB)

2
− 1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ mB − A

2
[|f ′(A)|+m|f ′(B)|]

[∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

]
eşitsizliği sağlanır.

İspat. Teoremde verilen şartlar ve Lemma 3.1.1 kullanılarak;∣∣∣∣f(A) + f(mB)

2
− 1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx

∣∣∣∣
≤ mB − A

2

∫ 1

0

|1− 2t| (h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)|f ′(B)|) dt

=
mB − A

2

[∫ 1
2

0

|1− 2t|h(t)|f ′(A)|+mh(1− t) (|f ′(B)|)

]

+

∫ 1

1
2

(2t− 1) (h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)|f ′(B)|)

=
mB − A

2

[
|f ′(A)|

∫ 1
2

0

(1− 2t)h(t)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

2

0

(1− 2t)h(1− t)dt

+ |f ′(A)|
∫ 1

1
2

(2t− 1)h(t)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

1
2

(2t− 1)h(1− t)dt

]

=
mB − A

2

[
|f ′(A)|

∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

+ |f ′(A)|
∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt

]

=
mB − A

2
[|f ′(A)|+m|f ′(B)|]

[∫ 1

1
2

h(1− t)(2t− 1)dt+

∫ 1

1
2

h(t)(2t− 1)dt

]
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eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.9 f : I → R, f ′ ∈ L([A,B]) I◦ üzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. A,B ∈ I m ∈ (0, 1] ve A < mB için |f ′|q operatör (h,m)- konveks fonksiyonu ise

bu taktirde ∣∣∣∣ 1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx− f

(
A+mB

2

) ∣∣∣∣
≤ (mB − A) [|f ′(A)|+m|f ′(B)|]

[∫ 1
2

0

th(t)dt+

∫ 1
2

0

th(1− t)dt

]

eşitliği sağlanır.

İspat. Teoremde verilen şartlar ve Lemma 3.1.2 kullanılarak;∣∣∣∣ 1

mB − A

∫ mB

A

f(x)dx− f

(
A+mB

2

) ∣∣∣∣
≤ (mB − A)

[∫ 1
2

0

|t||f ′(tA+m(1− t)B)|dt+
∫ 1

1
2

|t− 1||f ′(tA+m(1− t)B)|dt

]

≤ (mB − A)

[∫ 1
2

0

|t| (h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)|f ′(B)|) dt

+

∫ 1

1
2

|t− 1| (h(t)|f ′(A)|+mh(1− t)|f ′(B)|) dt

= (mB − A)

[
|f ′(A)|

∫ 1
2

0

th(t)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

2

0

th(1− t)dt

+ |f ′(A)|
∫ 1

2

0

th(1− t)dt+m|f ′(B)|
∫ 1

2

0

th(t)dt

]

= (mB − A) [|f ′(A)|+m|f ′(B)|]

[∫ 1
2

0

th(t)dt+

∫ 1
2

0

th(1− t)dt

]

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışması, Sınırlı Lineer Operatörler Teorisi ile Matematiksel Eşitsizlikler Teorisi’ni

bir araya getirmiştir. ”Hilbert Uzayında Operatör (h,m)-Konveks Fonksiyonlar” konusu

matematik literatüründe ilk defa burada çalışılmıştır. Elde edilen bulgulardan ikisi [19-20]

uluslararası sempozyumda sözlü olarak sunulmuştur, ikisi de uluslararası saygın dergilerde

basılmak üzere gönderilmiştir. Dolayısıyla bu tez’in üçüncü bölümünün tamamı orijinal

bir çalışmadır. Yapılan bu çalışmalar elbette yeterli değildir. Fakat çalışma yapmak

isteyen diğer araştırmacılarada önemli bir kaynak olacağını düşünüyoruz.

20



KAYNAKLAR
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Bölümü, dilanyardimciel@gmail.com

Lise : Cumhuriyet Lisesi, 2011
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