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OZET
HILBERT UZAYINDA OPERATOR (h,m)- KONVEKS FONKSIYONLAR
Dilan YARDIMCIEL

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2017
Yiiksek Lisans Tezi, 35s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Erdal UNLUYOL

Bu tez ¢alismasi hem Lineer Operatorler Teorisini hem de Matematiksel Esitsizlikleri bir
araya getirmistir. Yani Hilbert uzayinda siirli 6zeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ve operator (h,m)-konveks fonksiyonlar sinifi
incelenmistir. Elde edilen yeni tanim, teoremler ve sonuglar bu alandaki matematik
literatiiriine katki saglamgtir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzay1, Ozeslenik operator, Hermite-Hadamard Tipi
Esitsizlikler, Operator (h,m)-konveks fonksiyon.



ABSTRACT
OPERATOR (h,m)-CONVEX FUNCTIONS IN HILBERT SPACE
Dilan YARDIMCIEL

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2017
MSc. Thesis, 35p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

The dissertation is combinad with use by both Linear Operator Theory and Mathematical
Inequalities. Namely, it is investigated Hermite-Hadamard Type Inequalities for continuous
of bounded selfadjoint operators and operator (h,m)-convex functions on Hilbert space. The

new definition, theorems and corollaries obtained contribute to the mathematical literature
in this field.

Key Words: Hilbert space, Selfadjoint operator, Hermite-Hadamard Type inequalities,
Operator (h,m)-convex function.
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SIMGELER ve KISALTMALAR
: [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
: f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi
: R de bir aralik
: I’ nmn igi

: I¢c carpim fonksiyonu

(X,<.,.>) :l¢ccarpim uzayr

H
L(X)
B(H)

B(H)*
K

p(4)

: Hilbert uzay1
: X vektor uzaymdan X’e tanimli lineer operatorlerin kiimesi
: H'dan H'ya smirli lineer operatérlerin kiimesi

: H'dan H'ya siirh pozitif lineer operatérlerin kiimesi

: B(H)" 'min konveks alt kiimesi

. A operatdriiniin rezolventasi

0(A),Sp(A) : A operatoriiniin spektrumu

\



1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi'nin temellerini 18. ve 19. yiizyillarda K. F. Gauss (1775-1855), A.
L.Cauchy (1785-1857) ve P. L.Chebyshev (1821-1894) gibi matematik¢iler atmuslardir.
Fakat modern anlamda "Esitsizlik Teorisi" alaninda yapilan ilk calisma 1934 yilinda G. H.
Hardy, J. E. Littlewood ve G. Polya tarafindan yazilan "Inequalities" isimli kitabidir. Bu
calismayr 1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman'n yine aym ismi tasiyan
"Inequalities”" adli kitab1 takip eder. Daha sonra 1965 yilinda J. Szarskinin "Differantial
Inequalities”, 1991 yilinda Mitrinovi¢ ve ark. "Inequalities Involving Functions and Their
Derivatives", 1963 yilinda yine Mitrinovi¢ ve ark.n "Classical and New Inequalities in
Analysis" isimli kitabim1 sOyleyebiliriz. Bunlarin disinda matematiksel esitsizlikler
literatiirtine bakildiginda S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V. Milovanovic, C. P.
Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Peéari¢, A. M. Fink, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya, I.
Iscan, E. Set, A. O.Akdemir v.b yazarlarin da bir ok makalelerini bulabilirsiniz.

Konvekslik kavraminin ortaya ¢ikisi Arsimet'in, ¢emberin i¢ine ve etrafina ¢izdigi diizgiin
cokgenler yardimiyla yaptigi “m” sayisi hesabina kadar dayanir. Bu calismalar sirasinda
Arsimet, herhangi bir konveks seklin cevresinin, etrafina ¢izilen biitiin diger konveks
sekillerin ¢evresinden daha kiigclik oldugunu fark etmistir. Boylece konvekslik kavrami
konveks sekiller etrafinda geligmistir. Euler ve Descartes konveks cokgenler ile ilgili
formiiller tizerinde ¢aligmistir. Daha sonra 1841'de Cauchy, konvekslik hakkinda bazi

Ozellikler vermistir. Konveksligin modern tanimi esitsizlik tanimini  igerdiginden

konveksligin esitsizliklerle birlikte ¢alisilmasi da dogal bir sonugtur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi eskiye dayanmakla birlikte 19. ylizyilin sonlar1 olarak
gosterilebilir. 1893'de Hadamard'n c¢alismasinda agikg¢a belirtilmese de bu tiirden
fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde konveks
fonksiyonlar1 goésteren sonuglara rastlanilmasina ragmen, konveks fonksiyonlarin ilk kez
sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen tarafindan ¢aligilmistir. Jensen'in
bu c¢alismalarindan itibaren Konveks Fonksiyonlar Teorisi hizl1 bir gelisme gdstermistir.
Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri iceren ilk kaynak 1987 yilinda Pecari¢
tarafindan yazilan "Convex Functions: Inequalities" isimli kitaptir. Ayrica 1973 yilinda A.
W. Roberts ve B. E. Vorberg "Convex Functions", 1992 yilinda . Peéari¢, ve ark. "Convex
Functions, Partial Ordering and Statistical Applications", 2006 yilinda C. Niculescu ve L. E.
Persson "Convex Functions and Their Applications, A Contempoarary Approach" gibi

eserler konveks fonksiyonlar lizerinde esitsizlikle ilgili yapilan ¢aligmalardir.
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Lineer Operatorler Teorisi ile Matematiksel Esitsizlikler Teorisini bir araya getiren bu tez

calisma i¢in literatiire bakmak gerekirse;

M. E. Ozdemir, A. O. Akdemir ve E. Set tarafindan 2011 yilinda yapilan [1] g¢alismasi, bu
tez’e ilham vermistir. Bu caligmada klasik anlamda yeni bir simif olan (h,m)-konveks
fonksiyonlar smifi ve bu smifin bazi 6zellikleri verilmistir. Bu ¢aligma 2016 yilinda [2]
basilmistir. M. Matloka ise 2013 yilindaki [3] ¢aligmasi ile bu smift ayni sekilde tekrardan

tanimlamisgtir.

Dragomir [2011], Hilbert uzaymda 6zeslenik operatorlerin operator konveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard Tipli esitsizlikler elde etmis ve 6zel durumlar i¢in uygulamalar

yapmustir.

E. Unliiyol, S. Salas ve Y. Erdas ise [5-16] calismalarinda ise, Hilbert uzayinda operator p-
konveks, h-konveks, m-konveks, (a,m)-konveks fonksiyonlar sinifin1 tanitip, bazi

ozelliklerini elde etmislerdir.

Taghavi ve ark.[17] calismasinda operatdr h-konveks fonksiyonlarin diger baz1 6zelliklerini
verip, pozitif lineer operatorler igin singiiler ve iz degerinde yeni esitsizlikler elde

etmislerdir.

Cortez ve ark. [18] Hilbert uzayinda operator h-konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Jensen

ve Hermite-Hadamard Tipi esitsizlikler elde etmiglerdir.

Yukarida bu alanada yapilan literatiire bakildiginda “Hilbert uzayinda operatdr (h, m)-
konveks fonksiyonlar sinifi” nin ¢alisilmadigi goriilmiis olup, bu tez ¢alismasi matematigin
bu alandaki agig1 kapatmasi disiiniilerek hazirlanmistir. Yani, bu tez de ilk defa Hilbert
uzayinda operator (h,m)-konveks fonksiyon smifi tanitilmis ve Hermite-Hadamard Tipli

Esitsizlikler yardimiyla bazi 6zellikleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve 6rnekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. + : L x L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Ligin z + (y + 2) = (v + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = § 4+ x = x olacak gekilde # € L vardir.

G4. Her x € L i¢in « + (—x) = (—x) + = = 6 olacak sekilde —x € L vardir.
G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

Ll. ax € L dir.

L2. a.(z+vy) = a.x + a.y dir.

L3. (a+ f)r = a.x + f.x dir.

L4. (af)r = o(f.z) dir.

L5. l.x = x dir. (Burada 1, F' nin birim elemamdir). F' = R ise L ye reel lineer uzay,

F = Cise L ye karmagik (kompleks) lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F bir cisim, V ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V ve
c € F olmak tizere T : V — W dontisiimii,

a) T'(u+v)=T(u) +T(v)

b) T(cu) = cT'(u)

sartlarin sagliyorsa T' ye V' tizerinde bir lineer dontigiim denir .
Tanim 2.0.4 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=az+(1—-a)y, 0<a<1}CA

ise B kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — )y esitligindeki x ve

y nin katsayilari i¢in a + (1 — «) = 1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks



kiime tanimindaki o, 1 — a yerine a4+ 8 = 1 sartin saglayan ve negatif olmayan «,  reel
sayilarimi alabiliriz.

Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 z ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda
sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru

parcasini ihtiva eden kiimedir.

Tanim 2.0.5 (h-Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h : J — R negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her x,y € I, « € (0, 1) igin,

flax + (1 —a)y) < h(a)f(z) + (1 —a)f(y)

sartin1 saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir.

Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir.

Tanmim 2.0.6 (m-Konveks Fonksiyon): f : [0,b] — R, b > 0 fonksiyonu, eger her
z,y € [0,b], t € [0,1] ve m € [0,1] i¢in agagidaki esitsizlik saglaniyorsa bu fonksiyona

m-konveks fonksiyon denir.

fltz+m(l—t)y) < tf(z)+m(l—1)f(y)

Tanmim 2.0.7 ((h, m)-Konveks Fonksiyon): h : J — R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. Her z,y € [0,b], m € [0, 1] ve « € (0, 1) i¢in,

flax +m(l —a)y) < h(a) f(x) +mh(l - a)f(y)

sartin1 saglayan negatif olmayan f : [0,b] — R fonksiyonuna (h, m)-konveks fonksiyon

denir. Burada I ve J, R de iki aralik, (0,1) C J dir.

Tanim 2.0.8 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve a € |0, 1] i¢in,

flex+ (1-a)y) < af(@)+(1-a)f(y) (2.0.1)

esitsizligini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.0.1) esitsizligi

x #yve a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Teorem 2.0.1 f fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise
a) f,(a,b) araliginda stireklidir ve

b) f,[a,b] arahgimda simrhdir.



Teorem 2.0.2 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralik, a,b € I ve a < b

olmak iizere f : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu taktirde,

(1) < gt [ o AL

esitsizligine literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi denir.

Tanim 2.0.9 (ig—garplm uzay1): X, F(R veya C) cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.

2

(,.) : X x X — F doniigimi asagidaki ozelliklere sahip ise ” (.,.)” dontigimiine X

tizerinde bir i¢-carpim, (X, (.,.)) ikilisine de ”ig-garpim” uzay1 denir.

1. Vo € X i¢in (z,2) > 0 ve (z,2) =0 < = = Ox;

2. Va,y € X i¢in (z,y) = (y, x);
3. Vo,y € X ve a € F igin (az,y) = a(z,y);
4. Vr,y,z € X i¢in (x + y, 2) = (z,2) + (y, 2)
Tanim 2.0.10 (Norm): (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Bir x € X vektér normu
| )= (2, 2)2 (20.2)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanim 2.0.11 (Hilbert Uzay1): (X, < .,. >) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-
carpim uzay1 (2.0.2) normuna gore tam ise, yani (X, < .,. >) i¢-carpim uzay1 i¢indeki her

Cauchy Dizisi (2.0.2) norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢carpima bir ”Hilbert Uzay1” denir.

Not 2.0.1 F = R olmas: halinde 2. 6zellik (z,y) = (y,) olur. I¢-carpim tanimim

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Va,y,z € X ve Vo, f € F i¢in (ax + By, 2) = a(x,y) + 5y, 2),
2. Vx,y € X ve Vo, € F i¢in (x, ay) = a(x,y);
3. Va,y € X ve Vo, B € F icin (z,ay + f2) = a(z,y) + B(y, 2)

Tanim 2.0.12 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her 2z € X
icin Ax = z ise A operatoriine birim(6zdeglik) operator denir. I, E ve Ix sembollerinden

biriyle gosterilir.



Tanim 2.0.13 (Sinirli Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve goriintii kiimesi R(A) C Y olan bir operatér olsun. Eger A operatérii D(A)
'mn X’ de siurh her kitmesi R(A)'min Y de sinirh bir kiimesine kargilik getiriyorsa A’ ya

"siirh bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az |ly<c| @ ||lx, her z € D(A)
olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”smirli bir operator” denir.

Tanim 2.0.14 (Lineer Operator): X ve Y aym F cismi iizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
A(azx + By) = aA(x) + BA(y), Vz,y € D(A) ve Vo, 5 € F
ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanmim 2.0.15 (Esglenik ve Oz-eslenik Operator): A, H Hilbert uzayinda siirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,9) = (f, Ag)
saglaniyorsa A* a A'nin ”eglenik operatorii’” denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6zeglenik operator denir.

Tanim 2.0.16 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun

p(A):={\eC:(A-AE) ! € L(X)}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tast” veya ”¢ozlici operatori” adi verilir.
Tanim 2.0.17 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(A) = o(A) := C\ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.



Tanim 2.0.18 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (S p(A)), A operatoriintin spektrumu tizerinde taniml tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini gostersin. Gelfand dontisiimii yardimiyla agagidaki ozellikleri
yazilan @ ile C'(Sp(A)) kiimesi arasinda bir #-izometrik izomorfizim vardir. Ayrica H

tizerinde 1y birim operatorii ve A operatorii tarafindan tiretilen bir C*(A) cebiri vardir.

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve , 8 € C igin

L ®(af + fg) = a®(f) + S2(9);
2. ©(fg) = @(f)2(g) ve B(f) = ®(f)*;
3. NN == NIl == supsespiay [F (D] ;

4. (fo) =1y ve ®(f1) = A burada fo(t) =1 ve fi(t) =t igin t € Sp(A).

Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki goriintiistintin ne anlama geldigini ifade

edelim.

Tanim 2.0.19 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (S p(A)), A operatoriiniin spektrumu tizerinde tamimli ttiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesini ve ® de Tanim (2.0.18) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her
f € C(Sp(A)) i¢in

f(A) == &(f)
seklinde tamimlanan ifadeye keyfi bir A 6zeslenik operatoriniin stirekli fonksiyonel hesabi

denir.

Tanim 2.0.20 (Operatorlerde Siralama): A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde iki 6zeglenik

operator olsun. Her x € H

1. A< B <& (Az,z) < (Bx,z) ,
2. A >0 ise A operatoriine pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eger A Ozeglenik bir operatér ve f de Sp(A) iizerinde tamimh reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda t € Sp(A) i¢in f(¢) > 0 dir. Buradan f(A) > 0,
yani f(A) H Hilbert uzay tizerinde pozitif bir operatordiir. Ilaveten eger f ve g, Sp(A)

tizerinde iki fonksiyon ise agagidaki 6nemli 6zellik saglanir. Her t € Sp(A) igin

f(t) > g(t) dir. Buradan f(A) > g(A)



Teorem 2.0.3 A, H Hilbert uzay: iizerinde sinirli 6zeslenik bir operator olsun. Bu du-

rumda agagidakiler dogrudur.

m:= inf (Az,z) = max{a € RlaE < A};

llzf|=1
M := sup (Az,z) = min{a € R|A < aFE};
llz]|=1

ve

[A[] = max{|[ml]], [[M]|}
ayrica m, M € Sp(A) ve Sp(A) C [m, M] dir.
Not 2.0.1 A,Be K i¢in [A,B]:={(1-t)A+tB: A, Be K, t€[0,1]}.

Tanim 2.0.21 (Operatér Konveks):[4] A ve B, spektrumlart / C R da olan keyfi

ozeslenik operatorler ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda,
f(A=XNA+AB) < (1=AN)f(A)+Af(B)

egitsizligini saglayan, I araligi lizerinde tanimli, reel degerli siirekli fonksiyona operator

konveks denir.

Tanim 2.0.22 ( Operator h-Konveks Fonksiyon):[7] I,J R’ de iki aralik ve K da
B(H)™'m bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, siirekli olan bir f : I — R fonksiyonu her
t €0, 1] i¢in

@A+ (1 =1)B) < h(t)f(A)+h(1-1)f(B)

egitsizligini saglhyorsa f’ye operator h-konveks fonksiyon denir. Burada A, B € K spek-
trumlar1 I’ da olan pozitif operatorler ve h : J C R, h # 0 ise negatif olmayan bir

fonksiyondur. Bundan sonra biz bu operator sinifim1 £SO sembolii ile gosterecegiz.

Tanim 2.0.23 ( Operatér m-Konveks Fonksiyon):[6] I, R de bir aralik ve K da
B(H)"'nin konveks bir alt kiimesi olsun. Her m,t € [0, 1] ve spekturumu I da olan her

pozitif A, B operatorii igin f : I C [0,00) — R fonksiyonu
fEA+m(1—t)B) <tf(A)+m(1—1t)f(B)

esitsizligini saglaniyorsa bu fonksiyona operator m-konveks fonksiyon denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Hilbert Uzaymda Operator (h, m)-Konveks Fonksiyonlar I¢in
Hermite-Hadamard Tipli Egitsizlikler

Tanim 3.1.1 & : J C R — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger f : [0,] — R
negatif olmayan fonksiyonu Spektrumlar: [0,b] araliginda olan A, B € K pozitif op-
eratorleri ve m € [0,1], o € (0,1) icin

flaA+m(1—a)B) < h(a)f(A) +mh(1 — a)f(B) (3.1.1)

egitsizligi saglaniyorsa bu durumda ise f’ye bir operator (h, m)-konveks fonksiyon denir.
Eger yukaridaki esitsizlik ters gevrilir ise bu durumda f’ye operator (h, m)-konkav fonksiyon

denir.
Not 3.1.1 Bundan sonra bu operator fonksiyon smifim ES D, O ile gosterilecektir.

Teorem 3.1.1 f:[A,B] C [0,00) — (0,00) [A,B] aralig: iizerinde bir operatér (h, m)-
konveks fonksiyonu ve A < mB olsun. Bu durumda
h:J C R — R bir negatif olmayan fonksiyon, m € (0, 1] i¢in

1 mB

=), @ <@ +mim) [ (3.12)

esitsizligi saglanir.

Ispat. z € H, ||z|=1vete[0,1]ign, (Az,x) € Sp(A) C [A,B] ve
(Bz,z) € Sp(B) C [A, B] oldugundan dolay

(1 =t)A+tmB)z,z) = (1 — t)(Az,z) + tm(Bz, z) € [A, B], (3.1.3)
yazabiliriz.  f-nin stirekliligi ve 3.1.3 esitliginden

/1 F(tA+m(1 —t)B)dt

integrali vardir. Iddiaya gore f bir operator (h, m)-konveks fonksiyon ve h > 0, her
t €1[0,1] ve m € (0,1] igin

FtA+m(1 — t)B) < h(t) f(A) + mh(1 — t) f(B)



esitsizligini yazabiliriz. Buradan
1 mB

B4, flz)de = ftA—i—m (1—1t)B)dt

1 <h )+ mh(1l — t)f(B))dt

[\
No

esitsizligi oldugu kolayca goriilebilir.

Minkowski esitsizligi kullanilarak

/01 (h(t)f(A)+mh(1—t)f(B)>dt < (/ dt)+</ mh(1 — ) (B)dt)
= [f(A) +mf(B /Oh

esitsizligini elde ederiz. Sonug olarak verilen iddiaya gore
1 mB

[ f@de <@+ mim) [

esitsizligi elde edilip ispat tamamlanir.

Not 3.1.2 (3.1.2) esitsizliginde m = 1 ve h(t) = ¢ olarak segilirse,

/f (();rf())

olup, bu ise bize operator konveks fonksyonu i¢in Hermite-Hadamard esgitsizliginin sag

tarafini verir.

Not 3.1.3 (3.1.2) de m = 1 ve h(t) = t* s € [0, 1] alimrsa [21] deki teorem (2.6) daki ,

ikinci anlamda operator s-konveks fonksiyonunun sag tarafi elde edilir.

Teorem 3.1.2 f : [0,00) — R, m € (0,1] ve t € [0, 1] arahg i¢in bir operator (h,m)-
konveks fonksiyonu olsun. Eger 0 < A < mB < oo ve f € L[A,mB] ise bu durumda

A+mB 1\ [f(A) +mf(B) +m[f(5)+ f(B)]
() <) WLLCASIC
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. 2 € H, ||z ||=1vete [0,1] icin , (Az,xz) € Sp(A) C [A,B] ve
<B:1:,$> € Sp(B) C [A, B] oldugundan dolay1
(1 —=t)A+tmB)z,z) = (1 — t)(Az,z) + tm(Bz, z) € [A, B], (3.1.5)

yazabiliriz.
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f'nin siirekliligi ve (3.1.5) esitliginden

/1 f(tA+m(1—t)B)dt

integrali vardir. f bir operator (h, m)-konveks fonksiyon oldugundan ve h > 0, m € (0, 1]

ve t € [0, 1] oldugu i¢in

fA+m(1 —t)B) < h(t)f(A) + mh(1 —t)f(B)

esitsizligini yazabiliriz. Operator (h, m)-konveks tanimindan X, Y € [0,00) ve t = % igin

() () ()

olup, ozel olarak X = tA+m(1l —¢)B ve Y = (1 — t)A + mtB, segilirse her ¢ € [0, 1]

araligl i¢in

f(—A +2mB> < h(%)f(tA+m(1 —t)B) +mh<%>f<(1 —t)% +B) (3.1.6)

elde ederiz. Bu durumda [0, 1] aralig1 iizerinde ¢’ ye gore her iki tarafin integrali almirsa

f(AJFTmB) < h(%) /1f<tA+m(1—t)B>dt+mh<%> /1f<(1—t)%+tB>dt

esitsizligi bulunur.

/0 FEA+m(1 — ) B)dt = ﬁ/ f(a)dz

mB

/Olf(u—t)%HB)dt—%/jf(x)dx

integral esitliklerini ve (3.1.6) esitsizligini kullanarak (3.1.8) esitsizliginin birinci kismini

ve

elde ederiz. f'nin operator (h, m)-konveksliginden

h(%) [f(tA +m(l—t)B) + mh(%)f((l . t)% + tB)]

< h(%) [tf(A) +m(l— ) f(B) +m(l - t)f<A> + tf(B)] (3.1.7)

m
Bu esitsizligin her iki tarafini [0, 1] araligi {izerinde ¢’ ye gore intagral alinirsa

F(A) +mf(B) +mlf(4) + f(B)]}

f(AJFTmB) < h(%){ 5 (3.1.8)

elde edilir.
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Teorem 3.1.3 f : [0,00) — R, m € (0,1] ve t € [0, 1] aralig1 i¢in bir operator (h,m)-
konveks fonksiyonu olsun. Eger 0 < A < B < oo ve f € L[mA, B], ise bu durumda

agagidaki esitsizlik saglanir.

m1+1 {mBl_A/Ame(x)dx—kB_lmA /i f(x)dx} (3.1.9)

m

< w[/olh(t)dwr/olh(l—t)dt}

Ispat. Operator (h,m)-konveks fonksiyon tanimindan ve her ¢ € [0, 1] igin
fEA+m(1 —t)B) < h(t)f(A) +mh(1 —t)f(B)

f(1=t)A+mtB) < (1 —1t)f(A)+mh(t)f(B)
fB+m(1 —t)A) < h(t)f(B) +mh(l —t)f(A)

ve

f((1—=t)B+mtA) < h(1 —1t)f(B) + mh(t)f(A)

yazilabilir. Sirasiyla ¢’ ye gore [0, 1] aralig: iizerinde integraller alinirsa;
1 1
/ F(EA+m(1 —t)B)dt+/ F( = 1)A + miB)dt (3.1.10)
0 0
1 1
+/ fEB+m(1—t)A)dt + / f(1—=t)B+mtA)dt
0 0

< f((A)+f(B))(m+1)[/01h(t)dt+/Ol h(1L— )]

elde edilir.

/0 f(tA+m(1—t)B)dt:/0 f((l—t)AertB)dt:mBl_A/Am f(z)dx

ve

/1f((1—t)B+mtA)dt:/lf(tB+m(1—t)A)dt: B_lmA /B F(a)dz

(3.1.7) de esitsizlik kullanilarak sonucu elde edilir.
Sonug 3.1.1 (3.1.9) de A(t) = 1 alimirsa agagidaki esitsizlik elde edilir.

1 mB
mB—A A

1
m—+1

(x)dzx +

=i f(ﬂf)da:] < () + £(B)

Not 3.1.4 (3.1.9) de m = 1 alimursa [17] teorem [2.4] de egitsizligin sag tarafi elde edilir.
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Not 3.1.5 (3.1.9) de m =1 ve h(t) =t alimirsa (3.1.9) esitsizligin sag tarafi elde edilir.

Not 3.1.6 (3.1.9), m =1 ve h(t) = t* almrsa [21] deki Teorem (2.6)'nin sag tarafi elde

edilir.

Teorem 3.1.4 f,g : [0,00) — R, ve f,g swrasiyla operator (hy, m)-konveks, (hy,m)-
konveks fonksiyon ve A, B € K olsun. fg € L([A,mB]) ve hihsy € L(]0,1]) olmak

i) @
g[ﬂm+mm+m%wwwnlhﬁMﬂwt
+mUMMMﬂ+ﬂBMMMAfMQ@G—®ﬁ

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Teoremde verilen sartlar kullamlarak;

(fg)(tA+m(1 -1)B)
< (@) f(A) +mhi(1 =) f(B)][h2(t)g(A) + mh(1 - t)g(B))]
= hi(t)ha(t)f(A)g(A) +m*hi (1 = t)ha(1 — 1) f(B)g(B)
+mhy (t)ha(1 = 1) f(A)g(B) + mhi(1 = t)ha(t) f(B)g(A)

yazilir. Bu esitsizliginin her iki tarafi [0, 1] arahig1 tizerinde ¢’ ye gore integral alinirsa
1 1
[ Gaearma-0B)a < (f(Ag(A) +m*f BB [ MO
0 0
1
e (A)g(B) + 1(Blg( )] [ m(®ha(1 -ty
0

esitsizligi elde edilir. Buradan

[ neasm—npyi =~ [ fa)gtards

oldugu yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5 f,g:[0,00) — R f bir operator (hy, m;)- konveks, g bir operator (hg, mo)-
konveks fonksiyon ve A, B € K olsun. fg € L([A, B]) ve hihy € L([0,1]) oldugu durum-
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larda asagidaki esitsizlik dogrudur;

e AL

< mm{M1 /1 b () ha(£)dt + M /1 b (E)ha(1 — t)dt

<M /1 b (£)ha(£)dt + M, /1 b () (1 — t)dt}

Burada,
M= )+ mimaf (- )a( ).
My = maf(A)g( ) e (2 )o(A),
M = mmaf (2 )0( )+ f(819(),
My = f (2 )ol) + maf(Ba( )
dir.

Ispat. Teoremde verilen sartlara gore f ve g sirasiyla operator (hy, m)-konveks ve

operator (hy, m)-konveks oldugundan
fEA+(1—-1t)B)g(tA+ (1 —1t)B)
B B
1

< {hlf(A) b (1 — t)fmgj [hgg(A) + mn:;(l - t)gmﬁJ
= () f(A)ha(t)g(A) + mamsha (1 — t)hs(1 — t)f(mﬁ)g(ﬁ)

1 ma

B B
ot (0 (a1 = )9 () + st~ 0 (2 ) al0)g4)
mo my

yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafini [0, 1] aralig1 tizerinde t’ye gore integrali alinirsa,

/0f(tA+(1_t)B)g(tA+(1—t)B)dt:ﬁ/A F@)g(x)dz

< s+ mmaf (2)o( 2)] [ mematoa

" [mgfm)g(mﬁ) ¥ mlf(mﬁl)gm)] / hn(t)ha(1 — )i

2
elde edilir. Buradan

g, s = o (5)o(5) 000 [




olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6 f : [0,00) C I — R fonksiyonu 0 < A < B < oo olacak sekilde I
tizerinde f' € L([A, B]) diferansiyellenebilir olsun. Eger |f’|9, baza m € (0, 1] ve q € [1,00)
sabitleri igin [A, B], A, B € K aralig tizerinde bir operator (h, m)- konveks ise bu durumda

agagidaki esitsizlik dogrudur.

‘ﬂA)—gﬂB) - BiA/ABf(x)dx
b-A [/lh(l (2t — 1)t + /lh(t)(2t - 1)dt] !

ol ) G-

esitsizligi gecerlidir.

<

q

q
+m +

f'(A)

)

Ispat. f fonksiyonu f' € L([A, B]) sartim saglayan diferansiyellenebilir bir fonksiyon
oldugu i¢in

f(A);rf(B)_BiA/A f@)dx:B;A/o(1_2t)f’(tA+(1—t)B)dt

esitsizligi yazilabilir. Ik olarak ¢ = 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

f(A) + /(B

) 1 B B—
5 _B—A/A f(z)dz

2

A /O (1= 26)[|F/(tA + (1 — 1) B)|dt

yazilan esitligi dogrudur. ¢ = 1 oldugundan ve |f’| [A, B] tlizerinde operator (h,m)-

o)

konveks oldugu i¢gin

f(tA4+m(1l —1) b

FEA+(1-0B) = 2| < nonr )+ ma o

yazilir. Ayrica

1

/2(1 2)h(1 — )t [ h(t)(2t — 1)dt

2

ve

1

/2(1 —2)A(t) = [ h(1 — t)(2t — 1)dt

2
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esitliklerini kullanarak
flA)+ f(B 1 B
LEIESC. R Sy

B_A/O 11— 2 [h(t)|f’(A)\+mh(1—t)

IN

()

()l

(2]
f(%ﬂ)(/?ﬂl—w@v=mﬁ+/7wx%—1mux

2

2
B-A

2

IN

[ =2 ol )+ i -

+[ (2t — 1) {h(t)|f’(A)\ +mh(1 —1t)

2

[un

B—-A
2

(1l m

esitsizligi elde edilir. Benzer gekilde iglemler yapilarak;

‘ﬂm;f@)_BiA%fﬂ@m

_ B-A4
- 2

-

y f’(A) + \f’(B)]] {/1 h(1 = £)(2t 1)dt+/l W) (2t — 1)dt

m
2
elde edilir. Bu ise ¢ = 1 i¢in ispat1 tamamlar. Simdi ¢ > 1 oldugunu kabul edelim. Teo-

remin iddasina gore |f’|? [A, B] tizerinde operator (h, m)- konveks oldugu igin

()

q

[f'(tA+ (1= 1)B)|" < h(@If (B)* +mh(1 —1)

esitsizligini yazabiliriz. Buradan Holder esitsizligi kullanilarak

‘ﬂm;f@)_BiA/ﬁﬂ@m

() ([rofeenacngfa)
< BT_A([/; h(l—t)(2t—1)dt+/; h(t)(2t—1)dt} {!f’(A)I"+ f’(g) qD

yazilir. Benzer sekilde

P g | |
< A [ ra-nee-va [ane-va) [l () + 1o

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem 3.1.7 f:[0,00) C I — R, I iizerinde f' € L([A, B]) olacak gekilde diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon olsun. Burada 0 < A < B < oo’dur. Eger |f|9 bazi m € (0, 1] ve
q € [1,00) sabitleri i¢in [A, B], A, B € K aralig: iizerinde bir operator (h, m)- konveks

1se

]f(A;B)—BiA/ABmm

< (B-A) (/jth(t)dwr/oéth(l—t)dt)
7 (E)|mlr (%)‘Hf’(BH}

sm

X min{ lf'(A)]+m

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Verilen iddaya gore agagidaki hesaplamalarin dogru oldugu kolayca goriiliir.

]f(A;B) —BiA/ABmdx

A+B
1 B

< 5|/ - Alr@ie /A;B(B—:v)!f’(w)\dx

1

/oé Hf/(tA + (1 t)B)|dt +[ (L= OIf (tA+ (1 =) B)ldt
1 )
()]

(B—A4) /0275 (h(t)]f’(A)\ +mh(1 —t)
f! (g)’ </O§th(t)dt+/0éth(1 —t)dt)
ve benzer gekilde

(50) gt [ e

I (%) ‘ + m\f’(B)|> (/02 th(t)dt + /0é th(1l — t)dt)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

— (B-4)

IN

+

[ = 0w+ ma -

2

= (B=A)(f"(A)]+m

< (B—A)(m

Lemma 3.1.1 [3] I, R’ de bir aralik, f: I — R, I°’de diferansiyellenebilir bir déniigtim
olsun. Spektrumlar I’da olan A, B € K, pozitif operatorler, m € [0,1) ve A < mB
sartlarn saglansi. Bu durumda f’ € L([A, mB]) olmak tizere

f(A) + f(mB) 1 mB _mB-A

. ~ ), Jdr= T/0 (1—20)f'(tA + m(1 — t)B)dt

esitligi gecerlidir.
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Lemma 3.1.2 [3] I, R’ de bir aralik, f: I — R, I°’de diferansiyellenebilir bir déniigiim
olsun. Spektrumlar1 /'da olan A, B € K, m € [0,1) ve A < mB sartlar1 saglansin. Bu
durumda f" € L'([A, mB]) olmak {izere

A—i—mB)

1 mB

mB—A A

fa)d - f ( .

1

/

Teorem 3.1.8 f: I — R, f' € L([A, B]) I° tizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon

= (mB—A)

tF' (A + m(1 — t)B)dt + [(t — 1) f'(tA+m(1 — t)B)dt

esitligi gecerlidir.

olsun. A,B eI me (0,1 ve A < mB igin |f'|? operator (h, m)- konveks fonksiyonu ise
bu takdirde

f(A) + f(mB) 1 ™
mB A

< (A + m|f(B)]]

[ h(1 — £)(2t — 1)dt + [ h(t)(2t — l)dt]

2

esitsizligi saglanir.

ispat. Teoremde verilen sartlar ve Lemma 3.1.1 kullanilarak;

f(A) + f(mB) 1 "o
‘ “mB_A/, f(z)dx

mB — A

IN

/0 1 =2t (h(®)|f'(A)] + mh(1 = )| f(B)]) di

mB — A
2

+ / (2t — 1) (h()| f(A)| + mh(1 — )| (B)))

2

| =21 ]+ mha - 0 (B

0

mB — A

\f’(A)|/02(1—2t)h(t)dt+m|f’(B)|/02(1—2t)h(1—t)dt

+ |f’(A)|[ (2t—1)h(t)dt+m|f’(B)|[ (2t—1)h(1—t)dt]

mB — A

|f’(A)|[ h(1 —t)(2t — 1)dt + m|f’(B)|[ h(t)(2t — 1)dt

+ |/ )(2t — 1)dt +m|f' (B |/ 1—t)(2t—1)d]

_ mB AP+ mlf (B)]

[ h(1—t)(2t — 1)dt + [ h(t)(2t — l)dt]

2
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esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.9 f: 1 — R, f' € L([A, B]) I° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon
olsun. A,B eI me (0,1 ve A< mB igin |f’'|? operator (h, m)- konveks fonksiyonu ise

bu taktirde
mbB A+mB
‘mB AL d_f< )‘

/0 ’ ht)dt + /0 (1 t)dt]

< (mB=A)[If (A +m|f(B)l]

esitligi saglanir.

ispat. Teoremde verilen sartlar ve Lemma 3.1.2 kullanilarak;

mB A+mB
\—mB . f(ﬂf)dx—f(—Q )\
< (mB - A) /2|t|yf'(tA+m(1—t)B)ydt+[ [t — 1]|f'(tA + m(1 — t)B)|dt
< (mB—A) /|t| A) +mh(1— 1) f(B)]) dt

; [u—w (O)17(A)] +mh(1 - 0)|7/(B)]) dt

2

— (mB - A) |f’(A)|/02th(t)dt+m|f’(B)|/02th(l—t)dt

4 |f’(A)|/02th(1—t)dt+m|f’(B)|/02th(t)dt

/0é th(t)dt + /Oé th(l — t)dt]

= (mB—=A)[If'(A)|+m|f(B)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasi, Sinirhi Lineer Operatorler Teorisi ile Matematiksel Esitsizlikler Teorisi'ni
bir araya getirmistir. ”Hilbert Uzayinda Operator (h, m)-Konveks Fonksiyonlar” konusu
matematik literatiiriinde ilk defa burada ¢aligilmigtir. Elde edilen bulgulardan ikisi [19-20]
uluslararasi sempozyumda sozlii olarak sunulmustur, ikisi de uluslararasi saygin dergilerde
basilmak tizere gonderilmistir. Dolayisiyla bu tez’in ii¢iincii boliimiiniin tamami orijinal
bir calismadir. Yapilan bu caligmalar elbette yeterli degildir. Fakat ¢aligma yapmak

isteyen diger aragtirmacilarada onemli bir kaynak olacagini diigtintiyoruz.
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