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Yiiksek Lisans Tezi, 73s.

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Erdal UNLUYOL

Bu tez calismasi, 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, giris ve literatiir taramasi, ikinci
bolimde temel kavramlar anlatilmaktadir. Ugilincii boliimde literatiirde var olan, Hilbert
uzayinda 6zeslenik operatorlerin konveks ve operator konveks fonksiyonlar igin Griiss tipli
esitsizlikler konusu ayrintili bir sekilde incelenmistir. Dordiincii béliimde sonuglar ve oneriler
verilmistir.
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This thesis is consist of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about the object of
the thesis and previous studies in this area. In these cond chapter, basic definitions and
theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it is comprehensive explained
of Gruss type inequalities for convex and operator convex functions of selfadjoint operators
in Hilbert spaces. In the fourth chapter, it is given some results and propositions.
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1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi'nin temellerini X VIII. ve XIX. yiizyillarda Gauss (1775-1855),
Cauchy (1785-1857) ve Chebyshev (1821-1894) gibi matematikgiler atmislardir.
Fakat modern anlamda "Esitsizlik Teorisi" alaninda yapilan ilk ¢alisma Hardy (1934)
Littlewood ve Polya tarafindan yazilan "Inequalities" adl1 kitaptir. Bu ¢alismay1 1961
yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman'in yine ayn1 ismi tagiyan "Inequalities" kitab1
takip eder. Daha sonra 1965 yilinda J. Szarski'nin "Differantial Inequalities", 1991
yilinda Mitrinovic ve ark."Inequalities Involving Functions and Their Derivatives",
1963 yilinda yine Mitrinovic ve ark.'n "Classicaland New Inequalities in Analysis"
isimli kitaplart izler. Bunlarin disinda S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V.
Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M. Pearce, J. E. Pecaric, A. M. Fink, M. E.
Ozdemir, M. Z. Sarikaya, E. Set, 1. Iscan, A. O. Akdemir, M. Tun¢ gibi bilim

insanlarmin da bir¢ok ¢alismasi literatiirde mevcut.

Konvekslik kavraminin ortaya ¢ikisi Archimedes’ in, ¢emberin ig¢ine ve etrafina
cizdigi diizgiin ¢cokgenler yardimiyla yaptigr 'pi' sayis1 hesabina kadar dayanir. Bu
caligmalar1 sirasinda Archimedes, herhangi bir konveks seklin ¢evresinin, etrafina
cizilen biitiin diger konveks sekillerin ¢cevresinden daha kiiclik oldugunu fark etmistir.
Boylece konvekslik kavrami konveks sekiller etrafinda gelismistir. Euler ve Descartes
konveks ¢okgenler ile ilgili formiiller iizerinde caligmistir. Daha sonra 1841'de
Cauchy, konvekslik hakkinda bazi 6zellikler vermistir. Konveksligin modern tanimi
esitsizlik tanimi1 igerdiginden konveksligin esitsizliklerle birlikte ¢alisilmasi da dogal

bir sonug olmustur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte XIX. yiizyilin sonlar
olarak gosterilebilir. 1893'de Hadamard'in ¢alismasinda agikca belirtilmese de bu
tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen, konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen
tarafindan ¢alisilmistir. Jensen’ in bu, ¢alismalarindan itibaren Konveks Fonksiyonlar
Teorisi hizli bir gelisme gostermistir. Sadece konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri
iceren ilk kaynak 1987 yilinda Pecaric tarafindan yazilan "Convex Functions:

Inequalities" isimli kitaptir. Ayrica 1973 yilinda A. W. Roberts ve B. E. Vorberg
1



"Convex Functions", 1992 yilinda Pecaric ve ark. "Convex Functions, Partial Ordering
and Statistical Applications", 2006 yilinda C. Niculescu ve L. E. Persson "Convex
Functions and Their Applications, A Contempoarary Approach” gibi eserler konveks
fonksiyonlar {izerinde esitsizlikle ilgili yapilan ¢alismalardir. Bu caligmalarin bir

kismin1 integral esitsizlikleri olusturmaktadir.

Niculescu ve Persson'a gore konveksligin teorik ve uygulamali matematik alanlarinda

genis yer bulmasinin iki 6nemli sebebi vardir:

1) Sir degerlerinin birinde bir maksimum degeri vardir,
2) Her yerel minimum ayni zamanda global minimumdur. Ayrica kesin konveks

bir fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardir.

1978 yilinda R. Bellman, Almanya' da diizenlenen "Second International Conference
on General Inequalities” isimli konferansta: "Neden Matematiksel Esitsizlikler?" diye

sorulan soruya su cevabi vermistir:

Esitsizlik ¢alismak i¢in {i¢ neden vardir. Bunlar:
1) Pratik Nedenler,
2) Teorik Nedenler,
3) Estetik Nedenlerdir.

Pratik nedenler agisindan bakildiginda, bir¢cok arastirmada bir niceligi diger bir
nicelikle siirlandirmak karsimiza c¢ikmaktadir. Klasik Esitsizlikler de bu sekilde
ortaya ¢ikmistir. Teorik nedenler acisindan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak
tiim temel teoremler olusturabilir. Ornegin, negatif olmayan bir niceliin ne zaman bir
digerini kapsadigi sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatorler Teorisi ve
Diferansiyel Esitsizlikler Teorisi kurulur. Son olarak estetik nedenler agisindan
bakildigindan genelde resim, miizik ve matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu

goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.

Biz bu ¢aligmada Esitsizlik Teorisi'nin 6énemli bir kolu olan Griiss Tipli Esitsizliklerin,
Hilbert uzayinda sinirli, 6z-eslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlar i¢in elde edilen
baz1 6zel esitsizliklerini inceleyecegiz. Bu incelemeler sayesinde Lineer Operatorler
Teorisi ile Matematiksel Esitsizliklerin ¢esitli alanlarinda ¢alisma yapmak ve kendi

alanlarinda uygulamak isteyen arastirmacilara yardimei olacaktir.
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Bu alanda yapilan 6nemli ¢alismalardan bir tanesi 2011 yilinda S. S. Dragomir
tarafindan yapilmistir. Ayrica Bauschke ve Combetles tarafindan "Convex Analysis
and Monotone Operator Theory in Hilbert Spaces”, Dragomir tarafindan "Operator
Inequalities of Ostrowski and Trapezoidal Type" ve bu teze temel kaynak olan
"Operator Inequalities of the Jensen, Cebysev and Griiss Type" adl1 kitaplar mevcuttur.
Ayrica literatiirde Dragomir, Ghazanfari, Unluyol, Salas, Erdas ve daha bir¢ok yazar

bu alanda calismaktadir.

2. GENEL BILGILER



2.1. Tamim (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:LxL— L
ve ..FxL— L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F cismi

tizerinde bir lineer uzay(vektor uzayi) denir.

A) L,’+” islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l.Her x,y€ L i¢in x+y€ L dir.

G2.Her x,y,z€ L i¢in x(y+z)=(x+y)+z dir.

G3.Her x€ L i¢in x+0 = 0 + x = 0 olacak sekilde 0 € L vardir.
G4.Her X€ L igin x+y=y+x dir.

B)x,y€ L ve a, B € F olmak {izere asagidaki sartlar saglanir:

L1. ax € L dir.

L2. a(x +y) = ax + ay dir.

L3.(a+ B)x = ax+ Bxdir.

L4.(aB) x = a(Bx) dir.

L5.1x = x dir. (Burada 1,F nin birim elemanidir.)

F = Rise L ye lineer uzay, F = C ise L ye karmasik lineer uzay ad1 verilir.

2.2. Tammm: Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operatdr denir.

2.3. Tammm: F bir cisim ve V ve W, F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. u,v €

Vvec € F olmak tizere T:V— W doniistimii,

A)T(u+v)=Tw)+TWw)
b)T(cu) = cT(u)sartlarini sagliyorsa T ye V {izerinde lineer doniisiim denir.
2.4. Tammm: L bir lineer uzay A c L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=ax+ (1—-a)y, 0<a<l1l}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — @) = 1 bagintist her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindakia, 1 — a yerine a + f# = 1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan a, 8 reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir.

2.5. Tanim (Konveks fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:I = R bir fonksiyon olmak

tizere her x,y € [ ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 = a)y) s af () + 1 - a)f(¥) (1.1)

4



sartimt saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.
2.6. Teorem: f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise

a)f, (a, b) arahiginda siireklidir ve

b)f, [a, b] araliginda sinirlidir.

2.7. Tamm (I¢-¢arpim uzayi): F(R veya ¢) olmak iizere, X bir vektor uzay1 olsun.
<.,.>:XxX — F donlisimii asagidaki ozelliklere sahip ise ’<.,.>’’ doniisiimiine X

tizerinde bir i¢-¢arpim, (X, <.,.>) ikilisine de i¢-carpim uzay1 denir:

lvxeXicin<x,x >=0ve<x,x=>20 x =0,
2Vx,y € Xi¢cin < x,y >=<y,X>;
3Vx,yEXvea€EFicin<ax,y>=a<x,y>
A.Vx,y,z€Xicin<x+y,z>=<x,y>+<y,z >.
2.8. Not: F =R olmasi halinde 2. Ozellik <x,y>=<y,x> olur. I¢-¢arpim tanimim
kullanarak asagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.
1. Vx,y,z€XveVa,fEFicin<ax+fyz>=a<x,y>+f<yz>,

2. Vx,y€EXvea€Ficin<x,ay>=a<x,y>,
3. Vx,yeXveVa,fEFicin<x,ay+fz>=a<x,y>+p <y, z.>.

2.9. Tanim (Norm): (X,<.,.>) bir i¢ carpim uzayi olsun. Bir x € X vektor normu

I x =< x,x >%
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.
2.10. Tamim (Hilbert uzayi): (X, <.,.>) bir i¢ ¢carpim uzayi olsun. Eger bu i¢-¢arpim
uzay1 yukaridaki norma gore tam ise, yani (X, <.,.>) bir i¢ ¢arpim uzay1 i¢indeki her

Cauchydizisibu norma gore yakinsak ise bu i¢ ¢carpima bir *’Hilbert Uzay1’’ denir.

2.11. Tamm(Birim Operator:) A: X — X operatorii verilsin. Eger her x € X icin
Ax = x ise A operatoriine birim(6zdeslik) operator denir. I, E ve Iy sembollerinden

biriyle gosterilir.

2.12. Tamim (Smmirh Operator:) X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) c X ve gorinti kiimesi R(A) € Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii
D(A)nin X’de smirli her kiimesine R(A)ninY de sirh bir kiimesini karsilik

getiriyorsa A’ya “’siirli operatdr’” denir. Bagka bir deyisle



|Ax||y < cllx|lx, her x € D(A) olacak sekilde bir sabit ¢>0 sayis1 varsa A’ya

“’sinirl1 operator’” denir.

2.13. Tanim(Lineer Uzay:) X ve Y ayn1 F cismi iizerinde iKi lineer uzay ve A: X - Y

operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzayi ve

A(ax + By) = aA(x) + BA(y),Vx,y € D(A)ve Va, B € Fise A’ya “’Lineer

operator’’ denir.
2.14. Tamm (Eslenik ve Ozeslenik Operator:) A, H Hilbert uzayinda smirli bir
operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin;
< Af,g >=< f,A*g > saglaniyorsa A* a A'nin “’eslenik operatorii’’ denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A=A" ise bu A’ya 6zeslenik operator denir.

2.15. Tammm(Rezolventa:) H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) € H —» H bir lineer

operator olsun.
p(A) ={A€C:(A—AE) ' € L(H)} kiimesine A operatdriiniin “’regiiler
degerler kiimesi’’ veya ‘’rezolvent kiimesi’’ denir.

A € p(A) olmak iizere R(A;A) = (A— AE)™! operatoriine A operatdriiniin

“’rezolventas1’’ veya ’¢oziicli operatorii’” adi verilir.
2.16. Tammm(Spektrum:) H bir hilbertizay1 olsun.
Sp(A) = a(A) = C\ p(A) kiimesine A operatoriiniin “’spektrumu’ denir. A
operatdriiniin spektrum kiimesi "o(4)"' ve "Sp(A)"ile gosterecegiz.
2.17. Tamm(Operatorlerde Siralama:) A ve B, H Hilbert uzay1 iizerinde iki
0zeslenik operator olsun.

1.A<BS<Ax,x ><< Bx,x > Vx € H;

2.A = 0 ise A operatoriine pozitiftir denir.

2.18. Not: Eger A 6zeslenik operatér ve f de Sp(A) lizerinde taniml reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda t € Sp(A)i¢in f(t) = 0dir. Buradan f(A)>
0, yani f(A) H Hilbert uzay: iizerinde pozitif bir operatordiir. Ilaveten eger f ve g,
Sp(A) tizerinde iki fonksiyon ise asagidaki Onemli ozelligi saglanir. Hert €

Sp(A) icin f(t) = g(t) dir. Buradan f(A) = g(A) saglanur.
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2.19. Teorem: A,H Hilbert uzay iizerinde sinirli 6zeslenik bir operatdr olsun. Bu
durumda agagidakiler dogrudur.

M:=infjyj=1 < Ax,x >= max{a € R:aE < A};
M:=sup|jx=1 < Ax,x >= min{a € R: A < aE};
ve
1Al = max{][m]l, | M]]}.
Ayrica m,M€ Sp(A)ve Sp(A) c [m, M].
2.20. Tamm(Operator Konveks:) A ve B, spektrumlar1 [ € R da olan keyfi

Ozeslenik operatorler ve A € [0,1] olsun. Bu durumda,

fF((A=ANA+AB) < (1 - ANf(A) +Af(B)
esitsizligini saglayan, I aralig1 tizerinde tanimli reel degerli stirekli fonksiyona operator

konveks denir.

3. YAPILAN CALISMALAR
3.1. Hilbert Uzaylar1 Uzerinde Ozeslenik Operatorlerin Fonksiyonlari



Bu kisimda kompleks Hilbert uzaylar iizerinde sinirli 6zeslenik operatorlerle ilgili
baz1 temel bilgileri verecegiz. Burada tiim operatorleri sinirli olarak kabul edecegiz.
Dolayisiyla bundan stirekli bahsetmeyecegiz, fakat iistii kapali bir sekilde bunu

anlayacagiz.

Pozitif 6zeslenik operatdrler i¢in genellestirilmis Schwarz esitsizligi ayrica bu simnif
operatdrlerin spektrumlari i¢in bazi sonuglar verildi. Bu durumda bir lineer operatorler
de polinomlar i¢in temel sonuglar, bir 6zeslenik operatorlerin siirekli fonksiyonlar1 ve
0zeslenik fonksiyonlarin basamak fonksiyonlar1 ifade edildi. Bu sonuglar1 kullanarak,
bu tezin merkezinde dnemli bir rol oynayacak olan 6zeslenik operatorlerin spektral
ayriligin1 ( Spektral Gosterim Teoremi) da verecegiz. Bu sonug¢ monotonik ya da
mutlak siirekli, Lipschitzian, sinirlt varyasyonlu 6zeslenik siirekli fonksiyonlar1 i¢in

bazi esitsizlikler verecegiz.
3.2. Smirh Ozeslenik Operatorler

3.2.1. Operatorlerde Siralama

(H<>) C kompleks sayilar cismi tizerinde bir Hilbert uzayr olsun. H {izerinde

tanimlanan bir siirli lineer A operatoriin 6zeslenik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

her x e H i¢in <AX, X> ell olmasidir.

Baska bir ifade ile

A=A" < VxeH icin <AX, X> ell A bir sinirlt lineer operatordiir.
Eger A Ozeslenik ise, 0 zaman

|A| =sup|{Ax,x)| = sup [{Ax,y)|. (3.1)

=2 IXlI=lyll=1
yazabiliriz.
Bundan sonraki tiim operatorler tiim H Hilbert uzayr iizerinde tanimli siirh
operatorler olarak kabul edecegiz. Ayrica H iizerinde tanimlanan tiim sinirhi lineer

operatdrlerin Banach cebirini B(H )ile gosterecegiz.

Tamm 3.1. Ave B, H {izerinde bir 6zeslenik operatdr olsun. Eger her x € H i¢in
(Ax,x)<(Bx,x) ise ,0 zaman A<Byada B> A dir. Ozel olarak eger A>0 ise A

pozitif de denir.



Her Ae B(H)operatérﬁ icin AA” ve A'Aislemleri H iizerinde pozitif 6zeslenik
operatorlerdir. AA” ve A’A operatorleri birbiri ile kiyaslanamaz.

Asagidaki teorem operatdrlerde siralamanin katilimi ile ilgilidir.

Teorem 3.2. A B,C e B(H) dzeslenik operatdrler ve a, 8 <l olsun. O halde

1. A<A

2. Eger A<B ve B<C ise,0zaman A<C;

3. A<B ve B<Aiseozaman A=B;

4. A<B ve a>0 ise 0 zaman
A+C<B+C,adA<aB,-A>-B;

5. Eger a < S ise, 0 zaman a A< SA dr.

A pozitif 6zeslenik operatorler icin Schwarz esitsizliginden genellestirmesi, her
X,y € H i¢in

(A%, y)| < (A% X)(Ay,y) (3.2)

Yazabiliriz.

Teorem 3.3. A, H iizerinde bir pozitif 6zeslenik operator olsun. O halde her x e H
i¢in

[ A" <A (A%, x) (3:3)

Teorem 3.4. A ,BeB(H)n>1i¢in

A<A<.<A<.<B
Ozelligi ile 6zeslenik operatdr olsun. O zaman her n>1 icin
A <A<B

Olacak sekilde H tizerinde tanimli bir sinirlt 6zeslenik A operatorii vardir. Ayrica her
X € Higin
lim A x = AX

n—oo

Dir.

Eger { A, }:1 dizisi alttan sinirli ve azalan ise benzer teoremi verebiliriz.

|Ax=AX] <[A, =AX]

Esitsizliginden, {A }” dizisinin A’ya diizgiin yakinsamasi, {A }” nin A’ya diizgiin
yakinsamasini gosterir. Ancak nu iddianin tersi yanlistir.

Ayrica B(H ) ’da her X,y € H i¢in



lim, . (AXYy)=(Ax,y) < (w)lim__ A =A
Seklinde zayif yakinsamay1 da tanimlayabiliriz.

Tanmim 3.5. Eger her xeHicin limAx=Ax ise, o zaman {A}  <B(H),

AeB(H )operatorii giiglii yakmsaktir. Bu da {A}"_ dizisinin giiclii limiti olarak
adlandintlir. Ve (s)lim A =A, ile gdsterilir.

Normda yakinsama yani lim, ||A1 — A|| = 0 gii¢lii yakinsakligin karsiti

olarak “diizgiin yakinsama” olarak adlandirilacak. Normda yakisama lim___ A =A
ile gosterilir. Her n,mel] ve Xe H i¢in

Teorem 3.6. A, H {izerinde smirl1 bir 6zeslenik operator olsun. O zaman

a :=m:fl<Ax,x> =max{a el |al < Al;

a, =sup(Ax,x) =min{a e[l | A<al};
=L

Ve
[ Al =max{les e |}
Ilaveten, eger Sp(A) ile A’nin spektrumunu gosterirsek, o zaman «;, @, € Sp(A) ve
Sp(A) <[y, @, ]. dir.
Sonu¢ 3.7. Eger A a,,a, yukaridaki sartlara sahipse, o zaman kesinlikle
a, =min{A|AeSp(A)}=minSp(A);
a, =max{| 1 eSp(A)} =-maxSp(A);
| = mx{|2] < Sp( A)}.
dogrudur.
Ayrica
1. A’nn pozitif olmasi igin gerekli ve yeterli kosul ¢; >0 olmasi;
2. A’nin pozitif ve terslenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli sart ¢, > 0 olmas;

3. Eger «, >0 ise 0 zaman A'bir pozitif o6zeslenik operator ve

minSp(A™)=a,”,maxSp(A™) =g, " dir.

3.3. Ozeslenik Operatérlerin Siirekli Fonksiyonlar

3.3.1. Bir Simirh Operatorlerde Polinomlar
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aw:0 »0 iki fonksiyon igin, toplama, skalerle arpim ve bu fonksiyonlarm
¢arpimi
(a+y)(s)=a(s)+y(s)
(A9)(s)=20(s),
(ov)(s)=a(s)y(s)
Seklinde tanimlanan @(s)ile ¢(s) nin kompleks eslenigini gdsterecegiz.

Fonksiyonlarin bir sinifi olarak kompleks sabitlerle bir degiskenli tim polinomlarin
cebirini P, yani

P::{a(s)::iaksk‘nzo,ak el ,OSkSn}.
k=0

Olarak alalim.

Teorem 3.8.
AcB(H)vea(s)=Y as‘ePign a(A)=Y aA‘ecB(H)(A'=1) ve
@(A)=Y" & (A) eB(H). seklinde tanimlayalim. O zaman
@(s) > ¢(A) doniisiimii
@ (p+w)(A)=0(A)+y (A);
(b) (20)(A)=20(A);

Ozelliklerine sahiptir.
o(A)w(A)=w(A)p(A) ve ¢(s)=q, sabit polinomu operatér iginde bir

dontistimdiir.

Bir U cebirinden U cebirine yani a—a’ doniisiimii
(a) (a+b)' =a'+b’;
(b) (Ap) =4a’;
(c) (ab)’ =ab'.

Sartlarin1 saglarsa buna bir homomorfizm denir.
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Bu terminolojiyle, keyfi ¢(s) polinomuyla ¢(A)operatér doniisiimii teroeml.8

iddiasina gore B ( H ) icinde P *nin bir homomorfizimidir. Ilaveten d 6zelligini saglar.

Asagidaki teorem ¢@(A) operatdriiniin spektrumu ve A nin spektrumu arasindaki

baglantiy1 verir.

Teorem 3.9. Eger AeB(H),ve peP ise 0zaman Sp(¢p(A))=¢(Sp(A)). dur.

Sonug 3.10. Eger AeB(H), 6z eslenik ve ¢(s)e P polinomu reel katsayiya sabit
ise, 0 zaman ¢(A) 6z eslenik ve

lo(A)]|=max{lp(4)],4eSp(A)}. (3.4

Sonuc¢ 3.11. Eger AcB(H) ve peP ise, 0 zaman
1. @(A)’nm terslenebilir olmast igin gerek ve yeterli kosul her 4 Sp(A) igin
go(/I) # 0 olmasidir;
2. Eger ¢(A)terslenebilir ise, 0 zaman Sp(gp(A)’l) = {gp(/i)’l,l € Sp(A)} dir.

3.3.2 Ozeslenik Operatorlerin Siirekli Fonksiyonlari

Kabul edelim ki A, H Hilbert uzayinda bir siirli 6z eslenik operator olsun. Eger ¢,

[ tizerinde tanimlanan herhangi bir fonksiyon ise, o0 zaman

o], =sup{le(2)]. 2 < Sp(A)}.
yazabiliriz.

Eger ¢ siirekli ise, 6zel olarak ¢ polinomu ise, 0 zaman supremumu gercekten

kompakt olan Sp(A) da bazi noktalar olarak kabul edebiliriz. Bu yiizden bu
supremumu bir maksimum olarak yazabilir ve (3.4) |@(A)| =|¢|, seklinde yazilabilir.

[] lizerinde tanimlanan tiim siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin C(D )Cebirini

g0z Oniine alalim. Siirekli fonksiyonel hesaplari i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.12. Eger A, H Hilbert uzayinda bir smirli 6zeslenik operatdr ve
peC(I), ise bu takdirde lim __ |lo—g,|, =0, {¢,} <P dizisi ile bir tek
@(A)<B(H) operatdrii vardir, bu durumda @(A)=Ilim___ ¢, (A) dir. ¢ > ¢(A)
doniisimii [|p(A)| <2|¢],.ve [o(A)] =7 (A) ek szellikleri ile B(H )iginde C (1)
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cebirinin  bir homomorfizimidir. Ilaveten, go( A) normal operatordiir yani
[o( A)]* o(A)=p(A)] o( A)]* dir. Eger ¢ reel degerli ise o zaman ¢@(A) oz
esleniktir.

Ornek olarak, eger Ae B(H) 6zeslenik ve ¢(s)= e*,s el ise bu durumda
1

" =) = (1A

k=0
flaveten €™ {initer bir operatdr ve onun tersi de
(¢) = =3 (n)
: .
koo K!
Operatordiir.

1
)

Simdi, eger A€l \[,AeB(H) o6zeslenik ve ¢(s)=

p(A)=(A-A1)".

Eger AeB(H) ozeslenik operatér ve ¢,y € C ([ ) verilen iki fonksiyon ise o zaman

eC(0),ise 0 zaman

go( A) 7% ( A) =y ( A) go( A) ozelligini verebiliriz. Bu 06zelligi bir diger operatdr icin
asagidaki teoreme genisletebiliriz. Ornek igin [2,p.235]:

Teorem 3.13. Kabul edelim ki Ae B(H) ve pe C([I )fonksiyonu verilsin. Eger
BeB(H), AB=BA sartin1 saglayan bir operator ise bu durumda ¢(A)B=Bgp(A)
dir.

Asagidaki teorem, siirekli fonksiyonlarin durumunda Teorem 2.9 genislemesidir.

Ornek i¢in 2,p.235]:

Teorem 3.14. Eger A, H Hilbert uzayi iizerinde sinirl 6zeslenik bir operator ve ¢
stirekli ise, 0 zaman Sp (go( A)) = ¢(Sp ( A)) dir.

Bu teoremin asagidaki sonuglarini verelim.

Sonug 3.15. Yukaridaki teoremin sartlariyla
@ go(A) 0zeslenik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her Ae Sp(A) icin
qo(/l)eD olmasidir.
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(b) @(A) operatoriiniin iiniter olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul her A € Sp(A)
icin |(p(l)| =1 olmasidur.

(c) @(A) operatoriiniin terslenebilir olmasi gerekli ve yeterli kosul A e Sp(A)
i¢in @(A)#0 olmasidur.

(d) Eger ¢(A) dzeslenik ise, o zaman ”(p(A)” =], dir.

Ozeslenik operatdrlerin  fonksiyonlarinda esitliklerini gelistirmek icin asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 3.16. A, H Hilbert uzayinda bir sinirli bir 6zeslenik operator olsun. B( H )
icinde C (D )nln - (p( A) homomorfizmi siralamayi korur yani eger @, € C (D )
, Sp(A) tizerinde bir reel degerli ve A € Sp ( A) icin, (o(A) > t//(i) ise 0 zaman B( H )

1n operator siralamasinda
o(A)zy(A) (P)
H lizerinde bir pozitif snirli Ozeslenik operatoriin  karekokiinii asagida
tanimlayacagiz.
Teorem 3.17. Eger AeB(H) operatdrii pozitif ve dzeslenik ise, 0 zaman B* = A

olacak sekilde,

B=vAe B(H) seklinde bir tek pozitif Ozeslenik operator vardir. Eger A

terslenebilir ise, o zaman B de terslenebilirdir.

Eger AeB(H) ise, 0 zaman A'A operatorii 6zeslenik ve pozitiftir. |Al:=+A'A

operatdre mutlak degerli denir.

Teorem 3.18. H iizerinde, her A sinirh lineer operatdr igin, B =|A| € B(H) bir

pozitif 6z eslenik operatorii, R, =C(D. )= A(H) gorintii kiimesi ve D, =B(H)
tanim kiimesi ile bir izometrik bir C operatérii vardir. Oyle ki A=CB dir.

Sonu¢ 3.19. Eger Ae B ( H ) operatdrii normal ise, 0 zaman B = |A| eB ( H )pozitiféz

eslenik operator ve A= BC =CB. olacak sekilde bir iiniter operatorii vardir. Dahasi,

eger A terslenebilir ise, 0 zaman B ve C bu sartlar altinda tek bir sekilde tanimlanir.
14



Sonu¢ 3.20. Simdi kabul edelim ki Be B(H) icin A=CB bir pozitif 6zeslenik

operator ve C bir izometrik bir operator olsun. O zaman

(a) B=+A"A dir. Sonug olarak B gerekli sartlarla tek bir sekilde tanimlanur.
(b) Cnin gerekli kosullar altinda tek bir sekilde tanimlanmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul, Anin birebir olmasidir.
3.4 Ozeslenik Operatorlerin Basamak Fonksiyonlar
A, H Hilbert uzayinda bir smirli 6z eslenik operatér olsun. Simdi reel degerli
fonksiyonlara kisitlanmis, B ( H ) icinde [J lizerinde tanimlanan siirekli fonksiyonlarin
C (D )Cebirinin Q> go(A) homomorfizminde sira korumay1 genisletmek icin daha

genis bir tanim kiimesine ihtiyacimiz vardir. Yani ¢,,A €l |

o1 —oco<s<A
¢/1 (S) '_ {O, A<S<+400
Seklinde tanimlanan adim fonksiyonlar1 iceren fonksiyonlarin bir cebirine ihtiyacimiz
vardir.

0.(s)=0.(s)ve 07 (s)=0,®ile [0, (A)] =0.(A) ve [p.(A)] =0.(A)
gosterecegiz, yani ¢,(A)o zaman bir projeksiyon olacaktir. Ancak, ¢, (A)
fonksiyonu, her A igeren aralik iizerinde, siirekli fonksiyonlarla diizgiin yaklagsmadigi
icin genel olarak, bir ¢, (A)operatoriinii ¢, €C(0 )olan ¢, (A) operatoriinii bir

diizgiin limiti olarak tanimlananin bir yolu yoktur.

Operatorlerin diizglin bir limiti ¢, (A) operatoriinii tanimlamak ic¢in operatorlerin

gliclii limit kavramini anlamamizi saglayacaktir. Bunu yapabilmek i¢in ¢, fonksiyonu

. 1, —00<S<A
2 (S) "] 1-n(s-2), A<s<A+Yn
0, A<S<+00

Seklinde tanimlanan @,  reel degerli siirekli fonksiyonlarin bir azalan dizisinin

noktasal bir limiti olarak elde edildigini gézlemleriz.
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Teorem 3.4 de ¢, (A) da karsilik gelen 6z eslenik operatdrii azalmayan ve B(H)

nin siralama operatdriinde alttan sifirla sinirhidir. Bu ylizden o H  iizerinde ¢, (A)

bazi sinirli 6z eslenik operatorleri igin giiclii bir sekilde yakinsar.
Yukaridaki ifadeyi gostermek i¢in, asagidaki tanimi vermemiz gerekir.

Tanmm 3.21. ¢,[] iizerinde reel degerli bir fonksiyonu eger [J iizerinde siirekli reel

degerli fonksiyonlarin artmayan bir dizisinin noktasal limiti ise o zaman iistten yar1 —

sureklidir denir.

@, lizerinde bir reel degerli fonksiyonun iistten yar siirekli olmasi i¢in gerekli ve

yeterli ve yeterli kosul her S, €[l , her £>0 i¢in
@(s)<@(s,)+¢, her se(s,—6,5,+6)
Sartini saglayan bir ¢ >0 sayisinin var olmasidir.
Simdi ¢(A) operatoriinii asagidaki gibi gdsterecegiz.
Teorem 3.22. A, H Hilbert uzay1 tizerinde sinirli bir 6zeslenik operator ve ¢, [
tizerinde Ustten yar siirekli negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda {(pn }:: )

dizisi C (U ) de negatif olmayan fonksiyonlarmn keyfi bir artmayan dizisi olmak tizere

@ nin Sp(A) tizerinde noktasal yakinsayacak sekilde bir tek pozitif 6zeslenik go(A)

operatorii vardir.

Eger ¢ siirekli ise, o zaman istteki teoremle tanimlanan bir tanimla teorem 3.12 deki

operatOr tanimi cakisir.

Teorem 3.23. Ae B( H) ozeslenik, ¢ ve y, [ lizerinde negatif olmayan istten
stirekli fonksiyonlar, o >0 olarak verilsin. O halde ¢+, ap ve gy negatif olmayan
istten yar1 sirekli  ve (@+y)(A)=p(A)+yw(A),(ap)(A)=ap(A) ve
(pw)(A)=@(A)y (A)dir. llaveten, her seSp(A) i¢in ¢(s)<wy(s) ise 0 zaman
qp( A) <y ( A) dir. ¢,9, negatif olmayan ve [I iizerinde istten yari siirekli
fonksiyonlar olmak tiizere, @ =¢, —¢, tiim fonksiyonlarmn kiimesi olarak R (D )
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cebirini tanimlayarak negatif olmayan {stten yar1 siirekli fonksiyonlarmn sinifim

genisletelim. Ayrica iR(D )noktasal toplam, skalerle carpim g¢arpimla bir cebirdir.

YR(D ) ifadesi ile go(A) operatorleri fonksiyonlari ile ilgili teoremi asagida verecegiz.

Teorem 3.24: AeB(H)ozeslenik ve ¢ € R([ )olsun. O halde bir tek ¢(A) e B(H)
ozeslenik operatérii vardir. Oyle ki eger ¢, @, negatif olmayan ve [ iizerinde yari
siirekli fonksiyonlar1 i¢in @=¢,—¢, ise, 0 zaman @(A)=¢ (A)-¢,(A) du.
@ — ¢(A) doniisiimii, eger @, e R(L ) her seSp(A)igin ¢(s) <y (s)ozelligine
sahipse, 0 zaman qo( A) < y/(A) dir. Sartin1 saglarsa B( H )i(;inde [ tizerinde bir
homomorfizimidir. Ilaveten eger B € B ( H ) , AB = BA degiskenlik durumu saglarsa,
0 zaman ¢(A)B=Bgp(A)dur.

3.5. Ozeslenik Operatorlerin Spektral Ayrilisi
AeB ( H ) ozeslenik ve ¢, , her A el] icin

w11, —oo<s<A

?,(s)= {0, A<s<ton

olarak tanimlansin. O zaman her A €[] i¢in
B, =e:.(A) (3.5)
operatorii bir projeksiyondur. Bu projeksiyonun 6zellikleri, Hilbert uzayinda siirh

0zeslenik operatorlerin spektral ayrilisi ile ilgili asagidaki temel teoremi verecegiz.
Teorem 3.25 ( Spektral Gosterim Teoremi )

A,H Hilbert uzayi iizerinde bir simirh 6zeslenik operatdr
m=min{4|1eSp(A)} =minSp(A)
ve
M =max{1| A € Sp(A)}=maxSp(A)
olsun. O halde

(a) A<A" i¢in E, <E,’i
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(b) E..=0E,=lve 1ell E,,=E,

M
(c) A= j AdE,. (3.6)

0
sartlar1 altinda, A ’nin spektral ailesi olarak adlandirilan {E /1} .., brojeksiyonlarin bir
ailesi vardir.

Daha genel bir sekilde , [1 {izerinde tanimli her ¢ siirekli fonksiyonu ve her £>0

i¢in, & >0vardir. Oyle ki

<g (3.7)

sartryla

Ao<Mm=4; <..<A, 1 <A, =M,
Ay — A1 =0 ise 1<k=n,

A €[ A 1.4 | isel<k=n,

(3.8)
dir. Bu da su anlama gelir;
M
A)= A)dE,,
¢( ) J.m70¢( ) A (39)
Integrali, Riemann-Stieltjes integralidir.
Sonug 3.26. Aigin yukaridaki teoremin sartlariyla ve E,, ¢ icin
Her xe H
M
go(A)X:J.mio(p(Z)dElx (3.10)
ve her x,yeH
M
<¢(A)X’ y>:.[m70¢(l)d<Elx’ y> (311)
Gosterimlerini yazabiliriz. Ozel olarak her X € H icin
M
<(p(A) X, x> = J.m,o(p(ﬂ“)d (E, X, X)
(3.12)

Esitligini yazabiliriz.

flaveten, her X € H i¢in
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M

le(A =],

p(2) d[EX]

(3.13)

Teorem 3.27. A, H Hilbert uzaymnda simirli bir O6zeslenik operatdr ve
m=minSp(A) ,M =maxSp(A) olsun. Eger {F,}  (a),b) ve (c) yukardaki
teoremin sartlari altinda projeksiyonlarin bir ailesi ise, o zaman her A €[] i¢in F, =E,

dir. Burada E, (2.5) tarafindan tanimland:

Yukaridaki iki teoremde {E 1} . spektral ailesi tek bir sekilde tanimlanir ve sinirh

Ozeslenik A operatorii tarafindan da tek bir sekilde tanimlanabilir. Ayn1 zamanda

spektral aile A operatoriiniin 6zelliklerini direkt yolla yansitir.

Teorem 3.28. {E z} siirh 6zeslenik A operatoriiniin spektral ailesi olsun. Eger

Aell

B,H iizerinde bir sinirl lineer operatdr ise, o zaman tiim Ae€l] i¢in E,B=BE,

olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul AB = BA olmasidir. Ozel olarak, her Aell igin

E,A=AE, dr.

Teorem 3.29. {E /1} o » bir smirl 6zeslenik A operatoriiniin spektral ailesi ve w e[l

olsun. O zaman

(@ u,A’nin bir regiiler degeridir. Yani A— ul terslenebilir olmasi igin gerek ve

yeter kosul E,_, =E _,olacak sekilde bir >0 var olmasidir.

(b) #eSp(A) olmasi igin gerek ve yeter kosul her >0 i¢in E,_,<E,,
olmasidir.

(¢) u,A’mn bir 6z degeri olmast igin gerek ve yeter kosul E, , <E olmasidir.

Asagidaki teorem Hilbert uzaylarinda, sinirli 6zeslenik operatorler i¢in esitsizlikler ile

ilgili 6nemli bir rol oynayacaktir.

Teorem 3.30. (Total Varyasyonlu Schwarz Esitsizligi) {EA} siirl 6zeslenik

Aell
A operatoriiniin spektral ailesi m=minSp(A) ve M =maxSp(A)olsun. O zaman

her x,y e H igin 4 — < E, X, y> fonksiyonu sinirl varyasyonlu ve
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v (Exy) <My (Tvs)

m-0
esitligini yazabiliriz.
Ispat. Eger P, H iizerinde bir negatif olmayan 6zeslenik operatér ise, yani her X € H

igin (Px,X) >0 ise 0 zaman her x,y e H i¢in asagidaki
[(Px.x)[" < (Px,x){Py. ) (3.14)
esitsizligi, Schwarz esitsizliginin bir genellestirmesidir.

Simdi, eger d:m-s=t, <t <..<t , <t =M ,s>0 i¢in [m—s,M] araligmin da

keyfi parcalanisi ise o zaman (1.14) ..den negatif olmayan operatorler igin

<( E,..—E )x, y>‘}
< S‘jp{ni[«'ztiﬂ ~E)x X>M2 <(E‘i” “E)y y>%}}

i=0

\hi/((E.x, y)) :sljp{:]z;

m-s

=1 (3.15)
Schwarz esitsizligini yazabiliriz.

Reel sayilarin dizileri igin Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz esitsizliginden ayrica her

SRR
s S(e-sd] [Els-= ] |

-1
i= i=0
i=0 i=0

NS

=[§S(<E.x,x>)ﬂ$ (B, y>)}

m-s

(3.16)
Esitsizligini yazabiliriz.
(3.15) ve (3.16) ve s — Okullanilarak istenilen (TVSI ) sonucunu elde etmis oluruz.

3.5.1 Operator Monoton ve Operator Konveks Fonksiyonlar
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Eger A ve B, A<B ve Sp(A),Sp(B) | ile sinirh 6zeslenik operator ise o zaman

f (A) <f (B) dir. Yani, operatorlerde siralama ile monoton ise o zaman bir | aralig

tizerinde tanimlanan f reel degerli siirekli fonksiyonu operator monotondur.

Eger her A,B, Sp(A),Sp(B)c I ile siirli 6zeslenik operatorler her 4 €[0,1] i¢in

f[(1-2)A+2B]<(2)(1-2) f (A)+Af(B) (3.17)

Ise, 0 zaman fonksiyona operatdr konveks( operatdr konkav) denir

Ornek 3.31

[EEN
1

7

8-

f (t) =q+ ft afin fonksiyonu her ¢ €l] ve £ >0 igin her aralik iizerinde

operator monotondur. O her &, f €[] i¢in operatdr konvekstir.

Eger f,g operatéor monoton ve «,f>0 ise, 0 zaman «f + g lineer

kombinasyonu ayrica operator monotondur. Eger f  fonksiyonlari operator
monotonve n — o f (t)— f(t) iseozaman f ayrica operatdr monotondur.
f (t) =t? fonksiyonu her aralik iizerinde operatér konvekstir, ancak [O,oo)

aralig1 iizerinde monoton azalmayan olmasma ragmen bu aralik {izerinde

monoton operatdor monoton degildir.

f(t)=t3 fonksiyonu [O,oo) aralig1 tlizerinde konveks fonksiyon olmasina

ragmen bu aralik lizerinde operatdr konveks degildir.

f(t)= % fonksiyonu (0, o0) aralig1 iizerinde operatér konvekstir ve f (t)= —%
, (0, oo) aralig1 lizerinde operatoér monotondur.

f (t) =Int fonksiyonu (0, oo) aralig1 lizerinde operatér monoton operatdr
konkavdir.

f (t)=—tInt entropy fonksiyonu (0, «) aralig1 iizerinde operator konkavdur.
f(t)=e" iistel fonksiyonu [J nin her aralig1 {izerinde ne operatdr konveks ne

de operatdr monotondur.

3.6. Cebysev’in Esitsizligi
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3.6.1. Reel Sayilar icin Cebysev’in Esitsizligi

a,bell" ve P, = Z p, >0, p=(p,,...p,) negatif olmayan bir dizi olarak alalim. O

i=1

halde agirlikli Cebysev’in fonksiyonelini

(pia,b)= Zp, Zp, ,Zp, , (3.18)

n i=1 n i=1
Seklinde tanimlanir.

1882-1883 yillarinda, eger ve a ve b monotonik ise, o zaman
T.(p;a,b)>(<)0. (3.19)

Esitsizligini Cebysev’in ispatladi.
(3.19) esitsizligi Hordy, Litlewood ve Polya’nin Kitabinda bahsedilmistir. Ayrica keyfi

i, je {1,...n} icin

(a—a;)(b —b;)=(<)0 (3.20)
Sarti1 saglayan a,b synchronous (asynchronous) dizisinin genel durumu i¢in de
(3.19) esitsizliginin saglandigini gorebiliriz.
1951 yilinda M.Biernach tarafindan Synhronicityin bir baglanti sart1 agagidaki sekilde

K
ispat edilmistir. Yani; eger k =1,..n-1, R, = Z p, icin

i=1

1 Kk K+1
—> pa Z pa, ke{l2.,n-1 (3.21)
Pk i=1 k+1 i=1
ve
k+1
_Z p|b| = Z z p|b| (322)
k i=1 k+1 i=1

Sartlarim1 saglayan a,b ayni yonlii monotonlart i¢in ">" esitsizligi altinda (3.19)

saglanir. Benzer sekilde, zit yonlii a,b monotonlar igin ise "<"esitsizligi altinda

(3.19) saglanur.
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Eger p’nin bilesenleri i¢in negatif olmayanlarin durumuna indirgemek istiyorsak bu
durumda 1991 yilinda Mitrinovic ve Pecoric tarafindan elde edilen asagidaki esitsizligi

kullanabiliriz.
Yani eger her bir ie{l,..n—1}i¢in 0< p; < p, bu durumda a ve b ayni monotonlu
diziler icin

T.(p;ab)>0, (3.23)
Esitsizligi dogrudur. Fakat eger, zit durumdaki a ve b monoton dizileri igin (3.23)
isaretinin esitsizligi tersine doner.
3.6.2. Bir Operator i¢in Cebysev Esitsizliginin Bir Versiyonu

Bu kismin esas amaci farkli durumlarda Cebysev esitsizligi i¢in Operatdr

durumunu incelemektir.

Eger her t,s e [a,b] icin

(f(®)-1(s))(g(t)-9(s))=(=)0
Sart saglamiyorsa  f,g:[a,b] >0, [a,b] iizerinde synchronous (asynchronous)
fonksiyon oldugunu biliyoruz.
Eger f,g monotonik ve [a,b] aralig iizerinde ayni monocity ise, o zaman f, g [a,b]

tizerinde synchronous oldugu agiktir. Ayrica eger zit monocity ise f, g [a, b] iizerinde

asynchronoustur.

Bir i¢ carpim uzayinda vektorlerin synchronous(synchronous) i¢in ayrik Cebysev

esitsizliginin bazi geligsmelerini literatiirde bulabiliriz.

Asagidaki teorem 0z eslenik operatorlerin fonksiyonlar: igin Cebysev tipli bir

esitsizligi gostermektedir.
Teorem 3.32 A, m< M bazi reel sayilar i¢in
Sp(A)g[m,M] ile 6z eslenik operator olsun. Eger f,g:[m,M]—>D [m,M]

tizerinde siirekli ve synchronous(asynchronous) ise, o zaman her xe H , ||X|| =1 igin
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(f(A)g(A)x.x)2(<){f(A)xx).(g(A)x,X) (3.24)

Esitsizligi dogrudur.
Ispat. Biz burada sadece synchronous fonksiyon durumunu inceleyecegiz. Bu
durumda, her t,s e[a,b]i¢in

f(t)g(t)+f(s)g(s)=f(t)g(s)+f(s)g(t) (3.25)
esitsizligini yazabiliriz.
Eger (3.25) esitsizligi i¢in (P) ozelligi uygular ve Se [a,b] sabitlersek, o zaman her
xeH, ||X||=l icin

<( f(A)g(A)+f(s)g(s)ly)x, x> 2<(g(s) f(A)+f(s)g(A))x, x>
Yazabiliriz ve ayrica her S € [a, b] igin

(f(A)g(A)x,x)+f(s)g(s)=g(s)(f(A)xx)+f(s)(g(A)x,x) (3.26)
Denk oldugu agiktir.

Simdi, eger (3.26) esitsizligi icin (P) 6zelligini tekrar uygularsak, o zaman her y e H
IY[l=1 igin,

<( f(A)g(A)x,x)1L, + f(A)g(A)y, y> 2<(f (A)X, x)g(A)+<g(A)x,x> f(A)y,y)
Yazabiliriz ve ayrica her X,y e H ,||X|| = ||y|| =1 i¢in

(F(Ag(A)xx)+(f(A)g(A)y.y))=
<(f(A)x,x)g(A)y,y>+<f(A)y,y>g(A)x,x> (3.27)
Denk oldugu aciktir.

Son olarak, (3.27) da y = x alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Baz1 6zel durumlar uygulamalar i¢in ilginglik gostermektedir. Bunlarin ilkinde gii¢

fonksiyonlarini ele alalim.

Sonuc¢ 3.33. Biz yukaridaki teoremin ispatindan biliyoruz ki, eger A ve B 6z eslenik

operatorler ve Sp ( A) , Sp ( B) c [m, M ] zaman herhangi stirekli

synchronous(asynchronous) fonksiyon ve her x,y e H ,||x|| =|y| =1 i¢in

(f(A)g(A)xx)+(f(B)g(B)y.y)

> ()1 (A)ex) (9 (B)y.¥)+(f (B)y.v) (a(A)x.x) (3:29)
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Yazabiliriz. Bu da genel bir sonugtur.

Eger f:[m,M]—(0,o) siirekli ise, 0 zaman fP, f° fonksiyonlar1 p,q<0 ya da
p,q>0 oldugu durumda synchronous ve p<0,q>0 ya da p>0,g<0 oldugu
durumda asynchronoustur. Bu durumda eger A ve B pozitif tanimli operatorler ise, o

zaman her x,yeH, ||x|=|y|=1 i¢in

<fp*q(A)x,x>+<fp*q(B)y,y>

<f p(A)x,x><f“(B)y, y>+< f(B)y, y><fq (A)x,x>
(3.29)
Esitsizligini yazabiliriz. Burada p,q>0 yada p,q<0 dur.

Eger p>0,q<0 yada p<0,gq>0 ise, 0 zaman (3.29) esitsizliginin tersi de saglanir.

Ozel olarak, p||:||q||:1 ve f(t)zl icin, (3.29) esitsizliginden her x,yeH,
X[ =1y =1 igin

<A2x, x>+<Bzy, y>22.<Ax, x)(By,y) (3.30)

Esitsizligini yazabiliriz.
Ayrica p=1ve q=-1 i¢in (3.12) esitsizliginden her X,y € H ||X|| = ||y|| =1 igin

(AX, x><B’1y, y>+<By, y><A’1x,x> <2 (3.31)
Esitsizligini yazabiliriz.
2.6.3. Bir Operator I¢in Ilgili Sonuclar
Teorem 3.34 (Dragomir, 2008) A, m< M bazi reel sayilar igin Sp(A) < [m, M ] bir
0z eslenik operatdr olsun. Eger f,g:[m,M]—[ siirekli ve [m,M]iizerinde

synchronous ise, 0 zaman her xe H, x| =1

(1 (A)a (A )1 (A)xx)-{a ()
2[< f(A)x,x)— f ((Ax, x>)][g(<Ax X))—(g(A)x, x>] (3.32)

Esitsizligini yazabiliriz.

Eger f,g asynchronous ise, 0 zaman her xe H |x||=1 i¢in
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(1 (A)x){a (A)x ) F (A (A
2[< f(A)x, x>— f((Ax, x>)].[<g(A)x, x>—g(<Ax, x>)] (3.33)

Esitsizligini yazabiliriz.
Ispat. f,g Synchronous ve her xe H,||x|=1 i¢in m<(Ax,x)<M oldugundan; bu

durumda her te[a,b] ve xeH, |x|=1 i¢in

(1) f((Ax) [ a(t)-g({Axx))]= (3.34)

(3.34) esitsizligi i¢in (P) 6zelligini kullanirsak, keyfi B Sp(B) < [m, M ] olan sinirl1 bir

lineer operatér ve y e H , |X|=1i¢in
([ (B)-f((Axx))][9(B)-g((Axx))]y,y)=0 (3.35)
Esitsizligini yazabiliriz.
([ (8)= 1 ((Aax) [0 (B)-g ((Axx)]v.)
=(F(B)a(B)y.y)+ F ((Axx))(g({Axx))
(1 (B)y.y)a({Axx))-f({Axx)){g(B).y) (3.36)

olup o0 zaman (3.35) den
(f(B)9(B)y. )+ f ((Axx))g((Axx))
2(f(B)y.y)9({(Axx))+ f ({(Axx)){a(B)y.Y)
Dir. O halde her x,y e H, x| =]y]|=1 igin
(f(B)9(B)y.y)~(f(A)y.¥){a(A)y.y)

>[(1(B)y.y)- T ({(Ax) | [a((Axx))~(a(B)y.Y)]
(3.37)
Denk oldugu agiktir.

Simdi, eger (3.20) de B= A ve y = x segilirse, o zaman istenilen (3.32) elde edilir.

Sonu¢ 3.35 A,m<M baz reel sayilar igin Sp(A) < [m, M ] bir 6z eslenik operator
olsun. Eger f,g :[m, M ] — [ stirekli synchronous ve [m,M] {iizerinde konkavken,

digeri konveks ise, o zaman her Xe H ,||X|| =1 i¢in
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(1 (A)a (A )1 (A)xx)-{a ()
2[< f(A)x, x>— f((Ax, x>)][g(<Ax x>)—<g(A)x,x>] >0 (3.38)

Esitsizligi dogrudur.
Eger f, g asynchronous ve [m, M ] iizerinde ya onlarin her ikisi konveks ya da onlarin

ikisi konkav ise, 0 zaman her xe H,|x|=1 i¢in

(1 (A)xx)-{a (A)xx)~( F (A)a(A)xx)

>[(F(A)x )= ((Ax) ][ [(g(A)xx)-g((Axx))]=0  (3.39)
esitsizligi dogrudur.
ispat. Ikinci esitsizlik Mond ve Pecoric ya da konveks ( konkav) ve A, m<M bazi

reel sayilar igin Sp(A) < [m, M ] bir 6 eslenik bir operator alirsak

(h(A)x,x)= (h((AX, X)) (MP)
yazabiliriz.

3.7. Griiss Esitsizligi
3.7.1. Baz1 Elementer Griiss Tipli Esitsizlikler

1935 yilinda G.Griiss asagidaki sekilde integrallerin ¢arpimi agisindan g¢arpimin

integral yaklagimini veren esitsizligi ispat etmistir.

Lj‘ f (x)g(x)dx_éb f (X)dx.éig(x)dx

a a

< @=9)(-7) (3.40)

Burada f,g :[a, b]—)D [a,b] tizerinde integrallenebilir ayrica her Xe[a,b] ve
@, @, Y,I" verilen reel sabitler olmak iizere,

p<f(x)<o, y<g(x)<T (3.41)

Sartlarim saglar. ilaveten buradaki % sabiti bulunabilecek en kiiciik sabittir. Yani

bundan daha kii¢iik bir sabit kabul edilemez.

Asagidaki sekilde Griiss’iin esitsizligini farkli bir versiyonu vardir.
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13 13 13
H;aibi—ﬁgai.ﬁébi

< %B}(l—%BD(R— r)(S-s) (3.42)

Yukaridaki esitsizlikte a,bell ", r<a <Rves<b <S, i=1,...n"dir. Ayrica [X] ,

X €[] ’in tam kismin1 gosterir.

3.7.2. Bir Operator Icin Griiss Tipinin Bir Esitsizligi

Teorem 3.36 (Dragamir,2008) A, Hilbert uzayr (H;<,>) iizerinde bir 6zeslenik
operatdr ve m< M igin Sp(A) < [m, M ]oldugunu kabul edelim.

Eger fve g ,[m,M] stirekli,

yi=min o F(t), Ti=max g, f(t) ve her x,yeH, [x|=]y|=1 ise, bu
durumda
+I

(£ (A)a(A)y.y)~(F(A)y.y)(a(A)xx) == =L(a(A)y.y)~(g(A)xx)]

s%.(r—y)[ng(A) v (g (&) x) ~2(g (A)xx)(a(A)y.y)]

(3.43)
esitsizligi dogrudur.

Ispat. Her seyden dnce, her A€l ve x,yeH, ||X|| = ||y|| =1 icin agagidaki esitsizligi

yazabiliriz.

((F(A)=21,)(9(A)~(a(A)xX)1,)y.Y)
:< f(A)g(A)y, y>—ﬂ[<g(A)y, y>—<g(A)x,x>] —<g(A)x, x>< f(A)y, y>

(3.44)
Buradan, (3.44) iin modiilii alinilirsa,

‘(f(A)g(A)y, y>—}t.[<g(A)y, y>—<g(A)x,x>]
~{9(A)xx)(f (A)y.y)
~[((a(A)~(a(R)xx).1 )y, (A)-21,) )|
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<lo(A)y=(g(Ax Xyl (A)y-2

(oAl +(a(mxx) -2(a (%0 a (W)

x| (A)y-2y|

<[lo (A +(a(A)x)" ~2{g (A)xx) (g (A)y.v)]

(8- 41,
(3.45)
elde edilir. Burada her x,y e H,||x| =[] =1

Simdi, y:=min_,, f (t)ve I':= max g, f (t) oldugundan o zaman her y e H ,

” y” =1 icin (P) dzelliginden

y<(f(A)yy)<T

ve buna denk olan

(f(A)yy)-L=

<(f(A)—7ZF1H)y,y>

esitsizlikleri dogrudur. Daha sonra bu esitsizligin supremumunu alir ve 4 = £ ; T icin

_7,)

ya da

<=(T-y)

N |-

(3.44) esitliginde yerine yazarsak istenilen (3.45) sonucunu elde ederiz.

Yukaridaki teoremi kullanarak asagidaki sonucu elde edebiliriz.
Sonug¢ 3.37 Teorem 3.36’in sartlar1 altinda her xe H , ||X|| =1,f:= minte[m’M] g (t) ve

= max, g,y 9 (1) icin
(1 (A)a(A)xX)~( (A)xx)- (g (A)x.x)
<Ll o] (s2r-pa-a)] e

esitligi saglanir.
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Ispat. (3.43) esitsizliginde y = x yazilirsa (3.46)’un ilk esitsizligi elde edilir. Simdi,
eger (3.46)’nn ilk esitsizliginde f =g yazarsak

0s||g(A)x||2 —<g(A)x,x>2 =<gz(A)x,x>—<g(A)x,x>2

1 2 2%
<5 (8-8) Jo (AN ~(g(A)xx)’]
esitsizligini elde ederiz. Buradan her xe H, ||X|| =1 igin

oA ~(a(mxx] " <3(a-9)

dogrudur. Boylece (3.46)’nin ispat1 tamamlanir.

3.8. Cesitli Griiss Tipli Esitsizlikler

3.8.1. Baz1 Vektorel Griiss Tipli Esitsizlikler

Lemma 3.38. (H , <., >) K =0 veya K cismi iizerinde bir i¢ carpim uzay1, u,v,e € H

,||e||=1 ve a,f,7,0 eKigin

Re(fe—u,u—ae)>0  Re(se—v,v—ye)>0 (3.47)
Ya da denk olarak
_atB s _ro s
Ay B Hv o <ds-. (3.48)

Ise, bu durumda

[(u.v)—(u.e) e.v)]

<L 1p-alls—]

g

1
| Re(pBe—u,u—cae) Re(Se—v,v—ye) |2

<u,e>—a;'8‘ <v,e>—ﬂ (3.49)

2

Lemma 3.39. Lemma 3.38’in iddias1 ve eger Re (ﬂ&) >0,Re (5;_/) >0 ise 0 zaman

(u,v) =(u,v)(ev)l
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s

l_ |ﬂ—a| |5_7/| - |<u’e> <e’v>

) [Re(,@&)Re(&;_/)% T

A

NP

KI%L,BIZ[RG (/3’5)}%] (j5+r)-2 | Re "(57_/)]%} (3.50)

1
| e ew]z

esitsizligi dogrudur.

Son olarak, diger bir Griiss tipli esitsizlik Drogamir [24] tarafindan elde edilmistir.

Lemma 3.40. (Drogamir, 2004) Lemma 3.38’ in iddias1 ve eger f#-a, O # -y

ise 0 zaman

[(u,v) —(u,e)(e.v))

<2 Vel Tl el (M fv-e)) | @59
! [|ﬂ+a||a+y|]z[ )

esitsizligi dogrudur.
3.8.2. Bir Operator Icin Bazi Griiss Tipli Esitsizlikler

Bu kisimdaki teoremler bir 6zeslenik operatoriin iki fonksiyonu i¢in bazi yeni Griiss

tipli esitsizlikler icermektedir.

Teorem 3.41. (Drogamir 2008) A (H;(.,.))Hilbert uzay: iizerinde bir 6z eslenik
operatdr ve m< M igin Sp(A)<[m,M]olsun. Eger f veg [m,M ]iizerinde siirekli,
y=ming, u, f(t) 0= max, , vy f (t), &= Min, ) g(t)ve A= max, , 9 (1)

ise, 0 zaman her xe H , x| =1igin
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(F(RYg(AXX)=(F (Axx) (g (A)xx)| < 5(T=7)(a-5)

[(Tx=f (A)x, T (A)x—yx><Ax—g(A)x,g(A)x—éx)]%

I+ A+S

()L o222

esitsizligi dogrudur. Ilaveten, eger y ve & pozitif, ise 0 zaman biz
(F(A)g(A)xx)—(f (A)x,x)(g(A)x,x)|

%.%U(A)X,XXQ(A)X,@, %
(NT=J7 )(NA—S ) (£ (A)x.x)(a(A)x.x)]

esitsizligini yazabiliriz. Ayrica I'+y,A+5 =0ve her xe H |x| =1igin
(£ (A)g(A)xx)~(f (A)x.x)(g(A)x.x)

1 (C-7)(Aa-9)
I+ ja+ o]z

<L A e (A la (Apxl+ o (A x)) |
esitsizligi dogrudur.
Ispat.

(3.52)

(3.53)

(3.54)

y=mingo f(t), T=max g, f(t)S=ming, ,g(t)ve A=max g, 9(t)

oldugu i¢in, ( P) ozelliginden

71, < f(A)<T.L, ve 6.1, <g(A)<AL,

Yazabiliriz. Burada ki siralama operatorii anlamindaki siralamadir. Yukaridaki

esitsizlikten

([F(A)=r1][T2, - F(A)]xx)20
[A1,—g(A)][9(A)-5.1, ]=0

elde ederiz.

Daha sonra (3.55) den ve her xe H , || =1igin
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([ f(A)=r1][T2, - F(A)]xx)=0
(A1, -9(A)[9(A)-5.1, ]x.x)>0

yazabiliriz.

Operatdrler dzeslenik oldugundan her xeH ||| =1 yukandaki esitsizliklere denk

olan,

(Tx—f (A)x, f (A)x—yx)=0

(Ax—g(A)x,g(A)x—5x) 20 (3.56)
esitsizligini yazabiliriz. Simdi, eger Lemma 3.38 u=f (A) X,Vv=0 (A) X,e=X
teoremin ifadesinde tanimlanan T, 7, A, skalerleri alinarak uygulanirsa, bu durumda

her x e H ve ||x| =1igin
(£ (A x g (A)x)~(f (A)x.x)(x g (A)x)
s%(r—yﬂA—é)

| Re(Tx—f (A)x, f (A)x-yx) Re<Ax—g(A)x,g(A)x—5x>J%

(1L 37 a(apn-272

(g(A)x,x)
2
(3.57)
esitsizligini yazabiliriz.
(3.53) ve (3.54) esitsizliklerini sirasiyla lemma 3.39 ve 3.40 dan elde ettik.
Sonu¢ 3.42. (3.53)’ iin ilk esitsizligi, her xe H ,||X|| =1li¢in daha kullanigh olarak

asagidaki sekilde yazabiliriz.

<f(A)g(A)X’X> <l (C—y)(a-9) (3.58)
(f(A)xx)(g(A)x,x) | 4 TAS '

Benzer sekilde ikinci esitsizligi de
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(f(A)g(A)xx) 1
== (F(A)x.x)}{g(A)x,X) |
G ot O

< (VF -7 )(VE-5) (359

seklinde yazabiliriz.

Eger f,g,[m M] lizerinde synchronous (asynchronous) fonksiyon, yani her

t,se[m,M] icin

[f()-f(s)][a(t)-a(s)](>)<0
ise bu durumda her xeH,|X|=1f, g,[mM] iizerinde siirekli ve A da

Sp(A) < [m, M Jiizerinde bir 8z eslenik operatér ise
(f(A)g(A)xx)=(<)(f(A)xx)(g(A)xX) (3.60)

(3.58) ve (3.59)’dan

_ F(Me(Axx) 1
0_<f(A)x,x (g A)x,x>_1_z TyAS (3.61)
s LM o]
< (JF—7) (/5 ) 352
esitsizlikleri dogrudur.
Eger f,g asynchronous fonksiyon ise, bu durumda
o (F(Ag(A)xx) 1 (T-y)(a-9)
0_1_<f (A)xx)(g(A)x,x) 4 TyAS (3.63)
0<|[{f(A)x.x)(g(A)xX) Vo _ (T(A)9(A)xx)
[ P frmtatama

34



< (JF =7 (/3 -+3) (3:64)
esitsizlikleri her xe H ,||x| =1 i¢in dogrudur.

3.9. Cebysev Fonksiyoneli I¢in Cesitli Esitsizlikler

3.9.1. Baz Ilgili Sonuglar ve Bir Ayristirilmasi

Teorem3.43 A, m<M bazi reel sayilari igin Sp(A) =[m, M ]bir 6z eslenik operatér

olsun. Eger f,g :[m,M]—>D ,

0= minte[m’M] g (t)ve A= MaX, 1 9 (t) ile siirekli ise, o zaman her X e H ,||X|| =1

i¢in,
|C( f,g;A;x)|£%(A—5)<‘f (A)—(f (A)x,x}.lH‘x, x>
1

<Z(A-8)Ch(f, f;AX) (3.65)

N

Esitsizligi dogrudur.
Ispat. &:=mip  ,9(t)ve A=max, g, 9d(t)oldugundan, her te[mM] her

€

xeH ,|x|=1igin,

(A -0 ) (3.66)
esitsizligini yazabiliriz.

Eger ‘f (t)—<f (A)X, X>‘ ile (3.49) esitsizligini toplarsak, her te[m,M]her xeH,

||X||=lig:in,
1090)-(F (Axx)a)-252 1 0+255(1 ()
s%(A—é‘)‘f (t)=(f (A)x,x) (367)

elde ederiz. Simdi, efer (4.50) esitsizligi i¢in (P)dzelligini uygular ve

Sp(B) c [m, M] ile B 6zeslenik bir operator ise, o zaman her X € H ,||X|| =1ligin,
(f(B)a(B)y.y)~(f(A)xx)(g(B)y.Y)
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_A+§
2

1

SE(A—5)<‘f(B)—<f(A)x,x>.1H‘y,y> (3.68)

(1(8)y.y)+ =521 (A)xx)

Esitsizligini elde ederiz.
Eger (3.68)’de y=x ve B = A secersek, o halde (3.65)’in ilk esitsizligini gostermis

oluruz. Simdi, H ’ ta Schwarz esitsizligini uygularsak, her X € H ,||X|| =1ligin,

(JF(A)=(f (A x) 3, [ x) <[ (A) = (F (A)x,x).1,|¥|
:‘ f(A)x—<f(A)x,x>.xH

1

=[ 7 A {1 ()

=C%(f, f; A x)
Yazabiliriz ve boylece (3.65)’in ikinci kismini da ispatlamis oluruz.
U , m<M baz reel sayilar igin [m,M ] Araliginda Sp(U) Spektrumlu Hilbert uzay:
(H.(...))iizerinde bir 6zeslenik operatér {E, } ,_ onun spectrol ailesi olsun. O halde
f :[m, M ] — [ herhangi siirekli fonksiyon i¢in, literatiirde iyi bilinen Riemann-

Stieltjes integrali agisindan X € H ,||X|| =1ligin

(FU)xx)=[" f(2)d((Ex.x)) (3.69)
Esitsizligini yazabiliriz. g, (4):=(E,x, X) fonksiyonu [m,M] iizerinde azalmayan
monotonik ve her xe H , || =1i¢in
g,(m-0)=0ve g,(M)=1 (3.70)
yazabiliriz.
Teorem 3.44. (Drogamir, 2008) A ve B m< M baz1 reel sayilar igin Sp(A),
Sp(B) = [m,M]ile 6z eslenik operatdr olsun. Eger f:[m,M]—0 L-r-Holder ise,

yani verilmis bir r € (0,1] ve L>0 ve her s,te[m,M ]igin
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()~ f (D] <Lls—

Saglantyorsa bu durumda keyfi s e[m,M]ve her xe H ,||x| =1 i¢in

m+MHr

[ (s)=(F (A)xx)|< LB(M —m)+‘s— -

(3.71)

Ozeslenik operatdrlerin Ostrowski esitsizligini elde ederiz
Dahast her x,y e H ,||X|| :||y|| =1

(f(B)yy)=(F (A)x )< (| (B)=(f (A)xx).1]y.y)

sLE(M—m)+<‘B—m;M 1, y,yﬂ (3.72)

esitsizligini yazabiliriz.

Ispat. Her se[a,b]i¢in

‘f (s)[u(b)-u(a)]-] f (t)du(t)‘

a+b
s_—

} v (u) (3.73)

a

< LE(b—a)+

Kullanirsak, burada f ,[a,b]ﬁzerinde r-L-Hoélder tipli, u, [a,b] tzerinde sinirh

varyasyonlu ve VZ(U) da, [a, b] tizerinde total varyasyonu gosterir.
Simdi, her xe H , ||X|| =1u (i) =0, (ﬂ) = < E. X, X> icin bu esitsizlige uygularsak

m+ M
S_

‘f(s)—ﬁﬂ_o f (ﬂ)d((Elx,x>)‘ SE(M —m)+

Esitsizligini elde ederiz. O halde (3.69) ve (3.70) den (3.71)’e denktir. (3.71) esitsizligi

} v (9,) (3.74)

m-0

icin ( P) ozelligini uygularsak, her X,y e H ,||X|| = ||y|| =1ve B operatorii igin

g

<‘f (B)—<f (A)x,x>.1H‘y, y>

1 m+M
< L<{E(M —m)+‘B— 5 1,
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1 m+M
< L<[§(M —m)+‘B— 5 1,

®
]

yazabiliriz. Boylece (4.55) de ikinci esitsizligi elde etmis oluruz.

1 m+ M
=L|=(M - B-— 1
{2( m)+<‘ > H

Dahasi, 6z eslenik operatoriin konveks fonksiyonu i¢in Jensen esitsizligi modiiliinii

uygularsak, her xe H ,||x|| =1

(A= (i) ™
esitsizligini yazabiliriz. Burada h , [m, M] tizerinde siirekli fonksiyondur. Simdi eger

(M) esitsizligini uygularsak, o zaman

K[f (B)—<f (A)x,x>.1H J Y, y>‘ £<‘f (B)—(f (A)x,x>.1H ‘y, y>
esitsizligini elde ederiz. Bu (3.72)’in ilk kismin1 gosterir ve bdylece ispat tamamlanmis

olur. Sonug olarak, f , Ave Bi¢in yukaridaki sartlarda biz,

f(m;M j—<f (A)x,x)

s%l_(lvl -m)’ (3.75)

ve

f((Ax,x)—{f (A)x,x))‘

m+M

() -

< LB(M “m)+ } (3.76)

yazabiliriz. Burada her x € H ve ||x|=1"dir.
Ayrica her x,ye H ,||X|| = ||y|| =1li¢in,

(£ (8)y9)~(1 (R

< <‘f (A)—<f (A)x, x>.1H ‘ Y, y>

A_m+M

< LE(M —m)+<

1,

)
(3.77)

esitsizligini
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([F(B)= £ (A <{|F (B)=(f (A)x.x).1,]x.x)

sLE(M—m)+<‘B—m;M 1, x,xﬂ (3.78)

ve daha 6zel olarak
<‘f (A)—<f (A)x,x>.1H‘x,x>
1 M
< L[E(M —m)+<‘A— m+2 1,

(4.62)
esitlikleri de yazabiliriz. Ayn1 zamanda

X, x>} (3.79)

If(B)-t(A)< LB(M —m)+HB—m;M 1

} (3.80)
Norm esitsizligini de elde ederiz. Asagidaki sonug teorem kullanigl uygulamasidir.
Sonu¢ 3.45. A ve B,m<M bazi reel sayilar igin Sp(A), Sp(B)g[m,M] ile
Ozeslenik operatorler olsun. Eger f :[m, M]—)D mutlak stirekli ise, o zaman her

se[m,M]ve her xeH,|x|=1 i¢in

‘f (s)—<f(A)x,x>‘

(

oo M e fman) e s etefmar)

B(M “m)+

p,g>1, i+1:1
p q

m+M % ' eger fleLp[m M,
oM e m

"~

(3.81)

seklindeki 6zeslenik operatorler icin Ostrowski tipli esitsizligi yazabiliriz. Burada

||.||p’[m'M] Lebesque normlari yani

IRl oy €55 0P (V)]

ve

p=>1.

I (IO
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dir. Dahas1 her x,y e H ,||X|| =||y|| =1ligin,

(£ (B)yoy)=(F (R)xx)f < (| F (B)=(F (A)x.x)-1u]y.y)

g
'M-m m+M i e . .

JL 5 +<B Z dy y,y>_Hwa’[mlM] eger feLoo[m,M]
_M—m m+M _% ' eger f'eLp[m,M] 3.8
R e T PO W
L

yazabiliriz. Simdi, teorem kullanarak uygulamalarda daha kullanigh olabilen Cebysev

fonksiyoneli i¢i asagidaki {ist sinir1 verecegiz.
Sonu¢ 3.46. A, m< M bazi reel sayilar i¢in Sp ( A) c [m, M ] ile bir 6zeslenik operator

olsun. Eger g:[mM]—0 A=max,g, ,,9(t) ve S=min_ . g(t)ile sirekli ise

X, xﬂ (3.83)

seklinde, keyfi f:[m,M]—0 r-L-Hélder tipli esitsizligi elde ederiz.

bu durumda her x e H , |x| =1igin

m+M

1,

IC(f.g;AX) s%(A—a)LE(M—m)+<‘A_

Sonu¢ 3.47. g ve Aigin yukaridaki sonucun iddiasiyla ve eger f, [m, M] iizerinde

mutlak stirekli ise, her xe H ,||X|| =1ligin

|C(f,g;A;x)|£%(A—5)

(

1 m+M
[E(M—m)+<‘A— 5 .1H

E( M —m)+<‘A— mJ;M Ay

) [ ey e et

" x %HfH eger feLog[m,M],
) ol

m,M ] p,0||>1,i+l
P a

(3.84)

yazabiliriz.
3.10. Lipschitzian Fonksiyonlarinin Cebysev Fonksiyonlari i¢cin Simirlar:

3.10.1. Lipschitzian Fonksiyonlarin Durumu
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Teorem 3. 48. A, m< M bazi reel sayilar igin Sp(A) c [m, M ] ile 6zeslenik operator
olsun. Eger f:[mM]—0 L>0sabiti ile Lipschitzian ve g:[mM]—>0,
f:[mM]—0 L>0 sabitiile Lipschitzian ve g:[mM]—0 A=max ., 9(t)

ve &:=max, ., 9(t)ile siirekli ise, o zaman her xe H ,|x| =Ligin

‘C(f,g;A;x)‘ < (A—§)L<|A’X(A)X,X>S(A—5) LC (e,e;A;x) (3.85)

N |-

yazabiliriz.
Loy (1) = (Jt.1, — A, X)
[m, M] iizerinde siirekli fonksiyon, e(t)=t ve
C(e,e A x)=|Ax|" —(Ax,x)* (> 0) (3.86)
dir.
Ispat. ik olarak, modiiller i¢in uygulanan 6z eslenik operatorlerin konveks

fonksiyonlari i¢in jensen esitsizligini, yani, her xe H ,||X|| =1li¢in

Kh(A)x, x>‘§<|h(A)|x, x> (M)

Yazabiliriz burada h ,[m, M ]ﬁzerinde stirekli fonksiyondur.
f , L >0 sabiti ile Lipschitzian oldugundan, o halde her t,s [m, M] icin

[f(t)—f(s)|<L|t—s]|. (3.87)
yazabiliriz.

Simdi eger te[m, M] sabitler (3.70) esitsizligi i¢in (P) 6zelligi kullanir ve A bir

operator herxe H , ||X|| =1ligin

(JF (1)1 = F(A)xx) < L{ft.1, — Alx.X) (3.88)
yazabiliriz. (M) 6zelligini kullanirsak
‘f (t)—< f(A)x, x>‘:‘<f (t).4, - f(A)x, x>‘ £<‘f (t).4, - f (A)‘x,x>
yazabiliriz. (3.88) ile beraber her t e[m,M |ve her xe H ,|x||=1i¢in
()= (F (A)xx)|<LI,, (1) (3.89)

yazabiliriz.
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o= minte[m,M] g (t)ve A= maX, (v 9 (t) oldugundan her te [m, M]
ve her xeH ,|X||=1i¢in

‘g(t)

esitsizligini yazabiliriz. Eger (3.89) ile (3.90) esitsizligini toplarsak her t € [m, M ]ve

_A+5

< %(A—&) (3.90)

herxeH,|X|=1i¢in

1 1

SE(A—é) LI, (t) :E(A—é)L<|t.1H - AlX,X)
1 2 b

SE(A—é)L<|t.1H A x,x)

il

=E(A—§)L(<A2x, x>—2<Ax, x>t+t2)}/2

(3.91)

Simdi, eger (4.74) esitsizligi i¢cin (P) esitsizligini uygular ve B ,Sp(B) c [m, M ] ile

0zeslenik operatdr ise, o zaman her X,y e H ,||X|| = ||y|| =1 i¢in

(f(B)a(B)y.y)—(f(A)xx){g(B)y.y)
22 (1(8)y,y)+ (1 (A)xx)

<2 (8-8)L {1 (B)y.)

s%(A—é)L<<<A2x,x>lH —2(AX,X)B+ Bz)j/2 Y, y>

S%(A_é‘)L(<A2X,X>—2<AX,X><BY' y>+<Bzy, y>) (3.92)

esitsizligini yazabiliriz.
Son olarak eger (3.92) de y = x ve B = Asecgersek, o zaman ispati tamamlamis oluruz.

Iki fonksiyonlar Lipschitzian asagidaki teoremi de ifade edebiliriz.
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Teorem 3.49. A, m< M bazi reel sayilar igin Sp(A) c [m, M ] ile 6zeslenik operator
olsun. Eger f,g:[mM]—0 L,K>0sabitleri ile Lipschitzian ise, o zaman her
xeH ,||X|| =1li¢in

IC(f,g: Ax)|<LKC(e,e; A;x) (3.93)
esitsizligi dogrudur.
ispat. f,g :[m, M ] — [ Lipschitzian oldugundan, o halde her t,s e [m, M ] igin

(1)~ £(5) < Lit—s| ve [g(t)-g(s)| <K]t-s
Esitsizligini her t,s € [m, M ] icin de
[f(t)g(t)-F(t)g(s)—f(s)g(t)+ f(s)g(s)| < KL(t* —2ts+5)

Esitsizligini yazabiliriz.
Simdi, te [m, M ] sabitler ve eger A operatorii i¢in (P) VE (M) 6zelligini uygularsak,
her xe H ,||X|| =1igin sirasiyla

[£(t)g(t)—(a(A)xx) F (1) =(f (A)xx)g(t)+(F (A)g(A)xX)
=[([F () g(t).1, = F (1) g(A)= T (A)g(t)+ f (A)g(A)]xx)
(f(®9(t)-1,—f(t)g(A)-f(A)g(t)+f(A)g(A)xX)

KL<(t 1, - 2tA+ A?)x,x) = KL (t* = 2t {Ax, ) + (A%, X} (3.94)

IA

esitsizliklerini yazabiliriz.
(3.94) esitsizligi ve Sp( )
(F(B)a(B)y.y)- < A)XX)( T ( >
~(f(A)xx){g(B >+<f(A xX)

sKL<(52—2<Ax x)B+{A%,x)1, ) >

c[m M]lle diger B 0zeslenik operator icin

= KL(<BZy, y>— (AX, x)(By, y)+ <A2x x>) (3.95)
esitsizligini yazabiliriz. Burada X,y e H ||x|=||y||=1dir. Bu ise istenilen esitsizligin
sag tarafidir. Son olarak (3.78)’de B = A ve y = X yazarsak, istenen (3.76) esitsizligini

elde etmis oluruz.
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3.10.2. ((0, CD) -Lipschitzian Fonksiyonlarinin Durumu

Lemma u :[a,b] —[l ve ®>¢ ile p,® el] olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

M  e(t)=t tef[ab] iginu-2*®

. fonksiyonu %(CD—@) Lipschitzian;
(ii) Her t,se[a,b], t#s i¢in

gos%scp; (3.96)

(iii)  Her t,Se[a,b], t > si¢in
p(t—s)<u(t)-u(s)<d(t—s) (3.97)

Tamm 3.50. u:[a,b]—>D fonksiyonu (i)-(iii) denklik durumlarindan birini

sagliyorsa o halde u’ya [a,b] iizerinde (¢, ®)-Lipschitzian fonksiyonu denir.
Langrage ‘nin ortalama deger teoremini kullanarak, (¢, ®)-Lipschitzian
fonksiyonlarini pratik 6rnekleri i¢in asagidaki dnermeyi verebiliriz.

Onerme 3.51. u:[a,b]—>D ,[a,b] uzerinde stirekli ve (a,b)ﬁzerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger

—o < y:= inf u(t) sup u'(t) =T <o, (3.98)

te(ab) te(a,b)

Ise 0 zaman U, [a,b] iizerinde ( y,F) -Lipschitziandir.

Teorem 3.52. (Dragomir, 2008]) A, m< M bazi reel sayilar i¢in Sp(A) c [m, M ] ile
Ozeslenik bir operatér olsun. Eger f :[m, M ] — [a, b] tizerinde (¢, ®)-
Lipschitzian ve g:[m M]—[ &:=min_,, g(t) ise 0 zaman A:=max ., 9(t)
her xe H,||x|=1 igin

C(f,g;A;x)—@C(e,g;A;x)

S%(A—é)(®—¢)<IAYX(A)X,X>
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<=(A-6)(P—-p)C(e,e;AX) (3.99)

N~

o+

Esitsizligi dogrudur. Bu teoremin ispati Teorem 4.18 da  f — e fonksiyonu

1 (® — @) — Lipschitzian1 uygulanarak elde edilir.

2

Teorem 3.53. A,m< M baz1 reel sayilar icin Sp(A)g[m,l\/l]ile bir 6zeslenik
operatdr ve f,g:[mM]—0 olsun. Eger f,[a,b] iizerinde (¢,®)-Lipschitzian ve

g de [a,b] iizerinde (y,V)-Lipschitzian ise, 0 zaman her xe H , || =1 igin
Ay Pt . A
C(f,g,A,x)—TC(e,g,A,x)

Y+y

C(f,e;A;x)+¥.q]—;wC(e,e; A; x)

S%(q)—(p)(\P—t//)C(e,e; A:x) (3.100)

sitsizligi dogrudur.
3.11. Kuazi-Griiss Tipli Esitsizlikler
Teorem 3.54 (H<>),K(K =01,0 )iizerinde bir i¢ carpim uzay1 ve e H ,||e|| =1

olsun. Eger ¢, y,®,T" reel ya da kompleks sayilar ve X,y H ’da

Re(®e—x,x—¢pe)>0 ve Re(Te—y,y—ye)>0 (3.101)

sartin1 saglayan vektorler ise

1
(X, y)—(x.e) (e, y>|§Z|CD—¢|.|F—7|. (3.102)
esitsizligi dogrudur. Burada % sabiti secilebilecek en 1yi sabittir.
U, m< M bazi reel sayilar igin [m, M ] araligini iceren Sp(u) spekturum ile kompleks
(H < >) Hilbert uzay1 iizerinde bir 6zeslenik operator ve {E 4} ,onun spectrol ailesi
olsun. O zaman her siirekli f :[m, M ] — ] fonksiyonu i¢in Riemann-Stieltjes

integrali acisindan spectral gosterim teoremi

fU)=] f(2)dE, (3.103)

m-0

Yazabiliriz. Her X,y e H i¢in vektorler agisindan da
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(FU)xy)=[" f(2)d(Exy) (3.104)
esitligini yazabiliriz.

Oyy (ﬂ) = <E X y> [m, M ] araligi tizerinde sinirli varyasyon ve her X,y € H igin

gx,y(m_o)zove gx,y(M):<X’ y>

Dir. Ayrica gx(ﬁ,):=<EAX, X>, [m,M]ﬁzerinde sagdan siirekli ve monotonik
azalmayandir.

3.11.1 Vektor Esitsizlikler
Bu boliimde, A:H — H bir 6z eseslenik operator ve X,y € H ,||X|| =1 i¢in
(F (A% Y)=(xy) (T (A)xX)

ifadesini siirekli fonksiyonlar lizerinde farkli iddialar altinda farkin biyiikligi igin

cesitli smirlar elde edilecektir.

Teorem 3.54. A,m< M bazi reel sayilar i¢in, Sp(A)g[m,M] spektrumu ile H
Hilbert uzayinda bir zeslenik operatdr ve {E,} ,onun spektral ailesi olsun. Kabul

edelim ki her x,y e H, || =1i¢in ya

Re(I'x—y,y—rx)>0 (3.105)

ya da denk olan

Hy_y+FX

2

1
<=I'-
SIT=7]
Esitsizliklerini saglayan y,I" €[] sayilar1 vardir.

1. Eger f:[m,M]—>D ,[m,M] tizerinde smirli varyasyonlu siirekli bir

fonksiyon ise, 0 zaman
(F () y)=(xy)(f (A)xx)
< max [(E.x y)~(Ex ) (x ) (1)

ie[m,M
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< max ((Exx)=((Ls ~E,)x ) (I -1y X>\2)% v(f)

m

< 2T Ky ) S (1) = 2=,

N |

(3.106)
2. Eger f:[mM]—0  [m,M] iizerinde L >Osabiti ile Lipschitzian fonksiyon

ise o halde

(f ()% )= y)(F (A)xx)
< L_[ (E. X, ¥)—(Exx)(x,y)d A
2\ (M %
<L =Ky ) 2 ((Eaxx (2 —E2))x.x)) * a2
<L Iy -ty )

<2(M=m)L(Iy|-[(y.x)

(M1, —A)x, x>% ((A-ml,)x, x>%
2)% £%|F—y|(M ~m)L.
(3.107)
esitsizligi yazabiliriz.
3. Eger f :[m,M]—>D ,[m,M] lizerinde monotonik azalmayan siirekli bir
fonksiyon ise, 0 zaman

<L) £ (I L) <2 () 1 ()]
(3.108)

Esitsizligini yazabiliriz.

ispat. [k olarak, H da Schwarz esitsizliginden her u,v,ee H ||e|| =1 igin,
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(o)~ (ue) | =< (o —[(ue) ) * (W Kol ) (3.109)

yazabiliriz.

Simdi (3.107) kullanarak, her A €[m, M ] i¢in

(€ y)~{Eaxx) o) < (E [ Ex )2 (I -llyo0)* (@110)

esitsizligini yazabiliriz. E, lar projeksiyon ve E, > 0 oldugundan, her x e H ,||X|| =1ve
Ade [m, M ] igin

1

JE X" ~[(Ex x| = (E,xx)~(E,x,x)* = (E,xx){(L, —E,)x, ) < ; (3.111)

esitsizligi dogrudur. Ayrica, Dragomir ’in elde ettigi i¢ carpim uzaylarinda Griiss tipli

esitsizligi kullanarak

(Iv1F =y ) < S 1= (3.112)
yazabiliriz.

(3.110) ve (3.112)’deki bagintilar1 birlestirerek, her A € [m, M ] i¢in
JA 2 2\
(Exy)—(Ex.x)(x.y) S(<EAX’ X) (L —El)x,x>) (“y” =[(y. %) )

1y p2 2\ 1
<5 (I =Ky )" <=7/ (3113

yazabiliriz. Eger p:[a,b]—1 siirekli bir fonksiyon, v:[a,b] - smnirli varyasyonlu

bir fonksiyon ise bu durumda I: p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali vardir ve

asagidaki

J. p(t)d"(t)‘ < max| p(O) ¥, (3.114)

a,b]
b

esitsizligi dogrudur. Burada \/(v) ,[a, b] iizerinde V ’'nin total varyasyonunu gosterir.
a

Riemann-Stieltjes integralinin bu 6zelligini kullanarak

Joo[(Eoxy) ~(Eoxx){x,y)Jof (z)‘

< max |<Elx, y)—(E, % x)(x, y>|§( f)

/'{e[m,M]
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ma ((Ex0)((3 )% 0) (W ) 1)

1

1 2 2\/a M M
< =Kyl ) v (=5 Ir=Av (1) (3115

yazabiliriz. Burada X ve yteoremin sartlarindandir. Simdi Riemann-Stieltjes

integralinde kismi integrasyonu ve spektral gosterim teoremini kullanarak

[ [Exy)~(Exx)(xy)]d f(2)

M

= |:< E. X, y> _<EAX’ X><X’ y>:| f (ﬂ)|m70

M

o T (AHLEXY)=(ExX) (% V)]

m-0

=(X, y>J.:_O f(A)d(E,x, x)—'[:_o f(A)d(E,x,y)

= (% V) F(A)xx)=(f (A)x,y) (3.116)
yazabiliriz. Boylece (3.115) ile beraber istenilen (3.116) elde edilir. Simdi, eger

p:[a,b] =0 bir Riemann integrallenebilir fonksiyon ve v:[a,b]—[ L > Osabiti ile
Lipschitzian ise, yani her t,s €[a,b]i¢in

[f(s)=f(t)]<Lls
ise, 0 zaman Lb p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali vardir ve asagidaki
[[p(t)av(t)

esitsizligi saglanir. Simdi, Riemann-Stieltjes integralinin bu ozelligi uygulayarak
(3.113)’den

<L[ |p(t)t.

.LioREiX' y)—(Exx)(x,y) ]df (2) < LJ.:,OKEﬂX’ y)—(Exx)(x,y)|dA

< L(||y||2 Iy, x>‘2)% [ ((Exx){(1,—E,)x x>)%d2. (3.117)

Eger Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz integral esitsizligini ve spektral gosterim

teoremini uygularsak, sirastyla

-[:o(<E/1X’ X><(1H - EA)X, X>)%dﬂ
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[J.:()(Eﬂx, x)dl}% Wo((1H E,)x, x}dzJ%
=[<Elx,x>/1|m_o— . ﬂd(Elx,xﬂ%
|

(3.118)
yazabiliriz.
(3.116), (3.117) ve (3.118) kullanarak (3.107)’nin ilk ii¢ esitsizligini gdstermis oluruz.

Dordiincti esitsizligi
(M1, = A)x, X)((A—mL, )X, )
< %[((MlH ~ A X)+{(A-mL, )% x) | = %(M —mY’.

var olan esitsizliginden elde etmis oluruz. (3.112)’den son kisim gosterilmis olur.

Dahasi, Riemann-Stieltjess integralin teorisinden, literatiirde iyi bilinen eger

p: [a, b] — [ smirh varyasyonlu ve V: [a, b] — [ siirekli ve monotonik azalmayan ise,

0 zaman J: p(t)dv(t) ve J::‘ p(t)‘dv(t) Riemann-Stieltjess integralleri vardir ve

[ p(t)dv(t)‘ <["|p(®)]dv(t)

(3.113) esitsizligini ve bu 6zelligi kullanarak sirasiyla

Jo [(Exy) =(Exx){x,y)]of (1)‘

(3.119)

<I (E. X, ¥)—(E,x.x)(x,y)|df (1)

(I =y ) 1 (o2 ~E ) %) (2).

(3.120)
elde ederiz. Monotonik integratdr ile Riemann-Stieltjes integrali i¢in Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz integrali esitsizligini ve spectrol gosterim teoremini

uygulayarak
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j ((Exx){(14-E,)x ,x>)%df ()

<[ [ (e X0t ( )rwo((lH ~E,)xx)df (,1)}%
[ (E, X, X) i :_0 f (i)d<E4X’X>T/2

lm e - I, (a2 )0
U (M), = £ (A (7 (A)- 1 (m), )

1
<S[LF(M)=f(m)]
(3.121)
yazabiliriz ve ispat tamamlanmis oluruz.
Sonu¢ 3. 55. Eger x,y {izerindeki sartlar1 diistiniirsek, (3.106) ve (3.107)

esitsizliklerinden 6zel fonksiyonlar i¢in kolay uygulanan asagidaki sonuglari

verebiliriz.

1) Eger f :[m, M ] -0 ,[m, M ]iizerinde sinirli varyasyonlu siirekli fonksiyon

ise 0 zaman her x,ye H, x#0 i¢in
CF APyl = y){ (R x)

<21 (I -0 (1)

m

(3.122)
esitsizligini elde ederiz.
2) Eger f:[m,M]—0 ,[m,M]iizerinde L >0 ile bir Lipschitzian fonksiyon ise
her x,y e H,x#0 igin

AV (0 F AV < LI~y )
(M3, = A % ) (A=t Y 1< 2 =) L (I o )

(3.123)
esitsizligi dogrudur.
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3) Eger f:[m, I\/I]—)D ,[m, M] tizerinde monotonik azalmayan siirekli bir

fonksiyon ise 0 zaman her x,y e H ,x#0 icin
AV (0 F AV = (I I )

U 0L = 1 () (1 (A)- 1 ()L )
2100 £ I (I I [0

IA

(3.124)

Senug 3. 56. Teorem 3.54 varsayimlariyla ve eger f:[m,M]—1, bir (p,®)-
Lipshitzian fonksiyon ise, 0 zaman

(F (A)xy)=(xy)(F (A)xx)]

1

< E(‘D—@K_OKEM’ y)—(E,x,x)(x,y)|d2

<@ -y ) [ (E ) (- xx) 0
<2 (@-o){Iof )

(M, - Aprx) (A=, )
s%(M —m)(@—o)(Iy[" [y X>\2)%

S%|F—}/|(I\/I -m)(®-9p). (3.125)

esitsizligini yazabiliriz. Teorem 3.54° iin ispatini, esitsizligin birinci teoreminde

DO+

gerekli hesaplamalar1 yaparak %((D —¢)-Lipschitzian fonksiyonu f — £ icin
teoremin ikinci kismina uygulayarak elde ederiz.

3.11.2 Griiss Tipli Esitsizlik Icin Uygulamalar

Asagidaki onerme iki 6z es eslenik operatorlerin iki fonksiyonlari i¢in bazi Griiss tipli

esitsizlikleri verecegiz.
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Onerme 3.57. (Dragomir, 2010) A,B, m<M baz reel sayilar igin Sp(A),
Sp(B) < [m, M ]spektrumuna sahip, H Hilbert uzaynda iki dzeslenik operatdr ve
{Eﬂ} ) ise A’nin spektral ailesi olsun. Kabul edelim ki ¢ :[m, M ] — [ bir surekli
fonksiyonve n:=min ., g(t) ve N:=max, g, 9(t)gostersin

1- Eger f:[m,M]—>D ,[m,M]ﬁzerinde smnirlt  varyasyonlu bir  stirekli

fonksiyon ise o zaman her x e H , || =1 igin

(£ (A0 (B)X)~{f (A)xx){a(B)xx)

<3{la@xf -foEyxf | V(D=F(N-my(f) 129

esitsizligi dogrudur.
2- Eger f:[m,M]—0 ,[m M ]izerinde L > Osabiti ile Lipschitzian fonksiyon

ise, 0 zaman her xe H ,|x| =1 igin

(£ (A 9(B)x)~( 1 (A)xx){a(8)
<[" |(Exq(B) > < X)(x g(B)x)|d2

(B0 {(t~E)x ) "0z
<t {Jo(®)4' (o (e)xx )

<((ML, —A)x, )2 (A=, )x,x)
2 -me{Jo e —fo(e) )
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i(N n)(M —m)L (3.127)

esitsizligi dogrudur.
3- Eger f:[m,M]—>D ,[m,M] tizerinde bir monotonik azalamayan siirekli

fonksiyon ise, 0 zaman her xe H , || =1 igin
(1 (A0 (8)%) (1 (A)xx) (g (B)x.x)

<[ [(Ex 0 (B)x)~(Ex,x) (x g (B) )t (2)
<(la(®)]' Ko (8)xxf |
I ((Em0 (- Ex)
<(lo(®) (o (@5}
><<<f<M>1H—f<A>>x,x>%<<f(A)—f<m>1H>x,x>”
[ )1 (m)](Jo (B (e (B0 )

s%(N—n)[f (M)=f (m)] (3.128)

df (2)

2

<

N |~

esitsizligi dogrudur.
Sonu¢ 3.58. Eger f fonksiyonunu reel degerli ve [m,M ]iizerinde (¢, ®)-

Lipschitzian fonksiyon alirsak, o zaman (3.127) esitsizligini her X e H, ||X|| =1 i¢in

(F(A)x.(B)x)~(f (A)x.x){g(B)xX)

s%(d)—go)j:_oKElx,g(B)x)—(Eﬂx,x><x g(B ‘d/i

<L(0-0)(Jo @) Yo (e )

xJ'NiO(<E/1x, x)((1, —El)x,x>)%dl

m

<L(0-0)(Jo (B4 ~Ya(2)xxf )

x<<M1H—A>x,x>%<<A—m1H>x'x>%
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1

Lm0 ){Jo ()4 |(a (3)x )|

S%(N—n)(M—m)(d)—go) (3.129)

<

seklinde yazabiliriz
3.12.1ki Operatérlii Griiss Tipli Esitsizlikler
3.12.1. Baz1 Sonuglar

Bu kisimda, siirli varyasyonlu, Lipschitzian fonksiyonlar veya monoton ve siirekli
fonksiyonlarin siirekli fonksiyonlarini iceren farkli fonksiyon secimleri icin cesitleri

sinirlari i¢in elde etmede anahtar bir rol oynayacak olan bir teorem verecegiz.

Teorem 3.59. (Drogamir, 2010) A,B, m<M baz reel sayilar1 igin Sp(A),
Sp(B) c [m, M ]spektrumu ile H Hilbert uzayinda iki 6zeslenik operator ve {Eﬂ}

yi 1

A’nin spektral ailesi {Fﬂ} , B ’nin spektral ailesi olsun. Eger f,g :[m, M]—)D
Y7
siirekli ise, o zaman her X e H ||X|| =1

(F ()9 (B))~(1 (A)xx){x 9(B)x)

M

= Ex (% Fox) = (B Fx) d (g (1) (1(2)) (3:230)
gosterimini yazabiliriz.

Ispat. Riemann-Stieltjes integralinde kismi integrasyon ve gosterim teoremini

uygularsak, her x,y e H ve |x|=]|y||=1

Jor LB y)= (B x) (x y)Jof (2)
[(Exy)~(Ex0){ay)]f (2),

| T [(Ex y)~(Ex ) (x.y)]

=(x ) [ F(A(Exx)-[ f(A)d(ExY)

(XYY F(A)xX)=(T(A)x,y) (3.131)

yazabiliriz. Simdi eger (3.131)’de y=g (B)X secersek, her xe H ,||X|| =1 igin
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Ji [(Ex 0 (B)x)—(E.xx)(x,(B)x) Jif (2)
(% g(B)x)(f (A)xx)=(f (A)xg(B)x) (3.132)

elde ederiz. B igin spektral gosterim teoremini kullanirsak, her A € [m, M ] her xe H
xl=1

<EAX,g(B)x>—<Eﬂx,x><x,g(B)x>
<E XI w)dF x> E x,x><x,_|‘niﬂ_og(/yz)dFﬂx>

:j:_og(ﬂ)d«Elx,Fyx>)—<Elx,x>LtA_Og(y)d(<x,Fﬂx>) (3.133)

Riemann —Stieltjes integralinde kismi integrasyon olarak

IM g(y)d(<Eix,F x>)
Exe>J _[ Exedg(y)

= ){E, X, X) j Exe (9(u))

ve

o0 (ud((xFx)) =0 () (x EX ] = [, (x F.x)d (g(w))
= g(M)- [ (xF.x)d(g(x))
yazabiliriz. Boylece her x e H |x|=1ve A e[m,M Jigin
.[n’:/lfog(’u)d (<E/1X’ Fﬂx>)_<E’1X’X>J.n’iog(ﬂ)d (<X’ Fﬂx>)
= g(M)(Ex )= (Ex Fx)d(g(x))
_<Elx,x>(g(M)—.|‘:_0<x, Fﬂx>d(g(/1)))
=(Exx)[" (xFx)d(g(x)-[" (ExFx)d(g(x))
= nEA()[<Eix,x><x, Fﬂx>—<Eix, Fﬂx>]d(g(,u)) (3.134)

elde ederiz.

(3.132)- (3.134) kullanarak istenilen (3.129)’u elde etmis oluruz.

Sonuc 3. 60 Ozel olarak, eger B = Aalirsak o zaman (3.113)’ten, her x e H ||X|| =1

i¢cin
56



—

(A 9 (A f (A)xX) (g (A))
= I:o(,[:oBEﬂX’ X)(x, E,X)—(E,x, Eﬂx>]d (g (y)))d (f(4))

(3.135)
yazabiliriz. Burada g = f i¢in f (A) 0zeslenik operatorlerin varyanslari i¢in gosterim
sonucu Uretir ve her X e H ||X|| =1 i¢in
[ (A =(f (A)xx)

_ MO( [ [(ExX) (% E,x)~(E,x Ex)d (F( y))])d (f(2) (3136)
3.12.2. Simirh Varyasyonlu f I¢in Simirlar

Bu kisimda asagidaki teoremde, fonksiyonlarin biri sinirli varyasyonlu oldugunda

birinci Vektorel Griiss Tipli esitsizligin durumunu ifade edecegiz.

Teorem 3.61. A,B, m<Mbazi reel saylar igin Sp(A) , Sp(B) c [m, M]
spektrumlartyla H Hilbert uzayinda iki 6zeslenik operator ve {E l} , A’ni spektral
ailesi {Fﬂ },4 B ’nin spektral ailesi olsun. Ayrica f:[m,M]—[ siirekli ve [m,M ]
tizerinde sinirli varyasyonlu oldugunu kabul edelim.

1. Eger g :[m, M ] — [ siirekli [m, M ]ﬁzerinde siurlt varyasyonlu ise, 0 zaman
her xe H ,||X|=1i¢in
(f(A)x.0(B)x)~(f (A)xx)(x.(B)x)
M M
< max ‘(Elx,x><x,Fﬂx>—<Elx,Fyx>‘V\/(f)

(A)e[mM]’

< max [(Elx,x><(1H —E, )X, x>]%

Ae[mM]
xﬂrerﬂn?)h(A]RF#x,xX(lH - Fﬂ)x,xﬂ%\h:{(g)\“:{( f)
<vl@v(1)

(3.137)
esitsizligini yazabiliriz.
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2. Eger g:[mM]—0, [m,M ]iizerinde K>0 sabiti ile Lipschitzian ise o

zaman xe H , x| =1li¢in
(f(A)xg(B)x)—(f(A)xx)(x.g(B)x)

<K max U:O (E,x, x><x, Fﬂx}—(Elx, Fﬂx}‘dy}\l\:{(f)

<Ky (1) a0 (R )]

XILRF/IX’ X) <(1H -F,)x, xﬂ%dy

1 M
ZK(M_m)V(f) (3.138)
esitsizligini yazabiliriz.

3. Eger ¢ :[m, M ] — [ surekli ve [m, M] iizerinde monotonik azalmayan ise, o

zaman x e H , x| =1li¢in
(A a(8)X)~( f () X} (x,9(B))

< lrer[lr%][.[:o (E,x, x><x, Fﬂx}—(Eﬂx, Fﬂx}‘dg (,u)}v( f)

m

<Sv (D)1, -0 (B)x)* (g (B)-a(m)L, xx)*
<3laM)-g(m]y @129

Ispat. 1. Eger p:[a,b]—0 siirekli fonksiyon, v:[a,b]—[] sinirl varyasyonlu ise,

0 zaman J.b p(t)dv(t) Riemann-Stieltjes integrali vardir ve

‘ [ p(tydv(t)

b
<max|p(t)lv(v). 140




Burada \b/(v) [a.b] iizerinde Vv’nin total varyasyonunu gdsterir. Simdi (3.140)
ozelligi ve (3.130) esitsizligini kullanarak, her X € [m, M ]

K f (A)x,g(B)x>—<f (A)x, x><x,g(B)x>‘
J:_OREAX, X)(x, F,x)—(E,x, F#xﬂd (a(w))

elde ederiz. (3.140) esitsizliginde ayni sinir1 izerinde her X € [m, M ]igin

M

v(f) (3.141)

m

< max
ie[m,M]

zrer[]%] -[r:/l—0|:< E; X, X><X’ F#X> _<E/1X’ F#Xﬂd (g (ﬂ))‘
%E{R%Lre?%] <E1x,x><x, Fﬂx}—(Eix, Fﬂx)ﬂ\m/( f)
=, max (Exx) (% F,x)—(Ex, Fﬂx)‘\M/( f) (3.142)

(3.141) ve (3.142)’i kullanarak (3.137)’nin ilk kismin1 gostermis oluruz. Dahas1 H *da

Schwarz esitsizliginden heru,v,e e H || =1 igin,

()~ (we)e) < (o {2 (M el . @1

yazabiliriz. Aslinda, eger u—(u,e)eve v—<v,e>e vektorlert i¢in Schwarz’in

esitsizligini yazarsak,
Ku —(u,e)e,v—(v, e)e)‘ <|lu—(u,e)ef||v—(v.e)e|
hesaplamalar1 yapabiliriz. Bu da (3.142) ile denktir.

Simdi, (3.143) kullanarak her A, ze[m,M]

%
‘(Elx,x><x, Fﬂx>—<Elx, Fﬂx>‘ £(||Elx||2 —‘(Elx,x»z)(HFﬂxHZ—‘(Fﬂx,x}‘z) * (3.144)
E, ve F, prejoksiyon ve E,,F >0oldugundan o zaman A,ye[m,M]ve

XxeH ,||X|| =1 icin

IE X[ —[(Ex X)| = (E, % x)~(E,x,x)* =(E, %, x){(L, —E, ) %, ) <

NP

(3.145)

ve
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[FX =K Fxx)f = (R X (8-, )xx) < (3.146)
Simdi (3.144)-(3.146) kullanirsak , (3.137) nin ikinci kismini elde etmis oluruz.
2. Eger p:[a,b]—>[ Riemann integrallebilir fonksiyon vev:[a,b] > ,L >0 sabiti
ile Lipschitzian ise, yani her t,s €[a,b]i¢in

| f(s)—f(t)|<L|s—t]
ise 0 zaman [ p(t)dv(t) Riemann-Stielties integrali vardir ve

j: p(t)dv(t)

<L[ |p(t)t. (3.147)

Eger (3.147)’1 kullanirsak, o zaman g, K > 0sabiti ile Lipschitzian oldugunda, her
xeH,|x|=1igin

I [(ExR) P (B8 (0 )

(E, X, x><x, Fﬂx>—<Eﬂx, Fﬂx}‘dy}

max
ﬂe[m,M ]

<K max “M
AgmM]| Jm-0 (3148)

esitsizligini yazabiliriz. Boylece (3.138)’in ilk kism1 ispatlanmis olur. Dahast, (4.127)-

(4.129)’ dan, her xe H ,||X|| =1 i¢in ayrica

max [ (E, X, x><x, Fﬂx>—<Eix, Fﬂx>‘du

ﬁ.e[m,M] m-0

< max][<Elx,x><(1H - El)x,x>]}/2 xJ':_ORFﬂx, x><(1H - Fﬂ)x,xﬂ%dy (3.149)

le[m,M
Eger Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz integral esitsizligini ve spektral gosterim

teoremini uygularsak o zaman

xeH ||X|| =1 igin sirastyla

I:_o(<':ﬂx' X)((14 - F,)x, X>)%d,u
< [J:_O<F!IX, X> d,u}% U:—o«lH -F, ) X, Xﬂ%

- [(Fﬂx, X) ”‘:70 - j:_oﬂd (Fx Xﬂ%
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x{«lH -F,)x, x>y :_O —'[:_O,ud <(1H -F,)x, xﬂ

(M1, —B)x,x) 2 ((B—m1,, ) x,x) 2 (3.150)

Boylece (3.148)-(3.150) den, (3.138)’in ikinci kismini gdstermis oluruz.

aﬂﬁ%(owﬂ)z ,af>0 (3.151)

Temel esitsizliginde o = <(M 1, —-B)x, X> ve fB= <( B—mil, )X, x> secerek (3.121)’in

son kismini ispatlamis oluruz

3. Riemann-Stieltjes integralinin teorisinden ayrica, eger p:[a,b]—>D siirl

varyasyonlu ve V:[&,b]—)D siirekli ve monotonik azalmayan ise, o zaman

J.b p(t)dv(t) ve Ib| p (t)|dv (t) Riemann-Stieltjes integralleri vardir ve

J! p®)av(o] <[ lp(ofavie).

(3.152)

esitsizligi saglanir.
Simdi eger g,[m,M] iizerinde monotonik azalmayan ise, 0 zaman (3.152)’den her

x e H [x|=1 igin

max
ﬂe[m, M ]

M
< max [ |
le[m,M] m-0
esitsizligini yazabiliriz. Dahasi (3.144)-(3.146)’dan her x e H,|x|=1 igin

(Exxx) (%, F,x)=(E,x, Fﬂx>‘dg (u)

Jor (B0 (% Fx)~(Ex Fx)Ja (g (u)

(E,X, x><x, Fﬂx>—<Elx, Fﬂx>‘dg (y)} (3.153)

M
max
le[m,M] m-0

< max [(Elx,x><(1H —El)x,x>]%

ﬂ.e[m,M ]

x j:i( F X, x><(1H ~F,)x, x>]% dg () (3.154)
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Boylece (3.139)’un ilk kismi ispatlanmis olur. Eger monotonik azalmayan integrallerle

Riemann-Stieltjes integral i¢in Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz integral esitsizligini ve

spektral gosterim teoremini kullanirsak, o zaman her X e H ||X|| =1li¢in sirasiyla

I (F) (- B0 o )
<[ raa] [ -R)er)en ]
| (Fx) ‘f:og(ﬂ)dﬁxlxﬂ

x[<1 ~F,)xx)g(x) —J:_Og(u)<(1H—FA)X,X>}%

=({(g(M)1,-g(B))x, X>% ((9(B)-g(m)1, )x,x>% (3.155)

sitsizligini yazabiliriz. (3.155)’1 kullanarak (3.139)’un son kismi da ispatlanmis olur.

NS

M

m-0

Sonu¢ 3.62. A,m<M baz1 reel sayilar igin Sp(A) c [m, M ] spektrumuyla H
Hilbert uzayinda bir 6zeslenik operator ve {E /1} . A’nin spektral ailesi olsun. Ayrica

f :[m,M]—0 siirekli [m, M| iizerinde sinirl varyasyonlu kabul edelim.

1. Eger g:[m,M]—U siirekli [m, M Jiizerinde sinirli varyasyonlu ise, o zaman

her xe H ||X|| =1 i¢in

(F(A)x a(A)x)=(f(A)xx)(x,g(A)x)|

M M

< max (Exx) (% E,x)=(Ex E )|\ (9)v(F)
S(MTE%M]BEAX’ X)((14 —E;)x, X>]\m/(g)\m/( f)
1 M M
SVOMG
SV (3.156)

esitsizligini yazabiliriz.
2. Eger g:[m,M]—0 ,[m M]Uzerinde K>0 sabiti ile Lipschitzian ise o

zaman her xe H ,||x|=1
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(F(A)x g (A)x)~(f(A)xx)(x,g(A)x)|

< KL?%]UL (E,X, x><x, Eﬂx}—(Eix, Eﬂx}‘dy}\:/(f)

1) g (B0 3,0

<L (1) (M1, - A (A, )
S%K(M ~mv(f) (3.157)

3. Eger g:[m,M]—0 siirekli ve [m,M] iizerinde monotonik azalmayan ise, o

zaman herxe H, |X| =1 i¢in
(A0 (A))~( 1 (A)xx)(x g (A)x)

< QP%]ULKEAX,XXX, Eﬂx>—<Elx, Eﬂx>‘dg(g)}\r{(f)

<v/(f) ma}x][(Eix, X){(1, ~E,) % X>]%

(3.158)
Sonu¢ 3.63. A,m<M baz reel sayilar i¢in Sp(A)g[m,M] spektrumu ile H

Hilbert uzayinda bir 0Ozeslenik operator ve {Eﬂ} , A’nin spektral ailesi
f :[m, M ] — [ strekli ve [m, M] iizerinde sinirli varyasyonlu sartlar altinda f(A)

‘nin degiskenleri i¢in, her X € H ,||X|| =1 icin
o< f (M) =(F (A)x.x)

(E, X, x><x, E#x>—<Eix, E#X>‘{\M/( f )T
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()emMT




Slre?r%]RElx, X){((14 —E,)x, xﬂ{\M/( f )}S%

(3.159)
3.12.3. f Lipschitzian i¢cin Siirlar

[k fonksiyon Lipschitzian oldugu durumda asagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 3.64. A,Bm<M bazt reel sayilart igin Sp(A),Sp(B) c [m, M]
spektrumlari ile H Hilbert uzayinda iki 6z eslenik operator ve {E i} , A’nin spektral
ailesi ve {Fﬂ }ﬂ B ’nin spektral ailesi olsun. Ayrica f :[m, M]—)D : [m, M] lizerinde
L > 0 sabiti ile Lipschitzian oldugunu kabul edelim.

1. Eger f:[mM]—0 ,[m,M ]iizerinde K >0 sabiti ile Lipschitzian, o zaman

her x e H,||x| =1 i¢in
(£ (A)%(B)x)=(f (A)xx)(x,a(B)x)
= LKJ.rT':{OJ‘I‘:{O
<LK :-o[< Eflx’ X><(1H o EA)X’ X>]%d/1
7 (R0 R o

<LK [((M1,, - A)x, x){(A-mi, )x,x>]%

(Ex, x){x,F,x)—(E,X, Fﬂx>‘d,ud/1

x[((M1,, —B)x,x)((B-m1, )x,xﬂ% S%LK(M -m)’

(3.160)
2. Eger g:[m,M]—1 siirekli ve [m,M] iizerinde monotonik azalmayan ise, o

zaman her x € H ||x|=1 i¢in
(f(A)x.g(B)x)=(f (A)x,x)(x g(B)x)
< Lj:_oI:_o‘<EﬂX’ x><x, Fﬂx>—<Eix, F#x>‘dg (n)da

<L[" [(Exx){(1y ~E.)x x)]d2
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(R0 (-7 )50 e

<L[{(ML, ~ Ay x) ((A-mL, ) x,x) [
[((a(M)1,~0(8)xx){(a(B)-a (m)1, )xx)]
S%L(M —m)[g(M)-g(m)] (3.161)
Ispat. 1. (3.147) dzelligi ve (3.130) esitsizliginden her x € H ||x| =1 i¢in

(£ (A)%9(B)x)~(f (A)xx)(x,a(B)x)

<L I [(Exx) (x F)~(Ex Fx)Ja (o ()Ja2
(3.162)
esitsizligini yazabiliriz.
(3.147)’nin ayn1 6zelliginden, her X e H ,||X|| =lve Ae [m, M] icin
.[r:/l—o[< E, X, X><X’ Fﬂ>_<ElX’ FﬂX>]d (g (/u))‘
<K m’\A_O‘<EiX,X><X, Fﬂx>—<Eix, Fﬂx>‘dy (3.163)

esitsizligini yazabiliriz. Béylece (3.162) ve (3.163)’den, her x e H,|x| =1 i¢in
(f (A)x.9(B)x)=(f (A)xx)(x g(B)x)

< LKJ.r:/I—OIr:AfO

yazabiliriz ki, bu da (3.160)’da ilk esitsizligin ispatin1 gosterir.
(3.144)-(3.146) dan, her xeH,|x|=1ve 4, ue[m M] i¢in

‘(Elx, x><x, Fﬂx> —<Elx, F#x>‘

< [< E, X, X> <(1H - EA)X’ X>J% [< Fﬂx’ X> <(1H B Fﬂ ) X, X>]%

(3.165)

(B ) (% FX)—(E,x,Fx)|dudd  (3.164)

Esitsizligini yazabiliriz. [m,M]2 iizerinde integralini alarak (3.165) esitsizligi ve

Riemann integral i¢in Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz integral esitsizligini
kullanarak,

J.:fo J-r:/lfoKElX’ X> <X’ FHX> _<E4X’ F;,X>‘d ud A
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<[ (En)ar] 1" (0~ o]

X[I:0<Fﬂx’ X>d#}% U:o«l'* —F)x x>d,u}%
(3.166)

esitsizligini yazabiliriz. Kismi integrasyon ve spektral gosterim teoremi kullanarak
M M M
J.M(Eix, x)dA =(E,x, x>/1|m_0 —Imio/Id (E, %, X)
=M —(AX,x) =((M1,, — A)x, X},

M
jm—0<(1H r E/I)X’ X>d;t = <(A_m1H )X, X>
esitsizligi yazabiliriz. Boylece (3.160)’m ikinci kismi ispatlamis oluruz. (3.151)’den

istenilen esitsizligin son kismi elde edilir.

2. (3.152) esitsizligini kullanarak,

J.:_oBEiX’ x><x, Fﬂx> —<Elx, Fﬂxﬂd (g (/,1))‘

[(Elx, x><x, Fﬂx>—<EAx, Fﬂxﬂdg (,u)‘ (3.167)

M
<

m-0

esitsizligini yazabiliriz. (3.162) ile beraber, her x e H,|x| =1 igin
[(F (A)x g (B)x)=(f (A)xx)(x.9(B)x)

< LIKJKJ(EAX, x)(x, F,x)—(E X, Fﬂx>‘dg (1)da
(3.168)

esitsizligini yazabiliriz. (3.165)’ i kullanarak ve yukaridaki benzer islemlerle istenen

(3.161) elde etmis oluruz. Simdi de bir operatdr durumu inceleyecegiz
Sonu¢ 3.64 A, m< M bazi reel sayilari igin Sp(A) c [m, M ]spektrum ile H Hilbert
uzayinda bir Ozeslenik operatdr ve {E i} ,»A’nin spektral ailesi olsun. Ayrica

f:[m,M]—0,[m,M ]iizerinde L >0 sabiti ile Lipschitzian oldugunu kabul edelim.
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1. Eger g:[mM]—0, [mM] iizerinde K sabitleri ile Lipschitzian ise, o

zaman her x e H ||x|| =1 i¢in

(F(A)x g (A)x)=(f (A)xx)(x,g(A)x)|

< LKI:»LLKE*X’ X)(x,E,x)—(E,x, E#x>‘d,udﬂ

<LK U:OR E,x ) (L ~E,)xx) ] di)z

<LK[((M1, —A)x,x><(A—m1H)x,x>]£%LK(|\/| —~mY’

(3.169)
2. Eger g :[m, M ] — [ surekli ve [m, M ]ﬁzerinde azalmayan monotonik ise, o

zaman her xe H ||x|=1

(£ (A)9(A)x)~( ()% x)(x 0 (A)x)

< Lf,:ﬂ_of:_oKEzX’ x><x, Fﬂx> —<Eﬂx, Fyx>‘dg (p)da

< LJ' [ (E, X, X) Eﬂ)x,xﬂ%d/i

XJ‘:—O|:<EAX’X><(1H —Eﬂ)x,xﬂ%dg(y)
<L[{(ML, = A)x,x)((A-miL,, )x, x>]%
[< )L, —g(A))x,x><(g(A)—g(m)lH)x,xﬂ%

L(M-m)[g(M)-g(m)]
(3.170) (4.153)
Sonu¢ 3.65. A, m<M bazi reel sayilari igin Sp(A)g[m, M]Spektrum ile H Hilbert

uzayinda bir 6zeslenik operator ve {E ﬂ} , A’nm spektral ailesi ve f :[m, M ] -,
[m, M ]ﬁzerinde L > O sabiti ile Lipschitzian sartlar1 altinda f (A) nin degiskeni i¢in,

her x e H, x| =1i¢in

o< (A)X[ —{f(A)xx)
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sLZIM

m-0

<|? U:_O[(Eix, X) (L, ~E,) %, x>]% dij
<[{(ML, = A)x, x)((A-ml,, ) x,X) |

s%Lz(M ~m) (3.171)

.[:_o‘<EiX’ x)(x, E,x)—(E,x, E#x>‘dld,u

2

3.12.4. Monotonik Azalmayan f i¢cin Simirlar

Son olarak iki monotonik fonksiyonlarin durumu i¢in agagidaki teoremi verecegiz.

Teorem 3.66. A/ B,m<Mbazt reel sayilart igin Sp(A),Sp(B) c [m, M]
spektrumlar ile H Hilbert uzayinda iki 6zeslenik operatorler, {E l} , A’min spektral
ailesi ve {Fﬂ }ﬂ B’nin spektral ailesi olsun. Eger f,g :[m, M ] —[] surekli ve [m, M]

lizerinde monotonik azalmayan ise her Xe H ,||X|| =il
(F () 3(8)%)~(f (A)x.X)(x 3(8)x)
< J‘:_Ojntﬂ_o <Eix,x><x, F#x>—<Eix, F#x>}dg (p)df (1)

<" [(Eix, x)((14 —E,)x, x>]%df (1)

xI:iORFﬂx, x><(1H -F,)x, xﬂ%dg (1)
<[{(f (M)1, = £ (A)xx)((F (A)= F (M)L,)%X)]
[{(a(M)1. -5 (8))x.x){(9(8)-0 (m)1,)xx) |

1

<o)t mla(M)-g(m)] @.172)

Ozel olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

%

Sonu¢ 3.67. A,m< M baz1 reel sayilar1 i¢in Sp(A)g[m,M] spektrumu ile H
Hilbert uzayinda bir 6zeslenik operator ve {Ei} ,»A’nin spektral ailesi olsun. Eger
f,g :[m, M ] — [ sirekli ve [m, M ]ﬁzerinde monotonik azalmayan ise, her

xeH ,||X|| =1 i¢in
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(£ (A)x.a(A)x)~(F (A)xx)(x g (A)x)

< B R B~ (En E e ()t (1)
<" [(Exx) (1, E) e (2)

" [Ex) (1 -E.)x%)] “do (a)

<[{(F M) = £ (AP ()= F (M), )]
L{(9(M)1, -9 (A)xx)(9(A)-g (m),)xx)]
<2[f(M)-f (m)][g(M)-g(m)] @.173)

%

esitligini yazabiliriz. Ozel olarak, f monotonik azalmayan fonksiyonlarin durumunda

f (A) nin degiskeni igin, her Xe H, ||X|| =1 i¢in

esitligini yazabiliriz.

2

o< f (M) ~(f (A)xx)
<[ 02 KB x) (0 B 0)~ (B0 E ) () (2)
<[ [ [Exn) - )n)]Ter ()]

<07 (ML= F(ADX((F ()= T ()L, )x.x)]
<2[t(M)-1(m)]

(3.174)

5. SONUC ve ONERILER

Bu tez caligmasinda, Esitsizlik Teorisi ile Smirli Lineer Operatorler Teorisi

birlestirilmis. Literatiirde iyi sekilde bilinen reel anlamdaki Griiss Esitsizliginin,
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sinirly, lineer operatorlere taginmasi ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bunu yaparken,
Dragomir’ in 2012 yilinda yayimladig1 “Operator Inequality of the Jensen, Cebysev
and Griiss Type” adli eseri temel kaynak olarak kullanilmistir. Bu kitaptaki tanim ve

teoremler ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Esitsizlik ve Operator Teorisi alaninda ¢alismak isteyen geng bilim insanlarina Tiirkce

bir kaynak olacaktir.
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