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TEZ BILDIRIMI
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Bu tez galigmasi, bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, giris ve literatiir taramasi,
ikinci boliimde temel kavramlar anlatilmaktadir. Ugiincii boliimde literatiirde var olan, Hilbert
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This thesis is consisting of five chapters. In the first chapter, it is mentioned about the object
of the thesis and previous studies in this area. In the second chapter, basic definitions and
theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it is comprehensively
explained that symmetric, self-adjoint extensions of a symmetric operator and its spectral
structure, which exist in the literature. In the fourth chapter, it is given some results and
propositions and in the last chapter, is given references.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

] - Bos kiime

L . Dik

N - Dogal sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

R(A— AE) : (A — AE) operatoriiniin deger kiimesi

(ImA)* : A operatoriiniin goriintiisiiniin ortogonal tiimleyeni
B(X,Y) : X’den Y’ye taniml siirli fonksiyonlarin kiimesi
AC(a,b) : Mutlak siirekli fonksiyonlar kiimesi

Cla, b] : [a, b]’den R’ye siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C([a, b],K) © [a,b]’den K cismine tanimli siirekli fonksiyonlarin kiimesi
E, I . Birim operator

Vi



1. GIRIS

Bir Hilbert uzayinda lineer kapali esit defekt sayilarina sahip olan bir simetrik
operatoriin biitiin maksimal simetrik ve 6z-eslenik genislemelerinin tanim kiimeleri
dilinde ifadesi ve bu tip genislemelerin spektral ozellikleri ilk olarak John von
Neumann’in (1929-1930) calismasinda ele alinmis ve bu alanda temel sonuglara
ulasilmistir. Bu genel teorinin diferensiyel ve fark operatorlerine uyarlanmasi uzun
yillar siirmiis ve bugiine kadar yapilan c¢alismalarda devam etmistir. Yapilan

calismalarin genis 6zeti Rofe-Beketov ve Kholkin’in (2005) kitabinda verilmistir.

Lineer normal operatdrlere ait ilk incelemeler Sz.-Nagy (1942), Kilpi (1953, 1957,
1963) ve Davis’in (1955) ¢alismalari ile baglamistir. 1960 yilindan sonra Coddington
ve Biriuk (1964, 1973) bir Hilbert uzayinda lineer kapali siirsiz formal normal bir
operatoriin biitlin maksimal formal normal genislemelerini tanim kiimeleri dilinde
ifade ederek J. von Neumann’ in meshur ¢aligmasini formal normal operatorlere
genisletebilmislerdir. Bu teorinin gelismesinde 1980 yilindan itibaren Stochel ve
Szafraniec’ in (1985, 1989a, 1989b) biiyikk katkilari olmustur. Bu teorinin
diferensiyel operatorlere uygulamasina ait ilk arastirmalar Schmiidgen (1985),
Maksudov ve Ismayilov (1994, 1996a, 1996b, 1999), Ismayilov (1992, 1994a,
1994b, 1998, 2003, 2005), 1smayi10v ve Karatash (2000), Otelbayev ve Biyarov
(1993), Otarov ve Kokebayev (1985) tarafindan yapilmustir.

XX. yizyillm ikinci yarisindan itibaren operatdr katsayili lineer diferensiyel
denklemler teorisi hizla gelismeye basladi. Bu alanda ilk ¢aligmalar Gorbachuk
(1991), J-L. Lions, E. Hille, R. S. Philips, M. G. Krein, S. G. Krein, Yu. M.
Berezansky, B. M. Levitan, A. G. Kostyuchenko, Yu. L. Daletsky, S. Yakubov, Y.
Yakubov ve M. Gasimov gibi bilim insanlarinin c¢aligmalarinin genis Ozetini
Yakubov’ un c¢aligmasinda (2000) bulabilirsiniz. Ayrica literatiire bakildiginda
Dunford ve Schwartz (1958, 1963), Naimark (1968), Gorbachuk (1973), Eidelman
ve ark. (2004), Abramovic ve Aliprantis (2002a, 2002b), Coddington (1973),
Kochubei (1979) ¢aligmalarinda da bu alanla ilgili bir¢ok bilgiye sahip olabilirsiniz.

Fu’ nun (1992) calismasinda ise;

M =>p(x)D*,
k=0



burada —o<a<b<oo, p :(ab)—>0, k=01---,n katsayilar1 bazi piiriizsiiz ve

integrallenebilir, diferensiyel ifadesinin (a,b) araliginin icinde sonlu tane singiiler

nokta durumunda dogurdugu minimal operatoriin tiim 6z-eslenik genislemeleri onun
eslenik operatoriinlin tanim kiimesindeki fonksiyonlarin siir degerleri dilinde ifade
edilmistir. Ayrica minimal operatoriin, bakilan araligin alt araliklar iizerinde ifade

edilemeyen 6z-eslenik geniglemelerinin varligi gosterilmistir.



2. GENEL BIiLGILER
2.1. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Analiz’in temel kavramlarindan biri olan yakinsaklik R™, n > 1 Euclide uzayinda iki
nokta arasinda tanimlanabilen uzaklik fonksiyonuna dayanmaktadir. Bu diisiinceyi
genisleterek lizerinde uzaklik fonksiyonu tanimlanabilen somut bir X kiimesinin,
cagdas matematigin esas kavramlarindan biri olan metrik uzaya doniistiiriillmesi

Onem tasimaktadir.

Tanmm 1: X bos olmayan bir kiime ve
d: X xX =>[0,+0), (x,y)—>d(xY)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x,y,z e X i¢in
M) d(x,y)=0 < x=y (0zdeslik aksiyomu);
M2) d(x,y)=d(y,x) (simetriklik aksiyomu);
Ms) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iicgen esitsizligi),

Ozelliklerini sagliyorsa d’ye X {lizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya metrik adi

verilir ve (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Ornek 2: X bos olmayan bir kiime ve B(X) de X ’den [ ’ye taniml biitiin sinirli

fonksiyonlarin kiimesi olsun
d:B(X)xB(X)—[0,+m), (f,g)—>d(f,g):sup{‘f (X)—g(X)‘ZXEX}

seklinde tanimli d doniisiimiiniin B(X) kiimesi iizerinde bir metrik oldugunu

gosterelim. Gergekten de;

1) Her x € X i¢in
f (x)—g(x)‘gsup{‘f (x)-g(x)|:xe X}:d(f,g)
oldugundan d( f,g)=0ise her x € X i¢in

[f(x)-g(x)=0



veya her x € X iginf (x)=g(x) dir. Ayrica, eger f =g ise, d(f,g)=0 oldugu

tanimdan agiktir.

2) Her aell icin |a|=|-a| oldugundan
d(f,g):sup{‘f(x)—g(x)‘:XGX}:sup{‘g(x)—f(x)‘:XEX}:d(g,f).
3) Her f,g,heB(X) veher xe X igin

‘f (x)—g(x)‘ =‘ f (x)—h(x)+h(x)—g(x)‘§‘ f (x)—h(x)‘+‘h(x)—g(x)‘
<d(f,h)+d(h,g)
ve buradan da
d(f,g)<d(f,h)+d(h,g)
esitsizliginin saglandig1 goriliir.
Tamm 4:Bir (X,d) metrik uzaymin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa, bu uzaya

ayrilabilir uzay denir.

Ornek 4: Q c R rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir sonsuz ve R’de yogun oldugu

i¢cin Q bir ayrilabilir uzaydir.
Tamim 5: X bos olmayan bir kiime ve K ( R veya C) bir cisim olsun.

+IX X XX, (XY)>X+Y, X,yeX

o Kx X—>X, (ax)>ax aekK, xeX

dontigiimleri ile toplama ve c¢arpma islemleri denilen islemler tanimlansin. Bu

islemler her X,y,ze X ve a,be K i¢in asagidaki kosullar1 saglasin:
1. X+y=y+X,;
2. x+(y+z)=(x+y)+z;
3. Her xe X i¢in Xx+0=Xx esitligini saglayan bir tek 0 e X vardir;

4. Her xe X igin x+(—x)=0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardur;



5.Her xe X i¢in lex=X;

6. ae(x+y)=aex+aey,;
7. (a+b)ex=aex+bex;
8. (aob)x:ao(box).

Bu durumda X ’e K cismi ilizerinde bir vektor uzayr (lineer uzay), elemanlarina da
vektor veya nokta adi verilir. K = R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayr ve K = C

alinirsa X ’e bir kompleks vektér uzayr denir.

Ornek 6: S bir kiime ve X, K cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Bu durumda
F(S,X) == {f:S = X bir fonksiyon} olmak {izere F ailesi

(f + 9 ) = f(x) +9(x), f,g9 € F(S,X)
(af)(x) = af (x), a €K, f € F(S,X)
islemleri altinda bir vektor uzayidir.

Tanmm 7: X, K cismi iizerinde bir vektor uzayr ve Y, X ’in bir bos olmayan alt
kiimesi olsun. Y, X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi basina bir
vektor uzay1 olusturuyorsa Y * ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir lineer

alt uzayr) denir.

Ornek 8: Acﬁp(D ), p=1 olmak iizere A::{(Xn)eﬂp(D ) (%) =(0, %5, Xg1 e )}
kiimesi ¢ o (D ) ’de bir lineer manifoldur.
Gergekten (Xn):(O, X2,X3,....), (yn):(O, Y,, y3,....)e Ave a,f el igin

(ax,+BY,)=(0,a%,+ Y, a%; + BYs,...) = (0, aX%,, aXg,...)+(0, BY,, fY3: ...
=a/(0,%,, Xg.-..)+ B(0, ¥y, Yai-on2)

=a(x,)+B(Y,)
olup, buradan A kiimesi lineer manifoldur.

Tanmm 9: X, bir K cismi {izerinde vektor uzayr ve X,X,,Xs,...,X, € X olarak

verilsin. a;,a,,0;,...,a, € K olmak iizere
5



QX+ OXy + CXe + o+ X,
seklindeki sonlu toplama X, X,,X;,..., X, € X elemanlarinin bir lineer kombinasyonu
denir.

M c X icin M’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer
kombinasyonlarinin tiimiiniin kiimesine M ’ nin gereni ( veya lineer ortiisii) denir ve

spanM olarak gosterilir. Bagka bir deyisle,
spanM ::{Zocixi ' x eM,q eK,i=1...,n,nel }
i=1

seklinde tanimlanir. spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M ’ nin drettigi lineer

manifold adi verilir.

Tanmm 10: n € N i¢in M, M,, ..., M,,, X vektor uzayinda lineer manifoldlar olsun.

Eger her x € X i¢in X €M;,j=12,..,n olmak iizere,
X=x3+x;+ +x,

seklinde tek bir gosterime sahip ise, X vektor uzay1 M;,M,,..,M, lineer
manifoldlarimin i¢ (internal) direkt toplamidir denir ve X = M;®M, ® ... M,
olarak yazilir. Yeni bir V' vektor uzay: iki diger X ve Y vektor uzaylarindan (ayni

cisim tizerinde) tiretiliyorsa bu toplama da dis (external) direkt toplam denir.
2.2. Normlu Vektor Uzaylar:

Tamm 11: X, K cismi ilizerinde taniml1 bir lineer vektor uzayi olsun. Eger
[:X =[0,20), x> ||

dontisimii her x,y € X ve her a eK i¢in
N1 X[ =0 <> x = 6, ;
N2) flerx] =[]

Na3) [x+y||<[x|+]y] (iiggen esitsizligi)



ozelliklerini saglhyorsa |{: X —[0,00), x —x| déniisiimiine X iizerinde norm ve
bu durumda (X,””) ikilisine bir normlu vektér uzayr adi verilir. Yukarida verilen Ny,

N2 ve N3 6zelliklerine norm aksiyomlar: denir.

Ornek 12: E=C([a,b],K) kiimesi

[, = max

X(t)

fonksiyonu ile bir normlu vektor uzaydir.

Gergekten, E 'nin bir lineer vektdr uzayr oldugu aciktir. X,y eC[a,b] ve aeK
i¢in,

(Na) x|, =0 ise, [], = max

X(t)‘:0<:> Vte[a,b] icin X(t):O;

(N2) x|, = max

(ax)(t)‘ = max|a”x(t)‘ =|a

te[a,b]

max
te[a,b]

X(6)] =l

(Ns) [x-+ [, = max

x(t)+y(t)|< trlE;ﬂz(](‘x(t)‘+‘y(t)‘)

< max
b]

te[a,

x(t)‘+tr2%

y (6=, + [l

Tanim 13: Bir X kiimesi tizerinde tanimli, C-degerli, }.-ol¢iilebilir, |f|P, 1 < p < oo,
fonksiyonunun bir u 6l¢iimiine gore integralinin sonlu oldugu u denklik siniflarinin

ailesinin timil L,(X, Y, u) ile gosterilecektir. Bu Ly, (X, };, u) vektor uzay: ||f]l,, =

p
('ﬂ f |p d,u] , 1 < p < oo fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir.
X

Tanim 14: (X,||||) normlu uzay, (x,)< X bir dizi olsun. Eger x e X igin

lim|x, — x|, =0

n—o0
ise, (x,) dizisi xeX elemammna ||| normuna gére yakinsiyor denir ve

X, %) X yada limx, = X notasyonlarinin biriyle gosterilir.

n—o0



Ornek 15: L,(0,1) uzayinda alman x,(t) = t*, n > 1 dizisi x(t) = 0 noktasina

yakinsaktir. Gergekten;

I3, = xlI2, = [} 1x2 (&) — x(6)|?dt

1
_>0
2n + 1 n-oo

1 1
=f |t”—0|2dt=f t?hdt =
0 0

olup sonugta lim ||x,, —x||,, =0 oldugu elde edilir ki bu x,(t) =t" n=>1
n—-oo

dizisinin x(t) = 0 noktasina yakinsadigi anlamina gelir.

Tamim 16 : (X,||||) normlu bir uzay ve (x,) < X bir dizi olsun. Eger
Ve>0 igin 3n, el Syleki Ym,n>n, igin |x, —x,[<&
kosulu saglaniyor ise (X, )dizisine X iginde bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 17: Eger bir normlu uzayda bir Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise

0 uzaya tam uzay denir.
Tamm 18: Bir (X,||||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir elemana

yakinsiyorsa, bu (X,””) normlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzayr adi

verilir.

Ornek 19: X = L, ([a,b]), a,bell, p>1 vektdr uzay

o, =, | [ ret, e

normuna gore bir Banach Uzayidir.

Bu L, ([a,b]) uzaymin lineer oldugu Minkowski Esitsizliginin bir sonucudur.

Normlu uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Tamlig1 ise, Riesz-Fischer teoreminden

aciktir. L ([a, b]) uzaymnin da bir Banach Uzay1 oldugu da kolayca gosterilebilir

(Aliprantis ve Burkinshaw, 1998).



1
Ornek 20: C([0,1],00) lineer uzayr [, :C([0,1],0 ) -0 * {0}, ], = [|f (t)|dt
0
normuna gore bir Banach Uzay1 degildir.

Bu uzaym normlu lineer uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi onun tam uzay

olmadigini gosterelim.

n
f,:[01] -0, f ()= n(t—l}tl, —%<ts%

seklinde bir ( fn) cC [0,1] dizisi tanimlayip, bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterelim. m,nel] igin m <n sayilarini alalim. Bu durumda;

1
fm”l =I| fo = fm|(X)dX
0

i i :
j £ = f|()dx+ [ [f, = f|()dx+ [ [f, = f,[(x)dx
) )

1
+|[f,
JI
2
‘ f (X)‘ <1, n>1 esitsizliginden,

Iyl !
[f, =], < j | £, dx+ j £, — £, dx

2(1_5) z(l_ﬁj

1 11 1 1 1 1 1 1(1 1
————— + +2| ———+— |=——=| ———
(2 n 2 ZmJ LZ 2 ZnJ 2n 2£m n]



Boylece |f,—f, [, —s5=—0 olup (f,) bir Cauchy dizisidir. Simdi ise (f,)

m<n

dizisinin ||[”l normunda yakinsamadigini gosterelim.

0, 0<x<=
p(x):= 2 tamimlayalim.
1, —<x<1
1
f ol <[ —gldx= | |flax<t Ly L 2 0
|| n—¢||1—I| 2 —oldx= I | o] X T oy "oy e

0 &(l_ij
2 n

1
Yani  [[f,-¢|(x)dx—=5>0.  Keyfi  bir  feC[01]  alalm.

0

1
f €C[0,1] ve ¢ 2C[0,1] oldugundan Hf —¢|(x)dx #0. Ote yandan
0
1 1 1
0< [[f —g|(x)dx< [|f = f,|(x)dx+ [ <] f, - p|(x)dx
0 0 0

1 1
esitliginden “f - fn|(X)dXS§0. Ciinki aksi halde J. |f —(p|(X) dx =0 olmalidir, bu
0

n—o 0

ise olamaz. Sonug olarak (f,) dizisi C[0,1] uzayinda ||[”l normu altinda higbir
fonksiyona yakinsamaz. Dolayisiyla C([O,l],D ) lineer uzay1 ||[]|l normuna gore bir
Banach Uzay1 degildir.

2.3. I¢ Carpim ve Hilbert Uzaylan

Hilbert uzaylar1 sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en basit tipi olmak {iizere
Fonksiyonel Analiz ’in teorik ve pratik uygulamalarinda énemli rol oynamaktadir.
Euclide uzaylar ile biiyiik benzerlige sahip olan Hilbert uzaylarinin boyle kullanigh
olmasinin nedeni, vektor cebirinde tanimlanan i¢ ¢arpim ve diklik kavramlarinin bu

uzaylar i¢in genellestirilebilmesidir.

Tammm 21: K, R veya C olmak {izere X bir vektor uzayr olsun. Eger
)y 1 X XX > K dontisimii asagidaki ozelliklere sahip ise (,,-)y’ ye X
10



tizerinde bir i¢ ¢arpim, (X,(-,-)X) ikilisine de i¢ carpim uzayr (veya on Hilbert
uzayr) denir.

Hi) vxe X igin (x,x), >0 ve (x,x), =0 x=6,;

Hz2) VX,ye X igin (X, y)x :(y, X)X ( kompleks eslenik);
H3) Vx,ye X ve aeK igin (ax,y), =a(xY),;
Ha) vX,y,2€ X igin (x+Y,2), =(x,2), +(y.2), -

K =0 durumunda, her x,y e X igin (x,y), =(y,x), esitligi dogrudur. Ayrica H

ve Hs ifadelerinden her x,y,ze X ve her o, €K igin
a) (ax+py,2), =a(xz), +B(Y.2),;
b) (x,ay), =a(x¥),;
) (x,ay+pz), =5(x, y), +,E’(x,z)X
esitliklerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

Ornek 22: f,geC ([a, b], K) fonksiyonlari igin

(f.9)=[ f(t)g(t)t
tanimiyla C([a,b],K) bir i¢ ¢arpim uzayidir.
Gergekten:
(H,) vf eC([ab];K) igin
(f.5)=[ () F (o= []f (0 de =0,
eger (f,1)=[ ()T (tt=[|f () dt=0 = f=0;

(H,) vf,geC([ab];K) igin

11



(f.0)=]" T ()9 (k=] (D) (1)t

=[Tg(t) f(tpt=(g.);

(Hs) vf EC([a,b];K) ve igin

af g Iaf t)dt—aJ. t)dt— ( )

(H,) vf,g,heC([ab];K) isin
(f+h,9)=['(F () +h(®) g0t =['(f ©)a(O+h(®)g Ot
= [ f(1)g(tt+ () g (Dt =(7,9)+(h.0)
Tamm 23: (x,(.,.)X ) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve X< X olsun.
i = (30

seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup, bu norma i¢ ¢arpimin

tirettigi norm denir.

Tamim 24: Bir (X ,(., .)X ) i¢c carpim uzayl, i¢ ¢carpimin {irettigi norma gore tam ise,
yani (X,(-, ')x ) icindeki her Cauchy dizisi i¢ carpimin {rettigi norma gore
yakinsaksa, bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: denir.

Ornek 25: |, (D ) (1, (D )) bir Hilbert uzayidir (Hunter ve Nachtergaele, 2000).

Tamm 26: L,(H, (a,b)), a,b € R lineer uzayinda

IANZ, .oy + 1F N o cayy < @

kosulunu saglayan f:[a,b] = H vektor fonksiyonlarin olusturdugu aile
W3 (H,(a,b)) ile gosterilir. Bu durumda W;(H,(a,b)) lineer uzayi
(f! g)Wzl(H,(a,b)) = (fﬁ g)LZ(H,(a,b)) + (f,’ g,)LZ(H,(a,b))v fl g € W21 (Hr (a, b)) 19

carpimi ile bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya Sobolev uzay1 da denir. Ayrica

12



0 1

W, (H.(ah))={f eW,(H,(a,b)): f(a) = f (b) =0}
seklinde tanimlanir.

Tamm 27: B bir Banach uzay1 ve | <[] bir aralik olsun. f : 1 — B  seklindeki

fonksiyonlara vektor-fonksiyonlar denir.

Tamm 28: Bir f (t) vektdr-fonksiyonu, t, € | noktasinda, eger

lim| f (t)— f (t,)|=0

>ty

ise, f(t) vektor-fonksiyonuna t, € I noktasinda siireklidir denir. Diger taraftan, |

araliginin her bir noktasinda siirekli olan f(t) vektor-fonksiyonuna 1 araligi

uzerinde siireklidir denir.

Tamm 29: f | — B bir vektdr-fonksiyonu t, e I noktasi igin

"m|fﬁ0+AQ—f(%)

" o 2 15

olacak seklinde bir yeB vektorii mevcutsa, f(t) vektor-fonksiyonuna t e |
noktasinda diferensiyellenebilir denir. Buradaki y € B vektoriine de f(t) vektor-

fonksiyonunun t, € | noktasindaki tirevi adi verilir.

Eger f(t) vektor-fonksiyonu I araligmmn her bir noktasinda

diferensiyellenebilir ise, 0 zaman bu f (t)’ye I arahig: iizerinde diferensiyellenebilir

denir.

Tamm 30: H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun.
¢ 2
[l ()], dt<+e0

kosulunu saglayan f:[a,b] - H giglii olgiilebilir vektor-fonksiyonlarinin lineer

vektor uzay1 L, (H (a, b)) ile gosterilir. Bu uzay

13



(f’g)Lz(H,(a,b)) ::_T(f (t)’g(t))H dt’ f’g € LZ(H’(a’b))

i¢ carpimin dogurdugu norm ile bir Hilbert uzayidir.
Tamm 31: H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun. L, (H (a, b)) Hilbert uzayinda

2
m

d“f(t)
kzz(; dt*

<+, fe LZ(H,(a,b))
Lo(H (ab))

kosulunu saglayan f:[a,b] >H, vektor-fonksiyonlarimin olusturdugu kiime

o m

WZ’“(H,(a,b)) ile gosterilir. \\/ , (H.(a,b)) ise, m -yinci mertebeye kadar a ve b
noktalarinda sifir olan WZ’”(H,(a,b)) fonksiyonlarin uzay1 olarak gosterilir.

A (H (a, b)) uzayl

(f.9), i[ )’d dgi( )JLZ(H-(avb))

k=0

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.
2.4. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikleri

Tanmm 32: X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. A:D(A)c X —Y olan her

doniistime operator ad1 verilir. Bu durumda
D(A):={xe X: Ax tanumli } = X kiimesine A operatSriiniin tanim kiimesi,
R(A)=AD(A)= {y =AX: Xe D(A)} cY kiimesine ise A operatdriiniin
deger kiimesi,

Ker A={xeX:Ax=0}c X kiimesine ise A operatoriiniin sifir kiimesi
veya ¢ekirdegi denir.
Tammm 33: X ve Y aym bir K cismi iizerinde iki lineer uzay, D(A), X ’de bir
lineer manifold ve A:D(A)c X —Y bir operator olsun. Eger her x,y € D(A) ve

her a, f € K i¢in

14



A(ax+ By)=aA(x)+ BA(Y)
ise, A operatdriine X iizerinde bir lineer operator denir.
Ornek 34: X =Y =L,(0,1) ve A:L,(0,1) > L,(0,1), Au=u'(t),
D(A)={uel,(01):u" L, (0,1)} =W, (0,)
ise, A bir lineer operatordiir.
Gergekten, her u,veW, (0,1) ve her a,f € K i¢in
au+ pveWw, (0,1)

olup

14

(eu) (t)+(AY)

=au'(t)+ BV (t) = aAu+ SAv,

A(au+pv)=(au+ pv) (t)

(t)

yani A bir lineer operatordiir.

Ornek 35: A: C[a, b] —>C[a,b], Af (t) =f (a)+1, f eC[a,b] seklinde tanimlanan

operatdr lineer degildir.

Gergekten, f,geClab], f(t)=g(t)=1ve a=g=1i¢in f+geC[a,b] olup
A(f+g)(t)=(f+g)(a)+1=f(a)+g(a)+1=1+1+1=3

ve
Af (t)+Ag(t)=(f(a)+1)+(g(a)+1)=1+1+1+1=4

olup A(f+g)(t)= Af (t)+Ag(t)oldugundan A operatdrii lineer degildir.

Tammm 36: X ve Y iki normlu uzaylar, D(A), X ’de bir lineer manifold ve

A:D(A)c X =Y bir operatdr ve x, € D(A) olsun. Eger

Ve>0 igin 35>0: [x—x| <& olan Vxe D(A) igin |Ax—Ax| <&

15



ise, A operatdrii X=X, noktasinda sireklidir denir. A operatorii her x e D(A)

noktasinda siirekli ise, operatore siirekli operatér denir.

Tammm 37: X ve Y iki normlu uzay ve A: X —Y lineer bir operator olsun. Eger

her x e X igin

[Axly <clx],

olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayisi varsa A operatoriine sinirli operator denir.

Teorem 38: X ve Y iki normlu uzay, A:X —Y lineer operatdriiniin siirl

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul siirekli olmasidir.

Ornek 39: X =Y =L,(a,b) ve k(t,s) fonksiyonu D=[a,b] x [a,b], (a,bell)
karesel bolgesi tizerinde kompleks degerli siirekli bir fonksiyon olmak {izere

K:L(ab)—>L,(ab), Kf (t):zjik(t,s) f(s)ds

a

operatorii lineer sinirlt bir operatordiir. Gergekten K operatoriiniin lineer oldugu acik

olup smirli oldugunu gdsterelim. Her fel,(ab) icin Cauchy-Schwarz

esitsizliginden

i ‘k“'S)f(s)\dSSﬁ \k(t,s»zdj [f f <s>rdj

a a a

olup

b /b 2 bb
Ky = ) 1 0 a1 e s

b b %
oldugu ve buradan f €L,(a,b) icin |Kf || [I“k (t,s) | dsdt] |f|| esitsizligi elde
edilir. Dolayisiyla K : L, (a,b) — L, (a,b) operatériiniin smirl oldugu goriiliir.
Ornek 40: X =Y =1,(0,1), A:L,(0,1)—> L,(0,1), Af =, f eL,(0,1) ve

D(A)={f eL,(0,1): f'eL,(0,1)}
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seklinde tanimlanan lineer operatdr sinirli degildir.

Gergekten, N=1,2,... i¢in (pn( ) e™ olsun. ||(0n||—1 ama

|A2,][=nle,[=n— <,
olup, A operatorii sinirli degildir.

Tamim 41: X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y smurli lineer bir operatdr olsun. Bu
durumda ||A|| == inf{M:M > 0 ve her x € X icin ||Ax||ly < M||x||x} sayisina A

operatoriiniin normu adr verilir.
Teorem 42: X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y siirl lineer bir operator olsun. Bu

takdirde A operatoriiniin normu i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

A
1) ||A]l = sup {% xX€EX ve x # HX};

(2) Al == sup{||lAx]|ly: x € X ve ||x||x < 1};
(3) lIAll := sup{llAx|ly: x € X ve |lx|lx < 1};
4) lAll = sup{llAx|ly: x € X ve ||x|[y = 1}.

1
Ornek 43:A:L,(0,1) >, Af (t)::jf(t)dt, f eL,(0,1) lineer fonksiyoneli
0

siurli bir operator olup ||A|| =1"dr.

Gergekten, her f eL,(0,1) i¢in

|Af|2:if t :Hf t)dt dx
Si[i‘f(t)‘dt}zdx:@‘f(t)‘dth@fdtJ[;{ t)f dtj 11 0
Olup
af|<]f].

Buradan ||A|| <1 oldugu bulunur. Eger f.(t)=1eL,(0,1) olarak alirsak
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|Af| =1=1.|f.

[ L,(01)

olup ||A|=1 elde edilir.

Tamim 44: X ve Y iki Banach uzayi olmak iizere Z:=X @Y olsun. A: X Y

lineer operatorii igin,
Gr(A)={(x,Ax):xeD(A)}cZ=X®Y
alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.

Tanim 45: A: X —Y lineer operatériiniin grafigi Gr(A), Z =X @Y de kapali ise

A operatOriine kapali operatér denir.

A: X =Y operatoriiniin grafiginin kapali olmasi
(%,)=D(A), lim{x,,Ax }={x vy}

kosullarindan x € D(A) ve y = Ax denklemini saglamas1 demektir.

{x,y}eX®Y icin H{X, y}Hi@Y =||X||i +||y||i seklinde oldugundan

A: X =Y lineer operatoriiniin kapali olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

Xx. ) D(A) i¢in limx =X ve lim =Y ise,
(%)= D(A) igin limx, lim Ax, =y i

xe D(A) ve y=Ax
olmasidir.
Ornek 46: A:L,[0,1] > L,[0,1], Af = f',
D(A)={f eL,[01]: f e AC, f'eL,[0,1], f (0)=0}
seklinde tanimlanan A operator kapalidir.

Gergekten, n=1,2,... i¢in f, (t) =t" olsun, bu durumda

1 <1
2n+1

1
(i ||i2[0,1] - Itzndt -
0

ve
18



n2
2n-1

2
Lol

|Af, |

1
| :Inztz”‘zdt - S o
0

olup A operatorii sinirsizdir. Simdi A operat6riiniin kapali oldugunu gosterelim. Bunu

gostermek i¢in, ilk once KerA= {0} ve ImA=L, [O,l] oldugunu not edelim.
1

ge LZ[O,l] icin f (t) =Ig(s)ds alalim. Buradan f € D(A) ve Af =g dir.
0

geL,[0,1] i¢in Ag = f seklinde tanimlanr.

. 1 1 ) 2
(%) 0] [ote)os<( oo e <l
0 0
olup A siirlt lineer operatérdiir. Buradan

1 1
|aqlf = [|(a%g) ()] dt<[|gff dt=]al} ,,
0 0

olup HA‘lusl’dlr.
f,eD(A) icin f, > f ve Af, >hel,[0,]

icin f =A™, Af,=A’h olarak alindiginda f=A"heD(A)veAf =h olup,
dolayisiyla A operatorii kapalidir.

Tamim 47: A: X —Y operatriiniin D(A)c D(Z\) ve her x e D(A) igin AX = AX

olacak sekilde bir kapali A operatdrii varsa, A’ya kapanabilir operator ve A

operatériine A ’nin kapanist denir.
Ornek 48: T :C[O,l] c LZ[O,l] - LQ[O,l], Tf = xf (l),

seklinde tanimlanan operatdr kapali degil ve kapanis1 yoktur.

Gergekten, C[0,1]=L,[0,1] olup
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(1, (x)—2u(x), (f,).(h)=c[o.],

n—o0o

ama f (1) =1 h, (1) =0, n=12,... seklinde tanimlansin. O halde Tf =X, Th, =0
oldugundan durum agiktir.
Tammm 49: H bir Hilbert uzayr, A:D(A)cH —>H bir lineer operatér ve

D(A) = H olsun. Bu durumda
D(A"):={y e H :vxeD(A) igin bir z e H vardir, dyleki (AX, ), =(X,2),}

olmak iizere A :D(A)cH —>H, Ay:=z seklinde tanimlanan operatore A

operatoriiniin eslenik (adjoint) operatérii denir.

Ornek 50: H=/,(0), T.:0,(0)—>/(,(0), (c,)el (0) ve T.(x)=(c,x,)

seklinde tanimlanan operatdriiniin adjointini bulalim.

Bu halde (x,).(Y,)e/,(0) ve o, K ic¢in a(x,)+B(Y,)e,(0) olup
To (@ (%) +B(¥a)) = (c0 (@ (%) + B(¥a))) = (cs (@ (%)) + . (B(¥,)))

=a(c,x,)+B(c,y,)=aT,(x,)+ AT (Y,)

bagmtisindan T, operatdriiniin lineerligi agiktir. Her (x,) e/, (7))

1 1
o, =S | <e( | el el <o=
n=1 n=1 n=1

olup T, e B(EZ(D )) oldugu agiktir. O halde T, adjoint operatérii var olup her

x=(x,), y=(y,)el,(0) i¢in

(TxY), =YX Yo = %[0, ) =(xT.Y),
n=1 n=1
ve
Ty=(cY) y=(v)et,(0)

olup T, =T..
20



Ornek 51: A:L,(0,1) > L, (0,1), Af := f',
D(A):={f eL,(0,1): f eAC(0,1), f'eL,(0,1) ve f (0) = f (1) =0}
olsun. Bu halde
C; (0.1)=D(4)

olup

H=C;(0,0)c D(A)c L, (0,1).

Buradan

D(A)=L,(0.1)
oldugu agiktir. Simdi

Ag=-g, D(A)={geL,(0,1)nAC(0,1):¢'eL,(0,1)}
oldugu gsterilsin.

geD( *) ve Ag=h olsun. O halde her feD(A) igin

l —

(Af,9)_ if g(tyt=(f Ag) =] f(t)h(tyt.

0

Ayrica f € D(A) oldugundan f(0)=f(1)=0 olup

:—:[(H(t)+c)f’(t)dt, H(t)ziﬁ)ds
Yukaridakilerden
oi( )+c) f'(t)dt, f eD(A).
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t —_—
Eger f,(t):= J-(d (s)+H(s)+c, )ds (c, sayist fi(1)=0 bagntisindan bulunur) ise,
0

f, € D(A), sonuncu bagintida f yerine f; alarak

1

0=ﬂWt)+H (t)+c,

0

2
dt

sonucuna ulasilir. Burada

t
~[h(s)ds—c,, ge AC(0,1) veg'=-heL,(0.1).

0

«©
—~—~
—
~—
I
|
I
~—~
—
~—~—"
[
(@]
o
I

Boylece g € D(A*) igin

(Af,9)_ =(f,—g’):(f,A*g) veA'g=-g'.
Tamim 52: H bir Hilbert uzayr, A:D(A)cH — H bir lineer operatér ve A", A
operatoriiniin adjoint operatorii olsun.

Eger D(A)c D(A*) ve her f e D(A) igin Af = A"f, yani

vf,geD(A) icin (Af,g), =(f,Ag),

ise, Aoperatoriine simetrik operatér denir ve Ac A" sembolilyle gosterilir.
Eger D(A)= D(A*) ve her f e D(A) igin Af =A'f ise, A operatoriine
oz-eslenik operator denir.

Eger H Hilbert uzayinda lineer kapali bir A operatdrii i¢in
a) D(A)=D(A") ve

b) Her f € D(A) i¢in ||Af ||H =|A"f

H

ise, A’ya H ’da formal normal operator ad1 verilir.

Eger A, H Hilbert uzaymnda formal normal ve D(A):D(A*) ise, A

operatdriine H ’da normal operator denir.
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Eger her f e H ig¢in AA"f = A"Af = f ise, A operatOriine iiniter operator

denir.

Ornek 53:
H=10,(0), (c,)el, (0),A0,(0)—>20,(0), A(x,)=(c,X, )

X= (Xn) el, (I] ) seklinde tanimlanan A operatdriiniin eslenigini bulalim.

A operatriiniin lineer oldugu agiktir. Ayrica her (x,)e/,(0) igin

1
I, =[ 3 |j o[ S F | el ex-supl)

—00

oldugundan AeB(¢,(D)). Her x=(x,), y=(y,)&/,(J) igin

(Axy :ZCanyn Z n(_ny“)

N=—c0

oldugundan
A*(yn):(ayn), y,€l,(0)
eslenik operatorii bulunur. Buradan
A= A" olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her nel] iginc, = a

Ornek 54: A:D(A)cL,[0,1] > L,[01], Au:=u'(t)+au(t), ael,

D(A):={ueL,[0,]]nAC[0,1]:u(1)=u(0), u'(t)eL,[0,.1]}
seklinde tanimlanan operatdr bir normal operatordiir.

Gergekten, bu durumda

Av=—v'(t)+av(t),

D(A")={v(t)e L,[0.1]nAC[0,1]:v(1)=v(0), v'(t) e L, [0,1]}
olup (Ismailov, 2006),

D(A)=D(A’)
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ve her u(t) e L,[0,1] igin

4], = A

L,[0.1]

u’'+aul| =|-u'+au|

L,[01] L,[01] :‘ L[oa]’
yani A normaldir.
Ornek 55: A:L,(0,1) > L,(0,1), a(t)eL,(0,1), Af (t)=a(t) f (t),

fel, (0,1) seklinde tanimlanan operator lineer sinirli olup

AA'f (t)=a(t)a (t)f (t)=f (1),
AAf (t)=a'(t)a(t) f(t)=f(t), f eL,(0,)

olmasi i¢in, yani A ’nin bir iiniter operator olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

la(t)|=1, te[0,1]
olmasidir.

Tammm 56: H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) € H — H bir lineer 6z-eslenik operator

olsun. Eger her f € D(A) igin
(Af,f), >0

ise, A operatoriine pozitif operator denir ve  A>0 semboliiyle gosterilir. Eger A

ozitif operatorii i¢cin B? = A olacak sekilde bir B pozitif lineer operatorii varsa, B
p P p P

operatoriine A ’nin karekokii denir ve B = JA veya B = AY? seklinde gosterilir.

Teorem 57: H Hilbert uzayinda tanimli her pozitif operatoriin bir pozitif karekokii

mevcut ve bu karekok operatorii bir tektir.

Tamim 58: H bir Hilbert uzay1 ve A: D(A) c H — H bir lineer operator olsun.
p(A)={2el :(A-2E)" e B(X)|

kompleks sayilar kiimesine A operatdriiniin rezolvent kiimesi denir.
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Aep(A) olmak iizere R(4;A) 2:(A—/1E)_1 operatdriine A operatoriiniin
rezolvent operatorii (Veya ¢oziicii operatdrii) adi verilir.
Tammm 59: H bir Hilbert uzayr olsun. [J\»(A) kiimesine A operatSriiniin
spektrumu denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi o (A) ile gosterilir.
Tanim 60:
o,(A):={Ael :(A-AE) operatdrii bire bir degil}
kiimesine A operatoriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger 4, e o, (A) ise,
(A= 4E)x, =0

denkleminin x, =0 ¢oziimii vardir. Buradaki 4,’a A operatoriiniin 6zdegeri, x,” a

Ise 4, auygun bir ézvektorii denir.
Tanim 61:
o.(A)=={2 el :(A-AE) bire bir, R(A-2E) = H, fakat R(A—2E)=H|
kiimesine A operatdriiniin stirekli spektrumu denir.
Tanim 62:
o, (A)={2 el :(A-AE) bire bir, R(A-AE) # H
kiimesine A operatdriiniin kalan spektrumu denir.
o,(A), o.(A) ve o, (A) kiimeleri ayriktir. Ayrica spektrumun tanimindan
o(A)=0c,(A)uc, (A)uo, (A)
oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 63: Eger A lineer operatdrii bir sonlu boyutlu X lineer uzaymda taniml

olsun. Bu takdirde

(A)=0 ve o, (A)=2.

O

Teorem 64: Eger A lineer normal bir operatér ise, o, (A)=.
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Tamm 65: A, bir H Hilbert uzayinda lineer operatér ve A€o, (A) olsun. Bu A4
ozdegerine karsilik gelen Ozvektorlerinin irettigi lineer alt uzay H,(A) ile
gosterilir.

Ornek 66: X :(C[O,l],”-”w) olmak iizere, A:X — X, Ax=tx(t) operatdriinii goz

Ontine alalim. AX =1tx (t) operatorii i¢in R(/i; A) = (A—ﬂ,E)f1 > 1 bulalim.

tx(t)-Ax(t) = y(t)
olup, X(t) ¢cOziimii her te [0,1] icin yukaridaki esitligi saglayan bir fonksiyondur.
Eger Aell \[0,1] (/1 <0 veya 4 >1) ise, yukaridaki denkleminin her ye X i¢in

[0,1] uzerinde suirekli tek

x(t):t_%y(t), tef0,]

¢Oziimi vardir. Bu nedenle p(A) =[] \[0,1] ve her 1e p(A) i¢in

R(4; A)=%y(t), tef0,1]

olur. Simdi Ae [0,1] sayisinin - A operatoriiniin  spektrumuna dahil oldugunu
gorelim.
A, € [0,1] ve y(t) € C[O,l] fonksiyonu y(ﬂo) =a#0 kosulunu saglayan herhangi

bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon i¢in

esitligi hicbir X(t) eC [0,1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢iinkii t = A, noktasinda sol
tarafi sifir, sag tarafi ise sifirdan farklidir. Dolayis: ile 4 =4, oldugundan yukarida
verilen denklemin bazi y(t)eC[O,l] fonksiyonlar1 i¢in ¢oziimii yoktur. Bu ise

A€o (A) olmasi demektir. Ayrica o(A)’nmn higbir noktast A operatoriiniin 6z

degeri olamaz, ¢iinkii
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(t—=2)x(t)=0, 2€[0,1]

denkleminin ¢dziimii her t # A, i¢in X(t) nin siireksizligine gore t =1 noktasinda 0

olur.

Boylece o, (A) = [0,1] ve o, =9 oldugu bulunur.
Ornek 67: A:L,(0,1) > L,(0,1), i =1,2,3,4 operatorii igin
ol
(1) Au:=u'+au, D(A)=W:(0,1), a € R;

{uew;(0,2):u(0)=0},a € R;

(2) Au=u"+au, D(A)

(3) Au=u'+au, D(A)={ueW,(01):u(0)=u(l)},a e R;
(4) Au:=u'+au, D(A,)=W, (01), aell;

operatdrlerinin spektrumlarint bulalim:

Céziim: (1) A<l igin R(A —AE) Le® " oldugunu gosterelim.

0

Gergekten, her u(t) eW, (0,1) igin

(u’ +au—au,e® ! ) - (u’, pla=2)

L,(01)

)Lz(o,l)

oldugundan her A<l iginR(A -AE) Le®™" ve buradan R(A—AE)Le"")
bulunur. Bagka bir ifadeyle, R(A —AE)=L,(0,1).
Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gore

o(A)=0,(A)=I.
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(2) Au=u'+au, A:L,(0,1) >L,(0,1), D(A,)={ueW,(0,1):u(0)=0}.
Bu durumda A el igin
u+au=Au+f, f el (01)

denkleminin genel ¢oziimii

t
u(t)=ce" " + Ie’(a’ﬂ)(t’s) f(s)ds

0

seklinde olup u(0) =0 siur deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her 1el] ve

her f e LZ(O,l) i¢in
(A,-A)u=f

denkleminin

e ) (5)ds W, (0,2)

u(t)=

[ ——

seklinde bir tek ¢oziimii vardir, yani her A [l i¢in

(A-4)"eB(L(01).
Baska bir ifadeyle
o(A)=2. p(A)=0 .
(3) Aell icin
Au=u'+au=4u, ueD(A)
denkleminin ¢6ziim kiimesi

u,(t)=ce ™™, cel, 0<t<1

seklindedir. Ayrica u, eW, (0,1) olup u (O) =Uu (l) siir degerlerini kullanirsak,

c=ce ®%

elde edilir. Buradan
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c(l— e’(a’”) =0

(a—2)

olup, c#0 i¢in 1=¢" ’dir. Buradan ise,

A—a=2krxi, kell
elde edilir. Sonuncu ve noktasal spektrumunun tanimindan

O'p(Aj)z{a+2k7zi:keD}.

Diger taraftan A, :D(A,)<L,(0,1)—>L,(0,1) operatérii normal oldugundan bu

operatoriin kalan spektrumu

a,(As):Q.

A# A =a+2kni, kell alalim.

Au=Au+f,u (t), f (t) el, (0,1) denkleminin ¢6ziim kiimesi

t
u(t)=ce ™' + J' e N f (s)ds, cell (2.4.1)

0

elde edilir. u(0)=u(1) sinr degerleri kullanilirsa,

c= (1 — gl )71 j'e(“)(“) f(s)ds

0

olup (2.4.1) denkleminden,
1
R, f(t =(1 e ) 1Ie Nwts) ds+J.e‘ £ (s)ds, fel,(0,1).
0

Yani

A-a)

t
3 je“‘a“ U ( ds+
0

1+l g+
R, f (t) - 1

1
J' )(t=s)
t
sonucuna ulasilir.

Simdi R, f (t)eB(L,(0,1)) oldugunu gésterelim.
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1+e” o)) e (3-a)t
IR, (t || jl e“j f(s)ds+m_t[e f(s)ds
L1+ e* (A-a)(t=s) i (=) (1-a)(t=s)
SZ![l—e“""){ f(s)ds +1 e(“a)-!‘ f(s)ds
fl1+e 2 (1-a)(t-s) i e
<2!{1e(“) ﬂ f(s)‘ds g |

2 1 2
— [”e“‘a)(t‘s)f (s)‘ds} +
) -

Cauchy-Schwarz-Bunyokowski esitsizliginden,

2

olup,
1
(2-a) |? (i-a) |2 )2 ( .24
¢, = 21+e +2| e | e -1
1-e | j1—e*? 2|1-4
olarak secildiginde

[R.f ()] <c.[[f (1)
elde edilir. Boylece eger A # 4, kel ise, 1€ p(A).

Sonug olarak

O'(As)z{a+2k7ri:keD}.
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(4)Her A€l icin Au=u"+au=Au, u eW21(O,l) denkleminin ¢6ziim kiimesi
u(t)=ce"™
seklinde olup her A €[] igin
Au=A4u

denkleminin u=0, ueW, (0,1) seklinde ¢dziimii vardir. Sonuncu ve noktasal

spektrumunun tanimina gore

o(A)=0,(A)=U.

Tanmm  68: A, bir H Hilbert uzayinda lineer operator ve
n+=dimH_i(A*), n_=dimHi(A*) olsun. (n,,n_) saylarma A operatdriiniin

defekt sayilar: denir.
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3. YAPILAN CALISMALAR

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma, Yuli Eidelman, Vitali Milman ve
Antonis Tsolomitis’in, 2004 yilinda American Mathematical Society tarafindan,
Graduate Studies in Mathematics 66’nin eseri olan “Functional Analysis: An
Introduction” isimli eseri temel kaynak olarak alinmistir. Literatiirde, ‘“Hilbert
Uzayinda Smirsiz Oz-Eslenik ve Simetrik Operatdrler” konusu bir¢cok yabanci
kaynaklarda bulunmaktadir. Fakat dilimizde yazilmis bu alanda ¢ok az eser
bulunmaktadir. Dolayisiyla, bu tez Tiirk¢e bir kaynak olarak, sinirsiz operatorler
alaninda kendi dilimizde yazilmis bir eser olacaktir. Yukarida da temel kaynak
olarak aldigimiz bu eser, iinlii bilim insanlar1 ve yayinevi tarafindan basilmis olup,
tezdeki bilimsel hatalar1 en aza indirtir. Simdi “Hilbert Uzayinda Bir Simetrik
Operatoriin - Simetrik, Oz-Eslenik Genislemeleri ve Spektral Yapisi” konusunu

ornekleriyle, ayrintili bir bigcimde incelemeye baslayalim.

3.1. H Hilbert Uzayinda Simirsiz Oz-Eslenik ve Simetrik Operatorler
3.1.1. Temel Gosterimler ve Ornekler

A, bir H Hilbert uzaymin dom A altkiimesi iizerinde tanimli bir doniisim olsun.
Burada “dom A” A’nin tamim kiimesini gostermektedir. Burada (4, dom A) ciftine
bir operatér adi verilir. Biz burada dom A = H olarak kabul edecegiz ve A’nin tanim

kiimesi olarak dom A yerine D, sembolii ile gosterecegiz.
Kabul edelim ki, her x € D, i¢in
(Ax,y) = (x,y") (3.1)

olacak sekilde, verilmis bir y € H i¢in bir y* € H var olsun. Ilk bastaki D, = H
kabuliimiiz sayesinde, eger bir y* € H var ise bu y*’in tek oldugunu garantilemis
oluruz. Yani, eger her x € D, i¢in (Ax,y) = (x,y;) ve (Ax,y) = (x,y,) olacak

sekilde y;, v, € H varsa bu durumda y; = y;. Gergekten, her x € Dy igin
(Ax,y) = (x,y1) = (%, y3) = (x,y1) —(xy2) =0
= (6yi —y3) =0
= y1-y2=0

=y =Yz
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Eger y* (3.1) tarafindan tek tiirlii tanimli ise, bu durumda D,, H uzayinda yogun
olmak zorundadir. Aksi takdirde y* #0 ve y* L D, alinir ve buradan y =0
elemanina karsilik sadece sifir eleman1 alinir. Boylece A* dual operatoriiniin D 4+
tanim kiimesi tanimlanir. Yani y* var eden tiim y ile y* = A™y formiiliiyle verilen A*
operatdriinii iceren kiime demektir. Sonu¢ olarak, D, = H olan keyfi bir A lineer

operatorii i¢in A* dual operatorii tanimlanabilir.
A" dual operatoriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

I. A" bir kapali operatordiir: Eger y, =y, yp = y* ve her x € D, i¢in
(Ax,y,) = (x,yn) ise, (Ax,y) = (x,y*) olurkibuday € Dy- ve A"y = y*
anlamina gelir.

il.  Eger Dy, € Dy, ve her x € Dy, igin A,x = A;x ise, 0 zaman A; € A, dir
diyebiliriz. Bagka bir ifadeyle Dy, lizerinde A, nin kisitlanist A;: A, |p 4 =
A, dir. Ayrica A; € A, ise A7 2 A} oldugu agiktir.

iii.  Kabul edelim ki A operatorii kapanabilir olsun, yani A’nin grafiginin
kapanis1 A operatdriiniin bir grafigidir. Simdi A* = A* ve eger (4*)* var
ise, yani D,+, H uzayinda yogun ise, bu durumda A € A** olduklarim
gosterelim. Gercekten, A € A oldugundan A* € A*. y € D+ alalm. x €
Di, X, > x, x, €D, ve Ax, > z=Ax olsun. (Ax,,y) = {(x,,y")
esitliginden limit alirsak, (Ax,y) = (x,y*) elde ederiz, ki bu da y € A*
oldugu anlamina gelir. Sonra y € Dy« ve x € Dz igin

(Ax,y) = (x,A"y) veya (A"y, x) = (y, Ax)
yazabiliriz. Bu ise x € D+ ve A**x = Ax oldugunu gosterir.

Eger D, = H ve her x,y € D, igin
(Ax,y) = (x, Ay) (3.2)
ise A operatorii simetriktir denir, ayrica A € A”.

Keyfi B 2 A simetrik operatorii i¢in B € A* oldugu agiktir. Ciinkii B € B* €
A*. Boylece, bir A simetrik operatoriiniin tim B simetrik genislemeleri A ve A*

arasindadir, yani A € B € A*. Eger A = A" ise A’ya bir oz-eslenik operatér denir.
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Eger ImA=E # H ise, kerA* # 0 oldugu gorilir (bu ise 0’'m A”

operatoriiniin bir 6zdegeri oldugu anlamina gelir). Gergekten, (Ax,y) = (x, A*y) ve

y L E islemleri A*y = 0 anlammna gelmektedir. Ustelik

(Im A)* = ker A* (3.3

sonucuna da variriz.

Eger D, = H olmak tizere A bir simetrik operatdr ise, bu durumda A simirh

bir operatordiir.

(i)

Genel teoriyi genisletmeye devam etmeden 6nce birkag¢ drnek verelim.
Ornekler:
A operatorii L,[0,1] uzayinda

D, = {x € L,[0,1]: x € C1[0,1],x(0) = x(1) = 0}
tanim kiimesiyle, Ax = i% seklinde tanimlanan bir operator olsun. Keyfi x €
Dy vey € Dy« igin

(Ax,y) = G0y = [} 2@y @t = f3 x@) (f; 77 @dr) de

= (x(®) [; ¥ @dr) Iieo — [, 2'(®) [y y @ dr dt

= J, (@x)(® (fy(~y)(@dr) dt

= (Ax,y)
elde edilir. Burada ¥ = —ifoty*(r)dr. Boylece keyfi x € D, icin (Ax,y —
7y =0, yani y=9 € (mA)?t elde edilir. L,[0,1] =
span{cos nmx}y_,Dspan{1}, cosnmx € ImAve 1 1L Im A igin (Im A)* =
span{1} bulunur. Béylece c sabit olmak lizere y —y = ¢, yani y(t) =
—i foty*(r)dr + c. Dolayisiyla y(t) mutlak siirekli, y' = —iy* € L,[0,1] ve
tstelik y* = A"y = iy’ elde edilir. Tersine, eger y(t) mutlak siirekli ve y’' €

L,[0,1] ise, 0 zaman keyfi x € D, igin

(Ax,y) = [ ((x)Oy®dt = [, xOry' D dt = (x,y")
bulunur, burada y* = iy’. Boylece

Dy = {y:y mutlak sturekli,y' € L,[0,1]} ve A"y = iy’.
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(ii)

olup, A € A*; yani A simetrik ve kapali degildir. Clinkii A’nin tanim kiimesi

L,[0,1] uzayinda yogun degildir. Fakat A operatorii
Dy, = {x:x mutlak sirekli, x" € L,[0,1],x(0) = x(1) = 0} ve A;x = ix’
seklinde tanimlanirsa A; = A olacak sekilde bir kapanisa sahiptir.

A,, H = L,[0,1] uzay1 iizerinde taniml1 bir operatdr ve A,x = i% seklinde
tanimlansin, fakat simdi

Dy, = {x € H:x mutlak siirekli,x" € L,[0,1],x(0) = x(1)}

seklinde alinsin. A, operatoriiniin simetrikligi kolayca gosterilebilir. Burada

A; 2 A; ve dolayisiyla A7 2 A;. Bu nedenle, her y € D,y mutlak siirekli,

y' € L,[0,1] ve y* = A3y = iy'. Boylece keyfi x € Dy, Ve y € Dy; igin
* 1.[d —
(,y") = (A, y) = f, 1| Zx(®] y©Oat

= i(x(VY(D - x(0Y(®) + [, x(OW (O)dt

elde edilir. Simdi y(0) = y(1) oldugunu gosterelim. Eger aksi varsayilirsa,
L,[0,1] uzayinda bir x,, dizisi almsin 6yleki x,, € Dy,, x,,(0) = x,,(1) = 1 ve
X, = 0. Buradan (x,,y*) =0, (x,,iy') = 0 ve dolayisiyla (4,x,,y) -
i(y(1) — y(0)) # 0 elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir, bylece y(0) = y(1) ve

A, = A,, yani A, operatorii 6z-esleniktir.

(i) ve (ii) orneklerine geri donecek olursak, A* ve A5 operatdrlerinin

ozfonksiyon ve 6zdegerlerini hesaplayalim. (i) 6rneginde, A*x = ix’ ve bagka

sart yok. ix’ = Ax alalim. Buradan x = ezt/ i ve her A € C igin bir trivialden
farkli  ¢oziim  vardir.  Ustelik  dimker(A*—A)=1 ve bu
codim Im (A — AI) = 1 anlamma gelir. Bu codim’e A operatériiniin defekt
sayilar1 denir. ImA > 0 olan tim A ve Im A < 0 olan aym1 A’lar i¢in ayni
sayilarin (simetrik operatorler i¢in) oldugu gosterilebilir. Fakat her iki durum
icin gerekli degildir. Boylece, bu 6rnek (1,1) defekt sayilara sahiptir. Ayrica
A operatoriiniin hi¢ 6zdegeri yoktur, ¢iinkii ix’ = Ax denkleminin trivial

olmayan ¢6ziimii x(0) = x(1) = 0 sartlarin1 saglamaz.
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(iii)

(iv)

Simdi (ii) 6rneginde, A5 = A, ve x(0) = x(1) alinsin. Bu 1 = eive 2=
2nn, n=0,%1,%2,... verir. Boylece ImA > 0 veya ImA < 0 igin ¢Oziim

yoktur ve bu 6rnegin defekt sayilar (0,0) seklindedir.

L,[0, ) uzayinda,

D, = {x € L,: x diizgiin ve bir sonlu destege sahip,x(0) =0}

tanim kiimesiyle, Ax = ix’ operatoriinii goz Oniine alalim. (i) ornegindeki
gibi hesaplama yapilirsa

(Ax,y) = (x,y") = [, 2Oy (©O)dt = [ (ix)(O)F(Ddt = (Ax, F)
burada y = —ifoty*(r)dr alinir. Keyfi b >0 ve x €Dy, x(t) =0, t=>b
i¢in

(Ax,y) = [ x(©)y (©)dt = [ (ix")(O)F@)dt
elde edilir. (i)’den, 0<t<b igin c¢; sabit olmak iizere y(t) =
—if Ot y*(7)dt + ¢; oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla y mutlak siirekli ve
y' = —iy* € L,[0,). Aksine, eger y(t) mutlak siirekli ve y' € L,[0, o)
ise, bu durumda keyfi x € D, i¢in

(Ax,y) = [, () (©y@®dt = [ (O’ Odt = (x,y7)
olup, burada y* = iy’. Buradan

Dy = {y € L,[0, ©): y mutlak strekli,y' € L,[0,0)}
sonucuna ulagilir ve ilaveten y* = A*y = iy’. Boylece A simetriktir: A € A*.

At/

A" operatoriiniin 6zdegerlerinin hesaplanmasi i¢in x = e_ i olup yalnizca
ImA>0 icin bir 6zdegerdir, ¢linkii x € L,[0,00) uzayinda olmalidir.
Boylece defekt sayilar1 (1,0)’dur.
L,[0, ) uzayinda
Dy
_ { x € L,[0,): x sonlu destege sahip ve x" mutlak stirekli }
tirevlenebilir, x"'(t) € L,[0, ), x(0)=x"(0)=0

tanim kiimesiyle Ax = —x"’ operatdriinii ele alalim. ilk 6nce

M = {f € L,[0,00): f sonlu destekKli, " f(t)dt = [ tf (t)dt = 0}
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olmak tlizere Im A = M oldugunu gosterelim.

Burada x(0) = x'(0) = 0 smur sartlari, iki integralin sifir olma sartina
doniisiir. Ustelik, eger x € D, ise, x"' € M oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi, keyfi
fEMigin gt) = | too(s —t)f(s)ds alalim. Buradan g(t)’nin sonlu destege sahip
oldugu aciktir. Ustelik

g'®) =—["f()ds ve g"(t) =—f()

Ki bu ise g'(t)’nin mutlak stirekli ve g"” = —f € L,[0, ) oldugu anlamina gelir.

Ayrica

9'(0) =~ [ f(s)ds = 0ve g(0) = [, sf(s)ds = 0
ve buradan f € Im A oldugu elde edilir. Keyfi x € Dy ve y € Dy- igin

(Ax,y) = (x,y") esitliginden,
[ =" @)y @dt = 7@y @de = 7 x@) (Ji v @de) de
= (x() [y @dr)I2, - [ %' (®) [,y (@drdt
= — %' @ (J} [y G)ds dt) dt
= —x'(0) (f, Jy y*()ds dr) |2q
+ Iy % (f Js v ()ds dr) ae
= [, (=x"(©)y®adt,
burada §(t) = — [ [; y*(s)ds dr. Bdylece keyfi f € Im 4 igin

[ f@®y®dt = [ f©O)F@®)dt

elde edilir. [0, b] araliginda destekli f(t) € ImA fonksiyonu alindiginda, keyfi b > 0
ve f,,(t) fonksiyonu i¢in

[} fr(®dt = [ tf,(Ddt =0,

yani [0, b]’de keyfi f, (t) € span{1, t}* i¢cin
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b RO b e
Jo fr®y®)dt = [ fr(©F)dt
esitligi dogrudur. Buradan ¢4, c, sabitlerve 0 < t < b i¢in
y(©) =5() + ¢, (8) + ¢

Dolayisiyla y'(t) bir mutlak siirekli fonksiyon ve y"” = —y* € L,[0, ). Aksine,
eger y(t) € L,[0, ), y'(t) mutlak siirekli ve y"' € L,[0, ) ise, keyfi x € D, i¢in

*

y* = —y"" olmak lizere

(Ax,y) = [Z(=x") )y DOdt = —x'OyOIF + [, x' )y (Ddt

oo}

xOy' OIF - [, x®)y" )dt

= (x,y").
Buradan
D, = {y € L,[0,): ¥y’ mutlak siirekli,y" € L,[0,) }

ve y* = A"y = —y"" oldugu bulunur. Dolayisiyla A simetriktir: A € A*, fakat 6z-
eslenik degildir. Ciinkii goriildigili tizere D4+ tanim kiimesi sinir sartlarini igermez.

Ayrica keyfi x € Dy igin (Ax, x) = 0 oldugu da kolayca gosterilebilir.
(v)  L,[0, ) uzayinda aym A,x = —x"’ operatorii fakat tanim kiimesi olarak
Dy, = {x € Ly: x" mutlak siirekli,x" € L,[0, ) ve x(0) = 0}

alinsin. A, operatoriiniin bir simetrik operator oldugunu biliyoruz. Agik¢a A € A, ve
A; € A”. Boylece y € Dyy olmast y' mutlak siirekli ve y" € L,[0, ) oldugunu
gosterir. Yukaridaki benzer hesaplamalardan, y € D4 ve her x € D4 sonlu destekli
i¢cin

(x,y") = (Ax,y) = —x'(0)y(0) + (x, —y") (34)
elde edilir ve y(0) = 0 sart1 saglanir; aksi halde x, € Dy, sonlu destekli alirsak,

L,[0,) uzayinda x,, - 0 olur, fakat x,,(0) =1 olur ki bu ise bir ¢eligkidir.

Dolayisiyla A, = A5 ve A, operatorii A operatoriiniin bir 6z-eslenik genislemesidir.

A ve A, operatorlerinin defekt sayilarinin hesaplanmasi i¢in, A* ve A5 dual

operatorlerinin 6z degerlerine bakilmak zorundadir. Yani
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—x""'=Ax (3.5)

denklemine bakilirsa bu denklemin ¢oziimii x(t) = c;e™Vt + c,e"™At  Ancak
x(t) € L,[0, ) ¢dziimiinii artyoruz, dolayistyla eger ImA % 0 ise, e™VAt veya e =iVt
fonksiyonlarindan birine bakilmaz. Boylece A operatoriiniin indisleri (1,1) seklinde
olur. A5 = A, durumunda diger bir sart vardir, yani x(0) = 0 ve baska bir ¢6ziim

yoktur. Boylece A, operatoriiniin indisleri (0,0) seklindedir.

3.1.1. Simetrik Operatorlerin Baz1 Ozellikleri
Teorem 3.1: Eger A bir simetrik operator ve Im A = H ise, A operatdri 6z-

esleniktir.
Ispat: Keyfi y € Dy« ve y* = A*y olsun. Im A = H oldugu icin, Ax = y*olacak
sekilde x € D, vardir. Dy = Dy ve A = A* oldugunu gostermek icin x = y oldugu

gosterilsin. Her z € D, igin

(Az,y) =(z,y") = (2, Ax) = (Az,x) (3.6)
burada x,z € D,. Boylece keyfi u € Im A = H igin (u,y) = (u, x), yani y = x elde
edilir.
Teorem 3.2: Eger A bir 6z-eslenik operator ve bir A~! formal terse (bunun anlam
ker A = 0, yani A: D, — I'm A bire bir) sahip ise, A~ operatérii de 6z-esleniktir.

Ispat: Eger kerA =0 ve A= A" ise, ImA = H. Gergekten, eger InA=E c H
ise, A"y, = 0 olacak sekilde bir y, # 0 elemani vardir. Fakat A = A* ve ker A = 0.
Boylece D -1, H uzaymda yogundur.

Varsayalim ki y € D,y olsun. Keyfi x € D -1 igin (A7 x,y) = (x,y*). z = A7 1x

olsun. Buradan keyfi z € D, i¢in (z,y) = (Az,y*). A 6z-eslenik oldugu i¢in y* € D,
ve Ay* =y. Dolayisiyla y € ImA = D,~1 ve (A"1)*y =y* = A1y olup bu ise

A7t = (A71)* oldugu anlamina gelir.

Teorem 3.2 6z-eslenik sinirsiz operatorlerin bir ¢ok 6rnegini verir. Herhangi
bir trivial ¢ekirdege sahip A 6z-eslenik kompakt operatdrle baslansin. Dy-1 = Im A

tanim kiimeli A~ operatorii bir sinirsiz 6z-eslenik operatdrdiir.
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3.1.3. a(A) Spektrum
A:D, — H bir lineer operatéor ve Dy = H olsun. Smirli operatorlerin durumuna
benzer olarak, eger (A — AI)~! H uzayinda mevcut tanimlanmis ve smrli ise 1 € C

bir regiiler noktadir. g (A) spektrumu tiim regiiler olmayan noktalardan olusur.
o(A) spektrumu asagidaki boliimlerden olusur:

Noktasal Spektrum: o, (A4), A operatdriiniin 6zdegerlerinin kiimesi, yani 1 € o, (A)
olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul, Ax = Ax, yani ker(4 — Al) # 0, sartin1

saglayan bir x € D4 olmasidir.

Siirekli Spektrum: o.(A), burada A € g.(A) olmasi igin gerek ve yeter sart A &
g, (A) ve Im (A — AI), H uzaymnda yogun fakat bu uzaya esit olmayacak.

Kalan Spektrum: o,.(A), burada A € g,-(4) olmasi igin gerek ve yeter sart A — Al
bire bir, yani A & o,(A) ve Im (A — AI) # H.

A bir kapali operatdr olsun. 4 € C noktasinin regiiler olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kosul ker(A—AI) =0 ve Im (A — Al) = H olmasidir. Bu kosullar altinda (4 —
A~ bir kapali operatdr, H uzaymin tiimiinde tanimli ve Banach Teoremine gore

sinirlidir. Dolayisiyla
d(4) = a,(A) U a.(A) U a.(4).
Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlarin bazi temel 6zelliklerini verdim.
Ay (1) =Im (A — Al) olarak tanimlansin.
(@) A4 (1), H uzayinda yogun degildir & 1 € g, (4").
Gergekten, A — Al operatorii i¢in (1.3) bagintisindan
(o, )t =ker(4 — ).
Bunun anlami da (a4 ()4, A Ozdegerleri icin A* operatoriiniin 6zfonksiyonlarinin
spanindadir.
(b) A simetrik olsun. A € 0,,(4) demek A € R anlamina gelir. Gergekten smirh
operatorlerdeki durum gibi, x € D, icin
Mx, x) = (Ax, x) = (x, Ax) = Wx, x) (3.7)
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Daha sonra, eger A; # A, 0,(A)’da ve x;, x, bu Ozdegerlere karsihik gelen
Ozfonksiyonlar, yani i = 1,2 i¢in Ax; = A;x; ise, bu 6zfonksiyonlar ortogonaldir,

yanl <xl, xZ) =0.

) LueR, u#0 igin z=A+iu ve A bir kapali simetrik operatdr olsun.
Ay (2) bir kapali altuzaydir.

Ispat: A simetrik operatorii icin 1 € R olmak iizere A; = A — Al operatdrii de

simetriktir. x € D, igin
lAx — zx||? = |Azx]1? — (Azx, ipx) — (ipx, Apx) + u?(x, x)
= [l AzxlI? + p?lx]I?.
Buradan
lAx — zx|| = |plllx]l. (3.8)
Kabul edelim ki,
Vo = Ax, — ZX, D U
olsun. (3.8)’den
Ity — xmll < llyn — ymll
ve buradan
Xp > X

olacak sekilde bir x elemani vardir. A kapali oldugundan A — zI operatorii de

kapalidir. Dolayisiyla,
x €Dyveu=(A—zl)x olup, u € D,.

Teorem 3.3: A bir kapali simetrik operatdr olsun. n, = codim A, (z) sayilan keyfi

Im z > 0olan z ve Im z < 0 olan z igin sabittir, yani
Im z > 0 olan her z i¢in codim A4 (2) = ny
ve
Im z < 0 olan her z i¢in codim A4 (z) = n,.

Bu n4, n, sayilarina A operatoriiniin defekt sayilar1 denir.
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Ispat: Kabul edelim ki; Imz >0 olsun (Imz <0 durumu da benzer sekilde
yapilabilir). Bu teoremin ispati i¢in Imz, > 0 olan keyfi z, i¢cin U(z,) C
{Imz > 0} komsulugu vardir &yleki keyfi z € U(z,) i¢in n, =n, oldugunu
gostermek yeterlidir. Im z; > 0 ve Im z, > 0 alalim. Bu noktalar y’nin igindedir.
Keyfi z €y i¢in Imz > 0 ve U(z) c {Im z > 0} varhiginin varsayimina gore n,
sabittir. Bu sekilde y’nin bir ortiisti elde edilir. Bir sonlu ortiisii alindiginda, y’nin
ortiistiniin komsuluklarinin bir sonlu sayis1 elde edilir 6yleki bunlarin her biri i¢in n,

sabittir. Dolayisiyla n,, = n,, sonucuna ulagilir.
Simdi keyfi z, i¢in bir komsulugunun varlig1 gosterilsin. Aksini varsayalim.
O halde Im z,, > 0 olan bir (z,,);m=1 dizisi vardir 6yleki T}llilgo Zm = Zo, fakatn, #
n,,. Buradan iki durum s6z konusudur.
(1) Ya (z,,)m=1 dizisi bir alt diziye sahiptir ki (z,,)n=, dizisi tarafindan da
ifade edilecek dylekin, <mn, (m € N)
(i)  Yada her yeteri kadar biiyiik m i¢inn, > n,_ .
(1) durumunu disiinelim: Keyfi m € N i¢in bir g,, # 0 almabilir dyleki g,, L
L L
Ay (20) V€ Gm €Ay (Z). Gergekten, Ny = (A4 (20)), Ny = (84 (z))™ Ve Py
operatorii N, altuzaymin ortogonal prejeksiyonu olsun.
dim(Py(Ny,)) < dim(Ny,) = ny, < ny = dimN,

oldugundan, g,, # 0 olan g,, € N, vardir 6yleki g,, L Py(Ny,). uy = Pyu € Py(Nyy,)
ve u, € N& olan keyfi u €N, u=u; +u, eleman: diisiiniilsiin. g,, € N,
oldugundan, (g,,, u,) =0 ve g,, L Py(N,,) oldugundan (g,,,u;) = 0 elde edilir.

Buradan (g,,, u,) = 0 bulunur. Bu ise g,, € Nz =A4 (z,,) oldugunu gosterir.

9m €A4 (zy) oldugundan, f,, €Dy, f #0 vardir oyleki g, =
(A — z,I) fin. Burada ||fi,|l = 1 olarak alnabilir. (A — zyI)f;, €A4 (29) V€ g L
Ay (2p) oldugundan

((A - Zml)fmf (A - ZOI)fm> =0
elde edilir. Bu esitligin sol tarafi

<(A - Zml)fm: (A - ZODfm) = ((A - ZOI)fm + (ZO - Zm)fmr (A - ZOI)fm)
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seklinde yazilabilir. Buradan

1A = zoD) full* = (Zm — 20){fin, (A — 2] frn) = 0

bulunur. Dolayisiyla

(A = 20D fin|I? < 12in = 2ol 1(A — ZoD) fin | | f

sonucuna ulagilir. Buradan (4 — zyI) f;,, # 0 oldugundan

(A — oD finll < |z — 2o, Ifmll = 1
elde edilir. m —» oo iken z, — z, oldugundan son esitsizlik (3.2) esitsizligiyle

celismektedir.

(i) durumunda da benzer sekilde yapilabilir. Yukaridaki gibi g, # 0
almabilir 6yleki g, LA (Zy) V€ gm €A4 (Z0). Gm EA4 (Z9) oldugundan vardir
fin € Dy Oyleki gy = (A — 2ol fon Ve ||f;nll = 1 almabilir. Ustelik g, LA, (Z)
oldugundan

((A=2oDfrn, (A= 2D fm) = 0
elde edilir ve bu da (i) durumundaki gibi ayni yolla bir geliski dogurur.

Teorem 3.4: A = A* olsun. Bu durumda;
(1) A operatoriiniin indisleri (0,0) seklindedir ve a(4) € R.

(i)  o(4) =0,(4)Uo.(A).

Ispat: A bir kapali simetrik operatdr ve bu nedenle eger z € C\R ise A, (2) bir
kapal1 altuzaydir. Dolayisiyla A, (z) = H; aksi halde Z € 0,(4") = g,(A4) ve z, A
operatoriiniin bir 6zdegeri olmadigindan z elemant A operatoriiniin bir regiiler

noktasidir.

Simdi 1 € R ve A, (A1) # H olsun. Buradan A = 1 € g, (A) olur ki buradan

o,(A) = @ elde edilir. Dolayisiyla, spektrum tanimindan,
d(4) = a,(A) U a.(4)
olup, ispat tamamlanur.

3.1.4. Grafik Metodunun Elemanlari
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Teorem 3. 5: D, = H olsun. A operatdriiniin bir kapanisa sahip olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli kosul A™ operatoriiniin var olmasidir. Yani, D4+, H uzayinda

yogundur ve bu durumda A** = A.

Ispat: ((x,y), (u, 1)) = (x,u) + (y,v)

i¢ carpimi ile H = H @ H ve A’nin grafigi
I'(A) = {(x,Ax):x € D,} € H

olsun. Bir lineer A operatorii igin I'(A) grafigi H uzaymin bir lineer altuzayidir.
U(x,y) = (y,—x) seklinde tanimlanan U:H — H {niter operatorii diistiniilsiin. U
operatdrii {initer oldugu igin U? = —I oldugunu unutmayalim. Buradan (y,y*) €
(U(T'(A)))* ancak ve ancak keyfi x € D, i¢in

0= <U(X,AX), (y'y*)> = (Ax;y} - (x, y*>,

ki buradan (U(T'(4)))t =T'(4%). Bu ise; eger A* var, yani D, kiimesi H uzayinda
yogun ise, onun grafigi (U(T(4)))* oldugu anlamma gelir. Bdylece eger
(U(T'(A)))* bir operatdriin grafigi ise, bu operatdr A* oldugu ispatlanmis olur.

Simdi, eger I'(A) kapali ise

H = UT'(A)er ") (3.9)
I'(A) = —T(A) = U?T(A) ve bir iiniter operator oldugundan

H = UT'(4")@Tr4) (3.10)

elde edilir. T'(A) grafigi UI'(A™) icin ortogonal ve bu bir operatoriin grafigi
oldugundan bu A*™’in grafigidir. Boylece A = A**. Bu ise A™ operatoriiniin var
oldugu anlamina gelir.

Eger A kapali degil fakat bir kapanisa sahip ise, A* = A* ve bdylece D,
kiimesi H uzayinda yogundur. Buradan A** vardir ve A** = (4*)* = (A)* = A. Ters
yonde, eger A™ var ise, A € A™* ve A™* kapali oldugundan A operatori bir kapaniga
sahiptir.

3.1.5. Cayley Doniisiimleri, Spektral Ayrihs

A bir kapal1 simetrik operator olsun. Her x € D, i¢in
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y=(A+iHxvez=(A—-ix (3.11)

tanimlansin. Bolim 3.1.3’de H; := Im(A + il) ve H, := Im(A — il) uzaylarinin H
uzayinin kapali altuzaylar1 olduklar1 ispatlanmisti. Her iki A + il operatorleri de
+i’nin bir simetrik operatdriin 6zdegerleri olmadigi i¢in bire birdir. Boylece x bir tek

yolla y ve z ile tanimlanir. Simdi V:H; = H,, z = Vy operatoriinii tanimlayalim.

(3.11) kullanilirsa,
(Vy,Vy) =((A —iDx, (A — iD)x) = [|Ax]|I* + [Ix||?
=((A+iDx,(A+iDx) =(y,y)

ve buradan V bir izometridir. 1 sayis1 V’nin bir 6zdegeri degildir. Ciinkii z = y, x =
0 ve z =y =0 oldugu anlamina gelir. Bu V: H; - H, izometrik operatorii A’nin

Cayley doniigiimii olarak adlandirilir.

Ters doniistim

x=—(I—V)yveAx ==(I+V)y.
Boylece Ax =i(I+V)(I—V)™'x, buradan (I —V)~! operatori 1 €& o,(V)
oldugundan formal tanimlidir.

Eger A 0Oz-eslenik ise, Teorem 3.2’den H; = H, =H ve V bir {niter

operatordiir.

{E;)}b  ortoprojeksiyonlarin bir ailesi olsun Oyleki a <A< u<b icin

E) < E, ve gii¢lii anlamda ( sagdan yari-siireklilik ) Ej;,o = E;. a, b sonlu reel

sayilar ve @(t) [a, b] tizerinde bir siirekli fonksiyon olsun. x € H igin f; @(A)dE;x

integrali tanimlanir ve

|12 edsx||” = [Plo@IPdtEr, ) (3.12)

esitligi elde edilir. Sonra, limitin oldugu x’ler i¢in, M, N — oo iken f_l\;lv p(A)dE;x
integralinin H uzaymin normundaki limiti i¢in ffooo @ (1)dE;x has olmayan integrali

tanimlanir. (3.12)’den bu durumun sonuglandirilabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

L2 1o 12 d(Eyx, x) < oo
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olmasidir.

Teorem 3.6: {E;}%,, Ej ortoprojeksiyonlarin bir spektral ailesi, yani A < p igin E; <
E, ve giiglii anlamda 4 — —oco iken E; — 0, A > oo iken E; > 1 ve Ejo = E; (

sagdan yari-siirekli ) olsun.

Dy = {x: fjooo A2d(E;x, x) < o0}
ve

A=[" AdE;

olsun. Bu ise her x € D, igin Ax = fjooo AdE;x oldugu anlamina gelir. Buradan A bir

0z-eslenik operatordiir ve
| Ax||? = [ 22d(Eyx, x).

Eger A operatoriiniin yukaridaki sartlarini saglayan bir {E;}>,, spektral ailesi var ise

A operatorii bir spektral ayrilisa sahiptir denir.
Ispat: P_y oy = Ey — E_y ortoprojeksiyonu diistinelim. Keyfi x € H i¢in
[7 R2A(EP_y yx, x) = [ A2d(Ejx, x) < o0

elde edilir ki buradan P_y,x € D, dir. Bundan dolay1 D, kiimesi H uzayinda

yogundur ve bu nedenle A* operatorii iyi tanimlidir. Ustelik
AP_yyx =[5 AEsP_yyx = [ AdEzx (3.13)
bulunur. A operatoriiniin simetrik oldugunu gosterelim. x € D, igin
P_yuAx = P_yy [ AEyx = [1 AdE;x
ve keyfi x,y € Dy i¢in
(P_y mAx,y) = (f_IVIIV MEyx,y) = {x, f_IVIIV AdE,y) = (x, P_y mAY)
elde edilir. M, N sonsuza giderken, her x,y € D, igin

(Ax,y) = (x, Ay)

olup A operatorii simetriktir. Kabul edelim ki y € Dy« olsun. Keyfi x € H igin

P_n mx € D, oldugundan ve (3.13) kullanilirsa, keyfi x € H igin
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(x, P_yuA"y) = (P_ymx, A"y) = (AP_y yX, Y)
M M
=([_ AdEx,y) = (x, [_, AdEyy)
bulunur. Dolayisiyla
. M

olarak bulunur. (3.14) esitliginin sol tarafinin limiti var oldugundan, sag tarafinin da

limiti vardir. Bu ise y € D, anlamina gelir. M, N sonsuza giderken,

Ay = [ AdEy = Ay
bulunur.
Teorem 3.7: Eger A bir kapali simetrik operator ve V Cayley doniigiimii bir iiniter
operatér, yani H; = H, = H veya A’nin defekt sayilar1 (0,0) ise, bu durumda A
operatorii, t = —cot(S /2) icin E; = F; spektral ayrilisiyla 0z-esleniktir. Burada
{F,}2™ V’nin spektral ayrilisidir. Bu

D, = {x: [ t2d(E.x,x) < o} (3.15)
ve

Ax = [ tdE.x (3.16)
anlamina gelir.

Ispat: E, = F;’nin ortoprojeksiyon, 7 <t igin E; < E;, t > —o iken E, - 0 ve
Eivo = E¢ oldugu agiktir. 1 € 0, (V) oldugundan, t —» oo iken E, — I. Bundan

dolay, {E;}Z, ortoprojeksiyonlarin bir spektral ailesidir. Teorem 3.6’dan
Dg = {x: [* t?d(Ewx,x) < o}veBx = [ tdE.x

bir B 6z-eslenik operatér tanimlanir. Bizim simdi A operatoriiniin bu operator ile

cakistigini gdstermemiz gerekir.

x €D, olsun, yani y € H igin x = %(1 —V)y. Uniter operatdrler igin

spektral gosterimi kullanilirsa,
1 21 i
x =5, (1~ e™)dFy
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ve dolayisiyla

Fx=—(—-V)Ey==[(1-e")dF,

s 20 sy 2iJ0 Y.

Buradan

(Fox,x) = (U = V)Ey, (I = V)y) = =(QI =V =V )Ey,y)
ve 2 — e'" — e~ = 4sin®(*/,) esitligi kullamlirsa

(Fx,x) = [ sin*(/)d(F.y,y) (3.17)
elde edilir. Benzer sekilde, x € D, igin

Ax =S +V)y = %foz”a + e)dF,y (3.18)
bulunur. (3.18) kullanilirsa, x € D, igin

= 2

1Ax]|? = (Ax, Ax) = 2(21 +V + V" D)y,y) = [[" cos? ) d(Ey, y)
ve (3.17)’den

fozn cotz(g)d(st,x) = 7 t2d(E,x,x)

esitligi elde edilir. Bu ise x € D4 igin f_oooo t2d(E.x,x) < o anlamma gelir. Ayrica,

(3.18) kullanilirsa,

2m |, 1+els
Ax = [T

0 1—els

2 co
dFx = — [~ cot G) dFgx = [ _tdE.x
bulunur. ispatin son béliimii igin eger x
[7 2d(Ex,x) = [, cot? D)d(Fx,x) < o

ise, bu durumda x € D, oldugunu géstermektedir. Bunu ispatlamak i¢in, (I —V)y =

2ix sartin1 saglayan bir y € H bulunmak zorundadir. Boyle bir y bulmak i¢in
[37 cot?(D)du(s) < oo (3.19)
sinir varyasyonunun bir u(s) = (F,x, x) monoton fonksiyonu i¢in

[ du(s) < oo

bilgisi ile baslayalim. Buradan, son iki integralin yakinsakligindan
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5 sz(s iy H(s) < (3.20)

anlamina gelir. Dolayisiyla,

21 —e'iS/Z
fO sin(5/,) dfsx

has olmayan integrali, bir y € H vektorii i¢in normda yakinsar. Gergekten, bu bir

stirekli fonksiyonun integrali oldugu igin

J-Zn'—r/ —eiS/Z

£ sin(5/5) dFsx

YVen =

Vektoriini g6z Oniine alalim. Burada payday: sifir yapan singiiler noktalar ihmal
edilmistir. (3.20)’deki integral var oldugundan, € — 0, n — 0 iken bunun bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterebiliriz.

Simdi (I — V)y = fozn(l — e®)dF,y gbz 6niine alalim ve

s e'iT/Z
Fy=—1, ——T dFx

olduguna dikkat edersek, buradan

f27r (1—ei5)e_is/2

. (2m iy
0 ety dFx = 2i [, dFyx = 2ix

I-Vy=-

ve x € D, elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.1.6. Bir Simetrik Operatoriin Simetrik ve Oz-Eslenik Genislemeleri
A; Ay 2 Ave A; # A olan A operatériiniin bir simetrik genislemesi olsun.
Buradan

(A + lI)xl = yl ve (A - lI)xl = Zl = Vlyl (3.21)

D .
esitligini saglayan x; € Al/ D, vardir. Burada y; € H; ve z; € H,. Yani A;

operatoriiniin V; Cayley donlisimii V’nin bir izometrik genislemesidir ve V ile

cakismaz. Bu nedenle asagidaki 6nermeyi verebiliriz.
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Onerme 3.8: Eger defekt sayilar (n,0) veya (0,n) ve n # 0 ise, bu durumda A
higbir simetrik genislemeye sahip degildir, yani A maksimal simetrik ve 6z-eslenik

olmayan bir operatordiir.

Ispat: Gergekten de, bu teoremin sartlar1 altinda ya H; = H veya H, = H ve burada
V' Cayley doniisiimii genislemelere sahip degildir. Ayn1 zamanda A operatoriiniin
defekt sayilar1 (0,0) degildir, bunun anlami1 A bir 6z-eslenik operatdr degildir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi defekt sayilarinin ikisinin de sifira esit olmadigi durumu g6z Oniine
alahm. Dy, = H; = H{®L, ve ImV; = H; = H,@®L, olsun. Buradan, V;: H;®L; -
H,@®L, ve V; bir izometridir. Aym1 zamanda V; |y, = V ve V;’in L; e kisitlamis1 L, ve
L, arasinda bir izometridir. Ozel olarak dimL, = dimL,. Bu nedenle asagidaki

sonuca ulasilir.

Onerme 3.9: Eger A operatoriiniin indeksleri (m,n) ve m # n ise, bu durumda A

operatoriiniin 6z-eslenik genislemesi yoktur.

Ispat: Gergekten, keyfi A; dz-eslenik genislemesi V;: H - H Cayley doniisiimiine
sahiptir. Bu ise H,®L, = H, H,®L, = H ve codimH, = codimH, anlamina gelir.

Boylece ispat tamamlanir.

Simdi ters durumu diisiinelim, yani: V A’nin bir Cayley doniisiimii ve V; de
V’nin izometrik genislemesi olsun. Bu durumda, V;, 4;’in Cayley doniisiimii olmak

tizere, A’nin bir A, simetrik genislemesi var midir?

Bu sorunun cevabi evettir ve (3.21) formiiliiyle bu genisleme insa edilir, yani
Da, = {xix == (I =V, y € Dy,}

ve x = Zii(l —V1)y € Dy, igin
Aix = %(1 +V)y

olan A, operatoriinii gz oniine alalim. A; operatdriiniin iyi tanimliligini gérmek igin,
1 & 0,(V1), yani ker(I — V;) = 0 oldugunu gostermek gerekir. Eger 1 € 0,,(V7) ise,
bu durumda y, = Vyy, olan bir y, # 0 vardir. y, L Dy, olup, bu bir ¢eliskidir.
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Giinkii D,, 2 Dy Ve D, H’da yogundur. Boylece, keyfi x € Dy, igin x = — (I = V;)y
ve
1 1
(yo, x) = (3’0»;(1 —V)y) = _—Zi((YO:}’) — o, Viy») =0

olan bir y elemani vardir. Bu esitlik, V; bir izometri oldugundan V;y, =y, ve
(Vivo, V1y) = (¥o,y). Buradan y, = 0 elde edilir. Bundan sonra A,’in bir simetrik

operator oldugunu gostermek kaliyor: Keyfi x;, x, € Dy, i¢in
(Arx1,x5) = == (U +V)yr, (I = V1)y2)
1
=~ (yuy2) + (Viyny2) — v Vaya) — (Viye, Vay2))

- 4li (Viy1,y2) — (¥, Viy2)).

esitligini saglayan vardir y,, y, € DomV; elemanlar1 vardir. Benzer sekilde,

1 1
(x1,A1x2) = AU = V)y1, A+ V1)y2) = = (=(Viy, y2) + (y1, Vay2))
ve buradan, her xq, x, € Dy, igin (A;xy,x;) = (x4, A1x;) elde edilir. Dolayisiyla A,
bir simetrik operatordiir.
Bunun bir sonucu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Onerme 3.10: Eger bir A simetrik operatériiniin indeksleri (n, n) ise, bu durumda A

operatoril bir A, 6z-eslenik genislemeye sahiptir.

Ispat: Gergekten, kabul edelim ki V, A’min Cayley déniisiimii, V:H; - H,, H =
H®L,, H = H,®L, ve dimL,; = dimL, = n olsun. T operatérii n-boyutlu L, ve L,
Hilbert uzaylar1 arasinda bir izometri olsun. Buradan u € H,, v € L, i¢in V;(u,v) =
(Vu, Tv) ve bir V;: H - H tniter operatorii i¢in V’nin bir genislemesi elde edilir.
A’nin aynm1 A; simetrik genislemesi (0,0) indekse sahiptir ve bu nedenle Teorem

3.7’den 6z-eslenik operatdrdiir.
Ornek: L,(—o0, ) uzayimnda, tanim kiimesi
D, = {x: x mutlak sirekli,x" € L,(—o0,00)}

olan Ax = ix' operatorii ve tanim kiimesi
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Dy = {x: [ t?|x(t)|2dt < oo}
olan (Bx)(t) = tx(t) operatoriinii gbz 6niine alalim.
{E;}Z, spektral ailesini

x(t), t < Aigin,

(Erx)(6) = { 0,t>Aigin

seklinde tanimlayalim. x € Dy i¢in
JZ AdEyx = tx(t) = (Bx)(t)

bulunur. Bu ise Teorem 3.6’da tamimlandig1 gibi, B operatoriiniin {E;}%,, ailesiyle

bir spektral ayriliga sahiptir.
1 (o ;

(Fx)(t) = Ef_oox(s)e‘tsds
fourier doniigiimiiniin iiniter operatoriini

X € L,(—00,0),
g6z Oniine alalim. Buradaki integral L, (—o0, c0) uzayinda

Jim [N x(s)esds
limiti gibi disiiniilsiin. Fourier doniisimiiniin 6zelliklerinden F(D4) = Dg ve
F(ix")(t) = t(Fx)(t) elde edilir ki, bu x € D, igin

FAx = BFx

anlamina gelir. Buradan,
(F10)(©) = (F)®) = 5= [, x(s)e~*ds

oldugundan B = FAF~! elde edilir. Bundan dolayt A ve B operatorleri iiniter
denktir.

Keyfi x € D, i¢in G, = F~1E;F oldugundan
Ax = F'BFx =F7' [* AdE;Fx = [ _AdGyx

dir. Boylece, {G;}Z, spektral ailesiyle, A operatoriiniin spektral ayrilisi elde edilir.
Ustelik x € L,(—o0, o) i¢in
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(G)(t) = iﬂf_loo(f_oooox(r)e"“dr)e“'“ds.

2
Simdi A operatériiniin V, Cayley doniisiimiinii ele alalim. y € L, (—0o0, o) i¢in
Ax +ix=yveAx —ix =Vy

elde edilir. A = F71BF ve Ax + ix = y kullanilirsa, F"'BFx + ix = y, yani BFx +
iFx = Fy elde edilir. Buradan

(t + i)Fx = Fy (3.22)

oldugu kolayca goriiliir. Daha sonra, A = F"1BF ve Ax —ix = Vy kullanilirsa,
BFx — iFx = FVy elde edilir ki, bu da

(t—i)Fx=FVy (3.23)
anlamma gelir. (3.22) ve (3.23)’den z—:Fy = FVy bulunur. Bu ise y € L,(—o0, o)
i¢in

_ -1t

Vy=F (t+iFy )

anlamina gelir.

3.1.7. Ornekler

Ornek 1: D, = {x: x mutlak siirekli, x' € L,[0,1], x(1) = Ax(0), || = 1}
A:D, > L,[0,1], Ax = i% seklinde tanimlanan A operatoriiniin 6z-eslenik
oldugunu gosterelim.

Coziim : Bunu gosterebilmek i¢in,
Dg: = {x € L,[0,1]: x(0) = x(1), x bir dizgiin fonksiyon}

B:Dg — L,[0,1], Bx = ix' seklindeki operatorii tanimlayalim. B € A oldugu agiktir.
Buradan A* € B*. Ugiincii béliimiin (i). drnegini goz dniine alirsak, eger y € D - ise

bu durumda y(t) mutlak siirekli ve y" € L,[0,1]. x € D4 ve y € Dy igin

(Ax,y) = (x,y*) = [ ix' (OF (D)t = ix(OFOI} — [] 2Oy (O)de

elde ederiz. Buradan

(x,y*) = iAx(0)(y(1) — Ay(0)) + (x,iy").
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Simdi y(1) = Ay(0) oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki bdyle olmasin. Bu
durumda L,[0,1] i¢inde x,, = 0 ve x,, # 0 olan bir x,(t) € L,[0,1] dizisi alalim. Bu

durumda

(X, ¥*) > 0
ve

(X, 1y') = 0

olur. Fakat bu

iAx, (0)(¥(1) — 2y(0)) » 0
olup, bir ¢eliski ortaya ¢ikar. Bu celiskiden
Dy =Dyvehery € Dy igin A*y = iy’

elde edilir. Dolayistyla A operatoriiniin, A = A" yani 6z-eslenik oldugu ispat edilmis

olur.
Ornek 2 : A, bir Hilbert uzayinda bir simetrik operatdr olsun. Bu durumda;

(a) A operatoriiniin bir kapanisa sahip oldugunu gosteriniz.
(b) ImA #0 ve Ay(1) =Im(A— Al) olsun. Bu durumda Az(1) = As(A)

oldugunu gosteriniz.

Coziim : (a) A simetrik bir operatér oldugundan A € A*. A" operatorii kapalidir.

Buradan, eger

Ax, -y ve x, — 0 ise, bu durumda A*x, -y ve x, » 0 olup y =0.

Dolayisiyla verilen bir A simetrik operatdrii kapanisa sahiptir.

(b) A € A oldugu igin A4 (1) €Az (1) ve A operatdrii kapali ve simetrik

oldugundan Aj (A) kapalidir. Buradan

5a (D €85 (M) *)
Simdi y, €Az (4) alalim. Tanimdan x, € Dz igin

yo == 14_xO - /1x0.

Xxo € Dy ise xo = lim) X, x, € Dy Ve Ax, — Ax,. Boylece
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Yo = limgy) (Ax, — Ax,)
yazabiliriz. Bu ise y, €A, (1) anlamina gelir, yani
Az (D) €8, (D (**)
olur. (*) ve (**) bagintilarindan
INIOEINO)]
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ornek 3: Kabul edelim ki A, bir Hilbert uzaymda simetrik bir operatér olsun. Bu

durumda
a(4) = 0,(A) U o.(A) U 0,(4)
oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: Ik Once, eger A€ 0,(4)Uo.(A)Uo.(A) ise, bu durumda A A
operatdriiniin bir regiiler noktasi oldugunu biliyoruz. Bu durumda (4 — AI)~!
operatorii H uzayinda tanimlidir ve bizim bu operatoriin smirli  oldugunu
gostermemiz gereklidir. Bunun i¢in, kabul edelim ki, A € R olsun. Buradan (3.8)
esitsizligini kullanirsak, (A — AI)™! operatériiniin siirh oldugunu goriiriiz. Simdi
A € R olsun. Bu durumda Teorem 3.1’den, (A — Al) operatdrii 6z-eslenik ve boylece
kapalidir. Dolayisiyla (A — AI)™! operatorii kapalidir ve buradan (4 — AI)™?
operatdrii sinirlidir. Sonug olarak bir H Hilbert uzayinda, bir simetrik operatdriin

spektrumu i¢in
d(4) = 0,(A) U o.(A) U 0,.(4)
Yazilabilir.

Ornek 4 : A, bir H Hilbert uzayinda m, n defekt indekslere sahip bir kapal1 simetrik

operator olsun. Bu durumda asagidakilerin dogrulugunu gdsterelim.

(@) Eger m > 0 ven > 0 ise, bu durumda o (A4) = C,
(b) Eger m > 0 ve n = 0 ise, bu durumda o(A4) = {z: Imz > 0},

(c) Eger m = n = 0 ise, bu durumda o(4) € R.
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Coziim : A, bir H Hilbert uzayinda, m, n defekt indekslere sahip kapali simetrik bir

operatdr olsun. Bu durumda;

(a) Biz genel teoriden biliyoruz ki,
{zeCImz>0}u{ze C:Imz<0}<co(4)
ve g(A) kapali kiime oldugundan
oc(A)=C

olarak buluruz.

(b) Yine genel teoriden
{zeC:Imz >0} < a(A)
oldugunu biliyoruz. Ayrica 3.3 bolimdeki (c) 6zelliginden, Imz < 0 olan her
z € C elemani, A operatoriiniin bir regililer noktasidir. a(A) kapali bir kiime
oldugu igin
0(A) = {z:Imz = 0}
olarak elde ederiz.
(c) 3.3 bolimiiniin yine (c) kosulundan her z ¢ R, A operatoriiniin bir regiiler
noktasidir oldugundan
oc(A) c R

sonucuna variriz.

Ornek 5 : A, bir Hilbert uzayinda simetrik bir operatér ve ImA = H olsun. Bu

durumda A~ operatoriiniin var ve simetrik oldugunu gosterelim.
Coziim : A, bir Hilbert uzayinda simetrik bir operator ve ImA = H oldugundan

H =ImA @ kerA* olup, kerA* = {0} elde ederiz. A< A" bagmtisin
kullanirsak kerA = {0} olarak buluruz ve buradan A~ operatoriiniin var oldugunu

elde ederiz. Simdi bu operatdriin simetrik oldugunu gosterelim.
Keyfi u, v € ImA = D ,-1 olsun. Bu durumda
(A", v) = (A" u, AA" W) = (A4 2w, A~ w) = (u, A~ )

olup, A~ operatorii simetriktir.
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Ornek 6 : A, bir Hilbert uzayinda simetrik bir operatér olsun. A kapanis
operatoriiniin  6z-eslenik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosulun asagidaki

sartlardan birinin dogru olmasi gerektigini gosteriniz.

(@) A" operatoriiniin reel olmayan 6zdegerinin olmamasidir.
(b) ImA # 0 olan keyfi A igin, Im(A — AlI) = H olmasidur.
(c) Im(A—Al) = H olsun diye, ImA; >0 ve ImA, <0 olan A; ve A,

sayilarinin olmasidir.
Coziim : A — Al operatorii icin (1.3) esitsizligini uygular ve Teorem 3.3’u
kullanirsak, yukaridaki (a), (b) ve (c) deki iddialara denk olduklarini goriiriiz. Simdi

iddialarin dogru olduklarini gosterelim.

Kabul edelim ki, A = (A)* olsun. Teorem 3.4’den A operatdriiniin indeksleri

(0,0) olur. 2. 6rnegi kullanirsak, (b) elde edilmis olur.

Kabul edelim ki, (a) dogru olsun, yani A* = (A)* operatdriiniin reel olmayan
ozdegerleri olmasin. Bu durumda A — AI operatérii igin (1.3) esitsizligini uygularsak,
A operatoriiniin  indeksleri (0,0) olarak hesaplamir. Buradan, Teorem 3.7’yi

kullanirsak A kapanis operatdrii 6z-esleniktir.

Sonug olarak istenilenler ispat edilmis olur.
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SONUC ve ONERILER

Hilbert uzayinda sinirsiz 6z-eslenik ve simetrik operatdrler alaninda hazirlanan bu
tez; Yuli Eidelman, Vitali Milman ve Antonis Tsolomitis’in 2004 yilinda American
Mathematical Society tarafindan “Graduate Studies in Mathematics, 66 basilan ve
“Functional Analysis: An Introduction” isimli kitabt temel kaynak olarak

kullanilmistir.

Matematik literatiiriine bakildiginda sinirli operatérler teorisi ile ilgili bir¢ok bilimsel
kitap, makale bulunmaktadir. Fakat sinirsiz operatorler ile ilgili hem tam anlamiyla
oturtulmus bir teorisi hem de sinirl sayida bilimsel ¢alisma bulunmaktadir. Var olan
bu ¢alismalarin hemen hemen hepsi de yabanci dillerde, ingilizce, Rusca vb. dillerde
yazilmis eserlerdir. Dolayisiyla ana dilimizde yazilmis olan bu tez, baz aldig1 temel
kaynagin, saygin bilimsel insanlar1 ve bir o kadar da bilimsel eserleri basmakta titiz
ve tecriibeli olan basim yerinin sec¢ilmis olmasi, bu alanda caligmak isteyen geng

bilim insanlarina temel kaynak olarak kullanabilecek bir eser olacagi kanaatindeyiz.

Teorik bilginin yani1 sira, bazi uygulamalarin da agik bir sekilde ifade ve

¢Oziimlerinin verilmesiyle, bu alanin daha iyi anlagilmasi saglanmaistir.
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