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This thesis is consist of five chapters. In the first chapter, it is mentioned about the object of
the thesis and previous studies in this area. In the second chapter, basic definitions and
theorems that were used in thesis are given. In the third chapter, it is comprehensivly
explained of inequalities of Hermite-Hadamard type for functions whose second derivatives
absolute values are quasi-convex, which exist in the literature. In the fourth chapter, it is
given some results and propositions and in the last chapter, it is given references.
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1. GIRIS

Konveksligin temelini olusturan tanim, esitsizlikle ifade edildiginden konveks
fonksiyonlarda esitsizligin ¢ok Onemli bir yeri vardir. Klasik esitsizlikle ve
konvekslikle iliskili olan Gauss, Cauchy, Schwartz, Buniakowsky, Holder,
Minkowski, Chebyshev, Lyapunov, Gram, Bessel, Hadamard, Landau, Bernstein,
Hilbert, Hardy, Littlewood, Polya, Markoff, Kolmogorov, Stieltjes, Beckenbach,
Bellman, Mitrinovig, Pachpatte, Pecaric ve Fink gibi 6nemli isimler bu alanda ¢ok
sayida kitap yazmislardir. 1934 yilinda Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequalities” isimli kitap bu alanda ilk ¢aligma olup temel kaynak olarak
onemli bir yere sahiptir. Bu Kitap esitsizlik konusunu ifade eden, farkli alanlar igin
kullanish bir rehber olarak kullanilan ilk kitaptir. Genel esitsizlikler iizerine goriilen
diger bir kitap ise E. F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961’ de yazilan
“Inequalities” isimli kitap, 1934 yilindan 1961 yilina kadar esitsizlikle ilgili yapilan
mitkemmel arastirmalart igeren bir kitaptir. 1970 yilinda Mitrinovig ise “Analytic
Inequalities” isimli kitapla birlikte bu konuyla ilgili literatiirde mihenk tasi
olusturacak ti¢iincii kitap olmustur. Konveks fonksiyonlar ve ilgili esitsizlikleri i¢in
literatlirde var olan diger kitaplar ve doktora tezlerini bulabilirsiniz.

Konveks fonksiyonlarin uzun bir tarihi vardir. 19. yiizyilin sonunda ortaya ¢ikmaya
baslamistir ve Holder (1889), Stolz (1893) ve Hadamard’ i (1893) katkilartyla
temelleri atilmistir. Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile ilgili olan Esitsizlikler Teorisi
ise C. F. Gauss, A. L. Cauchy ve P. L. Chebyshev ile gelismeye baslamistir. 19.-20.
yy’ da bulunan esitsizliklerin bir kismi1 konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek
temel esitsizlikler olmuslardir. Bunlarin en oOnemlileri 1881 yilinda Hermite
tarafindan elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski
tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili
caligmalarin 6nemli bir kismin1 S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce tarafindan 2000
yilinda yazilmis olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and
Applications” isimli kitapta; Ostrowski esitsizligi ile ilgili calismalarin biiyiik bir
kism1 da S. S. Dragomir ve Themistocles M. Rassias tarafindan 2002 yilinda
yazilmis olan “Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical
Integration” isimli kitapta bir araya getirilmistir. Konveks fonksiyonlar icin

esitsizlikler iizerine ¢alisan diger matematikgiler; R. Agarval, G. Anastassiou, G. V.



Milovanovic, A. M. Fink, Roberts ve Varberg, N.S. Barnett, M. E. Ozdemir, U. S.
Kirmaci, H. Yildinnm, M. Z. Sarikaya, N. Ujevig, S. Varosanec, P. S. Bullen, P.
Cerone, E. Set ve I. Iscan seklinde siralayabiliriz.

Richard Bellman II. Uluslararasi Genel Esitsizlik Konferansi1 devam ederken yaptigi
bir konusmasinda esitsizlik calismanin pratik, teorik ve estetik olmak {izere ii¢ nedeni
oldugundan bahsetmistir. Bunlar igerisinde estetik neden i¢in bakan bir kimsenin ya
da bir seyircinin veya bir okuyucunun goziindeki giizellik olarak ifade etmistir.

Esitsizligin onlar1 cezbeden bir zarifligi oldugunu soylemistir.

Esitsizlik Teorisi’nden dogan “Konveks Fonksiyonlar” bir ¢ok arastirma alanina
sahiptir. Alisilmis tanim E" nin bir konveks alt kiimesi iizerinde reel degerli

fonksiyonlar i¢in yapilmistir, yani

Tamm 1: Her A €[0,1] ve her X, X, € X icin

f (A% +(1-2)%)<Af (x)+(1-2)f(x,)
oluyorsa f’ye konveks denir.

Bu tanima denk olan konvekslik tanimini epigraf yardimiyla ikinci boliimdeki temel

kavramlarda verecegiz. Aslinda bu iki tanim da geometrik kavramlarla ilgilidir.

Sunu soylemek gerekirse, bir fonksiyon kendi koordinatlari iizerinde konveks

olabilir, fakat tanim kiimesi iizerinde konveks olmak zorunda degildir. Ornegin;
f(X, y)=xy fonksiyonu y sabit olmak iizere x ilizerinde, x sabit olmak iizere y
iizerinde konvekstir. Fakat (%, ¥:)=(10), (%.¥,)=(01) ve ,1:% icin
tanimlanan esitsizlik dogru degildir.

W. Fenchel tarafindan konveks fonksiyonlarla ilgili birgok 0Ozellikler ortaya
atilmistir. Bir ¢ok durumda fonksiyonlarin konveksligi i¢in tanimlanan esitsizlik

zayif kaldigindan
f (A% +(1-2)%)<max{f(x), f(x)}



esitsizligine veya buna denk olan seviye kiimelerine ihtiya¢ vardir. Bu ise bize, daha
genig bir fonksiyonlar sinifina ihtiyacimiz oldugunu gosterir yani “Kuazi-Konveks

Fonksiyonlara”

Tamim 2: Her A€ [0,1] ve her X, X, € X i¢in

f (A% +(1-2)%)<max{f(x), f(x,)}

esitsizligi saglaniyorsa, f * ye X lizerinde kuazi-konveks fonksiyon denir. Eger f

fonksiyonu kuazi-konveks ise, — f fonksiyonu kuazi-konveks’tir.

Buradaki “kuazi” 6n ekinin anlami, “-mis gibi, gibi, sanki” anlamina gelmektedir.
Dolayisiyla, bu fonksiyon sinifinin, konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerine sahip
olacagini tahmin etmek hi¢ de zor degildir. Dahasi her konveks fonksiyon kuazi-
konveks oldugu i¢in konveks fonksiyonlarda olmayan bazi 6zelliklerin, onun bir {ist

sinifi olan kuazi-konveks fonksiyonlarda olacagini gormek hig¢ de zor degildir.

Definetti, (1949), konveks seviye kiimelerine sahip fonksiyonlarin baz1 6zelliklerini
tanimlayan ilk bilim insanlarindan biridir. Fakat bu sinifa ismini vermemistir. Tim
konveks fonksiyonlari ve bazi konveks olmayan fonksiyonlari igeren g¢alismasini

yapmigtir.

Fenchel, (1953), kuazi-konveks fonksiyonlar1 sekillendirmis, gelistirmis ve
isimlendirmistir.

Nikaido, (1954), Kuazi-Konveks fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerini, Brouwer’in
sabit nokta teoremini kullanarak VVan Neumann’in minimax teoremini gelistirmesiyle

elde etmistir. Daha sonraki teoremler Nash ve Sion tarafindan, Berge tarafindan

Kakutani’nin teoremini kullanarak tanimlamistir.
Slater, (1950), Kuhn- Tucker eyer noktasi denklik teoremini genellestirmistir.

Arrow ve Enthoven, (1961) ise tiiketici talebiyle ilgili olan kuazi-konkav

optimizasyon problemi hakkinda énemli bir ¢alisma yapmistir.

Martos (1967), 6zellikle Kuadratic fonksiyonlar i¢in bir ¢ok 6nemli sonuglar elde
etmistir. Matematiksel programlama, konveks olmayan kuadratic programlar icin

yani kuazi-konveks i¢in onun bir algoritmasidir.



Cottle ve Ferland, kuazi- konveks kuadratikler ile calismalar yapmislardir.

Mangasarian (1969), “Nonlinear Programing” isimli kitab1 optimizasyon problemiyle

ilgili bir ¢ok anahtar kavramlar vermistir.

Gilinlimiiz literatiiriine bakildiginda, bu alanla ilgili bircok bilim insan1 birgok ¢alisma
yapmistir. Biz bu tezde kuazi-konveksligin temel ozelliklerini inceleyecegiz. Bu
ozellikleri konveks fonksiyonlarla kiyaslayacagiz. Benzer olan ve benzer olmayan
Ozellikleri gosterecegiz. Daha sonra kuazi-konvekslik ¢esitlerini tanitacagiz. Son
olarak ise ikinci tiirevin mutlak degeri kuazi-konveks olan fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipi esitsizliklerle ilgili literatiirde var olan bazi teoremleri ve ifadeleri
acik bir sekilde ifade edecegiz. Bu ¢alismay1 yaparken temel olarak H. J. Greenberg
ve W. P. Pierskalla’nin 1971 yilindaki, “A review of quasi-convex functions” isimli
caligmasi ile 2010 yilinda M. Alomari, M. Darus ve S. S. Dragomir tarafindan
“Tamkang Journal Of Mathematics” isimli dergisinde basilan “New Inequalities of
Hermite-Hadamard Type for Functions whose Second Derivatives Absolute Values

are Quasi-Convex” ¢aligmasindan faydalandik.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boéliimde bu ¢alismada kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak iizere Vx,y € A
icin
B={zel:.z=ax+(1-a)y,0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y nin katsayilar i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintisi her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki a,1 — a yerine a + f = 1lsartin1 saglayan ve
negatif olmayan «, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari
x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos

olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimesidir.

Tamm 2.1.2 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik olmak tizere her x,y € I

i¢in

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna | iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-

konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.3 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y i¢in,

f(x;ry) <f(x) erf(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna I tizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir.

Tamim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): I, R’ de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak iizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,
flax+ (1 —a)y) <af(x) + (1 - a)f ()

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Bakimiz Sekil 2.1).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde bir konveks fonksiyondur.



Sekil 2.1: Bir aralikta konveks fonksiyon (f (x) = |x|)
Sonug 2.1.1: Her konveks fonksiyon ayni1 zamanda bir J-konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 2.1.2: I c R olmak {iizere, bir f fonksiyonunun I’ da konveks olmasi igin

gerek ve yeter sart, her x,y € [ igcinp + q > 0 olan Vp,q = 0 igin

f(pX+qy) <pf(x)+qf(y)
p+tq /) p+q

olmasidir. I {izerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik

anlami (x, f (x)) ve (y, f(¥)) noktalarini i¢eren I tizerindeki dogru par¢asinin f’ nin

grafiginin iist kisminda yer almasidir. Bunu Sekil 2.2 de gormekteyiz.

Eger f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, [a, b] araliginda konveks (konkav) ve

X, noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin,

f) = fxo) = (2 (x0) (x — %)

esitsizligi yazilir.

fy)

tf(z) + (1 —#)f(v)
fltz+ (1 —t)y)

flx)

Sekil 2.2: Konveks fonksiyon sekli

Tanim 2.1.5: (Eslenik Konveks Fonksiyonlar): g:[0,00) — [0, c0)fonksiyonu
artan ve stirekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) = 0 ve x — oo iken g — oo sartlarini
saglasin. Bu durumda g~! vardir ve g ile aym sartlari saglar. Eger f ve f*

fonksiyonlari



X y
fOo = f g(Odt ve f(y)= f g (s)ds
0 0

seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina
birbirinin konveks eslenigi denir. Asagidaki teorem konveks eslenik ciftlerle ilgili

Onemli bir sonugctur.

Teorem 2.1.1 (Young Esitsizligi): f,[0,c], (c > 0), aralig1 {izerinde reel degerli,
artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0,a € [0,c] ve b € [0, f(c)] ise,

a b
ff(x)dx + jf"l(x)dx > ab
0 0

esitsizligi saglanir.
Tamim 2.1.6 (Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
|x —x9] <6 olan Vx €S icin |f(x) — f(xp)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, x, da siireklidir denir.
Tamim 2.1.7 (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in
If () = f)] < Ml|x -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir .
Sonug 2.1.3 f, S de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir .
Tanim 2.1.8 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

X € Sve |x; — x,| < 6 sartint saglayan Vxq,x, € Sicin |f(xy) — f(xy)| <€
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, S’ de diizgiin stireklidir denir.

Tanim 2.1.9 (Mutlak Siireklilik): /, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 - R
bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}~; ayrik agik alt araliklarinin bir birlegimini g6z
onitine alalim. Eger Ve > 0 i¢in Yi=,|b; — a;| < § oldugunda Y, |f (b)) — f(ay)| <
€ olacak sekilde bir § = §(€) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonu I kiimesinde mutlak

sureklidir denir .



Konvekslik, Lipschitz sarti, stireklilik ve mutlak siireklilik arasindaki iliski asagidaki

teorem ile verilmektedir.
Teorem 2.1.2: L lineer uzay, U € L bir agik kiime ve f: U = R fonksiyon olsun.

a. f, U acgik kiimesinde konveks olsun. Eger f, U’ da bir noktanin
komsulugunda iistten siirli bir fonksiyon ise f, U’ da yerel Lipschitz’ dir ve
bu nedenle U’nun kompakt alt kiimesinde Lipschitz sartin1 saglar ve U’ da
stireklidir.

b. f, UZS R" acgik kiimesi iizerinde konveks ise f, U’ nun her kompakt

altkiimesinde Lipschitz sartini saglar ve U’ da siireklidir .
Teorem 2.1.3: f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise, bu taktirde

a. f, (a,b) araliginda stireklidir,
b. f,[a,b] araliginda smirhdir .

Tanim 2.1.10 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, [ araliginda tanimli bir

fonksiyon olsun. x; < x, olan Vx,,x, € I igin

i. f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu [ tizerinde artandir,

I. f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandir,

iii. f(x;) = f(xq)ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

<

. f(x3) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir,
denir .

Teorem 2.1.4: [, R’ de bir aralik, f, [ {lzerinde siirekli ve 1° {izerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

i. Vx€1%igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.
ii. VxelI%icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.
iii. Vx €Il%igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

iv.  Vx €1%igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir .

Sonu¢ 2.1.4: f ve g konveks fonksiyonlar ve g ayni zamanda artan ise go f

fonksiyonu da konvekstir .

Teorem 2.1.5: Eger f:1 - R tanimhi konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise

f1(x) ve f!(x) var ve bu fonksiyonlar I°* de artandir (kesin artandr) .



Teorem 2.1.6: f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart f'” nin artan (kesin artan) olmasidir .

Teorem 2.1.7: f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi mevcutsa, f
fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € [
igin,

f'(x)=0
olmasidir .

Tammm 2.1.11 (Kuazi-Konveks Fonksiyon): f:S — R bir fonksiyon ve S c R
bostan farkli konveks kiime olsun. Vx,y € S ve 4 € [0,1] i¢in,

fQOx + (1= Dy) < max{f(x), f(¥)}

ise f ye kuazi-konveks fonksiyon denir . Eger,

fQx + (1= Dy) <max{f(x),f(¥)}

ise f” ye kesin kuazi-konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda, eger

fQx + (1= )y) = max{f(x), f(y)}

ise f” ye kuazi-konkav fonksiyon ve eger

fQx + (1 = Dy) > max{f(x), f(¥)}
ise f” ye kesin kuazi-konkav fonksiyon denir .

Tanmm 2.1.12: f hem kuazi-konveks hem de kuazi-konkav ise f’ ye kuazi-

monotonik fonksiyon denir .

Sonu¢ 2.1.5: Herhangi bir konveks fonksiyon ayni zamanda bir kuazi-konveks
fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Yani kuazi-konveks olup
konveks olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornegin,

ot , te[-2,-1]
g(t)_{tz . te[-12]



ile tanimlanan g: [—2,2] = R fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat

g fonksiyonu [—2,2] araliginda kuazi-konveks fonksiyondur .

Sekil 2.3: Kuazi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon
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3. YAPILAN CALISMALAR

Tezin bu boliimii esas olarak iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisminda, giris ve
literatiir taramasinda da bahsedildigi gibi kuazi-konveksligin temel 6zellikleri, bu
Ozelliklerin konveks fonksiyonlarla kiyaslanmasi ve kuazi-konveks gesitlerinden
bahsedilecektir. Ikinci kisminda ise ikinci tiirevinin mutlak degeri kuazi- konveks
olan fonksiyonlar i¢cin Hermite- Hadamard tipi esitsizlikler i¢in yapilmis bazi

teoremler agik bir sekilde ifade edilecektir.

3.1 Fonksiyon Siniflari

E.(X)=). X

i=1

n-1 n
E,(x)=2 2 XX,

i=1 j=i+l
E.(X)= n X;

seklinde tammlansin E, (X) r- inci elemanli simetrik fonksiyon olsun. Yani, E, (X)
1<r <nigin farkli r-defa ¢carpimlarin toplamidir. Burada tanim kiimemiz X,

elemanlarE," = {X X2 O} dan alinmaktadir.

Marcus ve Lopes, E, (X)l/r nin x {izerinde konkav oldugunu ispat ettiler. &K, =0
i¢ina E" (x)kr kuazi- konkavdir. Dahasi bir pozitif kuazi-konkav fonksiyonun
negatifi kuazi- konveks oldugundan 8K, <0 ve xeE! —{0} i¢in a E, (x)kr kuazi-
konvekstir.

Kuazi-konveksligin kullanildigi bir diger yer ise matematiksel programlamadir.
Luenberger, kuazi-konkav programlar i¢in yeni yaklasimlar gelistirmistir. Greenberg

ve Pierskalla, keyfi matematiksel programlar i¢in bir teorik temel gelistirmistir.

Bunun igin, bir X kiimesinin yapis1 ve bir f (X) fonksiyonunun kuralina ihtiyag
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vardir. u:E" — E', u(y) reel degerli bir fonksiyon, v:E" —E™ ise bu sekilde

tanimlansin. Simdi X'i ve f'yi asagidaki sekilde tanimlayalim:

X ::{XZO

iJEe{u(y) X'v(y)< 0} < +oo}

f(x):= sup[u(y):xTv(y)SO] xe X

yeE"

Buradaki X ’in bir konveks kiime ve f ’nin X {tizerinde kuazi-konveks oldugunu

G. H. J. Greenberg ve W.P. Pierskalla ispat etmistir.

Konveks olmasi gerekmeyen kuazi-konveks fonksiyonlarin ii¢lincii bir sinift Martos

tarafindan  gosterilmistir. Yani, Q bir simetrik matris olmak {iizere

f(x) :%XQX—G—CX seklinde verilen kuadratik fonksiyonu goz oniine alalim. Eger

X =E" ise bu durumda, f (X) ’in konveks olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul
f(x) in kuazi-konveks olmasidir. Ancak, eger X =E ise, bu durumda f(x)
kuazi-konveks ~olabilir, fakat konveks olamaz. Ornegin, f (X;,X,)=-%X,

fonksiyonu Ef de kuazi-konvekstir, fakat konveks degildir.

Martos, f(X) in Ef iizerinde kuazi-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kosulun her ve E" igin VTQV<Oe$itsizligini saglamas1 oldugunu ispat etmistir.

Baska bir degisle Q simetrik bir matris ve her ve E" igin [Qv,ch]§O olmasidir.

Buradaki <sembolii, Unun pozitif olmadigi ya da negatif olmadigi anlamina
gelmektedir.
Martos, bir homojen kuadratik (¢ =0) bir fonksiyonun kuazi-konveks ve konveks

olma sartin1 elde etmistir. Daha sonra bu c¢alismasini gelistirmis ve f(X) in Ef

tizerinde kuazi-konveks olmasi ve konveks olmamasi durumunun asagidaki {i¢ sarta

bagli oldugunu ispat etmistir.
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1.0<0 ve c<0,

2.Q tam olarak bir negatif 6zdegere sahiptir,

3.Qq=c Ve cq <0 sartini saglayan baz1 ( € E" vardir.

3.2. Benzer Ozellikler

Konveks ve kuazi-konveks fonksiyonlarin benzer 6zellikleri kategorize etmede

asagidaki bes durum goz oniine alinmistir.

Konveks kiimelerle baglantilari,
Siireklilik, sinirlilik ve diferansiyellenebilme,
Ekstremum degerleri,

Esitsizlikler,

o~ w0 DN

Dontistimler.
Simdi konveks ve kuazi-konveks fonksiyonlarin benzer 6zelliklerini yazalim.

Teorem 3.2.1:

a) f ’nin konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul [X f ] nin konveks kiime

olmasidir.
b) f ’nin kuazi-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul tim C-ler igin

[SC, f } nin bir konveks kiime olmasidir.

Teorem 3.2.2:

a) f ’nin lineer olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul [X, f] ve [X,—f] lerin
konveks kiime olmasidir.
b) f ’nin kuazi-monotonik olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul tiim C-ler igin

[SC, f J ve [SC —f ] lerin konveks kiime olmasidir.
Teorem 3.2.3:

a) f ’'nin lineer olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul {(Z,X):Xe X, f (X): Z}

kiimesinin bir konveks kiime olmasidir.
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b) Y= {X eX:f (X) = C} olsun. Eger f kuazi-monotonik ise, bu takdirde tiim C-

ler igin Y bir konveks kiimedir. Eger Y , tiim C-ler i¢in bir konveks kiime ve f

stirekli ise bu durumda f Kuazi-Monotoniktir.

Teorem 3.2.4:

a) Tiim C-ler igin [SC, f] nin sinirlt olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul [St, f ] yi
bostan farkli ve sinirli yapan bir T-nin var olmasidur.

b) Eger [SC, f] bostan farkli ve sinirlt ise bu durumda [St, f] yi sinirlt yapan bir
t>Cvardir.

Teorem 3.2.5:

a) f konveks fonksiyonu X° iizerinde siireklidir.

b) f kuazi-konveks fonksiyonu hemen hemen her yerde X° iizerinde siireklidir.
Teorem 3.2.6:

a) f konveks fonksiyonunun tek tarafli kismi tiirevleri X © in her yerinde vardir.

b) f kuazi-konveks fonksiyonunun tek tarafli kismi tiirevleri X © in hemen hemen

her yerinde vardir.

Teorem 3.2.7:

a) f fonksiyonu E" iizerinde iki kere siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f ’
nin E" lizerinde konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul onun H () Hessian’

m E" boyunca pozitif yar1 taniml1 olmasidir.

b) f fonksiyonu E" iizerinde iki kere diferansiyellenebilir olsun. Eger f , E,

tizerinde Kuazi-Konveks ise bu durumda j=1,2,3,...,n igin ‘Dj‘SOdlr. Eger

j=12,3,...,nigin ‘Dj‘<0 ise bu durumda f , E, iizerinde kuazi-konvekstir.

14



Teorem 3.2.8:

a) f E" tizerinde iki kere siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda f ’nin
E" zerinde kuazi-konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul
f(y)-f(x)=Vf (X)T (y—x) olmasidir.

b) f E" iizerinde bir kere stirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda f ’nin

E" iizerinde kuazi-konveks olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul f (y) <f (X) yani
vf (X)T (y—x)<0 olmasidur.
Teorem 3.2.9:

a) Eger X kompakt ise bu durumda sup f (X)<+00 dur.

xeX?

b) Eger X kompakt ise bu durumda sup f (X) <+ dur.

xeX?

Teorem 3.2.10:

a) Eger X kompakt ise bu durumda sup f (x) =sup f (x) tir.
xeX xeE

b) Eger X kompakt ise bu durumda sup f (x) =sup f (x) tir.
xeX xeE

Teorem 3.2.11:
a) Her lokal minimum bir global minimumdur.

b) Her lokal minimum bir global minimumdur veya f , lokal minimumun bir

komsulugunda sabittir.

Teorem 3.2.12:

a) Global minimum kiimesi konvekstir.
b) Global minimum kiimesi konvekstir.

Teorem 3.2.13:

a) X ve Y sirastyla E" ve E™ in kompakt alt kiimeleri ve f:XxY —>El, her

yeY icin f(X,D) konkav, her xeX icin f([l y) ise konveks olsun. Ilaveten
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f(X,y) siirekli olsun. Bu durumda f(X,¥), (X",y")e X xY olacak sekilde bir

eyer noktasina sahiptir.

b) X ve Y sirasiyla E" ve E™ in kompakt alt kiimeleri ve f:XxY > E', her
yeY icin f(X,l]) kuazi-konkav ve iistten yari-siirekli, her Xe X igin f([l y) ise
kuazi-konveks ve alttan yari-siirekli olsun. Bu durumda (x*,y*)e X xY olacak
sekilde f (X, y)nin bir eyer noktast vardir.

Teorem 3.2.14:

a) f konveks fonksiyonu icin eger f (O)SO ise her A€ [0,1] icin f (/IX) <Af (X)
tir.

b) f kuazi-konveks fonksiyonu igin eger f(X)Z f (0) ise her A 6[0,1] icin
f(Ax)< f(x) tir.

Teorem 3.2.15:

a) f konveks fonksiyon olsun. Eger 1 € E* igin f(O)zO ise bu durumda 2>0

icin @ (/1) =f (;LX) /| 2 monoton artandir.

b) f kuazi-konveks fonksiyon olsun. Eger A1 eE' igin f(X)Zf(O) ise bu

durumda A >0 i¢in ¢ (ﬂ) =f (ﬂ,X) monoton artandir.
Teorem 3.2.16:

a) Keyfi x,y e X i¢in @ €[0,1] iizerinde g (@)= f (ax+(1-a)y) fonksiyonunun

konveks olabilmesi i¢in  f nin konveks olmasidir.

b) Keyfi x,ye X igin g(a):f(ax+(1—a)y) nin ae[O,l] tizerinde kuazi-

konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul f nin kuazi-konveks olmasidir.
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Teorem 3.2.17:

a) f konveks fonksiyon ise g(X)=supf (x) fonksiyonu da konveks
yel

fonksiyondur. Burada I keyfi bir indeks kiimesidir.

b) f kuazi-konveks fonksiyon ise g(x):sup fy(X) fonksiyonu da kuazi-konveks
yel

fonksiyondur. Burada I keyfi bir indeks kiimesidir.

Teorem 3.2.18:

a) Eger F konveks ve azalmayan ise bu durumda g(x)=F[ f(x)] konvekstir.

b) Eger F azalmayan ise bu durumda g(x)=F[ f (x)] kuazi-konvekstir.

3.3 Benzer Olmayan Ozellikler

Bir onceki kismin aksine simdi verecegimiz Ozellikleri genisletemeyiz ve hicbir
benzerligi de yoktur. Simdi kuazi-konveks fonksiyonlar i¢in benzer olmayan

konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim.

Teorem 3.3.1: Eger «, 8> 0 ise, bu durumda o f (X)+ 9(x) konvekstir.
Teorem 3.3.2: Eger [ X, f] kapalt ise, bu durumda [x, £]" =[x, f] dir.

Teorem 3.3.3: Eger X smurli ise, bu durumda inf f (x)>—oo dur.

xeX®
Teorem 3.3.4: Her bir j=1,2,3,...,m i¢in X tanim kiimesine sahip olan fj ler
olmak iizere F|[ f,(X),..., f, (x)] olsun. Bu durumda F (x) <0 olacak sekilde bir
Xe X olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul tim Xe X ler igin M:(X) >0 olacak
sekilde 4 € E" olmamasi ve 10 olmasidir.

3.4. Acik ve Kesin Kuazi-Konveks Fonksiyonlar

Literatlirde kuazi-konveks fonksiyonlar {izerine iki tanim vardir. Birincisi agik kuazi-
konveks ve ikincisi kesin kuazi-konveks fonksiyonlardir. Bu kisimda biz bu tanimlari

ve bu tanimlarin ne zaman cakisip ne zaman ¢akismadigi durumlari inceleyecegiz.
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Tamm 3.4.1: f, X konveks tanim kiimeli bir fonksiyon olsun. Bu durumda eger
X, % € X igin f(x)=f(x,) ve f kuazi-konveks ise bu durumda her Ae(0,1)
icin

f (A +(1-2)%,) <max{f(x), f(x)}
esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna ag¢ik kuazi-konveks denir.

Tamm 3.4.2: f, X konveks tanim kiimeli bir fonksiyon olsun. Bu durumda eger

X, % € X icin f(x)# f(x,) fonksiyonu her 4€(0,1) igin

f (A +(1-2)%,)<max{f(x), f(x)]

esitsizligi saglaniyorsa bu f fonksiyonuna agik kuazi-konveks denir.

Bu iki tamimdan agik¢a anlasilacagi tlizere bir kesin kuazi-konveks fonksiyonun

kuazi-konveks olmasina gerek yoktur. Yani
1, x=0
f(x)=
() {0, x#0
fonksiyonu kesin kuazi-konveks olmasina ragmen kuazi-konveks degildir.

Ayrica {X: f(X)SO} seviye kiimesi konveks degildir fakat f fonksiyonu kesin

kuazi-konvekstir. Karamardian eger kesin kuazi-konveks fonksiyonu bir S kiimesi
lizerinde alttan yari-siirekli ise kuazi-konveks oldugunu gostermistir. Boylece X
kiimesi lizerinde alttan yari-siirekli bu fonksiyonlarin iki tanimi olan ag¢ik kuazi-

konveks ve kesin kuazi-konveks tanimlari ¢akisir.
Kolaylikla goriilebilir ki her konveks fonksiyon agik kuazi-konveks fonksiyondur.
Bunu gorebilmek igin f(X1)< f(XZ) sartin1 saglayan her X, X, € X ve 16(0,1)
i¢cin

f (A% +(1-2)% )< AT (%)+(1=2) f (%)< f(x,)
yazabiliriz.

Teorem 3.2.11. b) yi su sekilde genisletebiliriz:
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Eger f(X) fonksiyonu agik kuazi-konveks ise bu durumda her lokal minimum bir
global minimumdur. Fakat biz burada suna dikkat etmeliyiz ki her sabit nokta bir
minimumdur. Ornegin f (X)= x° fonksiyonu agik kuazi-konvekstir. Fakat orijinde

bir doniim noktasina sahiptir.

Teorem 3.2.15. b) yi de su sekilde genisletebiliriz:

Eger f(x)>f(0) ise bu durumda her A€(01) icin f(Ax)<f(x) tir. Bu
genisleme Teorem 3.2.15. a) daralma Ozelligi kadar giiglii olmasa bile Teorem
3.2.15. b) den daha giigliidiir.

Yani eger her y eI igin X kiimesi iizerinde f, (X) fonksiyonu agik kuazi-konveks
ise bu durumda ¢ (X) =sup f, (X) fonksiyonunun agik kuazi-konveks olmasi
yel

gerekmez. Gergekten

X:={x:-1<x<2} ve I':={y:0<y} igin

X° +y(x—10) , -1<x<0ise,
f (x)=17(x-10) , 0<x<lise,
(x—1)3+7(x—10), 1<x<2ise,

fonksiyonunu diisiinelim. Bu durumda

x> ,-1<x<0ise,
g(x)=supf(x)=9 0 ,0<x<lise,

>0 3 .
(x-1)" ,1<x<2ise,
olup, agik kuazi-konveks degildir. Yani, ¥ =—1 X, =1 ve, :% olsun. Bu durumda
g(-1)=-1<g(1)=0
olur, fakat

9(0)=0+max{g(-1),9(1)}=0

olup, kuazi-konveks degildir.
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Ancak agiktir ki eger her xe X i¢in g(x)= fy* (x) olacak sekilde bir )/* el varise

bu durumda f.(x) kuazi-konveks olarak kabul edildigi igin g(X) agik kuazi-
konvekstir.

Daha genel olarak asagidaki teoremi verebiliriz:

Teoerem 3.4.1: {f (x),xe X,y €T} agik kuazi-konveks fonksiyonlarm bir ailesi

olsun. Burada X, f nin tanim kiimesi, I ise bir indeks kiimesidir. Her xe X i¢in

g(x):=sup{f,(x):yer}

yell

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda her xe X i¢in 7* (X) diyecegimiz,
g(x)= fy*(x) (x) sartin1 saglayan en az bir y eI" var ise, 0 zaman g (X), X kiimesi
tizerinde agik kuazi-konvekstir.

Ispat: Teorem 18b’den g (X) kuazi-konvekstir, dolayisiyla geriye § (X1) #0 (Xz)

icin her @ € (0,1) olmak iizere

g (% +(1-a)x, ) <max{g(x,),9(x,)f
esitsizliginin dogru oldugunu gostermek kaliyor. Bunun igin tersinin dogru oldugunu

kabul edelim, yani g(x)>g(X,) ve bazi x=ax+(1-a)x, icin g(x)=g(x)

olur. Hipotezden,
g(%)=f (%)
g(x)="f. (%)
9(x,)= f o) (%)

olacak sekilde, 7/* (X) , ]/* (Xl) ve 7/* (Xz) eI’ vardir. Simdi

*

Y (X)=rr(x)=n ver(x)=7,

olarak tanimlayalim. Bu durumda, iddiadan
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dir. Eger f.(x )= f . (x) ise buradan

() <max{f.(x),f.(x)}
dir. Dahasi, tanimdan

f(x)<f.(x)

1

ve
f(x)< fy;(xz)

yazabiliriz. Bu yiizden, eger
f. (x)# f. (%,)

9(x)=f . (x)<max{f.(x),f ()|

smax{ (%), 1, ()] =max{g (). o )}

yazabiliriz. Bu ise ( (X) <g (Xi) anlamina gelir. Dolayistyla bu, bizim teoremin ispati

icin aksini kabul ettigimiz iddia ile ¢elisir. Diger taraftan, eger
f. (%)= f. (x,)

ise, bu durumda
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olur ki, bu da tekrar bir ¢eliski olusturur. Dolayisiyla bu ¢eliski ispat1 tamamlar. X ,

en az iki noktaya sahip bir konveks kiime ve f de S kiimesi lizerinde alttan yari-

siirekli olsun. P ile kompakt smifi ve en az iki noktay1 iceren X ’ in konveks alt
kiimesini gosterelim. Eger her bir SeP i¢in f ’nin S iizerindeki her lokal
minimumu, S fizerinde f ’nin bir global minimumu ise, bu duruma f acik kuazi-

konvekstir.

Ayrica eger x" gibi bir global minimum var ise 0 zaman xe | igin f(x)=f(x")
olacak sekilde bir | araligi vardir. Bir agik kuazi-konveks fonksiyon X, | araliginin
solunda olmak iizere, f (X) kesin azalandir ve X, | araliginin saginda olmak iizere,
f (X) kesin artandir. Bu o6zellik bize, belirli dizisel arastirma diizeni saglar.

Fibonacci’nin arastirmasi gibi yani | araliginda bir optimuma sahip bir alt araligi,
bize verilmis [a, b] araliginin boliinmesini azaltmamiz.
Son olarak, genelde agik kuazi-konveks fonksiyonlarin kuazi-konveks olmasina

gerek olmadigini sdyleyebiliriz yani, Evans ve Gould [10, J. P. Evans and F. J.
Gould, Stability in Nonlinear Programming, Opns. Res. 18, 107-118 (1970)], eger

F(x)= [ (%) oy (X)], E" tanmim kiimeli, m-acik kuazi-konveks siirekli
fonksiyonlarin bir vektorii ve eger, | = {XZ F (X) < O} ile verilen seviye kiimesinin

(kesin) i¢i bos degil ise, bu durumda onun kapanisi T:{x: F(X)£0} seklinde

olacagini gostermislerdir. Ancak bu durum genel olarak bir kuazi-konveks fonksiyon

i¢in dogru olmak zorunda degildir. Ornegin

x> x<O0ise,

f(x)=1 0 ,0<x<lise,

(x-1)° , 1< xse,

fonksiyonunu g6z oniine alabiliriz.

Evans ve Gould tarafindan gelistirilen bu 6zelligin 6nemi,
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B:={b:F(x)<b,xeE"}
icin b € B olan

f*(b)=SUXp{fO(X)‘F(X)Sb,XE E”}

seklinde verilen fonksiyonun siirekliligi igin yeterli sart1 elde etmeleridir. Bu, deger
uzayinda istikrar1 saglamak zorundadir. Greenberg ve Pierskalla [Extensions of the

Evans-Gould Stability Theorems for Mathematical Programs] Evans ve Gould’un
sonuclarindan bazilarmi sadece b-nin degisimine izin vermesinden ziyade, f; (X)
fonksiyonlariin degisimini yaparak genisletmistir. Bu genisletilmis sonug¢lardan biri,

eger F (X) acik kuazi-konkav ve alttan yar siirekli, ayrica eger f, (X) de alttan yar1

siirekli ise, bu durumda her bir be B de f’(b) alttan yari sireklidir. Ustten yari

stireklilik ise uygun bdlgenin kompaktlhigindan elde edilir.

Ozet olarak, agik kuazi-konveks fonksiyonlar1 tanimlamak igin daha giiclii
esitsizlikler, diger kuazi-konveks fonksiyonlar tarafindan genel olarak saglanmayan
istikrarli  ozellige ihtiyag duyuldugunu aciga c¢ikartir. Bu da hala konveks

fonksiyonlardan daha genis bir sinif oldugunu ve siireksizlige izin verdigini gosterir.
3.5. Hermite-Hadamard Tipi Esitsizlikler

Tammm 3.5.1: f:] c R—> R fonksiyonu reel sayilarin bir [ arahifi iizerinde

tanimlansin. a < b,a,b € I olsun. Eger
b
¢ (a+bjgj- F(x)dx < f(a)+ f(b)
2 A 2

esitsizligi saglaniyorsa, buna literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard Tipi Esitsizlik denir.

Son yillarda birgok yazar bu ger¢ekle baglantili birkag esitsizlik kurdu. Son sonuglar,
gelistirmeler, denklikler, genellemeler ve yeni Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler

igin literatiire bakabilirsiniz.

23



Kuazi-Konveks Fonksiyon kavrammin Konveks Fonksiyon kavraminin bir
genellemesi oldugunu biliyoruz. Daha agik bir ifadeyle f:[a, b] = R fonksiyonu
eger

f (Ax+@-2)y) <max{f(x), f(y)}, vx,ye[ab],1€[0]]

ise [a,b] araliginda kuazi - konvekstir.

Agikga her konveks fonksiyon kuazi-konvekstir. Ayrica kuazi-konveks olup konveks
olmayan fonksiyonlar vardir.

Sonugta D. A. Ion tirevinin mutlak degeri kuazi-konveks olan fonksiyonlarda
Hermite — Hadamard tipi esitsizligin sag tarafi i¢in iki esitsizlik elde etti.

Teorem 35.1: f:I°cR— R, abe 1° ve a<b olmak iizere f , 1° iizerinde
diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Eger | f |, [a,b]araliginda kuazi-konveks
ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

[f@+f) 1
2 b—a

[ f(xax < ? max{] f'(a)|.| (o)}

Teorem 352: f:1°cR—>R, a,bel® ve a<b olmak iizere f, 1° iizerinde

p
diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. Eger | f '| p1, [a, b] araliginda kuazi—konveks

ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

w_%i f(x)dx| < Lal(max{] f'(a) = |t '(b)|ﬁ})
2 2(p+1)°

Burada temel amac¢ ikinci tiirevlerinin mutlak degerleri kuazi—konveks olan
fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard’1n sag tarafi i¢in yeni esitsizlik kurmaktir.

Ana teoremlerimizi kanitlamak amaciyla lemmaya ihtiyacimiz var.

Lemma : f:1cR—>R 1° iizerinde ikinci tiirevi olan bir doniisiim ve a,bel,
a<bolmak tizere f", [a,b] araliginda integrallenebilir olsun. Bu durumda

asagidaki esitlik elde edilir:
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f+flo) 1 ° (b-a) ; ,
[ ook ="— Jta-vf"(ta+(1-t)b)dt
a 0

2 b-a
Bu esitligin ispat1 basitce sag tarafin iki kez integrali alinarak yapilabilir. Ayrintilar
ilgilenen okuyucuya birakilmistir.

Asagidaki  teorem  kuazi-kKonveks  fonksiyonlar i¢in = Hermite-Hadamard

esitsizliginden daha ileri yeni bir sonug verir.

Teorem 3.5.3: f:1 =« R— R 1° iizerinde ikinci tiirevi olan bir doniisiim ve a,b e |

, [a,b]

a<bolmak tizere f", [a,b] araliginda integrallenebilir olsun. Eger |f"

araliginda kuazi-konveks ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

f@+fh) 1 Tf(x)dx <(b—a)2 max{ "(@)].|f ()}
2 b-a’ - 12 ’
Ispat: Lemmadan
fa)+f() 1 ° (b-a)* & , ~
‘ . —b_a_!:f(x)dxé 5 _c[t(l—t)|f (ta-+(1-t)b)|dt
b_ 2 4 b_ 2 1
S( Za) !t(l_t) max{]f"(a)|,|f”(b)[}dt£( Za) max{]f"(a)|,|f”(b)[}!t(l—t)
dt
2
b Iza) maxd] f"(a)],| £ "(b)}}

olup, bu ise ispat1 tamamlar.

Ikinci tiirevinin mutlak degerinin kuvvetleri i¢in daha genel bir durumu asagidaki

teoremde verilecektir

Teorem 3.5.4: f:1 < R— R |° iizerinde ikinci tiirevi olan bir doniisiim ve a,b e |

p
a<bolmak tizere ", [a, b] araliginda integrallenebilir olsun. Eger | f "| p-1 [a, b]

araliginda kuazi-konveks ise p > 1 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.
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Jb' f(x)dx| <

a

f@+fh) 1
2 b-a

<(b_8a)2[¢;]“" r(1+p) (max{ )

Burada q=p/(p-1).

Ispat : Lemma ve Holder integral esitsizligi yardimiyla

fa)+f() 1 b-a)’ | :
‘ (a); (b) — J‘f(x)dx <( > ) J;t(l—t)f (ta+(1-t)b)[dt
g(b‘za) @ } @ (ta+(1-t)b \ dt}

Up

g(b—za) ZF"(J?F(?P) (maxqf"(a)r,f"(b)lq})ﬂq
2" P

_ (b—gaf (JZZJ" rr(%:)j (a1 (a)f
2

Burada Beta ve Gama fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlanar:

1
B(x,y)= Itx’l (1—t)y_1 dt, x,y>0
0
=.[e’ttHdt, x>0
0

ve bunlar kullanarak asagidaki integrali hesaplayabiliriz:

O ey

(t-t2) ot :jtp(l—t)p dt=p(p+1 p+1),

ﬂ(x,x):zl‘zxﬂ(%,x)
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ve

()T (y)

Axy)= C(x+y)

esitliklerini kullanilarak

A(p+1 p+l)= 2““”%(%, p+1j =27

1
elde ederiz. Burada F(Ej = \/; olup bdylece ispat tamamlanir.

Daha genel bir esitlik Lemma kullanilarak asagidaki gibi verilir:
Teorem 3.5.5: f:1 =« R— R 1° iizerinde ikinci tiirevi olan bir doniisiim ve a,b e |
a<bolmak tizere f”, [a,b] araliginda integrallenebilir olsun. Eger £, [a,b]

araliginda kuazi-konveks (q > 1) ise asagidaki esitsizlik elde edilir:

1/q

—

b Iza) (max{

<

f'(a)",

o)

f@+f(b) 1
2 b-a

j. f (x)dx

Ispat: Lemma ve kuvvet ortalamalari esitsizligi kullanilarak

‘f(a)+f(b)_ 1

2 b—a S(b_a)z it(l—t)‘f"(ta+(1—t)b)\dt

‘:f f (x)dx 5

F-RI

< (b_za)z @(t—tz)olt}1

]1_(] (% maX{ f'(@)f | f" (b)) }]Uq

@(t ~t?)|t"(ta+(1-t)b)’ dt]

=( T (max{‘f"(a)‘q, f"(b)‘q})ﬂq

bdylece ispat tamamlanir.
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3.6. Ozel Ortalamalar I¢cin Uygulamalar

1) Aritmetik Ortalama: A(e, B) = a;'g,

a-p

2) Logaritmik Ortalama: L(a, )= W
al—

el #|A], a.p+0

Nl ndl 1/n
3) Genellestirilmis Logaritmik Ortalama: L, (o, 8) = {%} ,
-a

neZ\ {—1, 0}
Simdi reel sayilarin 6zel ortalamalarina bazi uygulamalar verecegiz.
Onerme 3.6.1: a,b € R,a < bven € N,n>2 icin

n(n-1)
12

<

L," (a,b)-A(a",b")

(b-a)" mec{d o)

dir.

n

ispat: Kuazi-konveks doniisim olanf(X)zx, x €ER Teorem 353 e

uygulandiginda bulunabilir.

Onerme 3.6.2: a,b € R, a < b ve 0¢[a,b] olsun. Her p > 1 igin

Up

‘L‘l(a,b)— A(a‘l,b‘l)‘ <

_a 2 pu 1p +
(b 4 ) (JZ J rr((;%
(max {|a|73q b })Uq

Ispat: Kuazi-konveks doniisiim olan f(X)zXf1 ,Xe[a,b] Teorem 3.54%e

uygulanarak bulunabilir.

Onerme 3.6.3: a,b €R,a < hbven € N,n>2 igin her q>1 olmak iizere

< n(zz—l) (b—a)z (max {|a|(n_2)q ,|b|(n_2)q})1/q

L,"(a,b)-A(a",b")
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Ispat: Kuazi-konveks doniisiim olanf(X):Xn, x €ER Teorem 3.5.5%

uygulandiginda bulunabilir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, temel kaynak olarak H. J. Greenberg ve W. P. Pierskalla’nin
1971 yilindaki, “A review of quasi-convex functions” isimli ¢aligmasi ile M.
Alomari, M. Darus ve S. S. Dragomir tarafindan 2010 yilinda “Tamkang Journal Of
Mathematics” isimli dergisinde basilan “New Inequalitiecs of Hermite-Hadamard
Type for Functions whose Second Derivatives Absolute Values are Quasi-Convex”
calismasindan faydalandik. Bu kaynaklar ¢ercevesinde, literatiirde var olan kuazi-
konveks fonksiyonlarin, konveks fonksiyonlarla kiyaslanmasi agiklanmaya ¢aligildi.
Yani, konveks ve kuazi-konveks fonksiyonlarin benzer &zelliklerini kategorize

etmede asagidaki bes durum incelenmistir.

Konveks kiimelerle baglantilari,
Stiireklilik, sinirlilik ve diferansiyellenebilme,
Ekstremum degerleri,

Esitsizlikler,

o~ W b E

Doniistimler.

Ayrica, ikinci tlirevlerinin mutlak degeri kuazi-konveks olan Hermite-Hadamard Tipi
esitsizlikler ile ilgili baz1 teoremler ve sonuclar agiklanmistir. Dolayisiyla, Esitsizlik
Teorisi’nin kuazi-konveks alt birimi ile ¢aligmak isteyen arastirmacilara Tiirkge bir

kaynak saglamaktadir.
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