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OZET
ISTATISTIKTE GEOMETRININ UYGULANMASI
Emine DEMIRCi

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2017
Yiiksek Lisans Tezi, 76S.

Danisman: Prof. Dr. Cemil YAPAR

Bu tez yedi boliimden olusur. Birinci boliimde tezin amaglart ile iliskili olarak bir giris verilir.
Ikinci boliimde geometrinin istatistik alaninda kullanimina dair yapilan ¢alismalar hakkinda
bilgi verilmistir. Uciincii béliimde hipotez testleri icin geometrik bir bakis ortaya konur.
Dordiincti bolimde ii¢ bilesene sahip olan ikili drneklemler durumu ig¢in bazi geometrik
yorumlar vardir. Boylece ele alinan konular daha agik bir hale gelir. Besinci boliimde t- testi
icin farkli bir geometrik yaklasim ele alinir. Altinct bolim  bagimsiz 6rneklemlerin bir
uygulamasini igerir. Son boliimde basit regresyon analizi i¢in baz1 bilgiler ve geometrik
yorumlar sunulur.

Anahtar Kelimeler: Basit Regresyon, F-Testi, Ikili Orneklemler, Izdiisiim Uzunluklari
Koordinat Sistemi, Ortogonal Ayrisim, t-Testi,



ABSTRACT
SOME APPLICATIONS OF GEOMETRY IN STATISTICS
Emine DEMIRCi

University of Ordu
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2017
MSc. Thesis, 76p.

Supervisor: Prof. Dr. Cemil YAPAR

This thesis consists of seven chapters. In the first chapter, an introduction regarding to the
aims of this thesis is given. The second chapter, it is given inormation about the studies made
on the useage of geometric in the field of statistics. The third chapter, a geometric
approximation for testing hypothehes is introduced. In the fourth chapter, some geometric
interpretations are given for paired sample case having three components. Therefore, treated
subjects become clearer. In the fifth chapter, a geometric view for t-test is given. The sixth
chapter includes an application of indepented samples. In the last chapter, some information
and geometric interpratations for simple regression analysis are presented.

Key Words: Simple Regression, F-Test, Paired Sample, Projection Lengts, Coordinate
System, Orthongonal Decomposition, t-Test
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GIRIS

“Bin stz sOyleyecegine bir sekil yap goster.” 6zdeyisinden hareketle, istatistiksel
kavramlarin geometrik yorumu onlarin daha kolay anlagilmasini saglar. Bir
geometrik sekil, kisa bir bakista bir¢ok diisiince uyandirarak problem ve ¢oziimii
arasinda bir kopri olusturabilir. Bu nedenle geometrik yorumlar ve ¢izimler bir
istatistiksel problemin daha kolay anlasilmasi igin farkli bakis ve yontemleri ortaya

koyar.

Istatistiksel kavramlara geometrik yaklasimlar; Klasik yaklasim ve matris
yaklasimlar1 arasindaki boslugu doldurur. Bundan dolayi, istatistiksel yontemler ve
onlarin geometrik yorumlar: son zamanlarda artan bir bi¢cimde istatistik literatiiriine
girmistir. Bu konuda yazilan kitaplar ve makaleler bu bakisin 6nemini artan bir

bicimde vurgulamaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Varyans ve regresyon c¢oOziimlemesi yontemleri 20.ylizyilin baslarinda analitik
geometri kullanilarak gelistirilmistir. Bu alandaki ilk ¢alismalar R.A. Fisher (1915)
ile baslamistir. Fisher, geometrik yaklasimlar1 kullanarak bu yoOntemlerin
gorsellesmesini de saglamistir. Geometrik yaklasimlarin algilanmasindaki zorluklar

sebebiyle uzun bir siire bu yaklagimlarin kullanilmasindan uzak durulmustur.

Geometrik yaklasimlar, Fisher (1915)’in, korelasyon katsayisinin dagilimi ile ilgili
calismasi ile baglamig, Kruskal (1975)’1n genellestirilmis ters (inverse) geometrisi
hakkinda yaptigi ¢alisma ile devam etmistir. Dogrusal modellere geometrik
yaklagimlar Fisher (1915), Bartlett (1933-1934), Durbin ve Kendall (1951), Kruskal
(1961, 1968, 1975), Zyskind (1967), Watson (1967) ve Saville ve Wood (1983,
1984, 1986, 1990) tarafindan incelenmistir. Demirhan ve Parlak (2002) ise ¢ok
etkenli deneysel yontemlere geometrik yaklasimlari kullanarak bir uygulama

yapmiglardir.

Saville ve Wood tarafindan yazilan Statistical Methods: The Geometric Approach ile
Statistical Methods A Geometric Primer adl1 kitaplar ve yine ayn1 yazarlar tarafindan
yazilan bu konudaki bircok makale bu bakis1 desteleyen yayinlar arasinda, 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu tezde bu ve benzeri yayinlardan 6énemli derecede faydalanilmaya

caligilmistir.



3. HIPOTEZ TESTLERI iCIN GEOMETRIK YAKLASIM

Yaklasimimizin ardindaki temel diisiinceyi agiklamak i¢in en basit miimkiin olabilir
durumu, yani bir tek kitleden iki biiyiikligline sahip bir 6rneklem durumunu ele
alalim. Yeni alinan bir terazinin hassas olup olmadigini aragtirmak istedigimizi
varsayalim. Terazideki 6l¢timlerde herhangi bir hata olup olmadigini test etmenin bir
yontemi yeterli araliklarla dl¢im yapip, olusan degerleri okumak olmalidir. Boyle bir

incelemeden elde edilen iki veri Y, ve Y, agirliklari olsun. Terazinin hassas(yanli-

sapmali) olup olmadigina karar vermek i¢in bu verileri nasil kullanabiliriz?

Terazide bir¢ok Ol¢iim yaptigimizi ve terazinin tam olarak hatasiz oldugunu, bu

nedenle uygun vadede agirlik dlglimlerinin x = 0 ortalamaya yodneldigini diisiinelim.

Bu durumday,, Y, Sekil 3.1°de goriildiigii gibi isaretlenebilir.

=0
Sekil 3.1. 2 =0 durumunda hassaslik 6l¢timleri

Y, ve Y,’nin Yy, — vey, — eksenlerine sahip bir koordinat sistemindeki gériiniimiine

bakacak olursak Sekil 3.2 elde edilir.
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x (3, ¥,)

Sekil 3.2. y =0 durumunda 6lgtimleriny, — ve y, — eksenli
koordinat sistemindeki gorinimi

Kitle ortalamast =0 ise, bu takdirde olgiimler orijin etrafinda bir yayilim

gostermektedir. Bu durum Sekil 3.3’te goriilmektedir.
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Sekil 3.3. =0 durumunda 6l¢timlerin yayilimi



Eger Ol¢timler arasinda fark varsa; g #0 olacaktir ve yayilim eksenler ile 45° lik

ac1 yapan bir dogru boyunca kayacaktir. Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 bu durumu

belirten ¢izimlerdir.

/ﬂﬁ‘\\
VAR
|f \'.I
/ Y
/ \
/
/ \
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/ \x
/ \
/ .
/ \
i / VAR, \
0 1%
=22
Sekil 3.4. 1 # 0 durumunda hassaslik 6lgtimleri
Ha A L
(3-3y) X7
A %

Sekil 3.5. 4 #0 durumunda olgiimleriny, — ve Y, — eksenli
koordinat sistemindeki gortintimii



Sekil 3.6. £ # 0 durumunda 6l¢iimlerin yayilimi

Simdi tipik bir (x) O6rneklem noktasi (,u,,u):(2.4,2.4) noktasi iizerinde

merkezlesen noktalarin sagilimindaki bir noktadir. Terazimiz 6lgme konusunda yanli

midir? sorumuzu geometrik bir soruya ¢evirebiliriz. Bir gergek durumda,
(yl,yz):(Z.S, 2.5) diyecegimiz sadece deneysel sonuglar kiimesine sahip
olacaksimiz. Esdeger geometrik soru: Nokta orijinde merkezlesen bir sagilima mi
yoksa orijinden uzakta merkezlesen bir sa¢ilima mu aittir? Daha kesin olarak, =0
midir veya g #0 mudir? Ihtiyactmiz olan sey iki durumu ayiracak olan “test

istatistigi” olarak adlandirilan bir 6l¢iidiir. Bu 6l¢ii, eger ¢ =0 ise, bu takdirde kii¢iik

ve eger u =0 ise, bu takdirde biiyiik olmalidir.

Sekil 3.3 ve Sekil 3.6 istedigimiz ipuglarint verir. u # 0durumunda, noktalarin

dagilimi es agisal dogrunun, yani her iki eksenle 45°lik aciya sahip dogrunun,
yukarisinda yer alir. “X” gibi bir 6rneklem noktasinin es agisal dogruya olan uzakligi
B ve bu dogrunun orijine olan uzaklig1 A olarak gosterilsin. Bu durumda g = 0 iken
elde edilen A/B orani, x =0 durumundakinden daha biiyiik olur ve A/B orani test
istatistigi olarak kullanilabilir. Bu test istatistiginin noktalarin dagilimi nasil olursa
olsun ¢alistigina ve 6l¢iim birimlerimize bagl olmadigina dikkat edelim. Bu oranin t-

dagilimina sahip oldugu soylenebilir (Saville ve Wood, 1996).



(yl, yz) = (2.3, 2.5) orneklem noktamiz igin test istatistigi Sekil 3.7 ve Sekil 3.8°de

gosterildigi gibi, A/ B=242 /(0.1\/5):24 degerini alir. Eger u ortalamasi
gercekten sifir ise, bu takdirde test istatistigimizin 1 serbestlik dereceli Student t
dagilimma sahip oldugunu soyleyebiliriz. Bu dagilimin bilgisi bize bir test

istatistiginin biiylik 0lmas1 hakkinda kesin olma olanagi verir.

M

.1 IZ -

L J

Sekil 3.7. x =0durumunda A ve B uzakliklari



Sekil 3.8. yz# 0 durumunda A ve B uzakliklart

Ornegimizde (Y;,Y,) =(2.3,2.5) icin bu oran Sekil 3.9’da gdsterilmistir.

M

%,
[0

M
Sekil 3.9. (yl, yz) noktasi ve A Ve B uzakliklari

Ornegin, t, istatistiginin mutlak degeri durumlarin %95’inde 12.7°den kiigiiktiir.
Geleneksel olarak, istatistik¢iler bu degerlerin biiyiilk beyan edilen 12.7°den daha
biiylik degerlere gore, kiigiik olacagini iddia eder. Bu, 24’lilkk degerimizin biiyiik



iddia edilmesi gerektigini, bu nedenle terazinin yanli oldugu diisiincesini

desteklemek i¢in yeterli delile sahip oldugumuzu ifade eder.

Benzer analiz vektorler ile yapilmak istendiginde ilk olarak; iki boyutlu uzayda

gozlemleri noktalar yerine vektorlerle ifade ederiz. Bu durumda gozlemimizi
y= [2.3, 2.5], vektorii olarak gosteririz. kinci olarak; iki boyutlu uzay igin bir dik
koordinat sistemine ihtiya¢ duyulur. Esit a¢ili bir yon elde edebilmek ig¢in, ilk
koordinat ekseni olarak U, :[1,1]' /2 segilirse, bu takdirde U, :[—1,1]' /2 de

diger koordinat ekseni olarak se¢ilmis olur. Bu durum Sekil 3.10°da

gorsellestirilmistir.

L 4

¥

Sekil 3.10. Dik koordinat sistemi

Ucgiincii olarak, Y gdzlem vektdriimiizii sirasiyla koordinat eksenlerimizin her biri

lizerine izdiistiriiriiz ve Sekil 3.11°de gosterildigi gibi

(YU,)U, =2.42U, = Bﬂ ve (yU,)U, =0.1J2U, = {_g'ﬂ (3.1)

izdlisim vektorlerini elde ederiz.



Sekil 3.11. Test istatistiginin hesaplanmas (t )

Bu islem, goézlem vektoriiniin biri “model vektori” ve digeri “hata vektori” olarak
iki vektore ortogonal ayrisimini ortaya koyar. Bu ortogonal ayrisim (3.2)

bagintisinda gosterilmistir.

y = (yul)Ul + (yUZ)UZ (3.2)
Gozlem vektorli = Model vekotrii + Hata vektori

Ormnege dénecek olursak,

y =2.42U, +0.142U, (3.3)

2.3 2.4 -0.1
= + (3.4)
2.5 2.4 0.1
elde edilir. Bu, |yU2| ; YU, ’nin biiyiikliigiinii ifade etmek iizere,

.U, _24V2 _

LN 94 35
ly.U,| 0142 (3:3)

test istatistigine gotiiriir. Bu test istatistiginin onceki kisimda elde edilen A/B test

istatistigi olduguna dikkat ediniz.

t dagilimina ek olarak F dagilimi kullanilmak istenirse; Pisagor teoreminden

yararlanarak gozlem vektoriiniin 2 boyutlu uzaydaki uzunlugunun karesi,

I = (v.U)? +(y.U,)? (3.6)
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seklinde bulunur. Buradan yararlanarak,

2 2
F-UU) A (3.7)
(yU,)” B
F dagilimina sahip bir test istatistigi daha elde edebiliriz. Ornegimizde,
2.3 +2.52 = (2.4/2)? +(0.14/2)? (3.8)
11.54=11.52+0.02 (3.9
Ve
2
FoU) 11524 (3.10)

(YU 002
olarak elde edilir. Bu durum asagida verilen Sekil 3.12 {izerinde de goriilmektedir.
Bu degerin 6nceki kisimdaki notasyon cinsinden A*/B? olduguna dikkat ediniz. Bu

deger F, dagilminm yiizdelikleri ile (6rnegin 161,95) karsilastirilir ve yine bizi

terazinin yanli oldugu fikrini desteklemek icin yeterli delile sahip oldugumuz

sonucunu ¢ikarmaya sevk eder.

(YU =0.02

Sekil 3.12. Test istatistiginin hesaplanmasi (F )

3.1. Izdiisiim Uzunluklarinin Dagihm

y.U, ve y.U, izdisim uzunluklarinin dagilimini inceleyecek olursak; Y,ve Y,

sembolleri, x# ortalamali ve o’ varyansh bir normal dagilimdan gelen bagimsiz

gbzlemleri ifade etmek {izere,

11



_( Y Loy,
y.ul{yj. \/EH NG (3.11)

esitliginden yararlanarak Y.U, izdiisiimiiniin ortalamasini,

+ 2
yuU, =£TE 28 _ oy (3.12)

NERNG

ve Varyansml,
1Y 1
y.U, = (ﬁ] [varyans(y,) + varyans(y,)] = 5[02 +o’]=0" (3.13)

seklinde elde ederiz. Bu nedenle, y.U, izdiisiimii; \/E/J ortalamali ve o’ varyansl bir

normal dagilimdan yani, bir N(\/E,u,az) dagilmindan gelir. Aymi sekilde Yy.U,

izdligiimiiniin dagilimini elde edebilmek i¢in,

(Y 1y, -y
e e

esitliginden yararlanarak Y.U, izdiisiimiiniin ortalamasini,
yuU,=2"*_0¢ (3.15)

ve varyansini,
1 2
y.U, :(Tj [0 +0°]=0" (3.16)
2

seklinde elde ederiz. Bu nedenle y.U, izdiisiimii; 0 ortalamali, ¢ varyansh bir

normal dagilimdan, yani bir N(0,0?) dagilimindan gelir.

y.U; ve Y.U, ‘nin dagilimlar1 Sekil 3.13’te gosterilmistir. Dikkat edilmesi gereken

nokta, Y.U,’nin dagilimi daima sifirda merkezilesirken, Yy.U,’in dagiliminin

potansiyel olarak sifirdan farkli bir nicelik(say1) iizerinde merkezilesmis olmasidir.

12



¥-U; degerlerin
dagilimi

y-Us

degerlerinin dagilimi

Sekil 3.13. y.U, ve y.U, izdiisiim uzunluklarinin dagilimlari

13




4. n=3 IKILI ORNEKLEMLER iCIN t- TESTI

Ug biiyiikliigiine sahip bir rneklem icin farkl1 olarak ne yapabiliriz? Simdi asil fark,

o kitle varyansinin tahmini icin mevcut iki koordinat ekseni dogrultularina sahip

olmamizdir. Bunun yontemimizi nasil etkiledigini gostermek icin Cizelge 4.1’deki 7,

18 ve 23 numarali sahislardan olusan rasgele Orneklemi yeni Ornegimiz olarak

kullanarak, Boliim 3’1 tekrar ¢alisiriz.

Kalp atis1 sayisinin egzersizle artip artmadigini  belirlemek i¢in 26 tarim

aragtirmacisi bir deneye tabii tutuldu. Her bir sahis 10 dakika oturduktan sonra ve

yine hemen orada 2 dakika kostuktan sonra kalp atisi sayist alindi. Her iki olayda da

30 saniye boyunca kalp atiglarinin sayis1 kaydedildi. 30 saniyede kalp atislarindaki

degisme Cizelge 4.1°de verilmistir (Saville ve Wood, 1996).

Cizelge 4.1. 26 tarim arastirma gorevlisi i¢in 30 saniyede kalp atis sayisindaki degismeler

Sahis Degisme Sahis Degisme
1 7 14 8
2 10 15 10
3 14 16 17
4 0 17 7
5 13 18 14
6 5 19 5
7 7 20 4
8 7 21 16
9 6 22 12

10 20 23 9
11 9 24 0
12 8 25 12
13 13 26 13

Sahislarin kalp atim hiz1 arasindaki farklar, sirasiyla 7, 14, 9°dur. Elde edilen gozlem

vektora

14
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dur. Eger kalp atim hiz1yla ilgili x ortalama agirhg sifir ise, bu takdirde (7,14,9)’

veri noktamiz Sekil 4.1(a)’da gosterilen dagilimin bir pargasi olacak, eger u sifir

degilse bu veri noktamiz Sekil 4.1(b)’deki dagilimin bir pargasi olacak. =0 ve
 # 0 olabilirlikleri arasinda karar vermek i¢in yontemimiz; (7,14,9) veri noktamizi
belirleyen vektoriin es agili dogrultuya (U, ’e) dik izdiisiim vektoriiniin uzunlugunun
karesini, y’nin, U,’e dik olan diger U,ve U,vektorleri lizerine dik izdiigiimlerinin

uzunluklari kareleri ortalamasi ile kargilastirmaktir.

Dogrultu | Dogrultu
o M1 ] Uglincli gbzlem 1]
Uglinch gbzlem i i 1|
| ) )
- @ L] -
’ . i
p Fd ‘1.’:"‘.‘ -
& - d - - * "'
- -~
- i
- -
- fas .8 _m | 4 .
- Ikinci gozlem | - Ikinci gdzlem
. # -
.it:h P = - H i
L] = = - -
_"_‘ . Birinci gézlem I Birinci gézlem
(a) (b)

Sekil 4.1. incelememizin birgok tekrarinin temsil eden veri noktalarmin dagilimlart
4.1. Uygun Bir Koordinat Sistemi

Amacimiza 6zel 3-boyutlu uzay igin ortogonal koordinat eksenlerinin bir kiimesi

15 L L
U=—r1|  U=-to|1]| U= 42
1\/§1 2\/50 3\/62 ()

dir. Burada U, =[1, 1, l]’ /3 ilgilenilen x parametresi ile ilgili dogrultudur.

15



4.2. Ortogonal Ayrisim

Simdi y=[7, 14, 9]' gbzlem vektdriimiizii koordinat eksenlerimizin her biri iizerine

izdiisiiriiriiz. Birinci izdiisiim vektori

7 11 11 1
U, =||14].—|1]|==|1|=10[1 4.3
(y.Uy)u, . \/51\/51 : (4.3)

dir. ikinci izdiisiim vektorii

AEINERES
(yU,)U,=|[14|—=| 1||-=| 1|=| 35 (4.4)
9 V2 0 V2 0 0

dir. Uciincii izdiisim vektori,

AREIE: 05
(y.U,)U,=| |14 |.—=|-1||-=|-1|=|05 (4.5)
9 V6 2 6 2| | -1

dir. Yani ortogonal ayrisimi, Sekil 4.2°de gosterildigi gibi;

y = (yU)U, + (y.U,)U, + (y.U,)U, (4.6)
7 1 -35 0.5
14| = 10{1|+ | 35| + | 05 (4.7)
9 1 0 -1.0

y =10 kalp atim hizindaki farkin en 1yi tahmini olmak tizere, bu;

7 1 -3.0

14| = 10{1| + 4.0 (4.8)
9 1 -1.0

y = ¥y + (y-y (4.9)

yani, gozlem vektorii = model vektorii + hata (tahmin edilen hata vektori),

16



uygun modeline sadelesir. Bu ayrisim aym1 zamanda Sekil 4.2°de gosterilmistir

(Gozlemler ve orneklem ortalamasi arasindaki farklari ifade etmek i¢in (y—y)’yi

kullandik).

0.5
Gozlem velktori (v.U,)U,=|05
- -1
v=|14 —35
. U U, =|-3.3
Uciinci gézlem G ‘:I - 0
10
 =|10|=¥
10
Us
Up N Birinci gozlem

Sekil 4.2. (y—Y) cinsinden gdzlem vektoriiniin ortogonal ayrigimi

4.3. Tzdiisiim Uzunluklarinin Dagihmlar

Kalp atim hiz1 ile ilgili gergek ortalama farkinin makul bir bigimde sifir olup

olmadigimi test etmeye hazirlanmak i¢in, Yy.U,, y.U, ve Yy.U, izdisim
uzunluklarmin dagilimlarim1 bilmemiz gerekir. $imdi, Y,, Y, ve Y;; u ortalamah

o? varyansli bir normal dagilimdan bagimsiz gozlemler olmak iizere;

SRk Yo+ Y, +Y
U=y | —|1]=ftYat¥s 4.10
y 1 y2 \/§ 1 \/§ ( )

3

dir.
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Boliim 3°deki gibi ilerleyerek, Y.U; ortalamasinin \/glu ve Y.U,;’in varyansinin
o? oldugunu buluruz. Yani Y.U;; bir N(v3u 0?) dagilimindan gelir. Benzer

sekilde, .U, ve y.U,’iin her ikisi de bir N(0,07) dagilimindan gelir.

Boliim 3’teki gibi, dikkat edilmesi gereken nokta, Y.U ve Yy.U;’lin dagilimlari

daima sifir noktasi lizerinde merkezilegirken, Y.U,’in dagilimi imkan dahilinde

(potansiyel olarak) sifirdan farkl bir nicelik (say1) tizerinde merkezilesmis olmasidir.

4.4. Hipotezi Test Etme

Simdi hedef calismay1 inceleyecegiz. Kosma kalp atigina etki eder mi? Bu konunun

On bilgisi olmadigint kabul ederek, 2-kuyruklu(2-yanli) bir testi, yani, H,:u#0
hipotezine karst H,:z =0 hipotezinin testini yapacagiz. Burada u benzer arka

plana sahip sahislarin sonsuz biiyiik bir teorik kitlesi i¢in kalp atisindaki ortalama

degismedir.

Hipotez testimiz igin, (y.Ul)2 izdiistim karesinin, [(y.U2)2+(y.U3)2}/2 hata

dogrultulart i¢in izdiisiim karelerinin ortalamasindan 6nemli derecede daha biiyiik
veya ayni olup olmadigin1 kontrol ederiz. Burada U,ve U, hata uzaymi geren

koordinat eksenleridir. Ilgili Pisagor pargalanmasi, Sekil 4.3 te gosterildigi gibi,

I =(y-U,) +(y-U,) +(y.U, )’ (4.11)

veya

IVIT = (y-U.) +(y:U,)" +(y.U, )

(4.12)
326 = 300 + 245 + 15
dir. Elde edilen test istatistigi,
U,)’
F- (y-V,) =23.07 (4.13)

[ U,) +(y U, 12

dir.
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[ =326

(0" =[F| =300

Sekil 4.3. Ug ortogonal izdiisiimiin uzunluklarinin karelerinin, Pisagor
parcalanmasi

Bu gozlenen F degeri biiyiik veya kiigiik miidiir? Simdi eger =0 ise y.U,, y.U,
ve Y.U, izdiisiim uzunluklarmin tiimii bir N (0, ) dagilimindan gelir, bu nedenle,
(y.U,)* /{[(y.Uz)2 +(y.U3)2}/2} test istatistigi, Ek 1’de tammlanan  F,

dagilimindan gelir. Bundan dolayi, 23.07’lik gozlenen F degerimizin biiyiikk veya
kiiciik olup olmadigini gérmek i¢in, onu F, , dagiliminin 90, 95 ve 99 yiizdeleri, yani,
sirastyla, 8.5, 18.5 ve 98.5 degerleriyle karsilastiririz. 8.5 degerli 90 yiizdeliginden
ve 18.5 degerli 95 yiizdeliginden daha biiyiik oldugundan, sonug 23.07’lik gézlenen
deger bize hipotezimiz ile ilgili bir fikir verir. Sifir hipotezimizi
a=0.10ve ¢ =0.05 diizeylerinde reddettigimiz sonucuna variriz. Yani, Veri
incelemeye aldigimiz kitledeki dinlenmis ve kosan insanlar arasinda, ortalama olarak

kalp atim hiz1 ile ilgili bir fark oldugu sonucunu ortaya koyar.
4.5. ikili Orneklemler t-Testi
F=(yU,) /[ (U.) +(v:U,)" 12} = A1 [ B 12] = 2307 (4.14)

test istatistigimizin
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y-U,

— A =4.
L) v,y )z B2 -

t=

(4.15)

doniistiiriilebildigine dikkat ediniz. Onceden ifade edildigi gibi, eger 1 =0 ise,

y.U,, y.U, ve y.U, izdiisim uzunluklarinn tiimii bir N(0,6%) dagilimindan gelir.

Bu nedenle, t:y.Ull\/[(y.U2)2+(y.U3)2}/2 Ek 1’de tanimlanan t, -

dagilimindan, yani 2 serbestlik dereceli t— dagilimindan, gelir. 4.80’lik gozlenen t
degerimizin biiyiik veya kiiclik olup olmadigint gérmek i¢in, onu Ek 1’de verilen T
tablosundaki t dagiliminin yiizdeleri ile karsilagtiririz. Bu iki-yanli dagilimin 95, 97.5
ve 99.5 yiizdeleri sirasiyla, 2.920, 4.303 ve 9.925’tir, bu nedenle, o; 95 yiizdeligi
(%10 kritik degeri) astigindan, «=0.10ve ¢ =0.05 anlam diizeylerinde sifir
hipotezini reddederiz. Bundan dolayi, yine kitle ortalamasimin sifir oldugu

diisiincesini reddetmek icin bir delil buldugumuz sonucunu ¢ikartiriz.

4.6. Yorumlar

Yukaridaki analizde U,ve U, dogrultular1 &° kitle varyansm tahmin etmek igin
kullanilirken, U; dogrultusu u kitle ortalamasini tahmin etmek i¢in kullanilir. Uzun
vade de, Yy.U, izdiisim uzunlugu \/§y ortalamasini alir, bu nedenle, y =10; x yii
tahmin etmemize yarar. Ayn1 zamanda uzun vade de, (y.U2)2 ve (y.U3)2 izdiisiim

uzunluklar karesinin her biri o?ortalamasini alir. Bu nedenle onlarin ortalamas,

yani, S*=13; o nin en iyi tahmin olarak isimize yarar. Ayrica, uzun vadede,
(y.Ul)2 izdiisim uzunlugu karesinin 3u°+0° ortalamasmi almaya calistigi
gosterilebilir. Bu nedenle, eger u=0ise (y.U1)2 niceligi(sayis1) artirilmigtir ve

(y.Ul)z, o’’nin bir yansiz tahmini ile boliinen artirilmis bir tahmini gibi

diistiniilebilir.
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5. t- TESTINE GEOMETRIK BiR BAKIS

Bir ikili orneklemler veri kiimesi igin, Saville ve Wood (1996)’dan, yetiskin
insanlarin ii¢ karma cins ikiz ¢iftinde erkeklerin(M) ve kadmlarin(F) boylarini
kullaniriz. Birinci ikiz ¢iftte, Janet’in boyu 166 c¢cm iken, John’un boyu 185 cm’ idi.
( Veri gercektir fakat tiim isimler sahtedir.) ikinci ikiz ¢iftte Joanna’nin boyu
177.8 cm iken, Alistair’'in boyu 185.4 cm idi. Ugiincii ikiz ciftte, Mary’nin boyu
160 cm iken, Bill’in boyu 182.9 cm idi. (M-F) boyundaki ti¢ fark 19.0, 7.6 ve 22.9

cm’dir. Bu ¢ farki, yetiskin insanlarin karma cins ikiz ciftlerindeki erkekler ve

kadinlar arasindaki boyla ilgili farklardan olusan, N( y,o-z) dagilimli bir tek
kitleden ¢ekilen ii¢ boyutlu 6rneklem olarak isleme sokariz.

Cizelge 5.1. Kadin ve erkeklerden olusan 3 6rneklem

1.cift 2.¢ift 3.¢ift
Erkek (M) 185 185.4 182.9
Kadin (F) 166 177.8 160

Fark (M-F) 19.0 7.6 22.9

5.1. Geometrik Yol

Yukaridaki verinin geometrik yolu kullanan bir analizi igin, hemen H,:x =0 iki-
yanli test hipotezi altinda yukaridaki (19.0, 7.6, 22.9) 6rnegi kadar asir1 veya daha

asir1 bir drneklem elde etme sansini(olasiligini) nasil elde ederiz? sorusunu sorariz.

Fisher, tarafindan kesfedilen ¢6ziim yolu, veriyi ii¢ boyutlu uzayda bir vektor, yani
(19.0, 7.6, 22.9)’ vektorii olarak diistinmektir. Bu, dogal olarak asiriligin bir 6l¢iisiine
goturdr.

Ug-boyutlu uzayda bdyle veri vektorlerinin nasil davrandigimi anlamak igin her bir
sekilde bir incelemenin bircok tekrarindan ortaya c¢ikan veri vektorlerini

sergiledigimiz, Sekil 5.1°i géz oniine alimz. Ilk olarak, eger =0 ise, her bir
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orneklem bir iliskisiz ti¢ degiskenli normal dagilimdan gelir. Bir dagilimin kiiresel
simetrisi 3-boyutlu uzayda tiim dogrultularin biiyiik olasilikla es olgiide(es agili)

olduklarmi garanti eder (Sekil 5.1(a)). ikinci olarak eger u # 0 ise, veri vektdrlerinin
uclart (g, i, 1) vektoriiniin ucu etrafinda dagilirlar, bu nedenle, veri vektorlerinin
dogrultular1 (1,1,1)" dogrultusuna daha yakindirlar (Sekil 5.1(b) ve Sekil 5.1(c)). Son
olarak, daha biiyiik z, o ile ilgilidir, yani her bir veri vektori ve (1,1,1)" dogrultusu
arasindaki a¢1 daha kiigtiktiir (Sekil 5.1(b )’ye kars1 Sekil 5.1(c)).

Dogrultu Dogrultu
. 1 1
Cgiincii golem ; Usiincii godem :
'
A A

Txinci gézlem
- = .-
-3* = Birinci gézlom Birinei godem M Birinci gozlem

(a) (b) (c)

Sekil 5.1. (a) #=0,(b) ¢ #0 ve (¢) i # 0 durumlarinda bir incelemenin
bircok tekrarindan ortaya ¢ikan veri vektorleri*

Bu, (19.0,7.6,22.9)" o6zel veri vektorimiiz ve (1,1,1) dogrultusu arasindaki &
agisini, drnegimizin ne kadarmmn H;:x#=0 hipotezi altinda oldugunun bir lgiisii
olarak kullanabilecegimizi belirtir. Eger ac1 “biiyiik” ise, bu takdirde verilerimiz
Hy: =0 ile tutarhdir, eger ag1 “kiigiik” ise, bu takdirde verilerimiz H;:pu #0

karsit (alternatif) hipotezi ile tutarhdir.

Y(@) u=0(b)u+#0ve u (b)dekinden daha biiyiik olmak tizere (c), # # O durumlarinda incelemenin birgok tekrarindan

sonuglanan veri vektdrleri: Genel olarak, bir veri vektorii ve (1,1,1)" dogrultusu arasindaki ag1, u daha biiyiik iken, daha

kiigiik olur; bu, Hy @ p = 0 hipotezi i¢in aginin bir test istatistigi olarak kullanimimi sezgi yoluyla ortaya koyar.
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Ozel 6rnegimiz igin, iki vektdriin nokta carpimim (i¢-carpimini) igeren, lineer

cebirden bir standart formiilii kullanarak @ ’y1 asagidaki gibi hesaplariz.

19.0) (1
76 |o|1
229) (1 19.0+7.6+229

cosé = =0.93057 (5.1)

Jasoy +(7e)2 (2205 22051

Bu nedenle, ag1 Sekil 5.2°de gosterildigi gibi, @ = 21.476° (veya 0.3748 radyan) dir.
Bu ag1 biiyiik veya kiigiik miidiir? Bunu cevaplamak i¢in H, : 22 =0 hipotezi altinda
21.476" kadar veya ondan daha kiiciikk & agis1 ile bir veri vektoriinii gézlemlemenin
p olasiligin1 hesaplariz. Bu, veri vektoriinii (1,1,1)" dogrultusu etrafinda dondiirmek
suretiyle olusturulan (sonsuz) duble (gifte) koni i¢inde uzanmasinin olasihigidir(bkz.

Sekil 5.2). p degerini tayin etmek igin, ilk olarak, H, hipotezi altinda

r =\/(19.0)2 +(7.6)% +(22.9)* =30.711 gibi sabit uzunluklu bir veri vektdriiniin,

(sonsuz) ¢ifte koni igerisinde uzanmasi olasihigini hesaplariz. H; hipotezi altinda,

veri vektor dogrultularinin dagiliminin kiiresel simetrisinden, bu olasilik,

ylzey alani(sekil 2 deki tarali kesisim) 47”‘02{1 —cos(0)}
- 2

=1-cos(8) (5.2)
ylzey alani(z, yarigaph kiire) 4rr,

dir. Burada ylizey alanlar1 basit analizle elde edildi ve cevap hesaplamada kullanilan
I, - degerinden bagimsizdir.

p-degerinin hesaplanmasini tamamlamak i¢in simdi yukaridaki sartli olasiligi bir
veri vektoriiniin r uzunluga sahip olmasi olasiligi ile agirliklandirarak, veri

vektoriiniin miimkiin olabilir tiim r uzunluklar {izerinden integral aliriz. Bu,
p=[{L—cos(6)}f (r)dr ={L—cos(8)}| f (r)dr =1—cos(0)
0 0

=1-co0s(21.476) =0.07 (5.3)

oldugunu ortaya koyar. Burada f(r), bir veri vektdriinlin uzunlugu icin olasilik

yogunluk fonksiyonudur. Analizimizi sonuglandirmak ic¢in 0.07°lik  p-degerinin
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0.05’ten daha biiyiik olduguna, bu nedenle, eger 0.05 kesim noktasini kriterimiz
(kritik nokta) olarak kullanirsak, Hy:z =0 hipotezi altinda verimizin olagandist
olmadiginin farkina variriz.

Karma cins ikiz ¢iftlerde erkek ve kadin arasinda boyca sifirdan farkli bir gercek

ortalama farkinin gii¢lii delilini elde edemedigimiz kararina variriz.

Sekil 5.2. ro=\/(19.0)2+(7.6)2+(22.9)2=30.711 yarigaplt kiireye
iliskin (19.0,7.6,22.9)" veri vektorii®

2 2 2
2 0= \/(19_0) + (7,5) + (22_9) = 30.711 yarigaph kiireye iliskin (19.0, 7.6, 22.9)’ veri vektorii ve kiire ile kesisimi tarali bolge

olan g¢ifte koni taralidir: Tarali kesigimin yiizey alaninin kiirenin yiizey alanina orani, g 'niin sifirdan farkli oldugunun giiglia
delilidir.
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5.2. Geometrik ve Geleneksel Yollar Arasindaki Baglanti

Yukaridaki alt kisimda t-degerinden soz etmeksizin, H,:x = 0hipotezinin ikili

orneklemler t-testini tamamladik. p degeri igin geometrik yol daha geleneksel yola

nasil baglanir?

Y y/n
i \/{él(yi—y)zl(n—l)}

16573 —~3.595 (5.4)
\/[{2.52 +(-89)° +6.4%}/ 2}

dir. Burada,

Y1, Yoy, :veri degerleri (Ikili drneklem degerleri arasindaki farklar)

Yy . orneklem ortalamasi
S : Orneklem standart yapmasi
n : Orneklem biiyiikliigiinii ifade eder.

Bunu @ ya baglamak i¢in, Sekil 5.2°de dolayli olarak anlatilan bir dik tiggeni Sekil

5.3’te gosteririz. Bu tiggen veri vektoriinii (1,1,1)" dogrultusu iizerine izdiistirmek

suretiyle elde edilir ve A=./3(16.5)> =16.5J3 ve = B = \/{2.52 +(-8.9)* +6.4°}

=+/126.42 uzunluguna sahip kenarlar ile

19.0) (165 25
76 |=]165|+| -8.9 (5.5)
229) 165 6.4

vektor toplamini gosterir. Bu nedenle {i¢ biiyiikliigiine sahip bir 6rneklemin durumu

icint ve @ arasindaki t = \/E cot(6) iliskisini saptayan
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16.5v/3 A

- - =2 cot(0) = 2 cot(21.476) = 3.595  (5.6)
J25% + (-89)% +642312] BIN2

t

dir. Bu arada 6rneklem ortalamasi ve standart sapmasimin A= 7\/5 veB = S\/E

olmak {izere tiggen icinde kendiliginden ortaya ¢iktigina dikkat ediniz.

2.5
19.0 (—-8,9) (B=/126.42 uzunlukiu)
7.6
22.9

16.5
(16.5) ( A= 16.5v3 uzuniukiu)

16.5

8 = 21.476°

Sekil 5.3. Veri vektoriiniin vektor ayrigimi®

5.3. @'dan t-ye Doniisiim

Yukaridaki gelisimde aciklamanin kolaylhigi icin, € acisi tam olarak 0—90° degisim
araligina kisitlandi. Bu iki-yanl testler i¢in tam anlamiyla ile uygundur, fakat bir-
yanl testler i¢in uygun degildir. Daha genel olarak, @, veri vektori ve (1,1,1)
dogrultusunun pozitif yonii arasindaki aci olarak tanimlanir, bu nedenle,
0°<0<180 ’dir. Eger @’y1 radyan (0<@<7) olarak da ifade edersek, bu
takdirde

J-s sin(u)du _ 1—cos(9) (5.7)
o 2 2

®Veri vektoriiniin vektér ayrisima: Bilinen t- istatistigi /2 cot(g) "ya esittir.
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oldugundan, basit bigimiyle € igin olasilik yogunluk fonksiyonunu sin(@)/2
olarak yazabiliriz. Kisaca H,: 2 =0 (sekil 5.4(a) ) hipotezi altinda @’ nin(radyan
olarak) dagilimi t = /2 cot(@) doniisiimii ile (bkz. sekil 5.4(b) ) 1, dagilimima(bkz.
sekil 5.4 (c) ) ¢evrilir. €’ nin sifir veya 7 ye yakin degerlerinin sirasiyla t’nin biiyiik

pozitif ve negatif degerlerine doniisiirken, 6 nin 77/ 2 ‘ye yakin degerlerinin t’nin

kiigiik degerlerine doniistiiklerine dikkat ediniz.

¢t degeri 4 tdegeri
|
l“‘
I\ |
¢ t-4 |
\\ \\ = |
' ¢ vVicot¥ |
N\ Olastik [ o |
N 0 2
U-ﬂ—o @& of - R
/ vogunlugu | e \
i | '
t ‘ \'\ -
|
\
\
(¢ (b) |

Olazik I
yvoguniugu g
M/ \\h
0 n . (x—48) = Agqr
)

(a

Sekil 5.4. t = /2 cot(@) doniisimii’
5.4. H,: g =y, Durumu

y — 14, donistiirilmiis degiskenini kullanarak ytiriitiilen veri analizi ile, H, : u = g,
(#0) daha genel durumunun, simdiki durumda H, : z— 4, =0 olarak yeniden

yazilabildigine dikkat ederiz.

* 0 igin olasihk yogunluk fonksiyonu sirasiyla (a) ve (c) de gosterilen t igin olasilik yogunluk fonksiyonuna baglayan

t = \/; cot(e) doniisiimii: Tarali olanlar & veya t ‘den daha ugta olan degerleri gosterir.
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BOLUM 6. BAGIMSIZ ORNEKLEMLER

Gozlemlerin dogal bir eslemesi olmadiginda bagimsiz Orneklemler ortaya cikar.
Ornegin, alt1 kosucu ve alt1 dinlenmis insani kalp atislar1 dl¢iisii rasgele segilebilir.
[lgimiz normal olarak, dingin(dinlenmis) ve kosan insanlar arasinda kalp atisi ile
ilgili ortalama farktir. Daha bi¢imsel olarak, iki inceleme kitlemizin £ V€ 4,
ortalamalarin1 karsilagtirmayla ilgileniriz. Analiz i¢in, her iki kitlenin de normal

dagildiklarim ve iki kitlenin varyanslarinin aym olduklarini (o,” =0,” =c” ) kabul

ederiz.

Asagidaki kisimda dingin ve kosan insanlar arasinda kalp atisi ile ilgili bir veri
kiimesini tanimlayacagiz. Bu veri kiimesinin iki kosucu ve iki dingin insandan olusan

bir alt kiimesi analiz edilecektir.

6.1. Veri Kiimesi

Boliim 4’te her bir kisi i¢in kosudan onceki ve sonraki kalp atisindaki degisme
kaydedildi. Bu boliimde inceleme amagli farkl bir tasarimi géz oniine alacagiz. Yeni
tasarim altinda 26 biyiikliigiine sahip rasgele iki gruba boliinen 52 kisiye sahip
oldugumuzu varsayariz. Birinci gruptaki sahislar 10 dakika hareketsiz oturduktan
sonra 30 saniye iizerinden kalp atislarimi kaydetti. Ikinci gruptaki sahislar olay
yerinde 2 dakika kostuktan sonra hemen kalp atiglarii kaydetti (Saville ve Wood,

1996). Sonugta elde edilen veriler asagidaki iki ¢izelge de verilmistir.
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Cizelge 6.1. Boliim 3’teki 26 tarim arastirmacisinin kosudan 6nce ve sonraki gergek kalp
atiglar

a) Grup 1: Hareketsiz sahislar

Sahis Kalp atim hizx Sahis Kalp atim hizx
1 24 14 30
2 40 15 32
3 34 16 38
4 35 17 31
5 31 18 32
6 37 19 37
7 40 20 27
8 33 21 40
9 35 22 29
10 27 23 35
11 26 24 32
12 35 25 41
13 26 26 41

b) Grup 2: Kosu sonrasi sahislar

Sahis Kalp atim hiz1 Sahis Kalp atim hiz
1 34 14 44
2 40 15 44
3 S7 16 42
4 46 17 27
5 44 18 43
6 38 19 54
7 44 20 44
8 60 21 47
9 45 22 38
10 47 23 43
11 38 24 40
12 39 25 37
13 43 26 48
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6.2. Iki Biiyiikliigiine Sahip Orneklemler

Bu kisimda, geometrik yoOntemimizi, iki kitlenin ortalamalarmi karsilagtirmak
istedigimiz duruma uygulariz ve iki boyutlu iki bagimsiz rasgele Orneklem
emrimizde olur. Ornegimiz igin Cizelge 6.2°de gdsterilen veriyi Kullanacagiz; bu

veriler Cizelge 6.1’°den iki dingin kisi ve iki kosu sonrasi kisinin kalp atim hizlaridir.

Cizelge 6.2. iki dingin ve iki kosu sonrasi kisinin kalp atim hizlar1 ile 6rneklem ortalamasi

Kalp atim hiz1(30 saniye) Ortalama
Dingin kisi 31 37 34
Kosu sonrasi kisi 44 47 45,5

Elde edilen gézlem vektorii

31
37
Y=| 44 (6.1)
47
dir.
6.2.1. Amacg

Incelemenin amaci:“Kosma kalp atisin1 etkiler mi?” sorusudur. Bu soruyu
cevaplamak i¢in, bigimsel olarak H, : £ # 1, hipotezine kars1 H, : 14 = 1, hipotezini

test ederiz.

6.2.2. Temel Diisiince

Sekil 6.1 yeni durumumuz i¢in temel diisiinceyr aciklar. Eger kalp atim hizi

bakimindan, dingin ve kosu sonrasi kisiler, ortalama olarak ayni iseler (4, = 44,), bu
takdirde 4= p,=u olmak iizere, gozlem vektorimiiz Sekil 6.1(a)’da gosterildigi
gibi (g, 4,0, 4 ) noktast lizerinde merkezlenen bir dagilimin pargast olacak.

Bununla beraber, eger onlar kalp atim hizi bakimmdan farkli iseler (24 # 4,), bu

takdirde gozlem vektoriimiiz Sekil 6.1(b)’de gosterildigi gibi, (4, ty, ty, MHy)
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noktasi ilizerinde merkezlenen bir dagilimin(sagilimin) parcasi olacak. Baska bir

deyisle, eger 4, = u, ise, bu takdirde dagilim es agili dogru iizerinde merkezlenir.

+
Halbuki, 4 # u, ise, bu takdirde =% oldugundan, dagilim, es acili
dogrudan
H Y7, = _(/vﬁ—#z)/z_ -1
S A R R R [V e S L A Ry T B! 62)
1y % ty— 1 (o= 1)12 2 |1
Hy H My~ 1 (= 1)12) 1
dogrultusunda uzaklasir.
-1 1 _1 B
1| dosmtu _
) ogritusa 1 1 dogrultusu 1
1 1
1

(a) (b)

Sekil 6.1. Kalp atim hizin1 temsil eden veri noktalarinin bulutlar:

6.2.3. Uygun Bir Koordinat Sistemi

Amacimiz i¢in bu takdirde 4- boyutlu uzay i¢in koordinat eksenlerinin uygun bir

kiimesi:
1 -1 -1 0
1|1 1|1 1] 1 110
— |7l U =—| |U.=—| | U =" 6.3
1 401 2 \/Z 1 3 \/E 0 4 \/E 1 (6.3)
1 0 1
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dir. Burada U, =[-1,-1, 1, 1]'/\/2 ilgilenilen (u, — 1) fark ile ilgili dogrultu iken,
U, =1 1,1, 1]'/JZ genel ortalamayla, yani, x ilgili olan dogrultudur.
6.2.4. Ortogonal Ayrisim

Simdi, y=[31,37,44,47]'gézlem vektorimiizit koordinat eksenlerimizin her biri

lizerine izdiisiiriiriiz. Birinci izdlisiim vektorii

31 1 1 1
(y.U)U, = syttt =39.75 . (6.4)
YRR aa [ L a2 T ) '
47 1 1 1
ikinci izdiistim vektori
31 -1 -1 -1
(y.U,)U, = S P e N e B e (6.5)
ettt PV R BT O B I R '
47 1
ticlincti izdiistim vektori
31 -1 -1 -1
37 1] 1 (|1 1 1
U, U, = — — =3 , 6.6
(y-Us) Uy 4412 0[[J2] O 0 (6.6)
47 0 0 0
ve dordiincii izdiistim vektori
31 0 0 0
37/ 11 0(|1] 0 0
u,)uU — =15 6.7
YUY =| a1 5l 1 |13 -2 ) (6.7)
47 1 1 1

bicimindedir. Gozlem vektoriiniin karsilik gelen ortogonal ayrisim
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y=(y.U)U, + (y.U,)U, + (y.U,)U, + (y.U,)U,
.
37

44
47

= (159/4)U, +(23/4)U, +(6/2)U, + (3/ 2)U,

317 [39.75] [-5.75] [-3] [ 0

37| [39.75| |-575| | 3| | ©
= + o[+ (6.8)
44| |39.75| | 5.75| | 0| |-15

47| [3975] | 575] | 0] | 15

dir. Bu,

31 39.75 [—5.75 -3 ]

37|_|sars| |-575], | 3

44| |3975| | 575| |-15 (6.9)
47 139.75 | 5.75 15]

. — —_—

Gozlem Genel ortalama fslem Hata

vektori vektorii vektorii vektord

uygun modeline sadelesir. Yani, y vektoriimiizii Sekil 6.2°te gosterildigi gibi, bir
genel ortalama vektorli, bir islem vektorii ve bir hata vektorii olmak iizere, li¢
ortogonal bilesenlere ayirdik. Islem terimini burada olduk¢a uzun bir “incelemenin
kitleleri arasindaki farklar” deyisi i¢in amacimiza uygun iyi bir kisaltma olarak

kullaniriz.
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(¥-U)U; + (y-U)U,
-3
Gozlem vektorii 3 Hata vektorii
-15 _
—5.75
1.5
.UU 575
v.U,)U, =
T 575
| 575
Islem veltdrii
[39.75
39.75
i genel ortalama
3975 vekiori
39.75

Sekil 6.2. ki inceleme kitlesinden alinan iki biiyiikliigiine sahip bagimsiz
orneklemler durumu i¢in gdzlem vektoriiniin ortogonal ayrigimi

6.2.5. Izdiisiim Uzunluklarinin Dagilhmlar
Kalp atim hiz1 ile ilgili gercek ortalamanin sifir olup olmadigini test etmeye
hazirlanmak i¢in, simdi y.U,, y.U,, y.U,vey.U, izdisim uzunluklarinin

dagilimlarini ortaya koyacagiz. ilk olarak,

Vi 1
Yo | 1| 1| yu+Y,+Yu+y
U — —_— — 11 12 21 22 610
Yy, [ VE Ja (610
Yoo 1

elde ederiz. Burada Y,; ve Y,, sembollerini, birinci ve ikinci gozlemlerin birinci
inceleme kitlesinden (u ortalama ve o’varyansl) geldigini ifade etmek icin
kullanirniz. Y, ve Y,sembollerini birinci ve ikinci goézlemlerin ikinci inceleme

kitlesinden ( x ortalama ve o’ varyansli) geldigini ifade etmek igin kullaniriz.
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Bu nedenle, Sekil 6.3’te gosterildigi gibi,

R R N )
U, == =—==2u, 6.11
y.U; \/Z \/Z H ( )
ikinci olarak,
y11 -1
Y12 1 -1 Y Yot YatYy
© ol va [ VAL Ja
Y2 1
diir. Boylece Y.U, ’nin ortalamasi
—Hh T U
y.U,= & Iui/z e L (6.13)
dir. Ugiincii olarak,
y11 -1
y12 1 1 _y11 + y12
y.U, = — =—1 -1 (6.14)
P lya (V2] 0 NA
Yo 0
dir. Bu nedenle, y.U, in ortalamast;
Kt 5
U, =——=2=0"drr. 6.15
y.U, 72 (6.15)
Son olarak,
yll O
Y10 1 0 _y21 + y22
y.U, = — =——e -2 (6.16)
Yol V2|1 J2
Y2 1
dir. Bu nedenle, y. Uy’iin ortalamast,
_ Tty 0 (6.17)

v, =

olarak ortaya konur.
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¥-Us degerlerinin
dagilirmi

—

y- U, degerlerinin
dagihmlan

Bz = Hy

y-Uz ve y-U,

degerlerinin

dagilimlan :

Sekil 6.3. y.U,yU, yU;ve yU, izdisim uzunluklarimin dagilimlarinin

resimsel gosterimi

Bundan baska, dért izdiisiim uzunlugunun hepsinin o’ varyansina sahip olduklari
kolayca gosterilebilir. Bu nedenle, Sekil 6.3’te gosterildigi gibi, y.U1 bir N (2u,0%)
dagilimindan, y.U,’ nin bir N (,ul—,uz,az) dagilimindan ve y.Us ile y.U,’iin her
ikisinin de bir N(0,0°) dagiimindan geldigi goriiliir. Dikkat edilmesi gereken
husus: y.Us ve y.U, daima sifir iizerinde merkezlenirken, y.U; ve y.U; nin potansiyel
olarak sifirdan farkli nicelikler {izerinde merkezlendikleridir.

6.2.6. Hipotezi Test Etme

Simdi, inceleme amacimizi arastirmayi siirdiirecegiz: Hareketsiz kisiler ile kosudan
sonraki kisiler arasinda kalp atim hiz1 ilgili gercek ortalama fark sifir midir? Daha

bigimsel olarak, H,: gy # u, alternatif hipotezine kars1, Hy @4 = 1, sifir hipotezini

test etmeyi istiyoruz. Uygun Pisagor parcalanmasi Sekil 6.4’te gosterildigi gibi,
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I =(y.U,)" + (yU,) + (v.U,) + (y.U,)
(6.18)
6475=6320.25 + 13225 + 18 + 45

dir.

(v.U) +(yU)Y =225

L

(v.U,)" =1322

Sekil 6.4.Gozlem vektdriiniin uzunlugunun karesinin Pisagor par¢alanmasi®
Hipotezi test etmek icin, sadece (y.Uz)2 ‘nin izdiigim uzunlugu karesinin,

(y.U,)" ve (y.U,)" izdisim uzunluklari karelerinin ortalamasi ile ayni veya ondan

onemli derecede daha biiyiik olup olmadigini kontrol ederiz.

*Bu diyagram ol¢ekli degildir.
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Elde edilen test istatistigi ;

(y-YU,)’ _ 13225 132.25
[(yU,) +(yU,) |12 [18+45]/2 1125

E_ =11.75

dir.
Bu gozlenen F degeri biiyiikk ya da kiiciik midiir? Simdi eger 14 =4, IiSe,

y.U,, y.U,ve y.U, izdisim uzunluklarinin hepsi bir N(O, 0'2) dagilimindan
gelir, bu nedenle, F :(y.Uz)zl{[(y.Us) “+(yU) 2} / 2} test istatistigi, Ek 1°de

tamimlanan F, ,dagilimdan gelir. Bundan dolayi, 11.75°’lik gozlenen degerimizin

biiyiik veya kiiciik olup olmadigmni gérmek igin, onu Ek 1°de verilen F,_, dagiliminin
yiizdeleri ile karsilastiririz. 90, 95 ve 99 yiizdelikleri, sirasiyla, 8.5, 18.5 ve 98.5tur.
Bu nedenle 11.75’lik gozlenen degerimiz 90 yiizdeligi(%10 kritik degeri)
astigindan, « =0.10 anlam diizeyinde sifir hipotezini reddederiz.  Yani, veri
incelemeye aldigimiz kitledeki dinlenmis ve kosan insanlar arasinda, ortalama olarak
kalp atim hiz ile ilgili bir fark oldugu sonucunu ortaya koyar.

6.2.7. Bagimsiz Orneklemler t- Testi

B, hata vektoriiniin uzunlugu olmak iizere,
F=(y:U,) 1{{(yUa) +(v:0,)° ] 12| (6.20)

test istatistigimizin, Bolim 3’deki notasyonu kullanarak, (A*/(B*/2) olarak

yeniden yazilabildigine dikkat ediniz. Karekdkleri alarak, es deger

y.U, A 2314

= = =3.42
(U, +(yU,) ]2 BINZ Jus+as)2

test istatistigine de ulagabiliriz.

t=

(6.21)

Onceden ifade edildigi gibi, eger =4, ise YU, yU;veyU,

izdiislim uzunluklarinin hepsi bir N(O,oz) dagilimindan gelir. Bu nedenle
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t=(y.U2)/\/[(y.U3)2+(y.U4)2}/2, Ek 1’de tanimlanan t, dagilimindan gelir.

3.42’1ik gozlenen t degerimizin biiyiik veya kiiciik olup olmadigin1 gérmek i¢in, onu
Ek 1’de verilen t - dagilimmin yiizdeleri ile karsilastiriniz. Iki yanl dagilimm 95,
97.5 ve 99.5 yiizdelikleri sirasiyla bu degerlerin negatifi olan 5, 2.5 ve 0.5 yiizdeleri
ile beraber 2.920, 4.303 ve 9.925’tir. O, sirastyla -2.920 ve 2.920’lik 5 ve 95
yiizdeleriyle sinirlanan %90 normal aralikta olmadigindan 3.42’lik gézlem degerimiz
biiyiiktiir. Bu nedenle kitle ortalamalarinin ayni oldugu diisiincesini reddetmemiz i¢in
yeterli bir kanita sahip oldugumuz sonucunu ¢ikaririz.

6.2.8. Yorumlar

Yukaridaki analizde, U; dogrultusunu iki kitle ortalamasinin g ortalamasini tahmin
etmek icin kullanilir, U, dogrultusu iki kitle ortalamalar1 arasindaki £4 — 4, farkim
tahmin etmek i¢in kullanilir. U ve U, dogrultular1 o kitle varyansini tahmin etmek
i¢in kullanilir. En sonunda Yy.U, = \/Z)_/ izdiisiim uzunlugunun ortalamasi \/Z,u olur,
bu nedenle y=39.75 tahminimiz olarak ise yarar. Aym sekilde y.U,=Y, -V,
izdiisim uzunlugunun ortalamasi My — 1 olur, bu nedenle

Y,—Y,=455-34=17.5; u,— 1 nin tahminimiz olarak ise yarar. Ayni zamanda
y.U,ve y.U, izdiisiim uzunluklar1 karesinin her ikisinin de ortalamasi o olur, bu
nedenle s° = [(y.U3)2 +(y.U4)2}/2 =(18+4.5)/2=11.25; c* en iyi tahminimiz
olarak ig gortr (Burada 6rneklem ortalamasi i¢in 'y, Ve Y, yeni notasyonunu ve
genel ortalama igin Y notasyonunu kullandik). Bundan baska, uzun vadede
(y.Uz)2 nin ortalamast (1, — ,ul)z +o° iken (y.Ul)Z izdiisim uzunlugu karesi
ortalamasi 44° +0% dir. Bu nedenle eger 4 # p, ise (y.Uz)Z niceligi

sisirilmistir ve test istatistigimiz o sisirilmis bir tahminin &”’nin bir yansiz

tahminiyle boliinmesi olarak diistiniilebilir.
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7. BASIT REGRESYON

Bu boliimde iki x ve y degiskenleri arasinda en basit iligki ile, yani y =« + X diiz
dogru iligkisiyle, ilgileniriz. Asil ilgimiz £ egiminin sifir olup olmadigini test etme
de olacak. Boliim 7.1°de, Christchurch, Yeni Zelanda’da kis aksamlarinin bir kiimesi
icin y hava kirliligi seviyeleri ve x inversiyon(ters) etkilerinden olusan bir veri
kiimesini ag¢iklayacagiz (Saville ve Wood, 1996). Bir diiz dogru uydurmak igin
yontem, Boliim 7.2°de bir veri kiimesinin bir altkiimesini analiz ederek uygulamaya

baglanir. Bu, Boliim 7.3’teki tam veri kiimesinin bir analizi ile ilerletilir.

7.1. HAVA KIRLILiGi

1992 kis1 esnasinda, Yeni Zelanda’nin Giiney adasinda hidroelektrik depolama
gollerindeki bir su noksanligi Christchurch’iin Giiney adasinda kati-yakitlarin normal
kullanimindan daha fazlasina kullanimina sebep oldu. Ortaya ¢ikan hava kirliligi
aksamin geg¢ vaktinde en yiiksek seviyesindeydi ve bir “inversiyon etkisi” meydana
geldiginde, (bu, hava sicakliginin yeryiiziinden yukarida, yerylizii seviyesinden daha
yiksek oldugunda, yani, normal duruma ters oldugunda ortaya ¢ikar), hava
kirliginin, aksamlar1 ¢ok siddetli olacagi diisiiniildii. Normal bir aksamda herhangi
bir kirliligi yayan sicak hava yiikselir, bununla beraber, bir inversiyon etkisi ortaya
ciktiginda hava yiikselmez, bu nedenle kirlilik aksam boyunca artar. Giiney
yarikiirede kis olan Haziran, 1992’nin 30 giinliniin her biri i¢in Cizelge 7.1°de
sunulan dort ana degisken, bu iligkiyi aragtirmak i¢in bize imkan saglayacak. Birinci
degisken St.Albans, Christchurch’iin dis mahallesindeki (varosundaki) bir izleme
istasyonunda her aksam 6gleden sonra 11.10°da kaydedilen hava kirliligi seviyesi
veya daha kesin olarak metrekiip basina mikrogramlarda askida duran kat1 parcacigin

seviyesidir ( Saville ve Wood, 1996).
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Cizelge 7.1. Hava kirliligi seviyeleri, yer seviyesinde ve yerin yukarisinda sicakliklar ve
onlarin farki (inversiyon etkisi)®

Haziran( giin) Hava kirliligi

Sicakhik ('C) Inversiyon

Yerin yukarisinda Yerde etkisi
1 . . . .
2 290 6.0 5.1 0.9
3 79 8.9 7.8 1.1
4 33 5.7 6.3 -0.6
5 27 6.6 7.0 -04
6 59 6.6 7.1 -0.5
7 26 7.6 8.1 -0.5
8 33 8.5 9.0 -0.5
9 23 95 9.8 -0.3
10 118 4.7 4.8 -0.1
11 33 10.0 10.1 -0.1
12 394 5.6 3.0 2.6
13 73 6.2 6.4 -0.2
14 281 2.6 1.2 1.4
15 41 4.8 5.0 -0.2
16 51 8.3 7.3 0.1
17 42 5.5 5.7 -0.2
18 136 4.1 4.0 0.1
19 232 1.0 0.6 04
20 546 12 -0.8 2.0
21
22
23 . . . .
24 33 4.2 4.6 -04
25 236 1.7 11 0.6
26 154 2.8 2.1 0.7
27 388 21 -0.5 2.6
28 151 34 3.2 0.2
29 71 2.7 3.1 -04
30 207 1.6 -0.8 24

® Veri Mr.BobAyrey, CanterburyReginalCoincil, miisaadesiyle alindi. Eksik degerler . ile gosterilirler ( Saville ve Wood,
1996).
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Ikinci ve {igiincii degiskenler sirasiyla, yer seviyesinde ve 3 metre yerden yukarida
hava kirliligi seviyesi ile birlikte es anl1 olarak kaydedilen hava sicakliklaridir.
Dordiincii degisken, iki sicaklik arasindaki fark(yerin yukarisindaki sicaklik eksi yer
sicaklig1) olan, inversiyon etkisinin bir dl¢iisiidiir. Iliskinin bir resimsel goriiniimii

icin, Sekil 7.1’te inversiyon etkisine kars1 hava kirliligi seviyesinin grafigini

inceleyiniz.
t Hawva kirliig sevivesi
GO0 ¢
X
5001
|
L 400 y ¥
. 300 w
| 2
| 200 A
| 100
[ }{x bt *
Koo MK * mversiyon
0— - - . .

| 1 0 1 2 3 etldsi
i

Sekil 7.1. 1992, kis1 haziran ay1 i¢in inversiyon etkisine karsi hava kirliligi
seviyesinin sagilim diyagrami

Bir “normal” aksam vakti 11.10°da yer sicakligi yerin yukarisindaki sicakliktan
azicik daha yiiksektir. Bu nedenle grafigin sol altinda goriildiigii gibi, x degerleri

negatiftirler.

7.2. Bes Biiyiikliigiine Sahip Orneklem

Simdi bdyle veriye bir diiz dogruyu uydurma problemine, geometrik yontemimizi
uygulayacagiz. Aciklamanin kolayligi i¢in baslangic olarak diisiik boyutta bir
orneklem ile ¢alismayi tercih ediyoruz. Bu nedenle, Cizelge 7.1’den bes giinii, yani,
13, 5, 20, 8 ve 14 Haziran,1992 giinlerini segeriz. Azaltilmis veri kiimesi Cizelge

6.2’de ve azaltilmis sagilim grafigi Sekil 7.2°de gosterilmistir.
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Cizelge 7.2. Baslangig ile ilgili 6rnegimiz i¢in kullanilan 5 giinliik 6rneklem

Haziran Hava Sicaklik (cc) Inversiyon
(giin) Kirliligi Yerin yukarisinda Yerde etkisi
13 73 6.2 6.4 -0.2

5 27 6.6 7.0 -04
20 546 1.2 -0.8 2.0
8 33 8.5 9.0 -0.5
14 381 2.6 1.2 14

Hava karlihg sevivesi
t
X
500
400
X

300

200

100

x &
iy Inversiyon
-1 0 1 2 3 etkisi

Sekil 7.2. 5 giinliik 6rneklemimiz icin inversiyon etkisine karst hava
kirliligi seviyesinin sagilim diyagrami

Sonugta olusan gozlem vektorii ve X degerlerinin karsilik gelen vektorti:

Y1
Y,
Y=|Ys
Ya
Ys

F 137
27
546
33
381

ve X=

XX X X

o<

=l 2.0

[-0.2]
-0.4

05
- 1l4_
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7.2.1. Amacg

Incelemenin amaci hava kirliliginin inversiyon etkisine bagl olup olmadigin

arastirmaktir.

7.2.2. Model

Ik olarak basit(lineer-dogrusal) regresyon modeli, @ sabit(regresyon sabiti) ve S
egim olmak lizere, xvey degiskenleri arasinda iliskinin bir diiz dogru, yani,
y=a+ fBx, oldugunu kabul eder. Ikinci olarak, basit regresyon modeli, X
degerlerinin hatasiz 6lciildiiklerini de kabul eder. Ugiincii olarak, model, X ’in verilen
bir degeri i¢in, y i¢in tim miimkiin degerlerin, tiim X degerleri i¢in ayn1 olan bir
o’ varyanst ile y=a+ X dogrusu iizerindeki nokta etrafinda normal

dagildiklarini kabul eder. Bu durum Sekil 7.3’te gosterilir.

y=o+
gercek dogrusu |

Sekil 7.3. Basit regresyon modelinin varsayimlari
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7.2.3. Temel Diisiince

Sekil 7.4 en son durumumuz i¢in temel diisiinceyi agiklar. Eger hava kirliligi seviyesi
ve inversiyon etkisi iliskisiz iseler, bu takdirde, S =0’dir ve gbézlem vektoriimiiz
Sekil 7.4(a)’da gosterildigi gibi, («,a,a,a,a) noktast iizerinde merkezlenen bir
dagilimin pargasi olacaktir. Bununla beraber, eger hava kirliligi seviyesi ile
inversiyon etkisi iliskili ise, bu takdirde S =0 ve gozlem vektoriimiiz Sekil 7.4(b)’de
gosterildigi gibi,
la+px | [a-028] 11 [-0.2]
a+ fBX, a-04p 1 -0.4
a+ X |=|a+208 |=a|l|+p| 20 (7.2)
a+ fBX, a-0.5p4 1 -0.5
o+ x| |a+l4p ]| 1 | 1.4 ]

vektoriiniin u¢ noktasi tizerinde merkezlenen bir dagilimin pargasi olacaktir. Bagka

bir deyisle, eger f =0ise dagilim es agili dogru lizerinde merkezlenir, halbuki g =0

ise, dagilim [1, 1,111 ]' ve [—0.2,—0.4, 2.0,-05,1.4 ]’ vektorleri tarafindan

tanimlanan diizlemde es acili dogrudan uzaklasir. incelememizin birgok tekrarlamasi
diistiniildiigiinde ayn1 bes X degeri ile incelemeleri diisiiniiyor oldugumuza dikkat
ediniz. Yani, Sekil 7.4’te, 6rneklem noktalarindaki degisme, sadece Xigin bes sabit

degere karsilik gelen y degerlerindeki olas1 degismeden dolayidir.
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[ —0.2 —0.2

! [ 04 | | —04

| | 20| | 2.0

| ! | —0.5 | ( —0.5 |

I I | 1.4 ' .. . 1.4 i
- | * 5 o ]

| ! dogrultusu | se.rr L dogrultusu |

| ) . b !

| .

— . 1

1 |

| (a) dogrultusu | (b) dogrultusu |

Sekil 7.4. Hava kirliligi incelememizin birgok tekrarlanmasini temsil eden veri
noktalarinin dagilimlari

7.2.4. Uygun Bir Koordinat Sistemi

Modeli standart tarzimizda uydurabilmek i¢in, [1, 1111 ]' ve
[—0.2,—0.4, 2.0,-05, 14 ]' vektorleri tarafindan tanimlanan diizlem i¢inde uzanan
iki ortogonal dogrultuyu iceren 5-boyutlu uzay i¢in bir ortogonal koordinat eksenleri
takimina ihtiya¢ duyariz. [k olarak U, = [1, 1,111 ]' / \/g alabiliriz. Bu yukaridaki

diizlemde uzanan ve U,’e dik olan, ikinci bir U,birim vektoriine ihtiyacimiz

oldugunu sdyler. Boyle bir vektorii nasil buluruz? Sekil 7.5 ihtiyacimiz olan

ipuglarint verir. Sekilde ilk olarak, U, =[1, 1,111 ]' NG dogrultusunu ve

X=[—O.2,—O.4, 2.0,-05,14 ]' vektoriinii ¢izeriz. Bu ikisi ilgilendigimiz diizlemi

belirler.
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—-0.2
-0.4
2.0
—=0.5
1.4

{K'Ul }I.-TI

.86

x=(x-Uy)U; = 1L | =x—%
—0.56
(.94

1

1 ]

1 = 1

RV

PR 1

- dogrultusu

==

—(.66

0.46
0.46
046 | =%
0.46 |
0.46

Sekil 7.5.U; ve x degerlerinin vektorii tarafindan tanimlanan diizlemde (X —Y)

dogrultusu

Bundan sonra, x vektoriinii U; dogrultusu iizerine izdiigiirerek

(x.U,)Y,

02] [t
04 |1

2.0|.—=[1
05| 3|1
14 1]

-

1
1
1/=0.46
1
1

X

(7.3)

izdiisiim vektorinii elde ederiz. Daha sonra, Sekil 7.5°te gosterildigi gibi, x

degerlerinin vektoriinden bu X izdiisiim vektoriinii ¢ikaririz. Boylece,

[-0.2]]
-0.4
2.0
-0.5

| 1.4

[0.46]
0.46
0.46
0.46

0.46
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vektoriinii  elde ederiz. Sonugta olusan X—X vektorii, U, ortogonal ve

[L1111] ve [-02-04, 2005 14] vektorleri tarafindan belirlenen

diizlemde uzanir. Boylece, geriye sadece onu, onun uzunluguna, yani, |[X—X

’ye’
bolerek birim vektor yapmak kalir.
5.32 = (-0.66)° +(—0.86)" +1.54° +(-0.96)* + 0.94°, yani, (Xi - Y) degerlerinin

karelerinin toplami olmak iizere, bu vektoriinii verir.

[-0.66]]
- . -0.86
X=X
U, = = 1.54 75
> |x-x| +5.352 - (73)
| 0.94]

5-boyutlu uzay i¢in sonugta olusan ortogonal koordinat sistemi

1 [-0.66]
1 ~0.86
U=2l1lu=_11 154 |,U., U, veU (7.6)
SN I N T B '
1 ~0.96
1] | 0.94]

dir. Burada U,;,U,ve U, “hata uzayr” dogrultularidir. Bunlari agik bir sekilde

yazmak onceki boliimlerdeki kadar kolay degildir, bu nedenle bu, ilerlememiz i¢in

gerekli olmadigindan, 6yle yapmayacagiz.

7.2.5. Ortogonal Ayrisim
y:[73,27,546,33,381]' gozlem vektoriimiizii ilk iki koordinat eksenleri, yani

U, ve U, iizerine izdiigiiriiriiz. Birinci izdiigim vektori

[ 73] 1 1] [212]
27 ) 1 L 1 212
U)U =546 |.—|1||.—=|1|=|212 |=VY 7.7
(y 1) 1 \/g \/g y (7.7)
33 1 1 212
s81| [1]) |1 |22
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ve ikinci izdiisim vektorii,

[ 737 [—0.66 | [-0.66]]
27 . —0.86 . —0.86
(y.U,)U, =| | 546 |. 1.54 | |. 1.54
23 \/5.352 0.95 \/5.352 0.95
1381 | 0.94 | 0,94
[-0.66]]
—0.86
73x(—0.66)+27x(-86) +546x1.54 +33x(-0.96) +381x0.94|
\/5.352x+/5.352 0,96
| 0,94
[—0.66 | [—0.66 | [—135.145 |
—0.86 —0.86 ~176.098
1095.6 -
=23 1.54 |=204.765| 1.54 |=b(x-X)=| 315.338 (7.8)
' -0.96 —0.96 ~196.574
| 0,94 | 0.94 | 192479

dir. Burada 204.765 tahmin edilen b egimidir. Yukaridaki hesaplamalara yeniden

geri doniip bakarak, tahmin edilen e§im i¢in cebirsel formiiliin

b VX (% —X) .. +Y:X (% —X) 10959
(X —X)* +..+ (X —X)? 5.352

=204.765 (7.9)

oldugunu gorebiliriz. Gozlem vektoriiniin sonucta olusan ortogonal ayrigimi:

y=(y.U)U, +(y.U,)U, +(y.U;)U, +(y.U,) U, +(y.U; ) Ug (7.10)
[ 73] [212] [-135.1] [ -3.9]

27 212 -176.1 -89

546 |=|212| + | 3153 |+ | 187 (7.12)
33 212 -196.6 17.6
381] |212] | 1925 |-235

y = ¥ + b(x=X) + [y-Y-b(x-X)]

gozlem  ortalama egim hata (7.12)
vektori  vektori vektori vektori
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dir. Burada hata vektorii ¢ikarmayla elde edilir. Ozet olarak, Y gozlem vektoriinii,

Sekil 7.6’da gosterildigi gibi, bir ortalama vektorii, bir egim vektorii ve bir hata
vektorii olmak Ttizere lic ortogonal bilesene ayirdik. Uydurdugumuz dogrunun

denklemi

y =212+ 204.8(x —0.46) (7.13)

dir. Sonugta olusan uygun dogru, Sekil 7.7°de sacilim diyagrami ile birlikte,

gosterilir. Genel olarak, denklemin,
y=y+b(x-X) (7.14)

ortogonal bi¢cimde olduguna dikkat ediniz.

(¥ Ug)Ug + {y Uy )Uy + (y U )Ug

]’ -3.9

Hata vektdrii

1925 |

!
|
|
|
|
[
|

i Ut ‘
|
|
|

212 }

212 |

(¥ UpJUy = 212 |

[ 212

. | 212 | .

Ortalama vektorii |

Sekil 7.6. Basit regresyon durumu i¢in goézlem vektoriiniin
ortogonal ayrigimi
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Hava kirlihgi sevivesi
-

500 /

400 /
x

300
| /
200 /

i
1000 1 I
].m'crsi;-'nn

u -
-1 0 1 2 4 ethisi |

!
| S

Sekil 7.7. Inversiyon etkisine kars1 hava kirliliginin sacilim diyagrami
iizerinde birlestirilmis uygun regresyon

Parantezi agarak ve terimleri toplayarak denklemi orijinal, ortogonal olmayan,

bicime geri gevrilebiliriz. Boylece,

y =212 +204.8x—-204.8 x 0.46
=(212—-204.8 x 0.46) + 204.8x (7.15)

y =117.8+204.8x
elde ederiz. Genel olarak, ortogonal olmayan bi¢im

y = (¥ —bX) +bx (7.16)
dir. Bu nedenle « sabit terimi, « =y —bx (burada o 117.8’dir.) ve n 6rneklem

biiyiikliigii olmak {izere, # egimi

b Y, X (% —_¥2)+...+ynx (xizi) (7.17)
(X —X)"+...4+ (X, —X)

ile tahmin edilir.
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7.2.6. Izdiisiim Uzunluklarimm Dagilimlar:

Gergek S egiminin makul bir bicimde sifir olup olamadigmin test edilmesine
hazirlanmak i¢in  simdi  Yy.U.,y.U,,y.U,,y.U, vey.U, izdiisim uzunluklarinin
dagilimlarinin ortalamalarin1 hesaplariz. Bu uygulamayi daha sonra tekrar yapmaktan
tasarruf etmek igin Y, Y, V€ X, X, 6zel degerlerini kullanmanin yerine 6rnegimizde

x gibi cebirsel sembolleri kullanarak, oldukga genel terimler ile ilgileniriz.

[lk olarak,
Y, | 1]
g |t Vit Yy Yot Yoty
U = R P L A I LB ARG 7.18
yU =Y, NG NG (7.18)
Vs 1
LYs 11
Bu,

_ (at+Bx) + (atfX,) +(at+fx;) +(at+Bx,) + (a+SXs)
V5 (7.19)
:5a+,8(xl+x2+x3+x4+x5) _Sa+5f _ J5(a+ B%)

V5 V5

lik bir ortalama degere sahiptir. Ikinci olarak,

Y1 Xl_Y
Y, X2_7 — —
v U, =ly, | 2| ox |2 e =R+ ¥ (%6 =X) (7.20)
ol B ]
_y5_ _XS_X_

dir. Bu,
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(a+B%)(% = R) + (@+%) (%, = X) + ..+ (a+5%,) (% ~%)
%=

(X, + X, + X + X, + X =5%) + B (X% (X = X) +...+ X (X — X) ]
[x—x]

_ O+,8[(x1(x1—7)+...+x5(x5—7)]—ﬂ7[(x1—i)+...+(x5—X)]

— (7.21)
=
lik bir ortalama degere sahiptir. Burada paya bir sifir ligiincii vektorii ekledik.
h ﬂ[(x1 —X)* +.+ (X —K)ZJ
\/(xi —X)% 4.+ (X — X)?
(7.22)

:ﬁ\/(xl—i)2 ot (% —X)? = X —X|

dir. Son olarak, hata uzayindaki agikca belirtilmemis koordinat dogrultularinin, yani,

y.U,,y.U, vey.U; ’in, her birisi i¢in izdiisiim uzunlugunun ortalamasinin sifir

oldugunu gostermemiz gerekir. Bunu U, = [el,ez,e3,e4,e5]' gibi, genel bir dogrultu

i¢in yapariz. Simdi,

i €
Y, )
YU =1 Vs || € |= Vi€ + Y8, + Ya€s + Y8 + Vi (7.23)
Y, A
L y5 _ _e5 _

dir. Bu,
=[a+px e +[a+px,|e, +[atpx]e; +[atpx, e, +[atPx e
=[(a+B%)+ B(x —X)]& +...+ [(a+pX) + B(% —X)]& (7.24)

dir. Burada her bir terimde £X yi ekledik ve bir de ¢ikardik.
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=(a+fX) (e +...+ &)+ B[ (X, —X)e, +...+ (X — X)e&5]

1 e X, —X e
1 e, X, —X e,
=(a+ fX)|1 e |+05] x—X e,
1 e, X —X e,
1] e X=X |8 ]
=0 (7.25)

dir. Ciinkii, U,, hem U, ve hem de U,’ye ortoganaldir. Ayrica, bes izdiisim
uzunlugunun tiimiiniin o varyansina sahip oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Bu
nedenle y.U, bir N(v/5(cc+ 8X),0?) dagilimindan, Y.U, bir N(ﬂ||x—>‘(||,02)
dagilimindan ve Yy.U; y.U,ve yU, bir N(0, 0’) dagilimindan gelir. Dikkat
edilmesi gereken nokta Yy.U,,y.U,ve y.U,’in dagilimlar1 daima sifir {izerinde

merkezlenirken, Y.U ve Y.U,’nin dagilimlar1 potansiyel olarak, sifirdan farkl
nicelikler ilizerinde merkezlendikleridir. Bundan bagka, £ ’nin sifir veya sifirdan

farkli olmadigina karar vermek i¢in U, dogrultusu ilgili dogrultudur, ¢iinkii eger

B =0 ise y.U,izdisim uzunlugu sifir ortalamasimi alir, eger S =0 ise, y.U,

izdiislim uzunlugu ortalama olarak sifirdan farkli bir niceligi alir.

7.2.7. Hipotezi Test Etme

Hava kirliligi seviyesi inversiyon etkisine bagli midir? Basit regresyon modelimize
gore bu, gercek £ egimi=0 midir? sorusuna cevrilir. Konuyla ilgili Pisagor

parcalanmasi Sekil 7.8’de gosterildigi gibi,
VI =(y-U,)" +(y:U, ) +(y-Us)” +(y:U, )" +(y.Us )

A50424=224720 + 224402 + 1302 (7.26)
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(¥ Uz)* + (y-Ug)* + (y-Us)* = 1302

' (y-Us)? = 224402
yl? = 450424 (y-Us)

(y-Uy)? = 224720

Sekil 7.8. Basit regresyon Ornegimiz igin, gozlem vektoriiniin uzunlugunun
karesinin, bes ortogonal izdiisiimiin kareleri toplami olarak Pisagor
parcalanmasi

S =0 olup olmadigim test etmek igin (y.U2)2 izdiisiim uzunlugu karesinin

(y.U3)2 ,(y.U 4)2 ve (y.U5)2 izdiisiim uzunluklar1 karelerinin ortalamasinin aynisi,

veya ondan onemli derece daha biiyiilk olup olmadigim1 kontrol ederiz. Sonugcta

olusan test istatistigi

(y.U,)’ 224402 224402

2 2 R = =517 (7.27)
[(y-Us) +(y.U,) +(y.U5)}/3 1302/3 434

F=

dir. Bu gozlenen F degeri biiyik veya kiicik miidiir? Simdi, eger S =0ise,
y.U, y.U, y.U,ve yU, uzunluklarinin timii bir N (O, 0'2) dagilimindan

gelirler, bu nedenle,
F=(yUa) [ (U + (v U ) +(vUs) /3] (7.28)

Ek 1’de tanimlanan, F ; dagilimdan gelir. Bundan dolayi, 517’lik gozlenen

degerimizin biiyiikk veya kii¢iik olup olmadigim1 gérmek igin, onu, Ek 1°de verilen
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F ; dagihmmn yiizdeleri ile karsilastiririz. 90,95 ve 99 yiizdeleri, sirasiyla 5.54,

10.13 ve 34.12°dir, bu nedenle 517°1ik gozlenen degerimiz acik olarak 34.12’lik 99
yiizdeliginden ¢ok daha biiyiiktiir. Yani, hava kirliliginin inversiyon etkisine bagl
oldugu diistincesine desteklemek i¢in ¢ok gii¢lii bir delil elde ettik(yani, S =0).

7.2.8. Esdeger t-Testi
F=(yU,) H{[(yU.) +(y U, ) +(yUs) |/3]  test istatistigimiz,  B;  hata

vektoriinin -~ uzunlugu  olmak  iizere A*[(B*/3) olarak  yeniden

yazilabilir. Karekok alarak, bu, Boliim 3’te verilen

by A 2wy,
\/[(y-Us)z+(y.U4)2+(y.U5)2]/3 B/N3 1302/3

(7.29)

bicimini alir. Bundan sonra; yukarida elde edilene denk bir sonucu veren, bu t degeri

Ek 1°de verilen t, dagilimimnin yiizdeleri ile karsilastirilir.

7.2.9. Yorumlar

Yukaridaki analizde, U, dogrultusu (e« + X ) sabitini tahmin etmek i¢in kullanilir,
U, dogrultusu gercek A egimini tahmin etmek i¢in kullamlir ve U; U, ve U,

dogrultulart ©® varyansini tahmin etmek igin kullanilir. Uzun vade de,

y.U,=b ||X - )_(” izdiisiim uzunlugu Jij ||X - Y” ortalamasini alir, bundan
dolay, b=204.8 p’nin bir  tahmini  olarak  hizmet  goriir.

izdiisiim uzunluklar karelerinin timi (y.U,)",(y.U,)" ve (y.U, )2 o’ ortalamasini
alirlar, bu nedenle, $* = [(y.U3)2 + (y.U4)2 + (y.U5)2}/3 =1302/3=434"te o ’nin
tahmini olarak hizmet goriir. Ayrica, uzun vade de, (y.U2)2 izdiisiim uzunlugu
karesi f3° ||X—)_(||2 +0° ortalamasmm alir. Bu nedenler, eger S = 0ise, niceligi

biiyiiktiir(siskindir) ve (y.UZ)2 /s*  test istatistigimiz, ¢ nin bir siskin tahmini

olarak dustintlebilir.
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7.3. Genel Durum

Genel durumu agiklamak igin, simdi geometrik yaklasimimizdaki temel adimlari
belirler ve Cizelge 7.1°de verilen “26 atlanmis olmayan” giiniin tam kiimesine onlar1

uygulariz. Sonucta olusan gozlem vektorii ve X degerlerinin karsilik gelen vektori

Y, 290 X 0.9
y= ' |=| ] vex=|: |=| : (7.30)
Yos 207 Xy 2.4

tiir.

7.3.1. Temel Diisiince

Temel diistince Bolim 7.2°dekinin aynisidir. Eger hava kirliligi seviyesi ve

inversiyon etkisi iliskisiz iseler, bu takdirde £ =0’dir ve goézlem vektoriimiiz Sekil
7.9(a)’da gosterildigi gibi, («,...,a) noktasi lizerinde merkezlenen bir dagilimin

(sagilimin) parcasi olacak. Bununla beraber eger, hava kirliligi seviyesi ve inversiyon

etkisi iliskili iseler, bu takdirde S #0olur ve gozlem vektoriimiiz, Sekil 7.9(b)’de

gosterildigi gibi
at+pX a+0.94 1 0.9
: = : =a|:|+pf] : (7.31)
o+ Xy a+240 1 2.4

vektoriinlin u¢ noktasi lizerinde merkezlenen bir dagilimin pargas: olacak. Bir baska
deyisle, eger S =0ise, dagilim esagili dogru {izerinde merkezlenir, halbuki, g #0
ise dagilim [1,..., 1 ]V ve [0.9,..., 2.4 ]' vektorleri tarafindan tanimlanan (belirlenen)

diizlemde es agili dogrultudan uzaklasir.
Boliim 7.2°deki gibi, incelememizin bircok tekrarlamasi diisiliniildiigiinde,
incelememizi ayni 26 tane X degeriyle disiiniiyor oldugumuza dikkat ediniz. Yani,

Sekil 7.9’da 6rneklem noktalarindaki de§isme biiyiik olasilikla sadece X i¢in 26 tane
sabit degere karsilik gelen y degerlerindeki degisme nedeniyledir.
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E— |
— |
—

I =
| 5 s s
. dogrultusu | ,i5w"s dogrultusn
] iF[

| [

i I |
| (a...,a) | | (a+0.98,...,a+245) |
| \ ! , \
| ! | | |

e 2k ' I |
__,_t:-'.,'*’l"-- : - ~t
- L] .i. 1 e ! I
| — i 1 I | I |
| 5 ' '
| . dagmltuﬁu: . dogrultusu

(b)

Sekil 7.9. Kirlilik incelememizin birgok tekrarlamasinin temsil eden veri
noktalarinin dagilimlar

7.3.2. Uygun Bir Koordinat Diizlemi
26- boyutlu uzay i¢in uygun bir koordinat sistemi
1 0.454

1 )

U, =——
2 [25.9646

1

U =—=|:|,
1 \/%

1

b U, Uy (7.32)
1946

dir. Burada U, alisilagelen es agili dogrultudur ve U,, X degerlerinin onlarin

X =0.446 ortalamas1  etrafinda (X, —X)  sapmalarinin  vektdriiniin  onun

[x—X|=+25.9646 uzunluguna bolinmesinden olusan vektdrdiir. Us, ..., Uy

dogrultulari 24 ortogonal “hata uzayr” dogrultusudur.
7.3.3. Ortogonal Ayrisim

y= [290,...,207]’ gozlem vektoriimiizii ilk iki koordinat ekseni iizerine, yani,

U, ve U, koordinat eksenleri {izerine, izdiisiiriiriiz. Birinci izdiisiim vektori,
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. 1 ] 1
(yU)U, =|| i |—=|i||=|i|=| | |=V (7.33)
207 V26 1 V26 1| |148.3
ve ikinci izdiistim vektori
290 ] [0.454 ] [0.454 ]
' 1 ' 1
—(yUU, =|| . |—]| . -
(yU) U, \J25.9646 J25.9646
207 | 1,954 1,954
[0.454]
_ 290x0.454+...+207x1.954
\25.9646 +/25.9646
11.954
20351 0.454 0.454 53.1
- : P1=1169| ¢ |=b(x-X)=| (7.34)
25.9646
1.954 1.954 228.4

dir. Burada tahmin edilen egim = 116.9°dur. Gozlem vektoriiniin sonugta olusan

ortogonal ayrigimi, hata vektoriinii ¢ikarmayla elde edilmek iizere,

y=(y.U U, +(y.U, )U, +(y.Uy )U, +...4+(y.U 5 ) Uy

209 148.3 53.1 88.6
o=l + | + : (7.35)
207 148.3 228.4 -169.7
y = ¥ + b(x-X) + [y-y-b(x-x)]
gozlem  ortalama egim hata (7.36)
vektori  vektord vektori vektord
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dir. Bolim 7.2°deki gibi, Y gozlem vektoriimiizii, Sekil 7.10°da gosterildigi gibi, biri
ortalama vektori, biri egim vektorii ve biri hata vektorii olmak tizere ii¢ ortogonal

bilesene ayirdik.

f;x—x]l

{ BE. E-}
—169 7

hata vektorii

{x — %)

[ a3.1
2284

edim vekfor

148.3
y=|
148.3

orfalama veltbdi

giizlem vekitirii

Sekil 7.10. Cizelge 6.1’den tam veri kiimesini kullanan, basit regresyon i¢in
gozlem vektoriiniin ortogonal ayrigimi

Ortogonal formda uydurdugumuz dogrultman denklemi

y =148.3+116.9(x—0.446) (7.37)

dir. Sonugta olusan uygun dogru, sagilim diyagrami ile birlikte, Sekil 7.11°de

gosterilir. Ortogonal olmayan forma cevrildiginde denklem

y =148.3+116.9x—-116.9x0.446
y = (148.3-116.9x0.446)+116.9 (7.38)

veya

y =96.2+116.9x (7.39)
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olur. Boliim 7.2°de belirtildigi gibi, @ sabit terimi a=y—-bx= 96.2ve n (burada 26)

orneklem biiyiikliigii olmak {izere, f egimi

ho YO =X) Y X0 =X) 4t Y X —X) 4109 (7.40)
po—%F =Xt (%, X) | |

ile tahmin edilir.

4 Hava kirlilifi seviyesi
600

500

400

200 ¢

200 +

100 ¢

Inversiyon

-1 0 1 2 3 etlcisi

Sekil 7.11. 1992 kis1 haziran ay1 i¢in inversiyon etkisine karst hava kirliliginin
sa¢ilim diyagramu lizerine yerlestirilen uygun regresyon dogrusu

7.3.4. izdiisiim Uzunluklarinin Dagihmlar:

Béliim 7.2°deki gibi devam ederek, y.U; in N(v26(c + BX),0?) dagilimmdan, y.U,
'nin bi N(B|x-X|,0%) dagilimindan ve y.U,,....y.U,; *nm tiimiiniin bir N(0, 52)
dagilimindan geldigini buluruz. Onceden oldugu gibi, belirtilmesi gereken husus
y.U,,...y.U, dagilimlart daima sifir iizerinde merkezlenirken, y.U, ve y.U, nin

dagilimlarinin ~ potansiyel  olarak  sifirdan  farkli  nicelikler  iizerinde

merkezlenmeleridir. Bundan baska, f’nin sifir olup olmadigina karar vermek igin
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ilgili dogrultu U, dogrultusudur, ¢iinkii B =0ise, Y.U, nin ortalamasi sifirdir, ve

B #0 ise, y.U, nin ortalamas sifirdan farkl1 bir niceliktir.

7.3.5. Hipotezi Test Etme

Simdi inceleme amacimizi arastirmaya devam ederiz: Hava kirliligi seviyesi
invesiyon etkisine baglh midir? Yani, ger¢ek £ egimi=0 midir? Konuyla ilgili

Pisagor parcalanmasi; Sekil 7.12°de gosterildigi gibi,
IV = (y.U,) +(y.U,) +(y.Ug )+ (y.Use ) (7.41)
M= 19+ 0% )=+ y -y -b(x—3)[f
1096891=572171 + 354781 + 169939 (7.42)

dir.

ly — ¥ — b(x = R)||* = 166939

ng ¥ — % 2 = 354781
Il¥]]? = 1096891 | I 54

(|¥12 = 572171

Sekil 7.12. Basit regresyon igin gozlem vektoriiniin uzunlugunun karesinin
Pisagor parcalanmast

Pisagor pargalanmamizda (y.U2 )2 izdiislim uzunlugu karesine ¢ogu kez “regresyon

kareler toplami1 “olarak basvurulur. Onun cebirsel agilimi:
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(V-Uz)z{ (X_)_()T_ S0 [SLo-ne-0]

o - (7.43)
[x—x]

Z::l(xi -X)’ zi”:l(xi -X)’

dir. Burada pay1 yeniden diizenlemek igin Z‘””:ly(xi —X) =0esitligini kullandik. X
ve Y ’ye gore simetrik oldugundan, ekseriyetle payin son sekli tercih edilir. g =0

oldugu hipotezini test etmek icin, (y.UZ)2 izdlisiim uzunlugu karesinin, “hata”

dogrultular1  i¢in  izdlisim  uzunluklar1  karelerinin  ortalamasinin,  yani,

[(y.U?,)Z +..+ (y.U26 )2} / 24 aynisi, veya ondan daha biiyiik olup olmadigini kontrol

ederiz. Sonugta olusan test istatistigi

(y-Ys) N (09
(U)ot (y:Uge) 124 [y =9 -bix=R)[ /24

F =

354781 354781

= r =50.10 (7.44)
169939/24 7081

dir. Eger, #=0 ise, bu; F , dagilimindan gelir. Gézlenen F degeri (50.10), F,,

dagilmmin 90 yiizdesinden daha biiyiik oldugundan, S =0 oldugu hipotezini
reddederiz ve hava kirliligi ve inversiyon etkisinin iligkili olduklarini ileri siirmek

icin ¢ok gii¢lii bir delilin var oldugu sonucunu ¢ikaririz.

7.3.6. Denk t -Testi

F=(y:Ua) H{[(yUa) ot (v:Uz) |24
— b?(x-X)? /[||y—y—b(x—2)||2/24}:50.10 (7.45)

test istatistigimizin,

(y.U2)2

\/[(y.U3)2 +...+(y.U26)2}/24

t=
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~ b(x—X) /354781 2078
ly -y —b(x-%)|/~24 169939/24

(7.46)

istatistigine doniistiiriilebildigine dikkat ediniz. Eger # =0 ise, bu; t,, dagilimindan
gelir. Onceki gibi, gdzlenen t degerimizin biiyiikliigii hava kirliligi ve inversiyon

etkisinin iligkili olmadiklar1 diisiincesine kars1 ¢ok giiclii delil olusturur.

t icin cebirsel ifadenin

{2 DX=X) 20O =%’ = b (7.47)
s s SIX0 (%~ %)?

olduguna dikkat ediniz. Burada son ifadedeki payda “egimin standart hatas1” olarak

bilinir.
7.3.7. Korelasyon Katsayisi

£ egiminin sifir olup olmadigini test etmenin bir li¢lincii yolu vardir. Bu; r 6rneklem
korelasyon katsayisini hesaplamak ve gozlenen degeri, /S =0 hipotezi altinda r’nin
dagiliminin yiizdeleri ile (Ek 1°de verilen) karsilagtirmaktir.

Korelasyon katsayisi, Sekil 7.13’te gosterildigi gibi, (y—Y) ve (Xx—X) vektorleri

arasinda 6 agisinin kosinlisii olarak tanimlanabilir.(b’nin uygun olarak pozitif

olduguna dikkat ediniz.) Ornegimizde o;

> (=R -Y)

r=cosf= "% Y7V __ n n
”X_X” ”y_y” \/Zi:1(xi -X)’ \/zizl(yi -y)?
3035.1
= =0. 7.48
\25.9646+/524720 (7.48)

olarak ige yarar. Bu deger 24 “serbestlik dereceli” korelasyon katsayisinin sifir
dagilimi igin Ek 1°deki 0.496 olan 99.5yiizdeden daha kiigiiktiir, bu nedenle yine,

S = 0hipotezine kars1 ¢cok gii¢lii kanitin var oldugu sonucunu ¢ikaririz.
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Sekil 7.13. (y-VY) <“diizeltilmis” gozlem vektorii ve kosiniisii r korelasyon
katsayisi olan 0 acisini da gosteren ortogonal ayrisimi

t=A/(B/Yn—-2)=+n—2cotd oldugundan, t degerinin € agisiun bir

trigonometrik ifadesi olarak ifade edilebildigine de dikkat ediniz.

7.3.8. Yorumlar

Bolim 7.2°deki gibi, U;,...,U,, “hata uzayr” dogrultulari ¢? varyansim tahmin

etmek igin kullanilir iken, U, ve U, “model uzay1” dogrultulari sabit terimi ve egimi

(veya esdeger olarak, bir sabiti ve egimi) tahmin etmek icin kullamlir. Orneklem
biyiikliglimiiz 5°den 26 ya artarken, F degerimizin gercekten azaldigini, yani, 517
civarindan  50civarma distiigiiniin  farkina varabiliriz. Bu uzun vadede
bekledigimizin tersidir ve sadece uydurulan dogruya alisilmadik sekilde yakin
uzanan bes noktamiz ile, bes biiyiikliigiine sahip bir oOrneklemi se¢medeki
sanstmizdan kaynaklandi. Inversiyon etkisinin yiiksek hava kirliligi seviyelerine
sebep oldugunu ispatlamadigimiza dikkat ediniz. Aym 6l¢iide etkili olabilen tigiincii
bir ilgili degisken var olabilirdi. Bizim durumumuzda, sicakligin daha soguk sicaklik
ateslerini yakan insanlarin sayisini daha biiyiittiigiinden ve hava kirliligini daha fazla

artirdigindan, yer sicakligi boyle bir degiskendir. Ayn1 zamanda daha soguk sicaklik,
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bir inversiyon etkisinin sansin1 daha biiyiitiir ve hava kirliligini daha biiyiitiir. Yani,
veri kiimemizdeki sogukluk ve inversiyon etkisi yakinen iliskilidir. Son olarak
gozlenen y degerlerimizin varyansin X degerinin artisiyla arttigindan Sekil 7.3 teki
ticlincti varsayimin ihlal edilmis oldugu dikkate alinmalidir. Bizim durumumuzda,
uygun goziiken bir care Yy degerlerinin logaritmasini almaktir. Sonucgta olusan
noktasal diyagram ve uygun dogru Sekil 7.14’te gosterilir. Bu ¢izim orijinal dlgege

geri doniistiiriildiiglinde, uygun dogrunun tistel egri olduguna dikkat ediniz.

} Logip ( hava karlilifi seviyesi)

3.01

25¢

2.01

1.5

itrversiyon
1.0 4— . . — .
-1 0 1 2 3 etldsi

Sekil 7.14. Logaritmaya (10 tabanli) doniistiiriilen hava kirliligi

7.3.9. Ozet

Ozet olarak, basit regresyon durumunda o6zel ©neme sahip dogrultu
U, =(x-X)/ ||X—)_(|| dogrultusudur. Eger B egimi sifir degilse, bu takdirde bu,
izdiislim uzunlugunun arttig1 dogrultudur. Daha tam olarak, eger § # 0 ise, gozlem
vektoriintin -~ U, dogrultusu  lizerine  izdiisiimiiniin ~ uzunluguU,,...,U  “hata”
dogrultular1 i¢in izdiisim uzunluklarina gore daha biiyiikk olacak. Bu nedenle
S =0 ve B #0durumlar arasinda ayirm yapmak icin U, dogrultusu igin izdiisiim

uzunlugunun karesini “hata uzayindaki” (n-1) tane dik dogrultular icin izdiisiim

uzunluklarinin ortalamasina bdleriz; eger sonugta olusan oran kiigiik ise, £ ’nin sifir

olabilecegine karar veririz, halbuki bu oran biiyiikse 8 nin sifir olamayacagina karar

66



veririz.  Genel olarak, go6zlemlerin vektoriiniin, yani Y= [yl, Yoreea ¥V ] niin
U, =(x-X)/ ||X — )_(” dogrultusu iizerine izdiisiimii, b =y(x—X)/|x— )_(||2 olmak tizere
b(x — X) vektoriidiir. Bu yaklagim bizi Sekil 7.15’te gosterilen
y=y+b(x-X)+ [y —-y—b(x- X)] ortogonal ayrisimina  gotiiriir. Burada “hata
vektori”, yani [y -y -b(x —Y)] , hata uzaymi geren ortogonal koordinat eksenlerinin

her biri igin bir tane olan, (n-2) tane ortogonal izdiisiim vektoriiniin bir toplamidir.

Sonugta olusan Pisagor parcalanmasi
IvI" =91 +b% x x| +[y -y - bx )| (7.49)
dir. Bu,

b [x—x| b xx_yx=RT

= = - 7.50
ly =y —bx-)| /(n-2) s° s?|x—x| (750

test istatistiine gotiiriir. Eger #=0 ise, bu test istatistigi bir Fy p,_5 dagilimim
izler, bu nedenle, eger gozlenen F degeri bu dagilimin 95 yiizdeligini asarsa =0

oldugu hipotezini reddederiz. # = 0 olup olmadiginin esdeger t testi

_bfx=X__yx-%)
s s|x—x]

t (7.51)

dir. Eger =0 ise, bu test istatistigi bir ¢(,_,) dagilimini izler.
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Sekil 7.15. Basit regresyon durumu igin gézlem vektoriiniin ortogonal ayrigimi

S =0o0lup olmadigimin baska bir esdeger t testi, S =O0hipotezi altinda, onun
dagiliminin tablolanmis yiizdeleri ile r korelasyon katsayisini karsilastirmak suretiyle

verilir. Burada 6 Sekil 7.13’te gosterildigi gibi, “diizeltilmis” Y ve xvektorleri
arasindaki a¢1 olmak iizere,

zinzl(xi - K)(yi - 7)
V0 -0 Y (-9

(7.52)

dir.
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8. SONUC ve ONERILER

Yedi boliimden olusan bu tezde geometrinin istatistikte kullanimina dair yontemler
verilmigtir. Konunun anlagilmasindaki bazi giigliikkler, geometrik yorum ve
gosterimlerle ortadan kaldirilmaya ¢alisildi. Ozellikle verilen drneklerle geometrik
yorumun nasil kullanilabilecegi gosterildi. Bunun disinda regresyon analizinde yine
geometrik yorumlar ve sekillerle agiklanmaya calisildi. Bu tezde agiklanmaya
calisilan konular ve sunulan geometrik yorumlar istatistikte bircok alanda karsilagilan

zorluklar1 yenecegi kanaatindeyim.
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EK LIiSTESI

EK 1.
F, nun 0
: e t, ve r'nin ytizdelikleri ‘nin
Serbesthk. ytizdelikleri a Yizdelikleri
Dereceleri (q) tq . 0
Fl,q
1 90 40 95 6.31 0.988 5 0.15708
95 161 97.5 12.71 0.997 25 0.07854
99 4052 99.5 63.66 1.000 0.5 0.01571
5 90 8.5 95 2.920 0.900 5 0.45103
95 18.5 97.5 4.303 0.950 2.5 0.31756
99 98.5 99.5 9.925 0.990 0.5 0.14154
3 90 5.54 95 2.920 0.805 5 0.63447
95 10.13 97.5 4.303 0.878 2.5 0.49842
99 34.12 99.5 9.925 0.959 0.5 0.28828
4 90 4.54 95 2.353 0.729 5 0.75350
95 7.71 97.5 3.182 0.811 2.5 0.62425
99 21.20 99.5 5.481 0.917 0.5 0.40980
5 90 4.06 95 2.015 0.669 5 0.83734
95 6.61 97.5 2.571 0.754 2.5 0.71592
99 16.26 99.5 4.032 0.875 0.5 0.506634
6 90 3.78 95 1.943 0.621 5 0.90015
95 5.99 97.5 2.447 0.707 25 0.78592
99 13.75 99.5 3.707 0.834 0.5 0.58386
7 90 3.59 90 1.860 0.582 5 0.94936
95 5.59 97.5 2.306 0.666 2.5 0.84145
99 12.25 99.5 3.355 0.798 0.5 0.64736
3 90 3.46 95 1.860 0549 5 0.98920
95 5.32 97.5 2.306 0.632 2.5 0.88680
99 11.26 99.5 3.355 0.765 0.5 0.70039
9 90 3.36 95 1.833 0.521 5 1.02230
95 5.12 97.5 2.262 0.602 25 0.92471
99 10.56 99.5 3.250 0.735 0.5 0.74544
10 90 3.29 95 1.812 0.497 5 1.05035
95 496 97.5 2.228 0.576 2.5 0.95699
99 10.04 99.5 3.169 0.708 0.5 0.78429
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Serbestlik
Dereceleri (q)

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

F nun

yiizdelikleri

F
90 3.23
95 4.84
99 9.65
20 3.18
95 4.75
29 9.33
90 3.14
95 4.67
99 9.07
90 3.10
95 4.60
99 8.86
90 3.07
95 4.54
99 8.68
90 3.05
95 4.49
99 8.53
90 3.03
95 4.45
99 8.40
90 3.01
95 4.41
99 8.29
90 2.99
95 4.38
99 8.18
90 2.97
95 4.35
99 8.10

1q

t, ve r'nin yiizdelikleri

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

90
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

tq

1.796
2.201
3.106

1.782
2.179
3.055

1.711
2.160
3.012

1.761
2.145
2.977

1.753
2.131
2.947

1746
2.120
2.921

1.740
2.110
2.898

1.734
2.101
2.878

1.729
2.093
2.861

1.725
2.086
2.845

r

0.476
0.553
0.684

0.458
0.532
0.661

0.441
0.514
0.641

0.426
0.497
0.623

0.412
0.482
0.606

0.400
0.468
0.590

0.389
0.456
0.575

0.378
0.444
0.561

0.369
0.433
0.549

0.360
0.423
0.537

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

25
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

25
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

@' nin

Yiuzdelikleri

0

1.07452
0.98491
0.81821

1.09561
1.00935
0.84815

1.11424
1.03098
0.87481

1.13084
1.05030
0.89875

1.14575
1.06769
0.92040

1.15925
1.08346
0.94009

1.17154
1.09783
0.95811

1.18279
1.11100
0.97468

1.19315
1.12314
0.98997

1.20281
1.13436
1.00416
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Serbestlik
Dereceleri (q)

22

24

26

28

30

35

40

45

50

60

F,,nun

yiizdelikleri
F
90 2.95
95 4.30
99 7.95
90 2.93
95 4.26
99 7.82
90 291
95 4.26
99 7.72
90 2.89
95 4.20
99 7.64
90 2.88
95 4.17
99 7.56
90 2.85
95 4.12
99 7.42
90 2.84
95 4.08
99 7.31
90 2.82
95 4.06
99 7.23
90 2.81
95 4.03
99 7.17
90 2.79
95 4.00
99 7.08

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

90
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

tq

1.717
2.174
2.819

1.711
2.064
2.797

1.706
2.056
2.779

1.701
2.048
2.763

1.697
2.042
2.750

1.690
2.030
2.724

1.684
2.021
2.704

1.679
2.014
2.690

1.679
2.009
2.678

1.671
2.000
2.660

t, ve r'nin yiizdelikleri

r

0.344
0.404
0.515

0.330
0.388
0.496

0.317
0.374
0.479

0306
0.361
0.463

0.296
0.349
0.449

0.275
0.325
0.418

0.257
0.304
0.393

0.243
0.288
0.372

0.231
0.273
0.354

0.211
0.250
0.325

5
2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

@' nin

Yiuzdelikleri

0

1.21985
1.15449
1.02967

1.23481
1.17207
1.05203

1.24800
1.18760
1.07184

1.25975
1.20145
1.08954

1.27030
1.21390
1.10549

1.29261
1.24024
1.13932

1.31059
1.26149
1.16672

1.32548
1.27911
1.18948

1.33808
1.29403
1.20879

1.35837
1.31808
1.23998
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Serbestlik
Dereceleri (q)

70

80

90

100

150

200

300

400

F,nun

yiizdelikleri
F
90 2.78
95 3.98
99 7.01
90 2.77
95 3.96
99 6.96
90 2.76
95 3.95
99 6.93
90 2.76
95 3.94
99 6.90
90 2.74
95 3.90
99 6.81
90 2.73
95 3.89
99 6.76
90 2.72
95 3.87
99 6.72
90 2.72
95 3.86
99 6.70

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

95
97.5
99.5

90
97.5
99.5

95
97.5
99.5

t, ve r'nin yiizdelikleri

tq

1.667
1.994
2.648

1.664
1.990
2.639

1.662
1.987
2.632

1.660
1.984
2.626

1.655
1.976
2.609

1.653
1.972
2.601

1.650
1.968
2.592

1.649
1.966
2.588

r

0.195
0.232
0.302

0.183
0.217
0.283

0.173
0.205
0.267

0.164
0.195
0.254

0.134
0.159
0.208

0.116
0.138
0.181

0.095
0.113
0.148

0.082
0.098
0.128

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

2.5
0.5

@' nin

Yiuzdelikleri

0

1.37414
1.33678
1.26428

1.38684
1.35184
1.28392

1.39739
1.36437
1.30021

1.40627
1.37494
1.31400

1.43684
1.41084
1.36091

1.45447
1.43226
1.38894

1.47582
1.45767
1.42223

1.48855
1.47282
1.44210
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