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OZET

(k, h)-KONVEKS FONKSIYONLAR VE BAZI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
UZERINE

Ali KARAOGLAN

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, 2017
Yiksek Lisans Tezi, 54s.

Danisman: Dog. Dr. Erhan SET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde esitsizlikler, konveks fonksiyonlar ve
kesirli integrallerin tarihsel gelisimi hakkinda bilgiler verilmistir. ikinci béliimde, tezin diger
boliimlerinde kullanilacak olan tanimlara, teoremlere, literatiirde iyi bilinen integral
esitsizliklerine ve bazi kesirli integrallere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, k-konveks kiime
ve (k, h)-konveks fonksiyonlar ile ilgili baz1 uygulamalara, (k, h)-konveks fonksiyonlar igin
elde edilen integral esitsizliklerine yer verilmistir.

Dordiincii bolimiin ilk kisminda, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlik, ikinci kisminda uyumlu
kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli
esitsizlik ve tgiinci kisminda Katugampola kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: h-konveks fonksiyon, k-konveks kiime, (k,h)-konveks fonksiyon,
Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi, Riemann-Liouville Kesirli
integralleri, uyumlu kesirli integraller, Katugampola kesirli
integralleri.



ABSTRACT
ON (k, h)-CONVEX FUNCTIONS AND SOME INTEGRAL INEQUALITIES
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erhan SET

This thesis consist of four chapters. First chapter includes informations about the historical
development of inequalities, convex function and fractional integrals. In the second chapter,
definitions, theorems, integral inequalities which were well known in the literature and some
fractional integrals which are used thesiss another chapters are given. In the third chapter,
some applications related to the k-convex set and (k,h)-convex functions, integral
inequalities that obtained for (k, h)-convex functions are given.

In the fourth chapter; firstly, Hermite-Hadamard-Fejér type inequality for (k, h)-convex
function via Riemann-Liouville fractional integrals, Secondly, Hermite-Hadamard-Fejér type
inequality for (k, h)-convex function via conformable fractional integrals and thirdly,
Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities for (k,h)-convex
function via Katugampola fractional integrals are given.

Key Words: h-convex function, k-convex set, (k, h)-convex function, Hermite-Hadamard-
Fejér inequalities, Riemann-Liouville fractional integrals, conformable
fractional integrals, Katugampola fractional integrals.
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1. GIRIS

Esitsizlik, iki degerin buyiikliikk veya kiigiikliikk bakimindan kargilagtirilmasi olarak ifade
edilebilir. Matematiksel esitsizliklerin amaci1 degeri tam olarak bilinmeyen bazi matem-
atiksel ifadeleri ya da fonksiyonlar: daha iyi bildigimiz ifadeler veya fonksiyonlarla alttan
ve lstten siirlamak ya da bu ifade veya fonksiyonlara dogrudan sayisal siirlar belir-
lemektir. Esitsizlikler, matematigin neredeyse tiim alanlarinda onemli bir yere sahiptir.
Giintimtize kadar esitsizliklerle ilgili bir ¢cok degisik ¢aligma yapilmistir. Bu galigmalarin
ilki Hardy, Littlewood ve Pdlyamin (1934) yazdigi “Inequalities” adli kitaptir [20]. Bu
kitapta bir ¢ok yeni esgitsizlik ve uygulama yer almaktadir. Bu alanda yazilan ikinci kitap
ise 1961 yilinda E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan yazilan ve adi yine “Inequal-
ities” olan kitaptir [6]. Bu calisma 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen esitsizliklerin
degisik sonuclarini icermektedir. Esgitsizlik alaninda matematik literatiiriine tigiincii temel
caligma olarak, Mitrinovi¢’in 1970 yilinda “Analytic Inequalities” adinda yayinladigr ki-
tap girmistir [34]. Bu kitapta ise, ilk iki kitapta yazilmayan, esitsizlikle ilgili yeni bilgiler
ve konular yer almaktadir. Esitsizlikle ilgili bu ii¢ temel kaynagin diginda Mitrinovié
ve arkadaglar1 tarafindan yazilan “Inequalities Involving Functions and Their Integrals
and Derivatives” [35] ve “Classical and New Inequalities in Analysis” [36], Pachpatte
tarafindan yazilan “Mathematical Inequalities” [41], Niculescu ve Persons tarafindan
yazilan “Convex Functions and Their Applications” [37] kaynaklar1 siralanabilir. Bu kay-
naklara ek olarak, S.S. Dragomir, V. Lakshmikantham, R.P. Agarval gibi aragtirmacilarin
bir ¢ok kitap, makale ve monografisi esitsizlik alaninda yapilan ¢caligmalar arasinda gosteri-
lebilir. Esitsizlik alaninda giintimiize kadar bir ¢ok caligma yapilmistir. Bu ¢aligmalarin
biiyiik bir boliimi S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmig olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kaynakta
toplanmugtir [17]. Matematikteki esitsizlikler genel anlamda, 6z fonksiyon esitsizlikleri,
Sobolev ve spektral esitsizlikler, konveksite egitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlikleri,
sacilma egitsizlikleri, korelasyon egitsizlikleri ve majorizasyon esitsizlikleri seklinde siniflan-

dirilabilir.

Esitsizlikler ile i¢ ice olan diger kavram ise konvekslik kavramidir. Konvekslik kavraminin
gecmisi, Archimedes’in M.0.250 yilinda 7 sabit degerini hesaplamasina kadar dayanir.
Gegmisi ¢ok eskiye dayanmasina ragmen, konvekslik ve konveks fonksiyonlar teorisi mate-
matik literatiiriine 19. yuzyihin sonlarmma dogru girmistir. Konvekslik literatiirde, Her-
mit’in 1881’de elde ettigi bir sonucun, Mathesis adli bir dergide 1883 y1linda yayimlanmasiy-

la ilk olarak yerini almigtir. Bu tarihten sonra konvekslik Hadamardin 1893 yilindaki



caligmasinda yer alsa da konveks fonksiyonlarin sistemli olarak caligilmasi J.L.W.V.

Jensen’in 1905-1906 yillar1 arasinda yaptigi caligma ile baglamaktadir. Jensen’in yaptigi
bu ¢aligmadan sonra konveks fonksiyonlar teorisiyle ilgili yapilan ¢aligmalar hiz kazanmigtir.
Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler konusuna, Beckenbach ve Bellman [6] ve Mitrinovié
[34] kitaplarinda yer vermislerdir. Ayrica Roberts ve Varberg [43], Pecari¢ ve ark.[42],
Niculescu ve Persson [37] gibi birgok matematikgi konveks fonksiyonlar tizerine esitsizlikle
ilgili cok sayida caligma yapmislardir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri igeren
ilk kaynak 1987 yilinda Pecari¢ tarafindan yazilan “Convex Functions: Inequalities” adh
kaynaktir. Konvekslik konusu giinliik hayatimizda bircok alanda yer almaktadir. Bu alan-
lar, miithendislik, ekonomi, endiistri, fizik, veri analizi, bankacilik, tip, sanat, ig alanlari
seklinde siralanabilir. Konveks fonksiyonlarin bir¢cok uygulamasi, uygulamali matematik,
matematiksel analiz, olasilik teorisi ve matematigin diger cesitli alanlarinda dogrudan veya
dolayl olarak yer almaktadir. Giintimiizde kullandigimiz bir ¢ok 6nemli esitsizlik, konveks
fonksiyonlarin uygulamasinin bir sonucudur. Bu temel esitsizlikler arasinda, Hermite’in
1881’de ifade ettigi ve bu giin Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen esitsizlik, bunun
yaninda Jensen esitsizliginin bir sonucu olan Holder ve Minkowski egitsizlikleri one ¢ikar.

Ayrica Fejér, Hermit’in sonuglarini genelleyerek 1906 yilinda yeni bir integral esitsizligi
elde etmistir. Fejér’in bu caligmasindan yararlanilarak bir ¢ok yeni ¢alisma matematik

literatiiriine kazandirilmisgtir.

Konveks fonksiyonlar iizerine yapilan bir ¢cok yeni caligma esitsizlik teorisinin geligmesine
katki saglamigtir. Bu teoriye katki saglayan kavramlardan diger ikisi de kesirli tirev
ve kesirli integral kavramlaridir. Bu iki kavram, “Tiirev ve integraller yalnizca tam
sayilar icin mi vardir?” sorusundan ortaya ¢ikmigtir. Bu soruyu 1695 yilinda Marquis’de
L’Hospital bir mektup araciligiyla ”f;—f;’ notasyonu n = % icin anlamli midir?” geklinde
Gattfried Wilhem Leibnitz’e sormustur. Leibnitz ise bu soruyu “Bu bir parodoksa yol
acar, lakin bir giin kesin yararli sonuglara ulagacagim” seklinde cevaplamistir. Dolayisla
L’Hospital’in bu sorusuyla kesirli tiirev ve kesirli integral matematikte yerine almaya
baglamig oldu. 17. yiizyildan itibaren Leibnitz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger
bir cok matematikci bu alanda oldukca 6nemli calismalar yapmusglardir. Ozellikle, Li-
ouville bu alanin duyurulmas1 ve tanitilmasinda oncii rol oynamistir. Bu anlamda, Li-
ouville kesirli analiz tanimlarini teorik problemlere uygulayarak 1832’de alandaki onemli
caligmasini yapmigtir. Keyfi mertebeli tiirev ve integral kavramlari, bilinen tam sayi

yontemlerine gore diinyadaki nesnelerin ozelliklerini tanimlamakta daha gecerli ve dogru

sonuclar vermektedir. Bu durum ise kesirli integral ve tiirevlerin onemli bir avantajini



ortaya koymaktadir. Bu tiirev ve integraller, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro
analitik kimya, nesnelerin degigik ozelliklerinin matematiksel olarak modellenmesi gibi
bir ¢ok degisik alanda kullanilma imkani1 bulmaktadir. Kesirli tiirev ve integral alaninda
kesirli operatoriit N.H. Abel 1823 yilinda ilk kez bir problemin ¢6ziimii i¢in kullanmigtir.
Abel’'in galigmasini, J. Liouville (1832), A.K. Giiriinwald (1867), G.F.B. Riemann (1892)
gibi matematikgilerin ¢aligmalar: izlemigtir. Daha sonra, H.H. Hardy, S.Samko, H. Weyl,
M. Riezs, J. Spanier, K.B. Oldham, B. Ross, K. Nishimoto, A. Kilbas, R.L. Bagley,
K.S. Miller, M. Caputo, U.N. Katugampola gibi bir cok matematikci bu alanda 6nemli
caligmalar yapmgtir [7, 10,21, 38, 39,45, 46, 55].

Bu ¢alismada, degisik konveks fonksiyonlar incelenmigtir ve ézellikle (k, h)-konveks fonksiy-
onlar iizerine yogunlagilmigtir. (k, h)-konveks fonksiyonlar ilk olarak B. Micherda ve T.

Rajba 2012 yilinda yaymladiklar1 makalede tanimlamiglardir [33].

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde matematikteki bazi temel tanim ve teoremler ile birlikte
bazi integral esitsizlikleri verilmistir. Uciincii boliimde de k-konveks kiimeler, (k, h)- kon-
veks fonksiyonlar i¢in uygulamalar ve (k, h)- konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen integral

esitsizlikleri verilmigtir.

Dérdiincii boliimde, Riemann-Liouville ve uyumlu kesirli integralleri yardimiyla (k,h)-
konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejer tipli integral esitsizlikleri ve Katugam-
pola kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard ve

Hermite-Hadamard-Fejer tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Bu boliimde, bu ¢aligmanin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi onemli tamimlar ve

teoremler verilmigtir.

Tanim 2.1.1 (Grup): G kiimesi tanimlanan o iglemi ile birlikte (G, 0) matematik yapisim
olugtursun. (G, o) matematik yapisi agagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu matematik yapiya

grup denir.

G1l) Vz,y € G = zoy € G (G kiimesi o iglemine gore kapahdir).
G2) Vz,y,z € G = xo(yoz) = (roy)oz (o igleminin birlesme 6zelligi vardir).

G3) Vx € G ve Je € G = xoe = eox = z (G kiimesinin o islemine gore etkisiz elemani

vardir).

G4) Yz € G ve de € G = xoy = yor = e (G kiimesinin her elemanimin o iglemine gore

bir tersi vardir).

Tanim 2.1.2 (Yar:1 Grup): G kiimesi tanimlanan o islemi ile birlikte (G, 0) matematik
yapisini olugtursun. (G, o) matematik yapisi agagidaki aksiyomlar: saglarsa bu matematik

yaplya yaril grup denir.

G1l) Vz,y € G = zoy € G (G kiimesi o iglemine gore kapahdir).
G2) Vz,y,z € G = xo(yoz) = (roy)oz (o isleminin birlesme 6zelligi vardir).

Tanim 2.1.3 (Abel Grubu): (G,o0) bir grup olsun. o igleminin degisme 6zelligi varsa

(G, 0) grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir.

Tanim 2.1.4 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F', reel veya kompleks sayilar
cismi olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F' cismi tizerinde bir lineer uzay (vektor uzay: ) denir.
A) L, + iglemine gore degismeli bir gruptur.

B) z,y € L ve a, f € F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir:

L1. a.x € L dir (Skalerle garpmaya gore kapallik).

L2, a.(x +y) = a.x + a.y dir.



L3. (a+ f).x = a.x + S.x dir.
L4. (af).x = o(f.x) dir.

L5. 1.x = z dir (Burada 1, F' nin birim elemanidir).

Yukaridaki tanima dikkat edilirse lineer uzay, L kiimesi ve sirasiyla A) ve B) sartlarim
saglayan + : L x L — L (Toplama) ve - : F' x L — L (Skalerle ¢arpma) dénitigiimlerinden

ibarettir.

Ayrica (L3) sartindaki + semboliiniin iki anlamda kullanildigina dikkat edilmelidir. Bir-
inci taraftaki, + isareti F' deki toplamay1; ikinci taraftaki ise L deki toplamay1 belirtmek-
tedir. Aymi gekilde (L4) esitliginde de iki tane ¢arpmanin olduguna dikkat edilmelidir.

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir [8].

Tanim 2.1.5 F bir cisim ve V' ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
c € F olmak tizere T : V — W dontisiimii,

(a) T(u+v) = T(w) + T(v)

(b) T(cu) = cT'(u)

sartlarim saghyorsa T ye V iizerinde lineer doniigiim denir [3].

Tanim 2.1.6 (Lineer Alt Uzay): L, F cismi tizerindeki bir lineer uzay ve M, L nin bir

alt kiimesi olsun. Her oo € F' ve her z,y € M icin

l.z+yeM

2. are M

sartlar1 saglaniyorsa M ye L nin altuzayi denir. Bu iki sart, o, § € F olmak tizere,
ar+pye M

olmasina denktir. L nin kendisi L nin bir altuzayi olarak diigiiniilecegi gibi L nin sifir
vektoriinden ibaret olan {#} ciimlesi de L nin bir altuzayidir. Ciinkii 6 +60 =6 € M ve
af = 0 € M dir. Bu altuzaylara agikar altuzaylar denir [8].

Tamim 2.1.7 (Metrik Lineer Uzay): X reel veya kompleks sayilar iizerinde bir lineer
uzay olsun ve (X, d) bir metrik uzay olsun. Eger d metrigi 6teleme degismezligine sahip
yani her z,y,a € X icin,

d(z +a,y +a) = d(z,y)



ise ve ayrica (X, d) uzayinda toplama ve skalerle garpma iglemleri yani

(z,y) =z +y

ve

(o, ) = ax

doniigimleri siirekli ise o zaman (X, d) uzayma metrik lineer uzay denir [30].
Tanim 2.1.8 (Konveks Kiime) L bir lineer uzay A C L ve p,q € A olmak iizere
B={zeLl:z=ap+(1—0a)q,0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ap + (1 — «a)q esitligindeki
p ve ¢’'nun katsayilar igin o + (1 — a) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime taniminda «, (1 — ) yerine a + = 1 sartin saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayllarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 p ve ¢ olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasin birlegtiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [8].

=2

Sekil 2.1: Konveks Kiimeler

Bir kiime konveks kiime degil ise bu kiime konkav kiime olarak ifade edilir.

e »

Sekil 2.2: Konkav Kiimeler

Ayrica, her p,q € A igin pTJrq € A oluyorsa A’ya yar1 konveks kiime denir.



Tanim 2.1.9 (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik, f : I — R fonksiyon olsun.
Her z,y € I ve A € [0, 1] olmak tizere

[z + (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y) (2.1.1)

esitsizligi gegerli ise f’ye I lizerinde konveks denir [42].

Eger t € [0,1] kapali araligindaki ug noktalar1 digarida birakirsak o zaman konveks

fonksiyon gartindaki < yerine < gelir yani

Stz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir. —f konveks ise o zaman
f ye konkav fonksiyon denir. Eger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afin
dontigiim olur.

Asagida (2.1.1) esitsizliginin geometrik yorumu verilmistir.

f(y)

tfy)+(1-t)f(x)

f(ty+(1-t)x)|

f(x)

s = ty+(1-t)x

Sekil 2.3: Konveks Fonksiyonun Incelenmesi

(z, f(x)) ve (y, f(y)) noktalarindan gegen dogrunun denklemi,

1(s) = 1)+ L=
seklinde yazilir. Burada s =ty + (1 — t)x yazilirsa
Ly+ (=00 = o)+ T ()
= f(2) +t(f(y) - f(2))

= tf(y)+ A -1)f(z)



olur. [z,y] arahgnda; ty + (1 — ¢)z noktasinda, f fonksiyonunun egri iizerinde aldig
degerin L'nin (z, f(z)) ve (y, f(y)) noktalarini birlegtiren dogru pargasinin tizerinde aldigi

degerden daha kiiciik olduguna dikkat edilerek,

fty+ (1 —t)r) < Lty + (1 = t)z) = 1f(y) + (1 = 1) f(2) (2.1.2)

esitsizligi elde edilir.

y y
A
A £
‘ | : N
a b a b =X
Konveks fonksiyon Konkav fonksiyon
y
A
f
! | .
a b

Konveks ve konkav olmayan fonksiyon

Sekil 2.4: Konveks veya Konveks Olmayan Fonksiyonlar

Tamim 2.1.10 (Yildiz Bicimli (Starshaped Kiime)): S, L reel lineer uzaymm bos

olmayan bir alt kiimesi olsun. Her z € S ve A € [0,1] i¢in zy € S olmak tizere
Ax+ (1= Nz €S

oluyorsa S ye xy a gore yildiz bigimli (starshaped) kiime denir [24].

Geometrik olarak; sabit xq € S noktasi ve her x € S i¢in zq ile x noktalarini birlestiren
dogru pargalar1 S nin iginde kaliyorsa S kiimesine zy noktasia gore yildiz bi¢imli (star-

shaped) kiime denir.

Reel lineer uzayin bog olmayan her konveks alt kiimesi, elemanlarinin her birine gore yildiz
bicimlidir. Fakat tersine, bir zy noktasina gore yildiz bicimli olan reel lineer uzayin bos

olmayan herhangi bir alt kiimesi konveks bir kiime olmayabilir.

Asagidaki y1ldiz bigimli (starshaped) kiimenin 6yle bir 2y noktast vardir ki, bu zy noktasim
kiimenin tiim noktalarina birlestiren |zox| dogru parcalarimin tamam kiimenin iginde yer

almaktadir.



Sekil 2.5: Yildiz Bigimli (Starshaped) Kiime

Agagidaki A\ B kiimesinin yle bir xy noktasi vardir ki, bu zp noktasim kiimenin baz

noktalarma birlegtiren |zoz| dogru pargalarmin tamami A\ B kiimesinin iginde yer alma-

@

Sekil 2.6: Yildiz Bi¢imli Olmayan (Starshaped Olmayan) A\ B Kiimesi

maktadir.

A

Tamim 2.1.11 (Yildiz Bigimli (Starshaped Fonksiyon)): f : [0,b] — R fonksiyonu
her x € [0,b] ve t € [0,1] igin
ftz) <tf(x)

sartinm saghiyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir [17].

Literatiirde konveks fonksiyonlar icin bircok esitsizlik elde edilmistir. Bu esitsizliklerin en
onemlilerinden birisi de literatiirde bir ¢ok genisletilmesi, genellestirilmesi ve farkl versiy-
onlar1 bulunan Hermite-Hadamard esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki

gibi ifade edilir.



Teorem 2.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R de bir aralik a,b € [ ve a < b

olmak tizere f : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(a—;b) . bia/abf(x)dx < M (2.1.3)

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.1.1°de, f’nin uygun 6zel se¢imleri i¢in (2.1.3) esitsizliginden bazi klasik esitsizlikler

elde edilebilir. Eger f konkav ise (2.1.3) esitsizligi yon degistirir. Yani

) _b_a/f > 0 +]0) (2.1.4)

olur.

Fejér (2.1.3) esitsizliginin 6nemli bir genellestirmesini vermistir. Bu genellegtirme, f :

[a,b] — R bir konveks fonksiyon ve g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve

noktasina gore simetrik olan bir fonksiyon ise

f<a+b>/ dx</ f(@)g(x)de < f(“);f(b) /abg(x)dx (2.1.5)

esitsizligi gecerlidir [18].

Tanim 2.1.12 (m—konveks Fonksiyon): Her x,y € [0,b] ve m,t € [0,1] olmak tizere
f:10,b] — R fonksiyonu igin

fltr+m(l=t)y) < tf(x) +m(l—1)f(y)

esitsizligi saglanmiyorsa f fonksiyonuna m— konvekstir denir [17]. —f fonksiyonu m-
konveks ise f fonksiyonu m-konkavdir. Ayrica f(0) < 0 igin [0,b] arahginda tanimh
m-konveks fonksiyonlarm smifi K, (b) ile gosterilir. Acikgasi Tanim 2.1.12°da m = 1 igin
standart konveks fonksiyon kavrami ve m = 0 i¢in de starshaped fonksiyon kavrami elde

edilir.

Teorem 2.1.2 m € (0,1] olmak iizere f : [0,00) — R fonksiyonu m-konveks fonksiyon

olsun. 0 < a < b olmak tizere f € L{am, b] i¢cin

! [ ! ambf<x>dx+ ! / f(x)dx}gw

m-+1{mb—a b—ma

ma

dir ([17], Teorem 196).
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Tanim 2.1.13 (J- Konveks Fonksiyon): Her z,y € I olmak iizere f : I CR — R i¢in

f (x—;—y) g f(x);f(y) (2.1.6)

esitsizligi gegerli ise f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir [34].

Tanim 2.1.14 (Kesin J- Konveks Fonksiyon): Her z,y € [ ve © # y olmak iizere

f: I CR—Rigin
; (x;—y) _ f(x);f(y) (2.1.7)

esitsizligi gegerli ise f fonksiyonuna I iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir [34].

Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J-konveks fonksiyondur [34].

Sonug 2.1.2 I C R olmak tizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart, her x;y € I ve her p, ¢ > 0 reel sayilar1 icin
f<pw + qy) < Pf(@) +afy)
P+q r P+q
olmasidir. Bu egitsizlik (2.1.1) esitsizligine denktir [36].

Teorem 2.1.3 [ fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise
a. f,(a,b) araliginda siireklidir
b. f,[a,b] arahginda simirhdir [4].

Teorem 2.1.4 f fonksiyonunun [ araliginda ikinci mertebeden tiirevi varsa, f fonksi-

yonunun bu aralik tizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart € [ igin
f//(x) Z O
olmasidir [34].

Tanim 2.1.15 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimh bir fonksiyon

ve x1,xy € I olsun. Bu durumda,

o 15 > x; iken f(z3) > f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir,
e 1y > xy iken f(zg) < f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandur,
e 1y > 1y iken f(x9) > f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,

o 1y > 1y iken f(x2) < f(x1) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir denir [2].
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Tanim 2.1.16 (s-Orlicz Konveks Kiime): X bir lineer uzay, K C X ve s € (0,00)

olsun. Vz,y € K ve a, 8 > 0 iken o® + $° = 1 olmak {izere
ar+ Py € K
oluyorsa K kiimesine X de s-Orlicz konveks kiime denir [15].

Tanim 2.1.17 (Birinci Anlamda s- Konveks Fonksiyon): 0 < s < 1olsun. a, 8 >0

iken o® + 8% =1 ve Vz,y € [0, 00) olmak iizere f : [0,00) — R igin

flaz + By) < o®f(z) + 5°f(y) (2.1.8)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye birinci anlamda s-Orlicz konveks fonksiyon veya birinci an-
lamda s-konveks fonksiyon denir. Birinci anlamdaki s-konveks fonksiyonlarin kiimesini

K! seklinde gosterilir. [16, 40].

Tamm 2.1.18 (ikinci Anlamda s- Konveks Fonksiyon): 0 < s < 1 olsun. a,3 >0

iken o + 5 =1 ve Vz,y € [0, 00) olmak tizere

flaz + By) < o® f(z) + 5°f(y) (2.1.9)

esitsizligini saglayan f : [0,00) — R fonksiyonuna ikinci anlamda s-Breckner konveks
fonksiyon veya ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci anlamdaki s—konveks

fonksiyonlarm kiimesini K2 geklinde gosterilir [5, 22].

Tanim 2.1.19 (Godunova-Levin Fonksiyon): Vx,y € I ve A € (0,1) olmak tizere
f: I CR — R fonksiyonu i¢in

fz+(1—=Ay) < @Jr% (2.1.10)

esitsizligi gegerli ise f’ye bir Godunova-Levin fonksiyonu veya () siifina ait bir fonksi-

yon denir [19].

Tanim 2.1.20 (Alttoplamsal Fonksiyon): s,¢ > 0 olmak iizere f : (0,1) — R fonksi-
yonu i¢in

fls+1) < f(s)+ f(t) (2.1.11)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye alttoplamsal (subadditive) fonksiyon denir [32,44]. Eger

(2.1.11) esitsizligi yon degigtirirse fonksiyon tisttoplamsal (superadditive) adim alir.
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Tanim 2.1.21 (P-Fonksiyon): [ C R, Vz,y € I ve A € [0,1] olmak tizere, negatif

olmayan f : I — R fonksiyonu i¢in

FAz+ (1= Ny) < fx)+ f(y) (2.1.12)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye P-fonksiyon veya P(I) siifina ait fonksiyon denir [14].

Tanim 2.1.22 (h-Konveks Fonksiyon): h : J C R — R negatif olmayan fonksiyon
olsun. Va,y € I ve t € (0,1) olmak tizere f : I C R — R negatif olmayan fonksiyonu igin

Stz + (1 =t)y) < h(t)f(z) +h(1 =) f(y) (2.1.13)

esitsizligi gegerli ise f’ye h-konveks fonksiyon veya SX (h, I) sinifina aittir denir [54].

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye h-konkav fonksiyon veya SV (h, I) sinifina
aittir denir. Bu tanimin; h(t) = ¢ igin klasik konvekslige, s € (0, 1) olmak tizere h(t) = t°
i¢in s-Breckner konvekslige, h(t) = 1 igin P-fonksiyonlara ve h(t) = ¢! i¢cin Gudunova-

Levin fonksiyonlarina indirgendigi agiktir.

h-konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizlikleri agagidaki gibi elde edilmis-

tir.
Onerme 2.1.1 f:[a,b] = R h-konveks fonksiyon ve g > 0 olmak iizere g : [a,b] — R
fonksiyonu (a + b)/2 noktasina gore simetrik olsun. Bu durumda,

1
b—a

b 1
[ 10t < (1@ + o) [ natta+ (1 = o (2.1.14)
olur [9].

Onerme 2.1.2 h fonksiyonu, [0, maz{1,b — a}]’da tammlansm ve f : [a,b] — R h-

konveks fonksiyon olsun. Ayrica, g > 0 olmak iizere g : [a,b] — R fonksiyonu (a + b)/2
2h(1/2

noktasina gore simetrik ve fab g(t)dt > 0 olsun. Bu durumda, C' = fb(ﬁ olmak tizere
. g(t)at

f(“;b> < C/abf(t)g(t)dt (2.1.15)

olur [9].

Sarikaya ve arkadaslar1 h-konveks fonksiyonlar igin Fejér esitsizliklerinin farkh versiyonunu

agagidaki gibi elde etmiglerdir.
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Onerme 2.1.3 A(1/2) > 0 icin f : [a,b] — R h-konveks ve integrallenebilir olsun. g :
[a,b] — R fonksiyonunu negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2 noktasina gore
simetrik kabul edelim. Bu durumda, her ¢ € (0,1) igin

Qh(1/2>f(a+b)/ d:c</ fla dx<f( >+f(>[ ()+h(1—t)]/bg(x)dx
" (2.1.16)

olur [47].

Teorem 2.1.5 (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu (a,b) arahginda konveks ve z; €

(a,b), i =1,2,...,n olsun. Bu durumda, «; > 0 ve Z&i =1 ise
i=1

f ( i om:) < il i f(x;)

esitsizligi gecerlidir [41].

Teorem 2.1.6 (Integraller i¢in Jensen Esitsizligi): f : [a, b] — R konveks fonksiyon,

h: [a,b] — (0,00) ve u: [a,b] = R, = [0, 00) integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere

[ h(t)u(t) fhtf(u(td
/(“pa) =

esitsizligi gecerlidir [41].
Teorem 2.1.7 (Uggen Esitsizligi): Herhangi z,y reel sayilar igin
[z +yl < |z| + [yl

lz| = [y]] < |z —yl,
2] = |y < |z +yl,

ve tumevarim metoduyla
|21 + oo+ x| < o]+ .+ ||
esitsizlikleri gegerlidir [36].

Teorem 2.1.8 (integraller icin Uggen Esitsizligi): f, [a,b] arahginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

’/abf(‘”)d‘”’ < /ab|f($)|dx (a < b)

esitsizligi gecerlidir [36].
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Tanim 2.1.23 (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonu I'(«), a > 0 igin

ile tanimlanir. Bu integral o > 0 i¢in yakinsaktir. Gamma fonksiyonunun en 6nemli ve

kullanigh 6zelliklerinden biri o = n € Z* olmak tizere
I'(n+1) =nl'(n) =n!
olmasidir.

Tamim 2.1.24 (Riemann-Liouville Kesirli integralleri): f € L[a, b] olsun. o > 0 ve
la,b] (—o0 < a < b < 00) reel eksen tizerinde sonlu bir aralik olmak {izere a. mertebeden

sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla,

o () = ﬁ /w(x _ e )dt, 1> a

ve

Jo f(z) = ﬁ / (t— 2 f(@B)dt, = < b

seklinde tammlamr. Ayrica a = 0 i¢in J%, f(z) = J; f(z) = f(z) olarak tamimlanir [29].

Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin ve kesirli integrallerin genis uygulamalarindan dolay:
bir ¢ok aragtirmaci, caligmalarini kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard tipli esitsiz-
liklere genisletmigtir. Son zamanlarda fonksiyonlarin farkli simiflar icin kesirli integralleri

iceren bir ¢cok Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilmisgtir [13,48-51, 53].

Riemann-Liouville kesirli integralleri ile ilgili baz1 onemli sonuglar agagida verilmistir.

Teorem 2.1.9 0 < a < b ve f € L[a,b] olmak iizere f : [a,b] — R pozitif taniml bir
fonksiyon olsun. Eger f, [a,b] kapal arahig tizerinde konveks bir fonksiyon ise o > 0

olmasi durumunda kesirli integrallar i¢in

(“57) = gpmap s+ p(@) < OH 0 @)

esitsizligi gecerlidir [48].

Lemma 2.1.1 a < b olmak iizere g : [a,b] — R integrallenebilir ve (a + b)/2 noktasina

gore simetrik ise, bu durumda o > 0 i¢in

T2 gb) = Jgla) = 5| T2 o0) + 5 gla)

olur [23].
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Teorem 2.1.10 a < b olmak tizere f : [a,b] — R konveks fonksiyon ve f € L[a, b] olsun.
g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik olan

bir fonksiyon ise bu durumda « > 0 olmak ftizere kesirli integraller i¢in asagidaki

(50 P + g t@] < [2790)+ 55 fo(w) (2.1.18)

2
fla) + f(b)

< SR + g ga)]

esitsizlikleri gegerli olur [23].

Tanim 2.1.25 (Uyumlu Kesirli integralleri): n = 0,1,2,3,... olmak tlizere a €
(n,n+1], 8 =a—mn, a,b € R, a<bvef € Lla,b] olsun. a > 0 igin . mertebe-
den sag ve sol uyumlu kesirli integralleri sirasiyla,

([gf) (t) = %/ (t—z)"(z — a)ﬁflf(x)dx, t>a

(1af)® =5 [ (@ =ty b= f(@)da, ¢ <

seklinde tanimlanir [1,28].

Eger « = n + 1 alinirsa bu durumda § = a —n = n+ 1 —n = 1 olur. Boylece

(Ief)(t) = 2 f(t) ve ("L f)(t) = J& f(t) oldugu goriiliir.

Uyumlu kesirli integraller i¢in bazi sonuclar agagida verilmistir.

Lemma 2.1.2 a < b olmak iizere g : [a,b] — R integrallenebilir ve (a + b)/2 noktasma

gore simetrik ise a € (n,n + 1],n € N olmak tizere

1

12(9)(6) = "La(9)(a) = 5| La()(®) + (

b

lo(9)(0)|

olur [52].

Teorem 2.1.11 a < b ve f € L[a,b] olmak tizere f : [a,b] — R konveks fonksiyon olsun.
g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2 noktasina gore simetrik ise

a € (n,n + 1] olmak tizere uyumlu kesirli integraller igin

H(EED) 120)0) + Lal@)a)] < [12(70)0) +*Lu(fo)(@)] (2.1.19)
< IO ()0 + 19 0)]

esitsizlikleri saglanir [52].
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Tanim 2.1.26 (Hadamard Kesirli integralleri): a >0, n € N olmak tizere n — 1 <
a<nvea<z < bolsun. Bir f fonksiyonu i¢in o. mertebeden sag ve sol Hadamard

kesirli integralleri sirasiyla,

HE, f(z) = ﬁ /: (1n %)al @dt (2.1.20)

HE f(z) = ﬁ /: (m é)al @dt

seklinde tanimlanir [46].

ve

Son zamanlarda, Katugampola, Riemann-Liouville ve Hadamard kesirli integrallerinin tek

bir formda genellegtirilmesi olan yeni bir kesirli integral operatérii tammlamistir [25, 26].

Tanim 2.1.27 FE, dlgiilebilir bir kiime ve f(x) de bu E kiimesinde tanimli ve gercel degerli
bir fonksiyon olsun. Eger her K gercel sayist igin, f(z) > K olan z € E degerlerinin
kiimesi olciilebilirse, f fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue anlaminda olgiilebilirdir veya

kisaca 6lgiilebilirdir denilir [12].

Bu tanimi vermeden once agirhikh L, uzayma ihtiya¢ duyulur.
f, la,b] arahginda Lebesgue anlaminda dlgiilebilir kompleks degerli bir fonksiyon, ¢ € R

ve 1 < p < o0) olmak tizere X”(a,b) uzay

X(a, ) ={f | [Ifllxz < oo}

seklinde tanimlanir. Burada 1 < p < oo i¢in

b d %
Iflxe = ([ terop)

xso = esssup{t’|f(t)] :a <t < b}

ve p = 00 i¢in
1/
bicimindedir. Ozel olarak ¢ = 1—1) oldugunda X?(a, b) uzayr L,(a,b) uzay: ile cakigir. Yani

X% (a,b) = Ly(a,b) dir.

Tamm 2.1.28 (Katugampola Kesirli Integralleri): [a,b] C R sonlu bir arahk ve
a <z <b, p>0olmak tizere f € XP(a,b) olsun. o > 0 olmak {izere . mertebeden sag

ve sol Katugampola kesirli integralleri sirasiyla,

N B pl—a T tp_l N B pl—a b tp—l
p%ﬂ@—mwl[ﬂ_ﬂmf@ﬁ%p%ﬂ@—mwlHﬁﬁwﬂf@ﬁ

seklinde tanimlanir [27].
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Katugampola Kesirli integralleri ile ilgili baz1 sonuglar asagida verilmistir.

Teorem 2.1.12 a > 0 ve p > 0 olsun. Bu durumda z > a icin

1. lim?I% f(x) = J& f(x),
p—1

2. lim °I% f(x) = HY f(2)

p—0t

olur [27].

Benzer sonuglar sol tarafli operatorler icin de gecerlidir.

[11]’de, Chen ve Katugampola, Katugampola kesirli integralleri i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliklerini agagidaki gibi elde etmigtir.

Teorem 2.1.13 o > 0 ve p > O olsun. 0 < a < b ve f € XP(a”,0”) olmak iizere
f : la?, 0] — R pozitif bir fonksiyon olsun. Eger f [a,b] iizerinde konveks bir fonksiyon
ise bu durumda,

H*57) < st Pt +on ) < B

esitsizlikleri gegerlidir [11].
Bu esitsizliklerde kesirli integraller f(x”) fonksiyonu i¢in ele alinmigtir ve sirasiyla a ve

b’'ye gore degerlendirilmistir.
Tanim 2.1.29 0 < a < b < oo olmak {izere f : [a,b] — R fonksiyonu igin

F(z):= f(z)+ fla+b—2)

seklinde tammlansin. Bu durumda [a, b] araliginda f konveks ise F' ninde konveks oldugunu

gostermek kolaydir. F' fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. “T*b noktasina gore F' simetrik,
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Teorem 2.1.14 f fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks fonksiyon ve f € L[a,b] olsun. Bu

durumda, F'(z) fonksiyonu da integrallenebilir ve a > 0 ve p > 0 olmak {izere

7 (a—;—b) < % °1° F(b) +p[g¢_F(a)] < M (2.1.22)

esitsizlikleri gegerlidir [11].

Chen ve Katugampola, (2.1.21)-(2.1.22) esitsizliklerinin genellegtirilmesini agagidaki gibi

vermisdir.

Teorem 2.1.15 a < b ve f € L[a,b] olmak tizere f : [a,b] — R konveks fonksiyon olsun.
Bu durumda F' € L[a,b] ve F(x) konveks bir fonksiyondur. Eger ¢ : [a,b] — R negatif

olmayan ve integrallenebilir bir fonksiyon ise

F(S50) Prao® o5 )] < PraGRo+ 1 0P )]

2
F(a)+ F(b)

< g [pfgﬁrg(b) + pl,?_g(a)} (2.1.23)

esitsizlikleri gegerlidir [11].
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 k-Konveks Kiime ve k-Konveks Kiimelerin Bazi Siniflari icin
Uygulamalar

Tamim 3.1.1 (k-Konveks Kiime): k£ : (0,1) — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda,
Va,y € D vet € (0,1) igin
k(t)r+ k(1 —t)ye D (3.1.1)

ise X reel lineer uzaymnm alt kiimesi olan D’ye k-konveks kiime denir [33].

Yukaridaki tanim bize, uygun olarak secilen k fonksiyonlar: igin, iyi bilinen kiimelerin

cesitli stmflarmin diretilebilecegini belirtir. Bu durum 6rnek (3.1.1)’de gosterilmistir.

Ornek 3.1.1 i. k-konveksligin tanimi k(¢) = ¢ i¢in klasik konveksligin tanimiyla ortii-

sur.

ii. Her t i¢in k(t) = 1 ise bu durumda, D’nin k-konveks olmas i¢in gerek ve yeter gart,

(D, +)'nin yar1 grup olmasidir.

iii. k-konveksligin tanimi, k(¢) = 1/2 igin, X’in tiim yar1 konveks alt kiimelerinin ailesini

uretir.

iv. k fonksiyonu

2t, 1< 1/2ic
k(t) =" /2 i¢in (3.1.2)
0, t>1/2igin

seklinde tanimlansin. Bu durumda, D’nin k-konveks kiime olmasi i¢in gerek ve yeter
sart D'nin 0’a gore starshaped olmasidir, yani; her ¢ € [0,1] ve x € D igin tz € D
olmasidir [33].

ispat.

i. D kiimesi k- konveks ise her z,y € D i¢in

Ktz + k(1 —t)y € D

olur. Bu ifadede k(t) = ¢ olarak almirsa
tr+(1—t)yye D

olur.
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ii.

iii.

iv.

Vt € (0,1) i¢in k(t) = 1 olsun. D, k-konveks kiime ise o zaman z+y € D olacagindan
D kiimesi + iglemine gore kapalidir. Ayrica D C X oldugundan birlesme 6zelligide
saglanir. O halde (D, +) yar1 gruptur. Tersine (D, +) yar1 grup olsun. Bu durumda
Vz,y € D icin

kyx+k(l-t)y=x+yeD

olur. Yani D, k-konvekstir.
D kiimesi k-konveks ise her z,y € D i¢in

k(t)x + k(1 —t)y € D

olur. Bu ifadede k(t) = 3 olarak almrsa
1 1 r+y
“r 4 Sy = D
57+ 5Y 5 €

olur. Dolayisiyla D kiimesi yar1 konveks olur.

t, [0,1] araliginda k(t) fonksiyonuna bagl olarak %’ye gore incelenirse,

1 t 1 t t
I<t<-=0<=-<-=k(=)=2=-=t
- 2 -2 4 (2) 2
ve
1 t 1 t 1 t 3 t
I<t<-=0<-<-=0>2—"—=>—"—-=1>21—-=->-=k(l—=)=0
- 2 -2 4 - 2 4 - 2 4 ( 2)
olur. Dolayisiyla 0 <t < % i¢in
t t
olur.
Diger taraftan,
1 1 t 1 t t
2_t< :>4_2<2:>k(2) 5 t
ve
1 1 ¢t 1 1 t 1 3 t 1 t
—<t<l1 o<z S>> ">l > - = k(1-2)=0
2 =SS TS9N ) 1237 32y g k)
olur. Dolayisiyla % <t<1ic¢in
t t
k(= k(l—=)=t¢
(2)+ k1~ 3)

olur. D kiimesi k-konveks ise, her z,y € D i¢in

E(t)r + k(1 —t)ye D
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olur. Buradan ¢ € [0,1) ve her z € D i¢in

‘ tt : t t t
tr = Ek(? + k(1 — 5)195 = k:(i)x + k(1 — 5)30 €D
t

olur.
Ayrica, t =1 ve her x € D igin
tr=x€D
dir. Dolayisiyla D kiimesi starshaped kiimedir. Benzer sekilde tersine olarak D

kiimesi starshaped kiime iken D'nin k-konveks kiime olduguda kolayca goriiliir.

Sonug 3.1.1 i. X’de, C' ve D herhangi iki k-konveks kiime olmak tizere, her & € R
icin C+D ve aD kiimeleri de k-konvekstir.

ii. I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere Vi € [ i¢in D; kiimeleri k-konveks kiime ise

m D; kesigim kiimesi de k-konvekstir.
iel
iii. Tim Dy C Dy C D3 C ... kiimeleri k-konveks ise, onlarin birlesimi olan UDZ'

iEN
kiimesi de k-konvekstir.

iv. X'’in metrik lineer uzay oldudugunu kabul edersek, D C X kiimesi k-konveks kiime-

dir. Bu durumda D nin kapanigi olan D kiimeside k-konvekstir [33].

ispat.

i. C+D={r,ye X, x=x1+2, y=9y1 + Y2, 1,y1 € C, T2,y2 € D} olsun.
Ve,y € C+ D igin
k() + k(1 =ty = k(t)(z1+ z2)k(1 —1)(y1 + y2)
= z{i(t)l‘l ‘l—k?(l —t)y£+1€(t)x2++k3(1 —t)y%E C+D

~
eC €D

olur. Dolayisiyla C' + D kiimesi k-konveks olur.
aD={z,ye X, r =ax, y = ay, ax;,ay; € D} olsun.
Vz,y € aD i¢in

Et)z+ k(1 -ty = k(t)ax, + k(1 —1t)ay
= alk(t)ry + k(1 —t)y] € aD

(. J/
-~

eD
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ii.

iii.

iv.

olur. Dolayisiyla aeD kiimesi k-konvekstir.

T,y € ﬂDi, t € (0,1) ve k : (0,1) — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda eger
iel

T,y € ﬂ D;ise Vi € I igin x € D; ve y € D; dir. Boylece Vi € I i¢in D; kiimeleri
iel

k-konveks oldugundan

k(t)z + k(1 — t)y € D

ve dolayisiyla

k(t)z + k(1 —t)y € () D;
iel
olur ki buda ﬂ D; kesigim kiimesinin k-konveks oldugunu gosterir.
iel
v,y € JD;vet €[0,1], k: (0,1) — R bir fonksiyon olsun. Vi € N i¢in D; C Dy
ieN
oldugundan &t € N icin z,y € D; olacagindan ve Vi € N icin D;’ler k-konveks

oldugundan

kE(t)r + k(1 —t)y € D;

olur. Dolayisiyla
k(t)z + k(1 —t)y € | D;

1€EN

olur ki buda U D; nin k-konveks oldugunu gosterir.
ieN

a € D & a, — a olacak sekilde terimleri D kiimesine ait olan bir (a,) dizisinin

mevcut oldugunu biliyoruz. Bunu kullanarak D nin k—konveks oldugunu gosterelim.

Vz,y € D olsun. k(t)r + k(1 —t)y € D oldugunu veya denk olarak a, — k(t)x +

k(1 — t)y olacak sekilde bir (a,) dizisinin varhgimi gostermeliyiz.

Vz,y € D oldugundan z,, — z ve y, — y olacak bicimde (z,), (y,) € D dizileri

vardir.

Vn i¢in x,,y, € D oldugundan ve D kiimesi k—konveks oldugundan Vn i¢in,
k(t)x, + k(1 —t)y, € D

olur.

a, = k(t)z, + k(1 —t)y, dersek (a,) € D igin
lim a, = k(t)z, + k(1 — )y,
n—oo

olur ki bu D nin k— konveks oldugunu gésterir.
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3.2 (k,h)-Konveks Fonksiyon ve (k,h)-Konveks Fonksiyonlarin
Bazi1 Simiflar1 i¢in Uygulamalar

Tanim 3.2.1 ((k:, h)-Konveks Fonksiyon): k,h : (0,1) — R verilen iki fonksiyon ve
D C X kiimesi de k-konveks kiime olsun. Her z,y € D ve t € (0,1) olmak tizere

f D — R fonksiyonu i¢in

f(k(t)z + k(1 —1)y) < h(t)f(z) + h(1 —1)f(y) (3.2.1)

esitsizligi saglamyorsa, f’ye (k, h)-konveks fonksiyon denir [33].

Eger (3.2.1) esitsizligi uygun esitlige doniigtiiriilebilirse, f fonksiyonu (k, h)-afin fonksiyon
olarak adlandirihir (Bu tip genel fonksiyonlarla ilgili daha fazla ayrmnt1 [31]’de yer almak-
tadir).

Uygun h ve k fonksiyonlari i¢in (3.2.1) esitsizligi, konveks, Jensen-konveks, h-konveks, s-
Orlicz konveks, s-Breckner konveks, Godunova-Levin, yildizims: (starshaped) fonksiyonlar
ile P-fonksiyonlarin ve alttoplamsal (subadditive) doniigiimlerin ailesini iiretir. Bu durum

ornek (3.2.1)’de gosterilmistir.

Ornek 3.2.1  i. k(t) = ticin, (k, h)-konvekslik kavrami (2.1.13)’de verilen h-konveks-
likle ortiigmektedir (Negatif olmama gart1 olmaksizin).
Uygun h fonksiyonlari i¢in esitsizlik (3.2.1), konveks fonksiyonlarm, s-Breckner kon-
veks fonksiyonlarin, P-fonksiyonlarin ve Godunova-Levin fonksiyonlarin ailesini iire-

tir.
ii. s> 0, k(t) =ts ve h(t) =t ise, bu durumda; f'nin (k, h)-konveks olmasi icin gerek

ve yeter sart, f'nin s-Orlicz konveks olmasidir.

iii. k(t) = h(t) = lise, (k, h)-konveks fonksiyonlarin simfi alttoplamsal tiim doniigtimleri

kapsamaktadir.

iv. Her t icin, k(t) = h(t) = 1/2 ise, (3.2.1) esitsizligi, Jensen-konveks fonksiyonlarin

ailesini verir.

v. k fonksiyonu,

o, t<1/2 ic
{ o L<1/2icn (3.2.2)

0, t>1/2igin
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seklinde tanimlansin. O halde, &k fonksiyonunun (k, k)-konveks fonksiyon olmasi igin
gerek ve yeter kogul k£'nin starshaped olmasidir, yani her ¢ € [0,1] ve Vo € D i¢in

f(tx) < tf(x) olmasidir [33].

ispat.

i.

ii.

iii.

f fonksiyonu (k, h)-konveks fonksiyon oldugundan,

f(k(t)z + k(1 —t)y) < h(t)f(z) + h(1 1) f(y)

yazilir. Bu esitsizlikte, k(t) = t olarak alinirsa, esitsizlik

Stz + (1 =t)y) < h(t)f(z) +h(1 =) f(y)

sekline donitigiir. Buda f'nin (k, h)-konvekslikten h-konvekslige doniigtiigiinii goste-
rir. Aym sekilde (3.2.1) esitsizliginde k(t) = t, h(t) = ¢, degerleri yerine yazilirsa,
esitsizlik
fltr+ (1 =t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)
sekline doniigtir. Buda f'nin (k, h)’konvekslikten klasik konvekslige doniigtiigiinii
gosterir.  Bunun yaninda, (3.2.1) esitsizligi k(t) = ¢ ve h(t) = t° icin s-Brecner
konveks fonksiyonlarm ailesini, k(t) =t ve h(t) = 1 i¢in P-fonksiyonlarin ailesini ve
1

k(t) =t ve h(t) = 1 i¢in Godunova-Levin fonksiyonlarm ailesini iiretir.

f fonksiyonu (k, h)-konveks fonksiyon ise

f(k(t)z + k(1 —t)y) < h(t)f(z) + h(1 —1)f(y)

esitsizligi yazilir. Bu egitsizlikte, s > 0 i¢in k(t) = ts ve h(t) = t yazilirsa, esitsizlik

Ftvr+ (1 —)7y) < tf(x) + (1 — 1) f(y)

1
s

esitsizligine doniistir ((t%)s +((1=t)s)y=t4+1—-t= 1). Bu da f fonksiyonunun
s-Orlicz konveks fonksiyona dontistiiginii gosterir. Bunun terside benzer sekilde

gosterilebilir.

f fonksiyonu (k, h)-konveks fonksiyon ise

f(k(t)z + k(1 —t)y) < h(t)f(z) + h(1 —1)f(y)

esitsizligi yazilir. Bu egitsizlikte, k(t) = h(t) = 1 yazilirsa, esitsizlik
fle+y) < fla)+ fy)
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iv.

esitsizligine doniigiir. Bu da f’nin subadditive (alt toplamsal) fonksiyona déniigtuigi-
nii gosterir. Bu nedenle (k, h)-konveks fonksiyonlarin smifi alt toplamsal tiim dénii-

siimleri kapsar.

fk(t)x + k(1 —1t)y) < h(t)f(z)+ h(1 —1t)f(y) esitsizliginde

k(t) = h(t) = 1 yazlrsa, esitsizlik

F(getgr) =7 (55Y) < g + 3o = LT

2 2 2 2

esitsizligine doniigtir. Bu da f'nin (k, h)-konvekslikten Jensen-Konvekslige doniisgtii-
ginii gosterir. Dolayisiyla (3.2.1) esitsizligi Jensen-Konveks fonksiyonlarin ailesini

uretir.

t, [0,1) arahigimda k(t) fonksiyonuna bagh olarak 1 ye gore incelenirse,

1 t 1 t t
O§t<§:>0§—<—:>k:(—):2§:t

2 4 2
ve
1 t 1 t 1 t 3 t
<t< = < ST P> i 1>1—=—>-— k(l—=)=
0< <2:0_2<4:0_ 2> 4———> > 2>4:>( 2) 0

olur. Dolayisiyla, x € D ve f fonksiyonu (k, k)-konveks fonksiyon olmak tizere

0<t<3igin

fiea) = 1 ( Mo+ k1= D) < KG)F@) + K1 = DIw) = 11(2)
~~ ——— ~~ ——

olur. Bu nedenle 0 <t < % icin f fonksiyonu starshaped fonksiyon olur.

Diger taraftan,

3 t 1 t
2>l > = k(l-2) =
:>4_ 2>2:>( )=0

<t<l=-<=-< = — 5

N —
e~ =
N | =+
DN | =
=~ =

olur. Dolayisiyla, x € D ve f fonksiyonu (k, k)-konveks fonksiyon olmak tizere

: <t<1lign

ftea) = 1 ( Mo+ k1= D) < KG)F@) + K1 = DIw) = 11(2)
~~ —— ~~ ———
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olur. Bu nedenle % <t < 1icin f fonksiyonu starshaped fonksiyon olur.
Ayrica,
1
t:1>§:>k:(t):k:(1)zo

ve

1
t=1= —t=-1=1-t=0<g=k1-1)=2(1-1)

olur. Dolayisiyla, t = 1 icin

f<2<1—t>y>=f(@x+k<1—t>y) < k() S() + k(- ) £(y)

—— ~—~ ——
0 2(1—t) 0 2(1-t)
= 2(1-1)f(y)

olur. Bu nedenle t = 1 iginde f fonksiyonu starshaped fonksiyon olur. Benzer
sekilde tersine olarak k fonksiyonu starshaped fonksiyon iken k'min (k, k)-konveks
fonksiyon olduguda kolayca goriiliir.

Diger yandan, f fonksiyonu starshaped ise bu durumda, h = k ve her ¢ i¢in (3.2.1)
esitsizligini ele alirsak,

(2tz) < 2tf(x), t €(0,1/2) igin

(0) <0, t=1/2icin

f
fk@)z) + k(1 —1t)y) = 4 f(0)
F(2=2t)y) <(2=20)f(y), te(1/2,1)i¢n

elde ederiz.

Konveks fonksiyonlarin iyi bilinen bir ¢ok ozelligi (k, h)-konveks déntigiime benzer sekilde

uygulanabilir.

Sonug 3.2.1 i. f,g: D — R fonksiyonlar (k, h)-konveks fonksiyon ve ¢ > 0 ise bu

ii.

iii.

durumda, f + g, c.f'de (k, h)-konvekstir.

h > 0 ve I herhangi bir indis kiimesi olmak tizere { f;};c;, D tizerinde tanimh (k, h)-

konveks fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Bu durumda Vz,y € D ve t € (0, 1) igin

[ =sup f;
iel
fonksiyonu da sonlu oldugu kiime f{izerinde (k, h)-konveks fonksiyondur.
h(t) =t olmak ftizere, f bir (k, h)-konveks fonksiyon olsun ve

fo={zeD: f(z) <c}

alt kiimesi tanimlansin. Bu durumda, her ¢ € R igin f¢ bir k-konveks kiimedir.
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iv.

vi.

vil.

k > 0igin f bir (k, k)-konveks fonksiyon ise, bu durumda, f’nin epigrafi yani epif =
{(z,y) e X xR:x € D,y > f(zx)} kiimesi k-konvekstir.

. f'nin epigrafim1 k-konveks olarak kabul edelim. Bu durumda f bir (k, k)-konveks

fonksiyondur.

D, X’in k-konveks altkiimesi ve f : D — R bir (k, h)-afin fonksiyon ise, bu durumda,
f'nin gortintiisit f(D)'nin R’de h-konveks oldugu kolayca gésterilebilr.

fi : D; — R fonksiyonunun (k, h)-konveks, fo : Dy — R fonksiyonunun (h,h)-
konveks ve azalmayan ve f;(D;) C Ds oldugu kabul edilsin. Bu durumda, f = fyo f;
bir (k, h)-konveks fonksiyondur [33].

ispat.

i.

ii.

f(x) + g(z) = m(x) olsun.

m(k(t)z+ k(1 —t)y) = fk@®)z+k1—1t)y)+g(k(t)z + k(1 —t)y)
< h(@)f(z)+h(1=1)f(y) +h(t)g(z) + h(1 —t)g(y)
= () [f(x) +g(x)] +h(1 = 1) [f(y) + 9(»)]
— ——

m(z) m(z)

= h(t)m(z) + h(1 — t)m(y)

oldugundan f(x) + g(x)'de (k, h)-konvekstir.
Diger taraftan, ¢ f(z) = g(z) olsun.

g(k®)z + k(1 —t)y) = ¢ f(k({t)z+ k(1 - t)y)
< ¢ (h(t)f(z) +h(1 - ) f(y))
= ch(t)f(z)+ch(l—1t)f(y)
= ) e fr) +h(1 = 1) f ()

——
g() 9(y)

= ht)g(a) +h(1=1)g(y)
oldugundan ¢ f(z) = g(z) de (k, h)-konvekstir.

z,y € D, te (0,1) ve k:(0,1) — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda Vi € I i¢in
fi'ler (k, h)-konveks oldugundan

fi(k(t)z + k(1 = t)y) < h(t)fi(x) +h(1 = 1) fiy)
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yazilir. Vi € [ igin

filk(®z + k(1 =t)y) < s;g?{fi(k(t)x +h(1-1t)y)}
< s;g?{h(t)fi(x) +h(1=1)fi(y)}
< igg{h(t)fi(:v)} + S;}elg{h(l —t)fi(y)}
= h(t) igg{fi(x)} +h(1—1) sigg{fi(y)}

olur ki buda f’nin (3.2.1) esitsizligini sagladigini gosterir.

iii. Va,y € f¢olsun. f, (k, h)-konveks ve h(t) =t ise

f(k(t)z+ k(1 —t)y) < hit

olur. Yzt f(k:(t):p—l—k(l—t)y) < coldugundan k(t)z+k(1—t)y € f¢olur. Dolaysiyla
f¢, k- konveks kiimedir.

iv. Y(x1,11), (2, y2) € epif, t € (0,1) ve f fonksiyonu k-konveks olsun.

Bu durumda,

F(E@z+ k(1 =t)ze) < k(t) fla1) +h(1 = t) f(a2)

~ — —
x <y <y2
< @y + k(1 =1y
y

yazilir. Buradan,

(k(tm +R(L— )z, k(B + k(1L t>y2) - ( FO) 1) + k(1= (a2 v2) )

Eepif

yazihr(f(z) < yise (z,y) € epif). Dolaysiyla epif kiimesi k-konvekstir.

v. epif = {(z,y) € X xR:2z € D,y > f(z)} dir.
p1 = (z1, f(x1)), po = (1, f(y1)) € epif ve epif k-konveks kiime olsun. Bu du-
rumda, k(t)p; + k(1 — t)ps € epif oldugu agiktir. Bu sartlar altinda f'nin (k, k)-
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konveks fonksiyon oldugu gosterilecek olursa,

kOpr+ k(L= t)py = k(t) (21, f(z1)) + k(1= ) (y1, f (1))
= (kO KO ) + (KL= b1~ ) )
= (KO + K= O 20+ K0 0701 ) € epif
olur. Buradan,
F((E)s + k(1 = D) < k() Flr) + k(1 — D)
yazlir. Dolayisiyla f fonksiyonu (k, k)-konvekstir.

vi. D kiimesi k-konveks oldugundan, Vz,y € D iken k(t)xr + k(1 —t)y € D dir. f
fonksiyonu (k, h)-afin fonksiyon oldugundan, Vz,y € D i¢in

€D €f(D) €f(D)

- - ~ ~ =

SRz + k1= 0)9) = h) T(@) +h(1 =) T(3)
ef(rD) Eva)

olur. Bu esitlikten, Vf(x), f(y) € f(D) i¢in
h(t) f(z) +h(1 =1)f(y) € f(D)
yazilir. Dolayisiyla, f(D) h-konvekstir.

vii. Vz,y € D; ve f; fonksiyonu (k, h)-konveks fonksiyon oldugundan

fi(k(z + k(1 —t)y) < h(t)fi(z) + b1 = 1) fi(y)

-~

eDq
yazilir. Bu durumda, fi (k(t)z + k(1 —t)y) € fi(D1) C Dy oldugundan

filk(®)z + k(1 —t)y) € D,

olur. O halde, f = foo f1 = f5 (fl(:c)) yani f(x) = fo (fl(x)) olur. Buradan f5 nin

azalmayanhgi ve (h, h)-konveksligi kullanilarak,
fkz+k(1—1ty) = fo (f1 (k(t)x + k(1 — t)y))

(h +h1—t)f(y)>
h(t) fo(fi(x)) + h(1 = 1) f2(f1(2))
= h(t)f(z) +h(1—1)f(y)

IN

IN

yazilir. Dolaysiyla f fonksiyonu (k, h)-konveks fonksiyon olur.
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Son olarak, hy > h; olmak {izere her negatif olmayan ve (k, h;)-konveks olan fonksiyonlarin

ayn1 zamanda (k, he)-konveks oldugu ileri stiriilebilir.

3.3 (k, h)-Konveks Fonksiyonlar i¢in Elde Edilen Hermite-Hada-
mard-Fejér Tipli Baz1 Yeni Esitsizlikler

Bu boliimde, (k,h)-konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard-Fejér tipli baz yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Su andan itibaren, D kiimesinin, R'nin k-konveks alt kiimesi

oldugu kabul edilecektir.

Teorem 3.3.1 ((k, h)-konveks fonksiyonlar igin ilk Fejér esitsizligi)
h(1/2) > 0, a < b ve [a,b] C D olmak tizere f : D — R fonksiyonu (k,h)-konveks
fonksiyon, ¢ : [a,b] — R negatif olmayan ve (a + b)/2’ye gore simetrik olan fonksiyon

olsun. Bu durumda,

f(k(1/2)(a+b))
TR/ / dx</ fla (3.3.1)

olur [33].
Ispat. (3.2.1)det=1/2, x =wa+ (1 —w)bve y = (1 —w)a + wb yazilirsa,

Fk(/2)(a+0b)) = f(k(1/2)x +k(1/2)y)
< h(1/2) [f(wa+ (1 —w)b) + f((1 —w)a+wb)] (3.3.2)

esitsizligi elde edilir. (3.3.2)’'nin her iki tarafi g(z) = g(y) ile garpilir ve ardindan, w ya

gore [0, 1] araliginda integrali alinrsa,
F(k(1/2)(a + b)) /01 g(wa + (1 — w)b)dw
< n(1/2) Uol f(wa+ (1 — w)b)g(wa + (1 — w)b)dw
+/01 £((1 = w)a+wh)g((1 - w)a+wb)dw}

elde edilir. Buradan z = wa + (1 — w)b degisken degisimi yapilarak,

F(E(1/2)(a+ 1) /b g2 < ){ /b " p@)ga) /  Fa)g(a) d_xa}

bulunur. Yani
g

Fka/2)a+0) 2 [ atonte < w2
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olur. Burada gerekli sadelegtirme ve diizenlemeler yapilarak,

F(k(1/2)(a + 1)) / o)z < 2 h(1/2) / f(@)g(x)dz

yani

((1/2><a+b>)/ dx</ i

2 h(1/2)
elde edilir ve (3.3.1) bulunur.

Sonug 3.3.1 a < b, [a,b] C D ve h(1/2) > 0 olmak {izere f : D — R bir (k, h)-konveks
fonksiyon olsun. (3.3.1)’de her t € (0,1) i¢in g(¢) = 1 yazilirsa, (k, h)-konveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard tipli ilk

f(k(1/2)(a+ b))
2h(1/2) y b— a/ Ut (3.3.3)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.3.2 f : D — R, s-Orlicz konveks fonksiyon olsun ve a,b noktalarinin ve g

fonksiyonunun Teorem (3.3.1)’in hipotezlerini sagladigi kabul edilsin. (3.3.1)’de k(t) = ¢

f(aM)/a dw</ f(z (3.3.4)

Sonug 3.3.3 1. (3.3.1)de k(t) = t yazilirsa, (2.1.16)'nin sol tarafi olan (2.1.15) elde

ve h(t) =t yazilirsa,

esitsizligi elde edilir.

edilir.

2. (3.3.4)'de g = 1 yazilirsa, [16]’da kanitlanan;
a+b 1 b
f( 2% ) = b—a/a flayde

3. Teorem (3.3.1) den k(t) =t ve h(t) =t igin agagidaki Fejér tipli

(538) [ 1

esitsizligine ulagihr. Ozel olarak ¢ = 1 icin

a+b b
(*50) =55, [ 1@

Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir.

esitsizligi elde edilir.
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4. Jensen-konveks fonksiyonlar icin, yani k(t) = 1 ve h(t) = 1 i¢in (3.3.1) ve (3.3.3)’den
klasik esitsizlik (2.1.5) ve (2.1.3)’lin sol tarafi yeniden elde edilir.

Teorem 3.3.2 ((k, h)-konveks fonksiyonlar igin ikinci Fejér esitsizligi)
h(1/2) > 0, a,b € D ve a < b olmak iizere, f : D — R (k,h)-konveks fonksiyon,
g : [a,b] — R negatif olmayan ve (a 4 b)/2 noktasma gore simetrik olan fonksiyon olsun.

Bu taktirde,

m/o F(L/2)[k(E) + k(1 = )](a+b)) g(ta+ (1 —t)b)dt

< /1 F(k(D)a+ k(1 — 0)b) g(ta+ (1 — £)b)dt
< [f(a)+f(b)]/0 h(t) g(ta+ (1 —t)b)dt (3.3.5)

esitsizligi gecerlidir [33].

Ispat. (3.2.1)de z = k(w)a+ k(1 —w)b, y = k(1 — w)a + k(w)b ve t = 1/2 yazhrsa,

F(k(1/2) [k(w) + k(1 — w)] (a+ b)) = f(k(1/2)z + k(1/2)y)
< n(1/2) [f(k(w)a+ k(1 —w)b) + f(k(1 — w)a + k(w)b)] (3.3.6)

esitsizligi elde edilir.

Bir 6nceki teoremin ispatinda oldugu gibi, (3.3.6)nin her iki tarafi
g(wa+ (1 —w)b) = g((1 — w)a + wb)
ifadesi ile ¢arpilir ve elde edilen esitsizligin [0, 1] araliginda w’ya gore integrali alimirsa
/01 f(k(1/2) [k(w) 4+ k(1 — w)] (a+ b)) g(wa+ (1 —w)b)dw
< n(1/2) {/1 Flk(w)a+ k(1 — w)b) g(wa + (1 — w)b)dw
0

[ 11— wpak k) 9((1 = w)a+ wh)du

olur. Buradan
/0 FR(L/2) [k(w) + k(1 — w)] (@ + b)) g(wa+ (1 — w)b)dw

< 2h(1/2) /0 f(k(w)a+ k(1 —w)b) g(wa+ (1 — w)b)dw
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elde edilir. Bu ifadede w = t degisimi kullanilarak,

1
2h(1/2)

< /1f(k(t)a+k(1 —1)b) g(ta+ (1 —t)b)dt

/O F(k(1/2) [k(t) + k(1 = t)] (a+b)) g(ta+ (1 —t)b)dt

elde edilir. Buradan ilk istenilen egitsizlik elde edilmis olur.

Esitsizligin ikinci kismin kanitlamak igin, (3.2.1)’de x = a,y = b yazilirsa
fE(t)a+ k(1 —=1t)b < h(t)f(a)+ h(1 —1t)f(D) (3.3.7)

esitsizligi elde edilir. (3.3.7) esitsizliginin her iki tarafim g(ta+ (1 —¢)b) = g((1—t)a+1tb)

ile garpar ve elde edilen egitsizligin [0, 1] arahginda ¢’ye gore integrali alinirsa buradan,
1
/ F(k(t)a+ k(1 — £)b) g(ta + (1 — t)b)dt
0

< f(a) /01 h(t) g(ta+ (1 —t)b)dt + f(b) /01 h(1—1) g((1—t)a+tb)dt

elde edilir. Buradan
1

/Olf(k(t)a+l<;(1 —1)b) g(ta+ (1 —t)b)dt < [f(a) +f(b)}/ h(t) g(ta+ (1 — t)b)dt

0

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.4 h(1/2) > 0, a,b € D ve a < b olmak iizere f : D — R’ye (k, h)-konveks
fonksiyon olsun. g =1 i¢in

2h(1/2) /0 F(R(L/2) [k(t) + k(1 —t)] (a+b))dt < /O f(k@)a+ k(1 —t)b)dt

IN

1
[f(a)+ f(b)] / h(t)dt (3.3.8)
0

olur.
Sonug 3.3.5 f: D — R, s-Orlicz konveks fonksiyon olsun. a, b noktalarinin ve g fonksiy-

onunun Teorem 3.3.2’nin varsayimini sagladigi kabul edilsin. Bu durumda, k(t) = ts ve

h(t) =t igin

! 1 (1 1
/0 f(21 [t + (1 —1t)*] (a+b)) g(ta+ (1 —t)b)dt

[

< /lf(t§a+ (1—1)5b) g(ta+ (1 — t)b)dt

< [f(a) + f(b)}/O tg(ta+ (1 —t)b)dt (3.3.9)

olur. (3.3.9) esitsizliginde s-Orlicz konveks fonksiyonlar i¢in Fejér esitsizliginin degisik

bicimi elde edilmisg olur.
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Sonug 3.3.6 1. (3.3.5)de k(t) = t olarak almirsa, (2.1.14) ve (2.1.15) esitsizlikleri
elde edilir.

2. f, s-Orlicz konveks fonksiyon ve g = 1 ise, bu durumda, (3.3.9) esitsizligi,

1 1 , o l
/of<21[t +(A-0):]a+b)dt < /Of(fsaJr(l—t)sb)dt

fla) + f(b)
= 2

haline gelir.

3. f, starshaped fonksiyon ve a,b # 0 ise, bu durumda, (3.3.8)’in sag tarafindan,

/ f(t)dt + — / f(t) f< ) (3.3.10)
esitsizligi yazlir. Gergekten, f starshaped ise f, (k, k)-konveks ve
2t, t<1/2 i
B(t) = { b £ <1/2ign (3.3.11)
0, t>1/2igin

dir. Buna gore f (k, k)—konveks ise

fk(t)z + k(1 —t)y) < k(t)f(z) + k(1 = 1) f(y)

dir. Dolayisiyla t < % icin

f(@ﬂk(l —t)y) = f((2—2t)y) S@f(l’) +E1—1) fly) = (2—-2t)f(y)

0 22t 0 2-2t

olur. Bu durum (3.3.8)’in sag tarafinda kullanilir ve k(¢) = h(t) oldugu géz oniine

alinirsa
/O f(k(t)a+ k(1 —t)b)dt < [f(a) + f(D)] /0 h(t)dt

olur. Buradan
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olur. Degisken degisimi yaptigimizda,

/jf(&?)dwf;f(@—%)b)dts [f(a)+f(b)}{/0%2tdt+/;0dt}

v

olur. Yani
a b
3o [ St g [ rde< (1@ + 1)

olur. Ayrica, (3.3.10) esitsizligi m = 0 i¢in Teorem (2.1.2) den de elde edilebilir.

. Konveks fonksiyonlar igin, (3.3.8) ve (3.3.5)’den klasik esitsizlik olan (2.1.3) ve
(2.1.5) ayr1 ayr1 elde edilir.

36



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Riemann-Liouville Kesirli Integralleri Yardimiyla (k,h)-
Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard-Fejér Tipli
Esitsizlik

Bu boliimde, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks fonksi-

yonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli yeni bir egitsizlik elde edilmigtir.

Teorem 4.1.1 h(1/2) > 0 olmak tizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon, [a,b] C D,
a < bve f € Lla,b] olsun. g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2
noktasina gore simetrik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda « > 0 ise

S (k(1/2)(a + b))
21 (1/2)

Ja9(0) + I3 g(a)] < [Ja F9() + Ji: Fola)] (4.1.1)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Vz,y € D vet e (0,1) olmak iizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon ise bu

durumda,
fk)z + k(1 —t)y) < ht)f(x) +h(1 —1)f(y) (4.1.2)

olur. ¢t € (0,1) olmak tizere (4.1.2) esitsizliginde ¢t = 1/2, x = wa + (1 —w)b ve y =

(1 — w)a + wb yazilirsa

fEQ/2)(a+0)) = f(k(1/2)x+k(1/2)y) (4.1.3)
< h(1/2)[f(wa+ (1 —w)b) + f((1 —w)a+ wb)]

esitsizligi elde edilir. ¢ fonksiyonunun simetrikligi dikkate alinarak (4.1.3) esitsizliginin

her iki tarafi

ifadesiyle carpilir ve w’ya gore integrali alinirsa,
1
FDa+8) [ gt (1= w)t)du
0
1
< h(1/2) [/ w* ' f(wa+ (1 —w)b)g(wa + (1 — w)b)dw
0

n /O W (1= w)a+ wh)g (1 — w)a+ wh)duw
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ifadesi elde edilir. Burada x = wa + (1 — w)b degisken degigimi yapildiginda,

F/2a+) [ (x‘ b)algm 4

» \a—>b a—>b

< h1p2) [ [ (=0 s [ jj)alfm)g(:c)bd_xa]

olur. Ardindan gerekli diizenlemeler yapildiginda,

P2 ) s [0

<[ [ Eﬁjjjﬁlf( a(ado + o [ 2 (o]

olur ve buradan

ifadesi yazilir. Bu esitsizlikte ise Riemann-Liouville kesirli integrallerinin tanimi kul-

lanilarak,

PR/ 0+ D) o Feg(b) < h(1/2) 5 [ fg(b) + - Fala)]

esitsizligi elde edilir. Burada Lemma (2.1.1) kullanilarak,
1
F(k(1/2) 0 +8) 5[ e g(0) + J-g(a)| < h(1/2)|[ 2 F9(b) + ;- fo(a)|

ifadesi yazilir. Bu da

(2t ] 02 0

anlamina gelir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1 f : D — R konveks fonksiyon ise yani (4.1.1) esitsizlginde k(t) = ¢ ve
h(t) =t yazilirsa (2.1.18) esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

Sonug 4.1.2 Esitsizlik (4.1.1)’de o = 1 yazilirsa (3.3.1) esitsizligi elde edilir.
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4.2 Uyumlu Kesirli Integraller Yardimiyla (k, h)-Konveks Fonk-
siyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér Tipli Esitsizlik

Bu boliimde, uyumlu kesirli integraller yardimiyla (k, h)-konveks fonksiyonlar i¢in Hermi-

te-Hadamard-Fejér tipli yeni bir esitsizlik elde edilmistir.

Teorem 4.2.1 h(1/2) > 0 olmak iizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon, [a,b] C D,
a <bve f e Lla,b] olsun. g : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve (a + b)/2

noktasina gore simetrik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda « € (n,n + 1],n € N ise

: <k<21;i(21);;)+ ") [(Iig)(b) + (bfag)(a)} < [(Igfg)(b) + ("I, fg)(a)] (4.2.1)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. Vz,y € D vet € (0,1) olmak fizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon ise bu

durumda,
f(k(t)z + K1 —t)y) < h(t)f(@) +h(1 —1)f(y) (42.2)

olur. t € (0,1) olmak {tizere (4.2.2) esitsizliginde ¢t = 1/2, x = wa + (1 —w)b ve y =

(1 —w)a + wb yazilirsa

fEA2)(a+b) = f(E(1/2)z+k(1/2)y) (4.2.3)
< h(1/2)[f(wa+ (1 —w)b) + f((1 —w)a+ wb)]

esitsizligi elde edilir. ¢ fonksiyonunun simetrikligi dikkate alinarak (4.2.3) esitsizliginin

her iki tarafi
w"(1 —w)* " g(wa+ (1 —w)b) = w™(1 —w)* " g((1 —w)a + wb)
ifadesiyle carpilir ve w’ya gore integrali alinirsa,
f(k(1/2)(a+D)) /01 w™(1 —w)* " g(wa + (1 —w)b)dw

< h(1/2) [/o w"(1—w)* " f(wa+ (1 —w)b)g(wa + (1 — w)b)dw

+/O w1 —w)* " f((1 = w)a+wb)g((1 — w)a + wb)dw
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ifadesi elde edilir. Burada x = wa + (1 — w)b degisken degigimi yapildiginda,

“r—b\"(a—z\*"" dx
reameo [(27) (55) a0t
“r—b\"(a—z\*"" dx
< h(1/2)[/b (=5) (5=5) et
bl —a\"(b—z\*"" dx
+/a (b—a> (b—a> f(x)g(x)b_a]
olur. Ardindan gerekli diizenlemeler yapildiginda,

P/ n) 2 [ T e

< h(1/2) [ e | e e @t
1 b (x —a)" (b—z)> !
Y / (b= a) (b= ayrtd (x)d‘”]
olur ve buradan
1 I n N
f(k(1/2).(a+ b)) (b—a)“nlﬁ/a (b—x)"(x —a) g(x)dx
b
h(1/2) [(b ja)an!% /a (b—2)"(z —a)* " f(z)g(zx)dz
1 1 [ N R
+(b — a)an!m /a (x —a)"(b—x) f(:p)g(x)dx]

ifadesi yazilir. Bu egitsizlikte ise uyumlu kesirli integrallerinin tanimi kullanilarak,

(k1 /2)(a+ ) [(1219) ) + (I fg) ()]

(b —.a)a (b —la)o‘

esitsizligi elde edilir. Burada Lemma (2.1.2) kullanilarak,
£ (/2 0+ 0) 3 [ (120)®) + (Tg)@)] <m0/ [(1279) ) + (ufo) (@)

ifadesi yazilir. Bu da

PO [ (120) 1)+ (1us) @] < [(1250)0) + (afo)a)]

anlamina gelir ve ispat tamamlanir.

(189)(b) < h(1/2)

Sonug 4.2.1 f : D — R konveks fonksiyon ise yani (4.2.1) esitsizliginde k(t) = ¢ ve

h(t) =t yazilirsa, esitsizlik (2.1.19) esitsizliginin sol tarafina doniisiir.

Sonug 4.2.2 (4.2.1) esitsizliginde o = n + 1 yazlirsa, (4.1.1) esitsizligi elde edilir.
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4.3 Katugampola Kesirli integralleri Yardimiyla (k, h)-Konveks
Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard
-Fejér Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, Katugampola kesirli integralleri yardimiyla (k, h) konveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli egitsizlikler elde edilmigtir.

Teorem 4.3.1 o> 0ve p> 0olsun. 0 <a < bve f € L[a”, b’] olmak tizere f : [a?,b’] —
R pozitif bir fonksiyon olsun. a < b, [a”,b°] C D ve h(1/2) > 0 olmak tizere f : D — R
(k, h)-konveks fonksiyon ve g(x) = x” ise

1/2) p°T(a + 1)
(b —arye

[ (k(1/2)(a” + V7)) < i P13 (fog)(b) + " Ii* (fog)(a)] (4.3.1)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. t € [0,1] olsun. a > 0 ve z,y € [a,b] olmak iizere 2 = wla’ + (1 — w’)b* ve
y? = (1 — wP)a” + wPb? olarak tammlansin. [a”,b°] tizerinde f : D — R (k, h)-konveks
fonksiyon ise

FR@)2? + k(L =1)y") < h(t)f(2) + h(1 = 1) f(y") (4.3.2)

olur. (4.3.2) esitsizliginde ¢t = 1/2 yazilirsa,

fEQ/2)(a” + 7)) = f(k(1/2)2" + k(1/2)y") (4.3.3)
< h(1/2) {f(wpap + (1 — w”)b”)

+f((1—wP)a” + wpbp)}

ap—1

ifadesi elde edilir. a > 0 olmak ftizere (4.3.3) esitsizliginin her iki tafafi w ile carpilir

ve [0, 1] araliginda w’ya gore integrali alinirsa,
1
£ (R(1/2)(a + 1) / W duw
0

< h(1/2) [/Olwaplf(wpap + (1 — w”)b")dw

+/0 w (1= w)a” + wpbp))dw]
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elde edilir. Burada z* = w”a” 4+ (1 — w”)b” degisken degigimi yapildiginda,

1 P
Oé—pf(/f(l/Q)(a + 1))
@ aP — P\ [af — P ) P!
| [ (575) (5t s
b yP — af X — aP ) yp—l
L) (i

esitsizligi elde edilir. Ardindan gerekli diizenlemeler yapildiginda,

IN

aipf (k(1/2)(a” + b))

IN

P (b —aP) gt e

+ / O f(y”)dy]

(v =)= o —a)

yani
1

a—pf (k(1/2)(a” + 7))

h(1/2) [ | e @)

byt 1 ,
+/a (yr —ar)t=o (br — ap)af(y )dy]

IN

olur. Buradan
1 p p
a—pf(k?(l/?)(a + 7))

h(1/2)T(a) |p'= [° P! \di
< Fowres |t@ L 1 e

ifadesi elde edilir. Elde edilen bu esitsizlikte, g(x) = x” olmak iizere, Katugampola kesirli

integrallerinin tanimi kullanilarak,

h(1/2)T (a)
(b — ar)* ple

aipf (k(1/2)(a” + 1)) < P12 (fog)(b) + *I2 (fog)(a)]

esitsizligi yazilir. Bu da

h(1/2) p°T (a + 1)

J(1/2) (@ + 1) < =L

P15 (fog)(b) + P I~ (fog)(a)]

olmasini gerektirir ki ispat tamamlanir.
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Sonug 4.3.1 « > 0 olmak iizere (4.3.1) esitsizliginde p = 1 yazilirsa,

(1/2)T (a +1)
(b—a)"

Fk(/2)(a+ ) < T FO)+ T f(@)]

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.2 p > 0 olmak tizere (4.3.1) esitsizliginde o = 1 yazilirsa,

1 21 (1/2)

Sk 1) < 22 S [0 (fog)@)aa

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.3 Eger f : D — R konveks fonksiyon ise yani k(t) = ¢ ve h(t) = t igin

esitsizlik (4.3.1), esitsizlik (2.1.21)’in sol tarafina doéniisiir.

Sonug 4.3.4 Eger (4.3.1) esitsizliginde; p = 1, k(t) = t ve h(t) = t yazilirsa, (2.1.17)

esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

Teorem 4.3.2 [a,b] C D, 0 < a < b < oo, h(1/2) > 0 ve f € L[a,b] olmak tizere
f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon olsun. f fonksiyonu negatif olmayan ve (a + b)/2
noktasina gore simetrik bir fonksiyon ise a > 0 ve p > 0 olmak iizere

h(1/2)p°T(a + 1)

S (k1 /2)(0 ) < o

PI%f(b) + P I () (4.3.4)

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Vz,y € D vet € (0,1) olmak iizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon ise bu

durumda,

F () + k(L — t)y) < h(0)f(2) + b1 — 1) f () (4.3.5)
olur. f fonksiyonu negatif olmayan, (a+b)/2 noktasima gore simetrik olan bir fonksiyon ve
w € [0, 1] olmak iizere (4.3.5) esitsizliginde t = 1/2, x = wa+(1—w)bvey = (1 —w)a+wb

yazilirsa,
fkQ/2)(a+0)) = f(k(1/2)x+k(1/2)y) (4.3.6)

h(1/2)[f (wa+ (1 —w)b) + f((1 — w)a + wb)]
2 h(1/2)f((1 — w)a + wb)

IN

elde edilir.(4.3.6) esitsizliginin her iki tarafi

(1 — w)a + wb)*

= (4.3.7)
[bP — ((1 —w)a + wb)p}
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ifadesi ile ¢arpilir ve elde edilen esitsizligin [0, 1] araliginda integrali alinirsa

(1 —w)a +wb)”™"

b — (1 —w)a+wb)?]'
(1 —w)a+ wb)”

b — (1 —w)a + wb)’] ™

£ (k(1/2)(a + b)) / [

f((1—w)a+ wd)dw

< 2h(1/2)/1[

esitsizligi elde edilir. Burada z = (1 — w)a + wb degigken degisimi yapildiginda,

Pl dx

fla) ;5

Pl dx

be — xp]lfo‘ b—a

§2h(1/2)/b[

bp o xp]lfa

b
P02 @) [
esitsizligi elde edilir. Buradan,

(bP — ap)a 9 h(1/2) F(a) pl—a b o1
Oép(b - CI,) = (b — a) plfo‘ (a) /a [bp o xp]l—a f(l')d.%’

olur. Burada Katugampola kesirli integrallerinin tanimi kullanilarak,

f(k(1/2) (a + b))

(b” —a’)* _ 2h(1/2) p*~' T'(e)

PR/ (0t o) Tt < 2R o
ifadesi yazilir. Yani
F(k(L/2) (@t b)) < 2D PTOHD) g (4.38)

o —an)e
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde (4.3.6)nin her tarafi

(1 —w)a + wb)”*

T (4.3.9)
(1 —w)a+ wb)’ — d
ifadesi ile ¢arpilir ve elde edilen sonucun [0, 1] araliginda integrali alimirsa,
2h(1/2) p* T(a+1
Fk1/2) (a4 b)) < 2R TOED) g (43.10)

& —a)r
esitsizligi elde edilir. Ardindan (4.3.8) ve (4.3.10) esitsizlikleri toplanirsa,

h(1/2) p* T(a+ 1)
(= arye

f(k(1/2) (a+ 1)) < Ig+ (b) + P 1= f ()]

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.5 f : D — R fonksiyonu konveks yani k(t) = t ve h(t) = ¢ igin (4.3.4)

esitsizligi

f ( i b) < PHOTD) ora p4) 01 f(a)

> ) =2 (b —ar)e

esitsizligine dontisiir.
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Sonug 4.3.6 « > 0 olmak iizere (4.3.4) esitsizliginde p = 1 yazilirsa,

1/2) T(a+1)
(b—a)*

£ (k(1/2) (a1 8) < ™ S (0) + B f ()

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.7 p > 0 olmak {lizere (4.3.4) esitsizliginde ov = 1 yazlirsa,
1 2h(1/2) [* 4
1 k(12 0) < B [0t i

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.8 (4.3.4) egitsizliginde p = 1, k(t) = t ve h(t) = t yazilirsa, bu esitsizlik

(2.1.17) esitsizliginin sol tarafina déntisiir.

Teorem 4.3.3 [a,b] C D, 0 < a < b < oo, h(1/2) > 0 ve f € L[a,b] olmak iizere
f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon olsun. f, negatif olmayan ve (a + b)/2 noktasina
gore simetrik olan bir fonksiyon ve g : [a,b] — R negatif olmayan ve integrallenebilir bir
fonksiyon ise v > 0 ve p > 0 olmak fiizere
f(k(1/2)(a + b))
h(1/2)

esitsizligi elde edilir.

P12 9(0) + 713 9(a)| < [12 fob) + 715 Fo(a)] (4.3.11)

Ispat. Vz,y € D vet e (0,1) olmak iizere f : D — R (k, h)-konveks fonksiyon ise

F(E(E)z + k(1 = H)y) < h(H)f () + h(1 — )1 (y) (4.3.12)

olur. f, negatif olmayan, (a + b)/2 noktasina gore simetrik bir fonksiyon ve w € [0, 1]
olmak fiizere (4.3.12) esitsizliginde ¢t = 1/2, x = wa + (1 —w)b ve y = (1 — w)a + wb

yazilirsa,
fk(1/2)(a+b) = f(k(1/2)z+ k(1/2)y) (4.3.13)

h(1/2)[f (wa + (1 —w)b) + f((1 — w)a + wb)]
2 h(1/2)f((1 —w)a+ wb).

IN

esitsizligi elde edilir. (4.3.13) esitsizliginin her iki tarafi

(1 —w)a+wb)*™"

b= (= wpa ) O (4.3.14)
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ifadesi ile ¢arpilir ve elde edilen sonucun [0, 1] araliginda integrali alinirsa,

(1 —w)a + wb)”
b — (1 —w)a+wb)’]"~

f(k:(l/?)(a—l—b))/o ; —g((1 = w)a+ wb)dw

U (1= w)a +wb) ™
< 2 h(l/Q)/o b — (1 wat wb) f (1 =w)a) +wd) g((1 —w)a+ wb)dw

esitsizligi elde edilir. Burada z = (1 — w)a + wb degigken degisimi yapildiginda,

xP1 (2) dx
x
be — xp]l_o‘ g b

< 2h(1/2) / b [ o o

be — :L_p]l—a

J (k(1/2) (a+ 1)) / [

esitsizligi elde edilir. Buradan,

f (K(1/2) (a +1b)) (bia) El(aa Ifi(a)/ - f:p]l _ g(2)da

2 h(1/2) T(a) p'~™ /b Pt
= (b—a) p=e D(a) J, [bp —axr]®

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte Katugampola kesirli integrallerinin tanimi kullanilarak,

1 I« 2 h(1/2) ()
FL/2) (a+0) o 5 Tero(8) < b S0 oD

f(@)g(x)de

esitsizligi yani
f(k(1/2) (a+ b)) "I3 g(b) < 2 h(1/2)°13: fg(b) (4.3.15)

esitsizligi elde edilir. Benzer gekilde (4.3.13) esitsizliginin her iki tarafi

(1 — w)a +wb)’™"
[((1 —w)a+ wb)p — aP} e

g((1 — w)a+ wb) (4.3.16)

ifadesi ile ¢arpilir ve elde edilen sonucun [0, 1] araliginda integrali alinirsa,

F(k(L/2) (a+ ) "I g(a) < 2 h(L/2)° I fg(a). (4.3.17)

esitsizligi elde edilir. (4.3.15) ve (4.3.17) esitsizlikleri toplanirsa,

f(k(1/2) (a +1))

Shs Te®) + T g(@) < VI f0) + T fo(@)

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.3.9 Eger f: D — R konveks fonksiyon ise yani k() =t ve h(t) = ¢ igin (4.3.11)

esitsizligi agagidaki

P57 Przeo) + 1 g(a)] < PIz fa(0) + 15 fo(a)

esitsizligine dontisiir.
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Sonug 4.3.10 p > 0 olmak iizere (4.3.11) egitsizliginde o = 1 yazilirsa,

f(/f(l/?)(aer))/ 2" g(x)dr < 2 h(l/Q)/ v f(z)g(x)dx

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.11 Eger (4.3.11) esitsizliginde p = 1 yazilirsa (4.1.1) esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Aragtirmanin esasini olugturan doérdiincii boliimiin birinci kisminda Tanim 3.2.1°de B.
Micherda ve T. Rajba’nin vermis olduklar: (3.2.1) egitsizliginden yararlanarak Riemann-
Liouville kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hada-
mard-Fejér tipli esitsizlikler ve ikinci kisminda Tanim 3.2.1’de B. Micherda ve T. Rajba’nin
vermig olduklar: (3.2.1) esitsizliginden yararlanarak uyumlu kesirli integralleri yardimuyla
(k, h)-konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler verilmigtir.
Bu sonuglar “E. Set, A. Karaoglan, Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities for (k, h)-
convex function via Riemann-Liouville and conformable fractional integrals, AIP Confer-
ence Proceedings, 1883(020039) (2017), 1-5.” geklinde yaymlanmigtir. Dérdiincii béliimiin
tigiincli kisminda ise Tanim 3.2.1°’de B.Micharda ve T. Rajbanin vermis olduklar (3.2.1)
esitsizliginden yararlanarak Katugampola kesirli integralleri yardimiyla (k, h)-konveks
fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsiz-likler
verilmis olup bu boliimde elde edilen sonuclar “Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard
-Fejér type inequalities for (k, h)-convex functions via Katugampola fractional integrals”
baglikli ¢aligma altinda “International Conference on Advances in Natural and Applied
Sciences (ICANAS 2017)” isimli uluslararasi konferansta sozlii bildiri olarak sunulmug
olup “E. Set, A. Karaoglan, Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard-Fejér type i-
nequalities for (k,h)-convex functions via Katugampola fractional integrals, Konuralp
Journal of Mathematics, 5(2) (2017), 181-191” seklinde makale olarak yaymlanmistir.
Konuyla ilgilenen aragtirmacilar h-konvekslik, (k,h)-konvekslik gibi konveksligin farkl
siniflarindan ve Tanim 3.2.1” den faydalanarak Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-

Fejér tipli yeni esitsizlikler elde edebilirler.
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