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OZET

TANJANT DEMETIN GEOMETRISI
Biisra Hiimeyra YILDIRIM
ORDU UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL

YUKSEK LISANS TEZI, 54 SAYFA

(TEZ DANISMANI: Yrd. Dog. Dr. Silleyman SENYURT)

Bu tezde, Riemannian metrik ¢esitlerinin teget demetlerinin geometrisi iizerine en iyi
sonuglarindan bazilarinin detayli ve birlesik sonuglarini yazmak amaciyla M'de ki
vektor alanlarinin dikey ve yatay liftlerinin TM tanjant demeti tizerinde Lie parantezi
acik ifadelerle tiiretildi. Liftlerin local koordinatlar1 incelendi. Riemannian metriginin
Natural metrik olabilmesi i¢in Levi-civita konneksiyonunun denklemleri saglatildi.
C”*(TM)'de vektor alanlar1 i¢gin TM tanjant demetteki Cheeger-Gromoll metrigi
verildi. Levi-Civita konneksiyonunun denklemleri ispatlandi. (TM,g) tanjant demeti
Levi-Civita konneksiyonunu belirleyen egrilik tensorii  hesaplandi.  Ayrica
hesaplamalar sonucu M manifold tabana sahipse g Cheeger-Gromoll metrigi ile TM
homojen(egrilik) olmadigi goriildii. Belirli degerler i¢in diskriminant hesaplanmis 3
bilesene bagli minimum ve maksimum degerler arasinda grafik ¢izilmis ve de
aradigimiz horizontal(yatay) cizgiler ailesi parametrelestirildi.

Anahtar Kelimeler:Tanjant demet, Dikey ve Yatay Liftler, Liftlerin Lokal
Koordinatlari, Lie parantezi, Natural metrik, Sasaki metrigi,
Cheeger-Gromoll metrigi, Levi-Civita konneksiyonu.



ABSTRACT

TANJANT BUNDLE GEOMETRY
BUSRA HUMEYRA YILDIRIM

ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES

MATHEMATICS

MSc. THESIS, 54 P.
(SUPERVISOR: Yrd. Do¢. Dr. SULEYMAN SENYURT)

In this thesis, Lie parentheses are explicitly derived on the TM tangent bundle of
vertical and horizontal lifts of vector fields in M to write the detailed and
concatenated results of some of the Riemannian metric varieties on geometry of the
tangent bundles. The local coordinates of the lifts are examined.In order for the
Riemannian metric to be a Natural metric, the Levi-Civita connection equations are
provided and these connection equations are proven. For the vector fields in C*(TM),
the Cheeger-Gromoll metric of TM tangent is given. (TM, §) tangent bundle of the
curvature tensor determining the Levi-Civita connection is calculated. After the
calculations if the result provides M has a manifold table, § Cheeger-Gromoll metric
and TM is not homogeneous (curvature). Discriminant calculated for some certain
values, between the minimum and maximum values depending on 3 components
related plots are drawn and the family of horizontal lines that we are looking for is
parameterized.

Keywords: The Tanjant Bundle, Vertical ve Horizontal Lifts, Lifts in Local
Coordinates, Lie bracket, Natural Metric, Sasaki Metric, Cheeger-
Gromoll Metric, Levi-Civita connections.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin Onemli konularindan biri olan Riemannian Manifold’da
Tanjant demetlerin Diferensiyel geometrisinin incelenmesi ilk olarak 1958 yilinda Sasaki
tarafindan yapilmistir. Sasaki ’On the Differantial Geometry of Tangent Bundles of
Riemannian Manifolds’ ¢alismasinda M diferensiyellenebilir manifoldunun 7M tanjant
demetinde, M’nin g Riemannian metrigini kullanarak ¢ metrigini iiretmistir. Bugiin bu

metrik, Sasaki metrik ad1 verilen Diferensiyel Geometride standart bir kavramdir.

Daha sonra Dombrowski 1962 yilinda, Tanjant demetteki geometrilerin gelismesine katkida
bulunmustur. 1965 yilinda Tanjant demette liftler calisilmaya baglanmistir. 11k ¢aligma
1965 yilinda Kobayashi ve Yano tarafindan Tanjant demette tensor alanlarinin ve
konneksiyonlarin tam(complete) ve dikey(vertical) liftleri olmustur. (1967)’de Yano ve
Ishihara yatay(horizontal) lift teorisini gelistirmistir. 7M’nin T7M tanjant demetinin
yapisi, horizontal ve vertical alt demetlerine dogal bir boliinmeye dayanir. Lie paketi

TM ’nin Lie kosebenti icin agik ifadeler Dombrowski tarafindan verilmistir.

TM’de Sasaki metriginin V Levi-Civita konneksiyonu ve R Riemannian egrilik tensorii

Kowalski (1971) tarafindan hesaplanmustir.

(1972)’de Cheeger ve Gromoll,(M, g) Riemannian manidoldunun 7'M tanjant demetinde,
Cheeger-Gromoll metrigi adiyla yeni bir ¢ metrigini iiretmislerdir. ~ Cheeger ve
Gromoll, negatif egriligin tam manifoldlarin incelemis ve (1988)’de Musso ve Ticerri

Riemannian metriginin agik formiiliinii vermiglerdir.

Kowalski, Aso, Musso ve Tricerri (M, g) ve (TM,§) geometrik 6zellikleri arasinda ilging
baglantilar iiretmiglerdir. (1988)’de Musso ve Tricerri , Sasaki metriginin sabit skalar
egrilikli olmasi igin gerek ve yeter sartin (M,g)’nin lokal olarak Euclidean olmasi

gerektigini gostermistir.

Sekizawa,(1991)’de V Levi-Civita konneksiyonunu ve Cheeger-Gromoll metrigiyle
donatilmis teget demetinin (7'M, §) egrilik tensorii R’yi hesaplamustir. (M, g) ve (TM, §)
geometrik ozellikleri arasindaki iliskileri de bulmustur. Gudmundsson ve Kappos (2002)

tamamlamisgtir.

Bu aragtirmanin amaci Riemann metriginin c¢esitlerini Tanjant demetin geometrisi iizerinde
ki en iyi sonuglarindan bazilarmmin detayli ve birlesik sunumunu yazmaktir. Tiirevsel

cesitlerin Tanjant demetleri, Matematik ve Fizik’teki bir ¢cok alanda biiyiik onem tasir.



Diferensiyel geometri, egri ve yiizeylerin Matematiksel Analiz metodlar ile
incelenmesi yolunun sec¢ilmesi ile XVII. yiizyilda ortaya ¢ikmis ve giinlimiize kadar
giincelligini korumus, Geometrinin bir boliimiidiir. Diferensiyel Geometri objelerinin
tensor demetlere liftlerinin (genislemelerinin) incelenmesi, geometrinin hizli bir sekilde

gelisen boliimlerinden birisidir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Sasaki, (1958), Riemannian manifoldda Tanjant demetlerin Diferensiyel geometrisinin

incelenmesini yapmustir.

Dombrowski, (1962), Tanjant demetteki geometrilerin gelismesine katkida bulunmustur.
Lie paketi TM ’nin Lie kosebenti i¢in agik ifadeler Dombrowski tarafindan verilmistir.

1965 yilinda Tanjant demette liftler ¢calisilmaya baslanmustir.

Kobayashi ve Yano, (1965), Ik calisma, Tanjant demette tensdr alanlarimin ve

konneksiyonlarin tam(complete) ve dikey(vertical) liftleri olmustur.
Yano ve Ishihara, (1967), Yatay(horizontal) lift teorisini gelistirmistir.

Kowalski, (1971), TM’de Sasaki metriginin V Levi-Civita konneksiyonu ve

R Riemannian egrilik tensoriinii hesaplamistir.

Cheeger ve Gromoll, (1972), (M, g) Riemannian manidoldunun 7'M tanjant demetinde,

Cheeger-Gromoll metrigi adiyla yeni bir & metrigini tiretmiglerdir.

Musso ve Ticerri, (1988), [k olarak Cheeger ve Gromoll tarafindan incelenen negatif
egriligin tam manifoldlarina faydali Riemann metriginin acik formiiliinii vermislerdir.
Ayrica Sasaki metriginin sabit skalar egrilikli olmasi igin gerek ve yeter sartin (M, g) nin

lokal olarak Euclidean olmasi gerektigini gdstermislerdir.

Sekizawa, (1991), V Levi-Civita konneksiyonunu ve Cheeger-Gromoll metrigiyle donatilmig
teget demetinin (7'M, g) egrilik tensorii R’yi hesaplamistir. (M, g) ve (TM,§) geometrik

ozellikleri arasindaki iligkileri de bulmustur.

2.1 TEMEL KAVRAMLAR

2.1.1 Tangent Bundle

Bu galigma boyunca M nin maksimal atlas A = {(Ug x,,)|acr} "ya sahip diizgiin m boyutlu

bir manifold oldugunu varsayacagiz.

p € M noktasi i¢in M lizerindeki p tanjant uzaymm 7,M ile gosterelim.

p € U ve M iizerinde (U,x) in lokal koordinatlari (ai) » € T,M olarak tanimlanir.
Xk



Burada {ey,k = 1,...,m} i¢in R™ de standart taban

(51 F = 5L (0) = 2 o) atp)

seklindedir. Buradan
d
{(a—)pyk =1,...,m}
Xk

T,M igin bir temel olusturur. M’nin tanjant demeti TM = {(p,u)|p € M,u € T,M} diye

adlandirilir ve projeksiyon doniisiimii 7 : TM — M |, ©: (p,u) — p’dir.

Teorem 2.1.1 M, diizgiin bir m-boyutlu bir manifold olsun. 2m-boyutlu diizgiin

manifoldun 7M tanjant demet yapis1 verilebilir (Dombrowski, 1962),(Cayir, 2015).

Ispat. A, M’nin maximal atlasi olsun. A’da (U, x) igin local koordinatlari

x*: N (U) — R™ x R™ye bakarak
X d
x*: (p, Z uk=—/p) = (X(p), (ur,...,um)).
=1 9

(TM,Trp) 2m-boyutlu topolojik manifoldun lokal koordinatlar1 7M tanjant demeti {izerinde

Tz topolojisi ve (171 (U),x*) igin
{(x*)"Y (W) c TM|(U,x) € A ve W C x(U) x R"}
Eger M iizerinde p € U NV 6yleki (U,x) ve (V,y) local koordinatlar ise gegis haritasi
)o(X*) L :x* (7 (UNV)) = R™ x R™

tarafindan

X, U ox 1 (x m%xflxu...m%x*lxu .
(= (00, L 50 e 2 ) )

olarak verilir. yox~! gecis haritasinin diizgiin olmas1 (y*)o(x*)~! bilesiminin diizgiin
oldugunu gosterir. {(x~'(U),x*)|(U,8) € A kapsayan TM icin maksimal atlas A*
verilsin. (TM,A*) diizgiin manifolddur. Yukaridaki A* yapisinin dogrudan bir sonucu
olarak demet haritasinin 7 : TM — M’nin diizgiin oldugunu goriiyoruz. Her p € M

noktasi igin 7~ !(p) fibresi M’deki tanjant uzay1 T,M’dir ve bu nedenle m-boyutlu bir



vektor uzayidir. (U,x) € Aigin x: 77! (U) — U x R™ tarafindan lokal koordinatlar

2 d
x: (p7 Z uka_‘P) - (p7 (ulv"'7um))-
k=1 Xk
ile tanimlar. 7,M tanjant uzayina kisitlamasi
X: X|TPM : TPM — {p} x R,

icin
2 d
X: Z uk—]p — (ul,...,um)
k=1 axk

acikcast bir vektor uzayi izomorfizmidir. Bu ifade su anlama gelmektedir 7M igin teget
grafik teget grafigi x : ﬂ_l(U ) = U x R™ ve m—boyutlu topolojik vektor demetine
doniistiiren (TM,M,x) demet atlast {(x~'(U),%)|(U,x) € A}dir. (M,A) diizgiin
manifold oldugundan (TM,M, ) vektr demeti {(n~'(U),%)|(U,x) € A} iceren B

maksimal demet atlasi ile birlikte diizgiin bir vektor demetidir.

2.1.2 Vertical ve Horizontal Liftler

Bundan sonra her teget uzayda M Manifoldunun bir || . || norm iireten bir g Riemannian
metrigi ile tammli oldugu kabul edilecektir. (M,g) nin Levi-Civita konneksiyonu V ile
gosterilecektir.

w:TM — M teget haritasinin diferensiyeli dmw : TTM — M diizgiin haritadir.
(p,u) € TM igin (p,u)’ya gore cekirdegi ve (p,u) noktasindaki 7(,, ,, TM, vertical alt uzay

ele alalim. Bu uzay

V(p,u) = Kel’(dﬂi|p7u)

seklinde gosterilir.
Tamm 2.1.1 X : / — TM tanjant demeti icinde ki X’ (t) bir egri tegeti tiim 7 € [ i¢in eger
X'(t) € V(1) "yi sagliyorsa buna vertical denir.

Tamm 2.1.2 M’nin bir acik komsulugu V olsun. Oyle ki V iistiine T,M diffeomorfik
bilesigi 0’1n V' harita komsulugunun {istel haritas1 exp, : T,M — Mdir (Dombrowski,
1962).



Sonrasinda harita konneksiyonu K, ) : 7(, ) TM — T,M dir. Her Z € T(,, \TM icin
V  Levi-Civita konneksiyonu tarafindan K(Z) = d(exp,oR_,07)(Z) tammlanir
(Dombrowski, 1962).

Lemma 2.1.1 (M, g) Riemannian manifoldu ile V Levi-Civita konneksiyonu olsun.

X, € TyM ve Z:1— TM haritasi icin Z € C*(TM) vektor alani,

Kpu) : T(puwTM — T,M harita doniisiim denklemi K (dZ, (X)) = (VxZ),, seklinde verilir
(Dombrowski,1962).

Ispat. Z, p’deki degeri (p, u) olan vektor alam olsun. Doniisiim denklemi K (dZy(Xp))
asagidaki sekilde yazilir.

Kpu) (dZ,(Xp)) = d(exppoR_,07)(dZy(X)p))

d
= - (€xppoR-u0T(Zy1))) =0

- %(expp(f(zy(t)) —u))|i=0

d
= 2 7(Zy))li=0

— VyZ.

Tamim 2.1.3 (p,u) noktasindaki 7'M tanjant demeti igin 7{;, ,) 7'M Tanjant uzaymnn H,,
horizontal alt uzay1 H,, ,) = Ker(K(pyu)) denklemi ile tanimlanir. Biitiin ¢ € 7 igin X (¢)
tegeti eger X' (t) € Hy(t) sartin1 saglarsa Tanjant demette X : [ — TM egrisi horizontaldir
denir (Dombrowski, 1962).

y:1— M,y(0) = P,y (0) = U sartlarim saglayan M’de bir egri ve X : I — TM ¥ egrisi
boyunca bir vektor alani (yani tanjant demetin (p, ) noktasinda ki y egrisi moX = y sartini
saglar) olsun. Diger bir degisle her ¢ i¢in (y(z), U (t)) deki X haritalari i¢in U (t) € Ty,)M
ve U(O) = u. Boylece K haritasinin V konveksiyonu

Kipu) : X () = (V,U(0))

seklinde olur. Bu demektir ki tanjant demetteki horizontal egriler (M, g, V) Manifoldunun

paralel vektor alanlaridir. Bu bulgu horizontal alt uzaylarin tanimi i¢in ana bir etkendir.

Onerme 2.1.1 (p,u) noktasindaki Tp,yTM tanjant uzayr onun tanjant demette
horizontal alt uzay1 vertical alt uzayinin direk toplami

TipuyTM = Hp iy O V(pu)

seklinde yazilir (Sasaki, 1958 ve Dombrowski, 1962).



Ispat. Tamim 2.1.2 kullanarak biz 7~!'(V) deki biitin dikey tanjant vektorlerin
haritalarinin kontraksiyonu 7 : 7! (V) — T,M seklinde oldugu gériiliir. 7, 7,M’nin
d(exppoR,) haritas1 bir izomorfizmdir. Yani u € T,M i¢in tanjant uzay 7,M "dir. Dolayisiyla
K’mn gekirdegi, yani H(p, u) horizontal uzay1 ve V(p,u) dikey uzay1 H,, ,, N\ V(,, ,) = {0}
ve basit boyutlu argiimanlar icin takip eden sonuglari da saglar.

M’deki tanjant vektorlerinin yatay ve dikey lifleri asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.1.4 X € C°(TM) vektor alamnin horizontal lifti X" € C*(TTM) bir vektor
alanmidir. Ayni sekilde vektor alaninin vertical liftide tanimlanir. X, M’de bir vektor alani

olsun. V vektor alanin X", X" vertical liftleri TM’de Z € TM icin

X =XxC_VyX, VyX =y (VX)

X" 0
x¢: , VX .
ox" Y'v x"
x"h .
XH o ( _FhXi ) y Ffl :yjl—‘?
i

y . 0
X](ajwi)yl—{—X]Wj =W1X1, xV: ( )

veE

Xh

sartlarin1 saglayan tek vektor alanlaridir (Sasaki, 1958).

2.1.3 Konneksiyonlarin Doniistiiriilmesi

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin difeomorfizmini goz oniine alalim. Bu durumda,
bu uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlar1 ayni olacak sekilde uygun egrisel
koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsihik getirme, bir X, diferensiyellenebilir
manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiylede olusturulabilir. Bu isleme
konneksiyonlarin doniistiiriilmesi veya paralel kaydirma kuralinin doniistiiriilmesi olarak

bakilabilir. Aynm1 Manifold iizerinde cesitli konneksiyonlar dahil etmek miimkiindiir.

2.1.4 Natural Metrikler
Bu boliimde (M, g) Riemannian manifoldunun tanjant demetindeki Cheerger-Gromoll ve

Sasaki metriklerinden bahsedilecektir.

Tanmm 2.1.5 (M, g) Riemannian manifoldu olsun. Her X,Y € C*(TM) ve (p,u) € TM
icin TM tanjant demetinin g Riemannian metriginin M’deki g metrigine gore bir naturel

metrik olabilmesi i¢in



= h vh
l>g(p,u)(X Y ) = gp(X;Y)7
2)3(pay (X" ¥") =0
sartlarini saglayan g Riemannian metrigine Natural metrik denir

(Gudmundsson ve Kappos, 2002).

2.1.5 Sasaki Metrigi
@, & Sasaki metriginin Levi-Civita konneksiyonu olsun.(M, g) manifoldunun Sasaki metrigine

gore tanjant demeti TM ile gosterilir.

Tanim 2.1.6 (M,g) Riemannian manifoldu olsun. Bu durumda M’nin tanjant demetinin
¢ Sasaki metrigi her X,Y € C*(TM) ve (p,u) € TM i¢in

1) 8ea (X" Y") =g, (X,Y),

2)8 e (X", Y") =0,

3) g(x,u)(XV7Yv 2 gp(va)

esitliklerini saglar. Sasaki metrigi naturel metrikleri igerir (Sasaki, 1958) .

2.1.6 Cheeger-Gromoll Metrigi

Cheeger ve Gromoll, Manifold iizerinde negatif olmayan biitiin egriligi caligmiglar ve
Riemann metriklerinin ingaasim1  Onermislerdir. Buna gore (M,g) bir
Riemannian manifoldu olarak verildiginde TM tanjant demeti iizerinde ’nin bir dogal
metrik olarak kullamldigim1 gosterdiler. Bunun yani sira ilk olarak 1988’de Musso ve
Tricerri tarafindan 7'M iizerindeki Cheeger-Gromoll metriginin agik formiilleri verilmistir.
U= Vmti,---,vam) , u € C*(TM) bir vektor alani i¢in U tarafindan local koordinatlarda

T M’ nin Kanonik vertical vektor alani

)p7u

i d
L

Vim+i
seklinde verilir(Cheeger-Gromoll, 1972),(Cayir, 2017b). Gosterimi basitlestirmek icin

a=1+7rve r(p,u) = |u| = \/gp(u,u) , r: TM — R seklinde ifade edilecektir.

Tanmim 2.1.7 (M,g) bir Riemannian manifold olsun. Biitiin X,Y € C*(TM) vektor

alanlar1 i¢in 7M tanjant demetinde




sartlarini saglayan ¢ metrigini Cheeger - Gromoll metrigi denir (Cheeger ve Gromoll,

1972),(Cayir, 2017a).

2.1.7 Kanonik Projeksiyon

Tanim 2.1.8 7TM’de M manifoldu tizerinde siirekli ve Orten

. TM—M

z—=tm(z)=p

dontistimiine kanonik projeksiyon denir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

X Haussdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi bir U C X acik kiimesinin V C R”
bolgesine ¢ : U — V homeomorfizmine X de n-boyutlu koordinat sistemi, U’ya ise @
haritasinin koordinat komgulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U, V) seklinde
de gosterilir. Eger x € U ise @(x) = (x!,x?,...,x") € R" olur. x',x?,...,x" reel sayilarina

¢ haritasinda x noktasinin koordinatlar1 denir (Diilger, 2010).

Tanim 3.1.1 X Haussdorff topolojik uzayinin n-boyutlu ¢, haritalarinin Uy, bolgeleri bu
uzay1 orterse, yani

X = U Ua, (A-indisler kiimesi)
acA

ise X e n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu manifold denir (Cayir, 2013).

Tanim 3.1.2 M bir ciimle olsun ve X : M — R” fonksiyonu icin diferensiyellenebilir
Manifold x = U olmak iizere asagidaki iki aksiyom saglamyor ise (U,x)’ye M’de bir

n-boyutlu harita denir:

1) X, birebir,
2) X(U),R™de agiktir (Diilger, 2010).

Teorem 3.1.1 Bir diferensiyelleneblir manifoldun denk atlaslar1 ayni tam atlas igerisinde

bulunur. Dolayisiyla her bir tam atlas bir denklik sinifidir.(Diilger, 2010)

Tanim 3.1.3 Bir M ciimlesinin bir C*-tam atlasina M’de bir n-boyutlu C*-yap1 denir.Bu

yapt ile birlikte M’ye n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ad1 verilir (Diilger, 2010).

Tanim 3.1.4 S ve T iki topolojik uzay f : S — T bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon

stirekli, birebir ve acik ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm denir.

3.2 Diferensiyellenebilir Fonksiyon

f + R" — R™ olmak izerine R" wuzaymin koordinat fonksiyonlari
X1,X2,- .., X%y olsun. 1 <i< nigin p=(py,p2,...,pn) olmak iizere
X : R*"—- R
prxi(p) =pi

10



dir. p noktasinda f’nin x1,x2,...,x, koordinat fonksiyonlarina gore kismi tiirevleri var ve
stirekli ise f fonksiyonuna p noktasinda diferensiyellenebilirdir denir. R"’nin her bir p
noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa f fonksiyonunun her
basamaktan kismi tiirevleri varsa f fonksiyonu C* siifindandir denir.
f:R"—SR™
fi=mjof \|7;
R

firR" =R, 1<i<n,

T R" SR, 1< j<m,
=1 fn)

f(@) = (f1(2);--, ful2), zER"

1) X birebirdir.
2) X(R) =R agiktir.

O halde (R,x),R’nin bir haritasidir. A = {(R, x)} olsun.

1) Ortii aksiyomu asikardr.

2) xox~! = x difeomorfizmdir. »
I=xo0x

MM
x\lx
R

A ={(R,X)},R’nin bir C*-atlasidir. Bu atlasin belirttigi C*-yapu ile birlikte R, 1-boyutlu
diferensiyellenebilir manifolddur (Diilger, 2010).

Tanim 3.2.1 X topolojik Haussdorff uzay ve k ise 0 < k < o sartin1 saglayan tam say1
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan {(Ug, @q) : & € A,Uy C X } lokal koordinatlar ailesine

X iizerine C* sinifindan n-boyutlu atlas ad1 verilir (Diilger, 2010).

1) Lokal haritalarin Uy, bolgesi X 1 Orter, yani X, 4 boyutlu topolojik manifolddur.

2) Keyfia, B € Aigin Uy NUp # ¢ ise (pﬁoqo(;l L @ (Ue NUg — @ (Ug NUg) doniisiimii
C* simifindandir. Bu sarta bazen (Ug, o) ve (Ug, @p) haritalarimin C* uzlagmasi sart:
denir.  @go@,' doniisiimiine ise koordinatlarm doniisimii (U [’3) =U llf (Ul)
i,j =1,...,n denir. Burada U [’3, (Ug,@p) haritasindaki x € Uy N Ug noktasinin
koordinatlari Uy, ise (Uq, Q¢ ) haritasindaki x noktasmin koordinatlaridir. Ug NUpg # ¢

ise bu duruma @go@, I doniisiimii tayin edilemez. Bu durumda PoPy I doniistimiiniin

11



C* simfindan oldugu kabul edilecektir. 2.sarti go@, ' doniisiimlerinin C* siifindan
diffeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise @go@, ! koordinat doniisiimiiniin jakobiyen

matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi1 demektir (Diilger, 2010).

Tanm 3.2.2 {(U.,9p)} ve {(Ug,9p)}, C* simfindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarm keyfi (Ug, @) ve (Ug,®q) haritalari Ck uzlasmus ise yani, {(Ug,@q)} ve
{(Ug,pg)} atlaslarmin birlesimi C* sinifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

Tamm 3.2.3 X Haussdorff uzay iizerine C* atlaslarinin denklik smifina C*-yap1 denir.
C*- yapismin tiim C¥ atlaslarinin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal C*
atlas ad1 verilir.

X iizerindeki her bir C¥ yapisinin bu yapidan olan bir C%-yapiya topolojik yapi, C¥,
(1 < k < o0) yapiya ise diizgiin(smooth) yap1 denir. Bundan sonra yalniz C** sinifindan

olan yapilara bakilacaktir.

Tanmim 3.2.4 TM, C*- manifolduna, M’nin tanjant manifoldu denir. (U,x) ikilisi, M,
C”- manifoldu i¢in bir haritas1 olsun. U C M bir acik alt ciimle oldugundan

7~ (U) = U’ ciimlesi TM’nin bir acik alt ciimlesi olur. U iizerindeki lokal koordinat

sistemi x = (x!,x?,...,x") olmak iizere

UcTM =™ UcM
vi\/xi
R

diyagramu degismeli olacak bicimde v\ : U' € TM — R, (1 < i < n)reel degerli

fonksiyonlar1 géz oniine alalim. Bu durumda her bir z € U / icin
viz= (x'om)(z) = X'b(n(z)) = x'(p).

Ayrica VU © TM — R, (1 <i < n) reel degerli fonksiyonlari da her bir z € U’ i¢in

VHi(z) = dx'(z) = z(x') : z-nin i-inci bileseni olarak tanimlansin. Boylece

vi:xion, 1<i<n

VIt = (2) = dxi(z),z €U

sistemi elde edilir. Bu sisteme kisaca {V},V = (V,V2,...,V?") seklinde gosterecek
olursak, {V} sistemi TM igin bir (lokal)koordinat sistemi ve (U',V) ikilisi de TM igin
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bir (lokal) harita olur. 1 < i < n olmak iizere V" = y' ile gosterilirse, TM’nin lokal
koordinat sistemi {V} = (VI V") = (¥ y)) = (x!,...,x%y',...,y") = (x,y) seklinde
ifade edilir. (x,y") seklindeki gosterimde x', x'o7r anlamindadr. (x',y’) sistemine, (x')’den
indirgenmis (lokal) koordinat sistemi denir. 7M’nin herhangi bir z noktasindaki tanjant

uzay1 T,(TM)’nin bir bazi
(2.2
9 "9,

X

ZQISiSH}

olup buna 7,(TM )’ nin standart bazi denir. Boylece her bir A, € T,(TM) eleman

A= Y A@) 5= YA @) 5 lao + LA™ (D)2
a=1 Ve xi y

i=1 i=1 !

seklinde yazilabilir. Ayrica TM iizerindeki C* vektor alanlarinin nodiilii TOI(TM ) ile
gosterilecek olursa, TO1 (TM)’nin standart bazi da { %, %; 1 <i < nolup buradaki %, %on
xl yl Xl XI

anlamindadir. T M, 2n-boyutlu bir C*-manifold oldugundan

TTM = | J T.(TM)
z2eTM
olmak iizere I'ryy = (TTM, %, TM, RZ”) dortliisi bir vektor demetidir. 777, vektor demeti

T M’nin tanjant demeti olup, M’ nin ikinci tanjant demeti olarak da adlandirilir.

Tanim 3.2.5 n-boyutlu bir C*-manifold M,bir haritas1 (U,x") ve M iizerinde lineer bir

konneksiyon V olmak iizere, M manifoldunun X(i) x tane lokal vektor alanlarinin

)
-2,

TM’ye horizontal ve vertical liftlerinin (x",y") indirgenmis koordinatlara gére ifadesi,

5t 0
H . i V.
Xi . (_F?) ve X(l) . <6ih>

dir. Boylece elde edilen 2n-tane lokal vektor alanlar1 7M iizerinde bir baz olusturmakta
olup {XI,.... X" . XV,....XY} veya kisaca X(IH),X(‘;) sistemine TM (veyan™" (u) = u')

tizerinde V lineer konneksiyonuna gore adapte cati denir (Yano ve Ishihara,1973).
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3.3 Manifold Uzerinde Konneksiyon Kavram

3.3.1 Lineer Konneksiyon

M, C*-manifold ve bir V : T} (M) x T, (M) — T, (M) déniisiimii verilsin.
VX.Y,Z € Ty (M) ve Vf € T (M) igin

1) Vx+yZ =VxZ+VyZ

2) VixY = fVxY

3) Vx(fY) = X(f)Y + fVx¥

4) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ

ise V’ya M iizerinde bir lineer konneksiyon denir. M’nin bir haritas1 (U,X") olsun. Bu

durumda

)

)

I

d
75 Oy
yazilabilir ve burada Fi?i bilesenleri V’min (X"*) koordinat sistemine gére bilesenleri
Christoffel sembolleridir (Turgut, 1989), (Cayir, 2016b). Eger I} ler diferensiyellenebilirse
V lineer konneksiyonu diferensiyellenebilirdir. Bu calismada konneksiyonlar

diferensiyellenebilirdir yani F’}i € TP (M) alinacakur.

3.3.2 Metrik Konneksiyon

ir Riemann manifoldu ve V : X — tizerinde bir lineer
(M,g) bir Ri ifoldu ve V : T (M) x Ty (M) — T,/ (M) M iizerinde bir li
konneksiyon olsun.Eger V, = 0 veya her X € TO1 icin Vyg = 0 ise V’ya M lizerinde bir

metrik konneksiyon denir (Kobayashi ve Nomizu,1963).

Yukaridaki tanimda VX,Y,Z € T} (M) igin g’nin X e gore kovaryant(tensor) tiirevi
(Vxg)(V,2) = X(8(Y,2)) — g(VxY,Z) — (Y, VxZ)

oldugundan

X(g(Y,2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

ifadesi Vg = 0 sartina denktir (Turgut, 1989), (Cayir, 2017).
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3.3.3 Riemann Konneksiyonu

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V : T, (M) x Ty} (M) — Ty} (M) M iizerindeki bir metrik
konneksiyonu olsun. Eger V simetrik ise, V'ya M iizerinde Riemannian konneksiyonu

(veya Levi-Civita konneksiyonu) denir (Kobayashi ve Nomizu,1963).

Teorem 3.3.1 Bir Riemannian manifoldu iizerinde Riemann konneksiyonu tektir

(Kobayashi ve Nomizu,1963).

3.3.4 Egrilik Tensor Alam
M iizerinde lineer bir konneksiyon V olsun. R : Tj (M) x Ty (M) — L(T} (M), T, (M))

R(X,Y)Z=R(X,Y,Z) = [Vx,V¥]Z—Vix y)7
= VXVYZ - VYVXZ - V[va]Z

seklinde tanimlanan vektor degerli tensore V lineer konnekisyonunun egrilik tensor alani

denir (Kobayashi ve Nomizu,1963).

Teorem 3.3.2 M bir C* manifold ve V ile V' de M iizerinde farkl iki konneksiyon olsun.
Bu durumda B : Ty (M) x T, (M) — Ty (M) igin B(X,Y) = VxY — V;(Y seklinde tanimli
B déniisiimii 7, (M) degerli kovaryant tensordiir (Turgut, 1989).

Teorem 3.3.3 V' Ty (M) x T,/ (M) — T, (M) déniisiimii olsun. Bu durumda
(V-V) e TM(M) = LX(T) (M), T} (M),Ty(M)) ise V.M iizerinde bir lineer
konneksiyondur (Kobayashi ve Nomizu,1963).
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4. BULGULAR

4.1 Local Koordinatlarin Liftleri

m- boyutlu M manifoldunda ki (V,x) lokal koordinatlar1 i¢in asagidaki diizgiin
fonksiyonlart tanimhyoruz. vy,...,vo, : TM — R
Vi = X;OT,

Vm+i(Y) =Y (x;) = dxi(Y)

V Y e TM ve i = 1,...,m. Bu durumda TM’de lokal koordinatlar
(vl, ... ,vz,n) : = 1(V) € TM — R®" seklindedir. Tanim 2.1.4 kullanarak goriiliir ki her
ZeTMvei=1,...,micin

dn((aivl)z) = (&ixzn'(z)) ve dr(( 9

aVm—i—i )Z) =0

saglanir ve M’deki biitiin diizgiin fonksiyonlar f olmak iizere

AR () = 5 (fom) = -1
ve a
dﬂ<avm+i)(f> N Vmti (fom) =

denklemleride saglanir. Bu esitliklerin bizi X € C**(TM) vektor alamnin X", XV horizontal

ve vertical liftleri icin asagidaki sonuglara gotiiriir.

Lemma 4.1.1 (M, g) bir Riemannian manifoldu olsun. M ’deki X,Z € C*(TM) vektor

alanlarin lokal olarak

1

m a m a
X:i;gi% ve Z:;nia—xl

seklinde gosterilir (Dombrowski, 1962).

Z € TM noktasidaki X’in X" ve X" dikey ve yatay lifleri
m
; SF T a Vim-+i

(x")2 =

'MS

Z éﬂ?k
1

11 i,j.k=
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denklemi ile verilir. Burada Fﬂ'k lar (M,g) ’de V Levi-Civita konneksiyonunun

Christoffel sembolleridir (Dombrowski, 1962).

Ispat. Vertical kismin formiilii Tanim 2.1.4 iin direk sonucudur.

X ve X" m(yani dm(X!') = Xz(z)) saglanirsa agagidaki formiiller direkt elde edilir.

J )z) =0 ve dﬂ:((aivl)z) = (aix!)ﬂ(z)

ar (( an—i—i

lokal koordinatlarina goére Z : M — TM haritast Z : (x1,...,Xpm) = (X1, X, My -+ M)

denklemi ile verilir. Boylece

az(x) = dl(éé%i)
4 g‘{éaivz " ,.25 83?6:{ 9Vi+k
4 iéai i ()5
- ié} fl () g

denklemi saglanir. X; = &— alalim ve VXX ZF 2Xi sartinl saglayan V’nin

Cristoffel sembolleri F’jm olsun. Bu durumda Levi- C1V1ta konneksiyonu asagidaki esitligi

saglar:

T«
=
=

VxZ =

( (N)Xi +NiVxX;)

I

~
ey

I
M=

X(rlz X + Z rllé]VXX
i,j=1

+ Z Si rlirljc'iXk
i, k=1

m
= Y X)X+ Y, EmilyX
i j k=1

(X (n:) + f‘, &) Xi

Jj.k=1

~.

Il
: 5M: L
o

—

—

I
M= S

~
[y
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Lemma 2.1.1 ve Tanim 2.1.4’nin direk sonucu olarak
m m
K(dzZ(X)) =VxZ=Y () (&( +ZF,knk
i=1 j=1

denklemi elde edilir. Bu denklemden goriiliir ki K(dZ(X)) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter
sart
X(ni)

HME

&Y nr
dir.Diger yandan VxZ = 0 i¢in gerek ve yeter sart K’nin dZ(X) ¢ekirdeginin

d

Vm+i

X)= iéi&i\/i - i( i émkfﬁwa

i=1 jk=1
saglamasidir. Buradan

2. d d
:,;515_1/1

i=1

; 51 nkF]k
Js

1

bu denklemde X’in horizontal lifti i¢in ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.1 M’deki lokal koordinatlart (xi,...,x,) ve TM’deki lokal koordinatlari
d

(Vi,...,vom) olsun. Eger X; = — ve U; = — ise
8x,~ 8v,~
m .
(Xi)v - UI’I’H—i ve (Xl)h - Ui - Z (r{kon)vm+kUm+j
]7k:1
seklinde yazilir.

4.2 Lie Parantezi

Bu boliimde, M’deki vektor alanlarinin vertical ve horizontal liftlerinin 7M tanjant demeti

tizerinde Lie parantezini agik ifadelerle tiiretmeye calisacagiz.

Onerme 4.2.1 (M,g) bir Riemannian manifoldu olsun. V bu manifoldun Levi-Civita
konneksiyonu, R’de Riemannian egrilik tenssorii, M’nin TM tanjant demetinin Lie

parantezi, biitiin vektor alanlar1 icin

X", Y] =0,
2)[X", Y] = (VxY)",
3)X" Y =X, Y]~ (RX,Y)u)"
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esitlikleri saglanir. Burada X,Y € C*(TM) ve (p,u) € TM’dir (Dombrowski, 1962),
(Cayir, 20164, 2016¢,2016d).

ispat.
1) M’nin lokal koordinatlari (xi,...,x,) ve TM’nin lokal koordinatlart (vi,...,va)
olsun. X; = 3 e U = 3 i¢in [U;,U,] = 0’dir. M’deki keyfi X,Y iki vektor alani
X; Vi
lokal olarak l l

m m
X=Y &Xive Y =) nX
i=1 k=1

denklemiyle verilsin.  Burada biitiin i,j,k = 1,...,m i¢in U,y j(&om) = 0,

Up+ j(Nkom) = 0 saglanir. Bu demektir ki X ve YV vertical liftinin Lie parantezi
(X", Y] = Z[(&Oﬂ) m-tis (MO ) Upy 14]
ik

=Y &iUn+i(M0T)Upn sk — MU 14 (Ei0T) U
ix

=0
seklinde bulunur.

2) Onermenin ikinci maddesi igin d7 ([X",Y"]) = [dn(X"),dx(Y")] = 0 esitligi biliniyor.

Bu esitlikte [X", Y] "nin Lie parantezinin horizontal kismu sifirlanir. i, j = 1,...,migin

(X!, X}] = Ui~
l

(T 07 ) Vi kUni1, Ujl
1

=

m

m
=[UpUj] = Y, (Thom)vmsilUni1, Uil + Y Uj(T30T) vinit) U1
Lk=1 Lk=1

(Th0m) 8 Up+ 1
|

l

M§ ‘]TMs

(F 07T)Um+1
l

1

oldugu goriiliir. Bu da bize K th ,X]V ZF, Xk = Vx,Xj esitlifini verir.
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Simdi [X",Y"] Lie parantezi icin

K(X" ") = Z](‘,K([(iion)Xf’v (Meom)X;])

=Y K((Gom)X]', (mom) X} — (mom) Xy (Giom) X" + (Giom) (o) (X', X )
ik

= Z (&iXi (M) Xy + Emi Vx X))

= VyxY.

esitligi elde edilir. Boylece sonug olarak [X",Y"] = (VxY)""u elde ederiz.
3) Onermenin iigiincii maddesi igin d7([X",Y"]) = [X,Y] *den [X", Y"]"mn horizontal kismi
[X,Y]"olur. i, j =1,...,micin

[(X)", (X)")] = ) IZ_I{U j(Tiom) — Ui(T0m) + (Tiom) (T,07)

— (o) (C5,07) }i 41U 1k

Z Rzljon Vit tUm+k
k=1

denklemleri elde edilir. Boylece

K([(X)", X)) (o) = _IilukR(XivXj)Xk = —R(X;,Xj)u

ve M’de tamimli f ve g fonksiyonu i¢in takip eden
K([(FX)", (g¥)"]) = feK (IX",¥"])

sonucu bulunur.

4.3 Natural Metrikler

Bu boliimde (M, g) Riemannian manifoldunun tanjant demetindeki Cheerger-Gromoll ve

Sasaki metriklerinden bahsedilecektir.

Tamm 4.3.1 (M, g), g Riemannian manifoldu olsun. Her X,Y € C*(TM) ve (p,u) € TM
icin TM tanjant demetinin g Riemannian metriginin M’deki g metrigine gore bir natural

metrik olabilmesi i¢in
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1) gpuyX"Y") =g,(X,Y),

2) ZpuyX" YY) =0

sartlarmi~ saglayan g  Riemannian  metrigine  Natural  metrik  denir
(Gudmundsson ve Kappos, 2002). Ayni yolla elde edilmis dikey ve yatay alt demette
ki g naturel metrigi ortagonaldir ve 7 : (TM,g) — (M,g) projeksiyon doniisiimii bir
Reimannian (submersion) g metrigi tanjant uzayda bir norm tanimlar ve bu norm || . ||

seklinde gosterilir.

Lemma 4.3.1 (M, g) Riemannian manifoldu ve 7M’de M’nin tanjant demeti olsun. 7M’de
g Riemannian metriginin M’deki g metrigine gore naturel metrik olabilmesi igin
V Levi-civita konneksiyonunun her X,Y,Z € C*(TM) ve (p,u) € TM igin asagidaki
denklemi saglar (Gudmundsson ve Kappos, 2002).

Dg(VyiY",Z") = g(VxY,2),

2)8(VynY",2") = —g((R(X,Y)u)", 2") /2,

3)§(Vn?",2") = g((R(X,Z)u)",Y") /2,

(V" 2") = (X"(5(¥",2")) —5(Y*,(Vx2)") +&(Z",(VxY)")) /2,
5)8(VxY", 2" = g((R(Y,Z)u)" . X") /2,

6)5(Vx:Y".2") = (Y"(3(2",X")) —§(2", (VyX)") — §(X*,(V¥2)") /2.
Ng(VxeY",Z") = (—Z"g(X",¥") +5(¥", (V2X)") +5(X", (V2Y)")) /2,
8)8(VxY",Z") = (X"(3(Y",2")) +Y"(3(2".X")) - Z"(3(X",Y"))) /2

Ispat. V Levi-Civita konneksiyonun asagidaki Kozsul formiilii kullanilacaktur.

Kozsul formulii;

28(VxiY!, 2 =X (g(v, 2) + Y7 (3(2" X)) - Z* (3(X",Y))
_g_<Xi7 [Yj’Zk]) +g_<Yj7 [Zk7Xi]) +g<Zk> [Xi7Yj]) (4-3-1)

X,Y,ZeC*(TM) ve i,j,k € {h,v} igin

28(VyiY!,Z) = X'(g(v',Z)) + Y/ (3(2", X"))
_Zk(g<Xi7Yj)) - g(Xiv [Yjvzk])
+g(r,[Z5,X) + 8(Z" X', Y ))
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1) hesaplamalarin direk sonucunda

25(VY", 2" = (x"(g(v",2") +Y"(g(Z" x"))
~Z"Mg(x"Y")) —g(x", [Y",Z")
+g(v", 12" X)) + (2" X" ¥"))
=X(g(¥,2)) +Y(8(Z,Y)) - Z(g(X,Y))
—g(x" v, Z)") +g(v", [z.X]") +5(2", [x,Y]")
=2g(VxY,Z)

2) Asagidaki hesaplama ile bulunur.

25(VyY", 2') = X" (g(r"")) +Y"(5(2",x"))
—2"(g(x",Y") —g(x",[Y".2"))
+g(r", 12", X") +g(2",[x",Y")
—&(Z", (R(X,Y)u)").

3) Onceki ispata benzer yapulir.
4) Tanim 4.3.1 ve Onerme 4.2.1 den
28(VY*,2") =X (g(v",2)) + Y (5(2", X))
2/ (3" v)) — (X", [v", 2]

+3(Y", [ZV X")+3(Z", [x", ")
=X"(3(Y",2")) —g(r",(VxZ)") +&(Z", (VxY)").
elde edilir.

5) ve 7)’nin ispatlari , 4’e benzer olarak hesaplanur.

6) Bu madde iki vektor alaninin Lie parantezinin 0’a esit olmasinin bir direk sonucudur.

Sonu¢ 4.3.1 (M, g) bir Riemannian manifold ve g’de M’nin TM tanjant demetinde bir
dogal metrik olsun. Bu durumda V Levi-Civita konneksiyonu X,Y € C*(TM) ve
(p,u) € TM igin
- 1
(V¥ oy = (VXY 0 — 7 (Rp(X, Y )u)"
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Ispat. Bu esitlik lemma 4.3.1 nin i) ve ii) siklarindan elde edilir.

Sonug 4.3.2 (M,g) bir Riemannian manifold ve g’de M’nin g metrigine gore tanjant
demette bir natural metrik olsun. Bu durumda M’nin ve TM ’nin sectional egrilikleri
arasinda

_ 3
R(X"Y") =KX, Y) = 2 | (RO, Y )u)" ||*
esitligi yazilir.Burada X,Y € C*(TM) M’deki ortonormal vektor alanlaridir.

Ispat. M ve TM sectional egrilikleri arasinda bu ilging baglant1 (O’ Neill) calismasindaki
Riemannian submersions i¢in O’Neill’in inlii egrilik formiiliinde direkt olarak goriiliir

(O’Neill, 1966).

Tanim 4.3.2 (M,g) bir Rieamannian manifold F : TM — TTM bir diizgiin demet
endomorfizmi olsun. Bu durumda F’ : TM — TTM vertical lifti ve F" :— TTM

horizontal lifti

F'(n) = iniF(ai)v ve F'(n) = iniF(ai)h

esitlikleri yaziir. Burada n € C*(TM)un lokal temsili X7 ,m;0; € m~ (V) dir
(Gudmundsson ve Kappos, 2002).

Lemma 4.3.2 (M, g) Riemannian manifold, M’deki g metrigine gore g tanjant demette
bir natural metrik olsun. F' : TM — T M bir diizgiin demet endomorfizmi

E=(pu) eTM , X € C*(TM) ve n =X" 1m0 € = 1(V). igin asagidaki sartlar
saglanir (Gudmundsson ve Kappos, 2002).

1) (VxoF'(n))e = F(Xp)g +ZZimi(p) (VxrF(9)")e,
2) (VxrF'(n))g = F(Xp)g +Z1mi(p) (Vo F (9)")e,
3) (VxnF'(n)g = (VxuF (1))
4) (V" (n))g = (Vi F (u)")e
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Ispat. p’nin M’deki V komsulugundaki lokal koordinatlar1 (xp,...,x,) olsun.

)
3= Xiigin, i€ {1,...,m} XV(dx;) = dx;(X). dir. Dolayisiyla
N

1

@XVFV(T[) = iVXV(ThF(az)V)

3

X' (M)F(9)" +miVyF(3)"

N
I
—_

Ni(X)F(9)" + niVxrF (9))"

I

1

— F(Xp)g + Z ni@XvF(Qi)h.
i=1

~

bulunur. Lemmanin 3) 4) esitlikleri icin y: [0,1] = M , y(0) = p ve y(0) = X,
diferensiyellenebilir egrisi kullanilir. Buradan Uo%(0) : [0,1] — TM 6yleki Uoy(0) = &
ve (Uoy) (0) = Xg diferensiyellenebilir egrisi elde edilir. F”" ve F"’nin tammindan

F"|uoy Ve F"yoy = (FoU)"|yoy elde edilir. Buda 2) ve 4) esitliklerini ispatlar.

4.4 Sasaki Metriginin Levi-Civita Konneksiyonu ve Riemannian Egrilik

Tensori

Onerme 4.4.1 (M, g) Riemannian manifoldu ve V(T M, §) tanjant demetinde Sasaki metrigine

gore Levi-Civita konneksiyonu olsun. Biitiin X,Y € C*(TM) vektor alanlari i¢in

R 1

D) (Vn¥") (puy = (Vx¥ ), — 7 (Rp) (X, Y)u)",
N 1

2) (VXhYV)(p,M) - (VXY)‘(}pyu) - §<RP(M7Y)X)}17

A 1
3) (VXVYh)(pM) = E(RP(M7X)Y)h7

4) (@X”YV)(p,u) =0

esitlikleri saglanir (Kowalski, 1971).

Ispat.

1) Bu madde sonug 4.3 iin direkt sonucudur.
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2) Lemma 4.3.1 yi kullanarak horizontal kismi1

28(VXY".Z") = —4((R(Z,X)u)".Y")
—8(R(u,Y)Z,X)
= g(R(u,Y)X,Z)
= g((R(u,Y)X)",2").

elde ederiz. Ayni sekilde vertical kismi kullanarak

28(VRY",Z2") =X"(3(Y",2")) — 8(2",(VxY)") — 8(Y",(VxZ)")
=X(g(Y,2))+g(Z,VxY)—g(Y,VxZ)
=2g((VxY)",Z").

bulunur.

3) Horizontal kismu i¢in ispat benzer olarak yapilir.

28(VxY",Z") = ¢(X", (R(Y,Z)u)")

g
8(X,R(Y,Z)u)
8

(R(u,X)Y,Z).
Daha sonra

28(V3Y"2') = YM(3(2" X)) — §(2", (VyX)") — (X", (V¥ 2)")
— Y (g(Z,X)) - g(Z,V¥X) — g(X,VyZ)
=0

elde edilir.
4) Lemma 4.3.1 kullanilarak
28(VRY",Z") = ~Z(3(X",¥")) + 8(¥", (V2X)") + §(X", (V2Y)")
=0
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ve

26(V5Y",2") = X"(3(Y",2) + Y (§(2". X")) — Z'(4(X", "))
— X" (g(Y.2)) +Y"(8(Z,X)) — Z"(g(X.Y))
=0

bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.

Sonuc 4.4.1 (M, g) Riemannian manifold ve (TM,g) bir Sasaki metrigiyle tanimlanmig
tanjant demeti olsun. Bu durumda 7 : TM — M projeksiyon doniisiimii bir harmonik

morfizmdir.

Ispat. Bu durum 7 : TM — M tiim geodezik fibrelere gore bir Riemannian
submersion sonucudur. Harmonik morfizmler teorisi (Gudmundsson, 2002) ¢alismasinda
ele alinmugtir. ¢ Sasaki metrigine gore tanjant demetin R Riemannian egrilik tensoriinii

inceleyelim. Bunun i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.4.1 (M,g) bir Riemannian manifold ve V’de TM tanjant demetin § Sasaki
metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu olsun. Eger F' : TM — TM bir diizgiin demet

endomorfizmi ise her § = (p,u) € TM ve X,n € C*(TM) i¢in

(VXF”,(n))e = F(X)}

ve
1 h

(FRF”, () = FOO! + 5 (R, X)F (1))}

denklemleri saglanir (Gudmundsson, 2002). Bu esitlikte Lemma 4.3.2 ve Onerme 4.4.1

nin direkt sonucudur.

Onerme 4.4.2 (M,g) bir Riemannian manifoldu ve R’de, § Sasaki metrigine gore
R Riemannian egrilik tensorii verilsin. Bu durumda X,Y,Z € T,M vektorleri i¢in agagidaki

esitlikler saglanir (Kowalski, 1971).
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1) Ry (X",Y)Z" =0,

2) Ry, (X", Y")Z" = (R(X,Y)Z+ %R(u,X)(R(u, Y)Z) - %R(u, Y)(R(u,X)Z))k,
(K1 Y)Z = —(GROVZ)X 4 GR(wY) (R, Z)X)),
1

R(R(u,Y)Z,X)u+ %R(X,Z)Y)Z + 5 (VxR)(w, Y)Z)h,

=

3)

K-

4) Ry (XY ZM = (

5) Ripuy(X",Y")Z" = (R(X,Y)Z + iR(R(u,Z)Y,X)u - iR(R(u,Z)X,Y)u);

45 (VxR) @, 2)Y — (VyR) (. Z)X

6) Ripu (X", Y")Z" = %((VZR)(X Y)u),+ (R(X,Y)Z + %R(u,R(Z, Y)u)X
+ %R(u,R(X,Z)u)Y + %R(u,R(X, Y)u)Z)h

Ispat.

1) Onerme 4.4.1 ve 4.2.1 in sonucunda bu esitlik direkt olarak goriiliir (Kowalski,1971).

2) Bu 6nermenin ispati igin 3) bagmtis1 ve Bianchi esitligi kullanilarak
V(X" Y")Z"=R(Z" Y")X" —R(Z" X")Y"

ifadesi elde edilir. Buradan
N 1 1
ROC,Y)Z" = (—SR(Y.X)Z — 2R(.Y) (R(.X)2))"

+ (%R(X, Y)Z+ %R(u,X)(R(u,Y)Z))h

esitligini verir.
3) L:TM - TM,F :uw— %R(u,Z}X seklinde verilen bir demet izomorfizmi ise Lemma
.. A 1
4.4.1 ve Onerme 4.4.1 den VyF(u)" = F(Y)" + E(R(u,Y)F(u))h esitligi yazilir.

Buradan

R(X"Y")Z" =V VyrZ =V Vi Z" =V oy Z"
=V Vuz’
= —Vy:((Vx2)" +F(u)")
= —VyF(u)"

seklinde bulunur.
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4)

F,F,: TM — TM icin

1 1
Fi(u) — ER(u,Y)Z ve Fy(u)— —ER(X,Z)u

demet izomorfizmi verilsin. Bu durumda 6nerme 4.4.1 bize

ﬁ(Xh’ YV>Zh = @thyvzh - @Y\/ﬁxhzh - @[Xh’Yv]Zh

=VuF1 ()" = Vy (Vx2)" + Fy(u)” = VY, 2"

= (Vx(Fi (W)~ 5 (RX, Fy ()’

denklemini verir.

R(R(u,Y)Z X)u+ - R(X,

5) Bu onermenin ispati i¢in 4) ve 1). Bianchi 6zdesligi kullanilarak

6)

R(x" yMz" = R(x" z\v" — R(Y", Z") x"

elde edilir ve bu esitlik sayesinde

R(X"YMz" =

_|_

bagintist bulunur.

(R, 2)Y, X)) + 3 (VxR)(w, 2)Y )"
(R(R@,Z)X, Y )u) — 3 (VyR) (@, 2)X)"

(R(X,Y)Z—R(Y,X)Z)"

R(X" Y ZF =V 0Ny 2! =y Va2l = Vi yn 2"

A

R(X"YMZ" =V ((VyZ)" - %(R(Y,Z)u)v)

~((Vx2)" — S (R(X. Z)u))

- @[Xylhzh ‘I‘ @(R(Xy)u)uzh
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. 1
R(x" yMzh = (VxVyz)" - E(R(X,VyZ)u)V
1

(VxR(Y,Z)u)" — %(R(u,R(Y, Z)u)X)"

™|

—

1
VyVxZ)' + S (R(Y, VxZ)u)*

+ %(VYR(X,Z)M)V + %(R(%R(X,Z)”)Y)h

— (VX Y]Z)" + %(R([XJ],Z)M)V

+ %(R(u,R(X,Y)u)Z)h

- %((VZR)(X,Y)M)W (R(X,Y)Z)"

+ i(R(u,R(Z,Y)u)X)h + %(R(u,R(X,Z)M)Y)h
43 (R,R(X, ¥ )u)2)"

bulunur. Burada Bianchi 6zdesligi kullanilirsa
(VxR)(Y,Z)u+ (VyR)(Z,X)u+ (VzR)(X,Y)u=0
elde edilir.

Simdi ¢ Sasaki metridi ile tanimlanmuig 7M Tanjant demetinin (M,g) Riemannian

manifoldunun geometrilerini kiyaslayalim.

Teorem 4.4.1 (M,g) bir Riemannian metrigi ve M’nin ¢ Sasaki metridine gore tanjant
demeti TM olsun. Bu durumda 7 M’nin burulmasiz (diiz) olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul M’nin burulmasiz (diiz) olmasidir (Kowalski, 1971 ve Aso, 1981).

Ispat. Onerme 4.4.2’te R = 0 alinirsa R = 0 bulunur. Buda teoremimizi direkt olarak
ispatlar. Farzedelim ki R = 0 olsun. (p,0) noktasinda ki horizontal vektor alam igin
Riemannian egrilik tensorii R,(X,Y)Z = Ié(no) (X", Y")z" = 0 seklinde hesaplanur.
Tanjant demetin Sectional (ayrilabilir,bolgesel) egrilikleri asagidaki ozellikleri saglar

(Aso, 1981).
Onerme 4.4.3 (M, g) bir Riemannian Manifold ve ¢ Sasaki metrigine gére TM onun bir

tanjant demeti olsun. (p,u) € TM ve X,Y € T,M , p noktasinda iki ortonormal tanjant
demeti olsun. i,j € {h,v} icin X' ve Y' tarafindan gerilen diizlemin sectional egriligini

K (X!, Y") gosterelim.
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Bu durumda

0,

DK(XY,Y")

2)K(X", YY)

1
Z‘R(Y,M)Xlz,

HRX" Y =K(X,Y)— §|R(X,Y)u\2.

esitlikleri saglanir (Aso, 1981).

ispat.

1) Bu esitlik Onerme 4.4.2’in direk sonucudur.

2) Yine Onerme 4.4.2’den

SR(X" Y)Y X" = —%g(R(Y,Y)X,X)
— %g(R(u,Y)(R(u,Y)X,X)
r ig(R(u,Y)X,R(u,Y)X).

elde edilir.

3) Yine Onerme 4.4.2’den
A B(vh yhyyh yh 3
SRX", YY" X ):K(X,Y)—Zg(R(X,Y)u,R(X,Y)u).

elde edilir.

Bu 6nermenin ispati O’Neill-in ¢ok iyi bilinen formiilii tarafindan da yapilabilir. Bu,
7 : TM — M projeksion doniisiimlerinin diiz ve tamamen jeodezik olduguna dair etkilerin

dogrudan bir sonucudur. O’Neill formiilii kisaltiyor.

K(X"Y") = |[Apy"|?
= (Vi) |17

1

Teorem 4.4.2 (M,g) Riemannian manifoldu olsun ve ¢ Sasaki metrigi ile 7M Tanjant
demeti verilsin. Eger (TM,g) sectional (ayrilabilir) egriligi sinirh ise TM diiz yiizeydir

(Aso, 1981).

Ispat. Farzedelim ki TM diiz yiizey olmasin. M ’nin diiz olmadig1 Teorem 4.4.1’y1 takip
eder. Dolayisiyla p € M bir nokta ve X,Y € T,M bir ¢ift ortanormal vektor, dyle ki bazi
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u € T,M igin R(X,Y )u # 0’dir. Elimizde
> (yvh yh 3 2
R(xX".¥") = K(X.Y) = JIR(X,Y)ul

denklem var. Bu sart1 saglayan u kiimesi sinirsiz oldugundan K(X" Y") sectional egriligi
altinda sinirsizdir ve bdylece ispat tamamlanir (Aso, 1981). Benzer sekilde, K(X”,Y") nin
Onerme 4.4.3’nin 2.formiilii kullanilarak yukaridan simrlandig1 gosterilebilir. Sabit egriligin
Riemannian manifoldlari i¢in egrilik tensoriiniin iyi bilinen formunu kullanarak asagidaki
bilgileri alalim.

Sonug 4.4.2 K sabit sectional egriligin Riemannian manifoldu (M, g) olsun. Daha sonra

herhangi bir X,Y € C*(TM) ortonormal vektor alani i¢in

DK(XY,Y") =0,
N 1
)R (X" YY) = ZKzg(u,X)z,

ROV = k= (g X+ 2, YY)

denklemleri saglanir.

Onerme 4.4.4 (M,g) Riemannian manifoldu olsun ve ¢ Sasaki metrigi ile TM
Tanjant demeti verilsin. TM icin S, {X1,..., Xy} bir lokal ortonormal gerceve oldugunda

asagidaki denklem yazilir (Musso ve Tricerri, 1988).
. 1 & )
S=S—7 Y IR(Xi, X;)ul
i,j=1

Ispat. Onerme 4.4.3’den X! ve X' = Y,,.; ile TTM igin bir S, {V,...,Ya,} yerel

ortonormal cergeve icin

W

Il
TS
l 3

=

—

=

=

™= T

(R(X! X2+ 2R () X)) + R (X! X))

3 1
(K(X.X)) ~ SR X)) +2 Y IR(K )X
1 i,j=1

J‘
<
I

31



Son ifadeyi basitlestirmek i¢in u = X7" , u;X; alalim. Bu durumda

m m
Y R, wXP= Y wang(R(X;, X)X, R(X;, X))X;)
ij=1 i jki=1
= Y uang(R(X;, X)X, X)g(R(X;, X)X, X;)
ijkls=1
= w1 8 (R(Xs, Xi) X, Xj) g (R(Xs, Xi) X1, X )
i,j,k,,s=1
= Y wang(R(X;, X)X, R(X},X:)X))
ijki=1
m ’
= ) [R(X;,X:)ul
ij=1

bulunur.

Teorem 4.4.3 (M, g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti, ¢ Sasaki
metrigi ile tanimlanmis olsun. (M, g) diiz olmasi igin gerek ve yeter sart (TM, g) nin sabit

skalar egriliginin olmasidir (Musso ve Tricerri, 1988).

Ispat. Bu aciklama direkt olarak Onerme 4.4.4°den geliyor.

Sonug 4.4.3 (M, g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti, ¢ Sasaki
metrigi ile tanimlanmus olsun. (7'M, ¢) *nin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart (TM, §) nin
lokal olarak homojen olmasidir (Musso ve Tricerri, 1988).

Ispat. Bu, Teorem 4.4.3’in direkt sonucudur.

Sonu¢ 4.4.4 (M,g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti, ¢ Sasaki
metrigi ile tanimlanmis olsun. (7'M, g)’nin sabit skalar egriliginin olmasi igin gerek ve
yeter sart skalar egriligin sifir olmasidir.

Ispat. Teorem 4.4.1 ve 4.4.3’in direkt sonucudur.

Sonug 4.4.5 (M, g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti, ¢ Sasaki
metrigi ile tanimlanmig olsun. (7M,¢) Einstein’dir ancak ve ancak (TM,£) nin diiz
olmasidir (Musso ve Tricerri, 1988).

Ispat. Bu ifade Teorem 4.4.3’in direkt sonucudur.

Sonuc 4.4.6 (M, g) bir Riemannian manifoldu, k sabit sectional egri olsun. Bu durumda

S, yerel ortonormal gerceve icin

S=(m—1)x(m— %K|u|2).
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Ispat. Sabit egri manifoldlar1 igin egrilik tensoriiniin 6zel formunu kullanarak

4.5

S

I
U
|

2
[R(X:, X;)]

=

~.

lg(X;,u)X; — g(X;,u)X;|

|
o)
|

R S B
A
o
1=

A
(Yo}
T T

g(X;u)? + g(Xi,u)?

—_

Cheeger-Gromoll Metriginin Levi-Civita Konneksiyonu ve Rie-

mannian Egrilik Tensorii

Onerme 4.5.1 (M,g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti,

g Cheeger-Gromoll metrigi ile tanimlanmis olsun. (p,u) € TM ve X,Y € C*(TM) igin

V Levi-Civita konneksiyonu asagidaki sekilde ifade edilir (Sekizawa, 1991).

Ispat.

(@) = (Va¥) = 5 (RKY )’

2)(Tya¥") = 5 (R V)X) + (V)

3)(Twr") = 5 (R V)X,
(T07") = = (@K1 + g0 U)X)
I+a

1
+ XY~ (XN, U)U.

1) Sadece ilk ifade Sonug 4.3’ten elde edilir.
2) Tanmim 2.1.7 ve Lemma 4.3.1’den

H(Vr" 2 =~ Lar (RZ.X)u))

L

= _ﬁ(g(YaR(ZJ()M) —|—g(Y,u)g(R(Z,X)u,u))
= %g(R(u,Y)X,Z)

— %g((R(u,Y)X)h,Zh).
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Tanim 2.1.4 ve Lemma 4.1.1 i¢in

Xh(é) =0 ve X"(g(Y,u)om) = g(VxY,u)omw

yani
X"(g(r",2") = g((VxY)", Z") +&(Y",(VxZ)")
Buradan
§(Vx¥",2") = %(Xh(g(YﬂZV)) +8&(Z%,(VxY)") —g(Y",(Vx2)"))
=8((VxY)",Z")
elde edilir.

3) Bu onerme de 2)’deki verilere benzer hesaplamalar yapilirsa

BT 21 = Jg(C (R(Y,Z)u)")
= S #((Rw X)Y)", ).
ayrica
24T, 2) = Y'(2(2"X") ~ 42, (VyX)") ~ (X", (Vy2)")
= 52" (VyX)") + 8(X", (Vy2)")
g(zv> (VYX)V) - g(XV7 (VYZ)V)

=0

bulunur.

4) Lemma 4.3.1 uygulanirsa

25(VxeY", 2" = ~Z"(g(X",Y")) +&(Y", (V2X)")
+8(X", (VzY)")

—&(Y",(VzX)") = &(X", (VzY)")

+8(Y", (VzX)") +&(X", (VzY)")

=0.
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X'(F(RY) =2f (r*)g(X,u) ve a =1+ r? uygulayalim

X (8V",2%) = — (X, ) (5(7,2) + (¥, w)g(Z,w)

1
Cheeger-Gromoll metrigin tanimindan

BX"U) = 2 (X ) + g(X,w)glu ) = (X, 0)

bulunur. Buradan

2
g(Var"2) = T (X3, 2) + Y (32 X))

AN

= —g(X,u)(g(Y,Z) + (Y, u)g(Z,u))

+ S (X V)8(Z.w) + (X, 2)g(¥ )

— (¥, ) (8(Z.X) + g(Z.w)g(X )

+ (81 2)g(X. ) + (Y. X)g(Zw)
+8(Z.u)(8(X,Y) +g(X,u)g(¥,u)

~ S8 X)g(Y,u) +8(Z.¥)g(X )

= g((8(X.Y) — g(X,u)g(Y.u))u-+ ag(X.V)u
—g(X,u)Y —gY,u)X,Z).

Lemma4.5.1 (M,g) bir Riemmannian manifoldu 7M tanjant demeti {izerinde
V Levi-Civita konneksiyonu ve ¢ Cheeger-Gromoll metrigi tantmlanmis olsun. 7’M’de bir
diizgiin demet endomorfizmi F : TM — TM olsun. X, n € C*(TM) ve & = (p,u) e TM
icin
- 1 _ ~
(VrF'(n))e = F(X)z = (B(X"U)F(n)" +&(F"(n),U)X"
—(1+)g(F(n)",X")U +g(X",U)g(X", U)g(F(n)",U)U )i

Ve

(T30 () = OO + 0 (RO X)F ().

Ispat. Aciklama Onerme 4.5 ve Lemma 4.3.2’nin dogrudan sonucudur.
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Onerme 4.5.1 (M, g) bir Riemannian Manifold olsun. (TM, §) tanjant demeti R Riemann
egrilik tensorii ve Cheeger-Gromoll metrigi ile tanimlanmis olsun. O zaman asagidaki

formiiller yazilir (Sekizawa, 1991).

DHR(X" Y"Z" = (R(X,Y)Z)"
1
- E(R(M’R(Y’ Z)u)X —R(u,R(X,Z)u)Y
~ 2R ROCY02) + 5 (VZR) (XY )’

R(X",YMZ" = (R(X,Y)Z)"
4 %((VXR)(M,Z)Y — (VyR)(u,2)X)"

— L(R(X,R(u,Z)Y)u —R(Y,R(u,Z)X)u)"

4o
~48(Z2,U)(R(X, ¥ )u)") + ~- 2 g((R(X, ¥ )u)', 20,

R(X" vz = i((VXR)(u,Y)Z)h + %(R(X,Z)Y)V

— 7 (ROX,R(u,Y)Z)u)" — ég(K u)(R(X,Z)u)")
+ —g((R(X,Z)u)V,YV)U7

HR(X" Y z¥ = ——a(R(Y,Z)X)h - #(R(u,Y)R(u,Y)R(u,Z)X)h

5 (80, ) (R, 2)X)" = g(Z,) (R(u,Y)X)')

5)R(xV,Y")z" = é(R(X,Y)Z)h

n #(R(M,X)R(u,Y)Z—R(u,Y)R(u,X)Z)h
+ %(g(Y,u)(R(u,X)Z)h —g(X,0)(R(u,Y)Z))",
6)R(X",Y")Z" = Hz—jaz(é’(Yv7ZV)XV —&(X%,ZY")
+ aojzz(g(X”,Zv)g(Y,u)U —&(Y",2")g(X,u)U)
o ;2(g<x,u>g<z,u>w — g(Y,u)g(Y,u)g(Z,u)X").
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Ispat. Standart hesaplamalar asagidaki sonug elde edilir.

1)

R(X"YMZ" = V¥V 2! — YV 02" =V 2"

=V (V42) — ROV, Z)u)")

— Vi ((Vx2Z)" - %(R(Y, Z)u)")

7V h
—Vix o yrxywZ

= (VxVy2)" - %(R(X VyZ)u)”

1 1 v
— 4 RR(Y. Z)u)X)" = = (VxR(Y, Z)u)

— (VyVx2)" + %(R(Y, VxZ)u)’

" %(R(u,R(X,Z)u)Y)h + %(VYR(X,Z)M)V

~ (Vn2) + 5 (ROX, Y], 2)u)

1
+ E(R(M,R(X,Y)M)Z)h

= (ROCY)Z)+ S((VZR) (XY )

_ %(R(M,R(Y,Z)u)x —R(u,R(X,Z)u)Y

—2R(u,R(X,Y)u)Z)",
Son adim, 2" Bianchy 6zdesliginin bir sonucudur.

2) &pu) (X",U) =gp(X,u) denklemi: g(p’u)((R(X, Y)u)',U)=g,(R(X,Y)u,u) =0 esitligini
saglar. Bundan dolay1

aR(X",YMZ" = aVVynZ — aVyi Vi Z" — oV yi Z"

= “Xh(%(R(u,Z)U)h +a(VyZ)") - m(%(R(u,z)x)h +a(VxZ)")

— aViy vy (w2’

= %(VXR(u,Z)Y)h — %(R(X,R(M,Z)Y)u)v + %(R(u, VyZ2)X)' + o (VxVyZ)"

- %(R(M»VXZ)Y)h —a(VyVxZ)" — %(R(u,Z) X Y] —a(Vixy2)"
—(&((R(X,Y)u)",\U)Z" +§(Z", U)(R(X,Y)u)") + (1 + @)g((R(X, Y )u)", Z")U
—&((R(X,Y)u)",U)g(Z",U)U
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3) Uciincii formiiliin yukaridakilere benzer hesaplamasi

R(X" Y Z" = ViV Z" =V iy Z"
1 - .
= 5V (R(u, Y)Z)" =V gy Z"
(04
- 1
—Vy ((Vx2Z)" - 3
1

1 v
_ ﬁ((VXR(u,Y)Z)h — 5 (R(X,R(u,Y)Z)u)")

— %(R(u,VXY)Z)h r %(R(u,Y)VXZ)h

F3RUZ)Y) — 5 gV U)R(X Z)u)

B RO 200" 0+ ((Rx 2y v

g U)E((R(X,Z)u)", U)U

(R(X,Z)u)")

Burada Vy+(R(X,Z)u)"’ii hesaplamak icin Lemma 4.5.1 kullanildi.
4) X, (f(r?) = 2f/(7”2)gp(X,M) ve (6th)(p7u) = 0 oldugundan
20R(X",Y")Z" = 20(Vi Vv Z' = Vyr Vi Z¥ =V iy Z¥
= 2V (g(YY,U)Z" — (1 + a)g(Y",2"\U
+8(Z"U)Y" +3(Y",U)3(Z",U)V)
-1
- Ochva(R(u,Z)X)h

- Za(vyv (VXZ)V + v(vxy)vzv)
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(R(w,Y)X)"+2(VxY)")

+ 2 g0V u) (R 2)X) — 2 (RO Y )R, 2)X)
— (R(Y,Z)X)" +2(g(Y,u)(VxZ)" + g(VxZ,u)Y"
—(I+a)g(Y",(Vx2)"
+g(VxY,u)Z" +g(Z,u
—(I+a)g((VxY)",Z")U +¢
1
2_<R< ’

1 y |
+ - gY.u) (R(u,Z)X) —ag(z,u)(R(u,Y )x)".

)
)(VxY

—(R(Y,2)X)" —

Burada Vy»(R(X,Z)u)""ii hesaplamak icin Lemma 4.5.1’ii kullanildi. Son denklem

icin, R, Riemannian egrilik tensoriinii icermeyen tiim terimlerin kayboldugunu gostermeliyiz.
80 (VxZ)")U = (807, Vx2) +8(V, )¢ (VxZ,u)U
denkleminden geriye kalan ifadeler
—%(g(Y» VxZ)+g(Y,u)g(VxZ,u) +8(Z,VxY) +8(Z,u)g(VxY,u))U
stfirlanir, clinkii

‘%Xh@(Y ".Z")+§(Y",U)g(2",U))U = 0.

5) Denklemini elde etmek icin;

~ o~ ~ 1
VXVVYVZh == VXV
20
1

= ——8(X.u) (R(u,Y)Z)" + ﬁ(R(u X)R(u,Y)Z)"

(R(u,Y)Z)"

1
- ﬁ(R(X,Y)Z)h.
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[X¥,Y"] = 0 denklemlerini kullanarak

R(XV,Y")Z' = VoV ZI =V Vi 2!

B %g(x, ) (R, Y)2)" + —— (R(u, X)R(w, ¥)2)"

402
1 no, 1 h
+ 50 (RX.Y)2)" + —g(Y.u) (R(u,X)Z)
1 w1 h
——(R(u,Y)R(u,X)Z)" — —(R(Y,X)Z)".
elde edilir.
6) Lemma 4.1.1 ve Onerme 4.51 takip edilerek
- . d
VXVU = VXVZi:lvm+i(a_
Vim+i
= d i ~ d
= ZXV(Vm—I—i)a_ + ZVeriVXV(a )
i=1 Vim-+ti i=1 Vim-+ti
1
= —(X"+§(x",0)V).

elde edilir. Bununla birlikte g(U,U) = r? ifadesini de kullanilirsa

VoV Z) = awxvé(—g(y, u)Z" —g(Z,u)Y"
—g(Y,u)g(Z,u)U + (14+a)g(Y",Z2")U)
= —azXV(é)(g(Y, u)Z' +g(Z,u)Y”
+8(Y,u)g(Z,u)U — (1+a)g(Y",2")U)
—a(g(X,Y)Z" +g(Y,u)VxvZ' + g(X,Z)Y"
+8(Z,u)Vy Y’ +¢(X,Y)g(Z,u)U +g(X,2)g(Y,u)U
+ (Y, u)g(Z,u)VxoU — X" (a+1)V(Y",Z")U
—(14+a)X (Y, 2" )U — (1 + a)g(Y",Z2")VxU)
=2g((X,u)g(Y,u)Z"+2g¢(X,u)g(Z,u)Y"
+2¢(X,u)g(Y,u)g(Z,u)U —2(1+ a)g(X,u)g(Y",Z"\U
—0g(X,Y)Z"+g(Y,u)g(X,u)Z" +g(Y,u)g(Z,u)X"
+8(Y,u)g(X,u)g(Z,u)U — (1 + a)g(Y,u)g(X",Z")U
—og(X,2)Y ' +g(Z,u)g(X,u)Y" +g(Z,u)g(Y,u)X"
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+8(Z,u)g(X,u)g(Y,u)U — (1+ a)g(Z,u)g(X",Y")U
— ag(X,Y)g(Z,u)U — ag(X,Z)g(Y,u)U
—8(Y,u)g(Z,u)X" = g(Y,u)g(Z,u)g(X,u)U

F2ag(X W, Z)U + (14 0) (~—g(X w8V, 2)U

~ 2 g(Xg (Y, u)(Z)U + g(X.V)g(Z, 1)U
+2(X,2)g(Y,u)U+g(Y",Z")X"+g(Y",Z2")g(X,u)U)
=gV, u)g(Z,u) X"+ (1+0)g(Y",Z")X"

+3g(X,u)g
+3g(X,u)g(Y,u

+ (X, u)g(¥,0g(Z, 1)U — o+ 3)g(X, g1, 2/)U
~ gV WEX.2)U ~ g(Zu)g(X" YU,

(Z,u)Y’ —ag(X,Z)Y"
(Y, u)Z" — og(X,Y)Z"

elde edilir.Yani

a’R(X",Y")Z" = a*(V*(Vyr Vi Z")

=gV, u)g(Z,u)X" +(1+a)g(¥",z")X"
+3g(X,u)g(Z,u)Y’ — ag(X,Z)Y"
+3g(X,u)g(Y,u)Z" —oag(X,Y)Z"
+8(X,u)g(Y,u)g(Z,u)U — (o +3)g(X,u)g(Y",Z")U
—8(Y,u)g(X",2")U — g(Z,u)g(X",Y")U
—g(X,u)g(Z,u)Y" — (1 +a)g(X",Z")Y"
—3¢(Y,u)g(Z,u)X" + ag(Y,2)X"
—3g(Y,u)g( X, u)Z"+ a(Y,X)Z"
—8(Y,u)g(X,u)g(Z,u)U + (a +3)g(Y,u)g(X",Z")U
+e(X,u)g(Y",Z2")U +g(Z,u)g(Y",X"\U

= (a®+a+1)(g(Y",z2")X" —§(X",2")Y"
— (o +2)(g(Y,u)g(Z,u)X" — g(X,u)g(Z,u)Y")

— (e +2)(@(Y", Z2")g(X,u)U — (X", Z")g(Y,u)U)

bulunur.
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Asagida Q(V,W) tarafindan V,W € C*(TTM) igin yan V yiizeyleri ve W olan kenarlar

ile paralelkenar alaninin karesini belirtmektedir.
Ov.w) = VIF W] —&(v.w)?

Lemma 4.5.2 M’nin T,M tanjant uzayinda iki ortanormal vektor X,Y € T,M olsun.

(Sekizawa, 1991).

DNOx" yh =1,

2)0(x" ") = —(1+5g(Y,u)?),

)}

3)0(X", YY) = —5 (1+g(Y,u)* +g(X,u)?)

)

Ispat.

1) Cheeger-Gromoll metriginin taniminin direkt sonucudur.
2) Bu dogrudan bir sonugtur.

O(X",¥") = g(X" X")g(Y",7") — (X" ¥")> = X

a(1+g(1/,u)2).

3) Son boliim asagidaki gibidir.

O(X", YY) = (X", X")g(Y",Y") —&(X",v")?

(18X (1+8(Yw?)
(8, Y) + 8(X w)g(r,1)))?

= Lz(l +g(Y,u)2+g(X7u)2)'

)

TM tanjant demeti iizerinde verilen V,W € C*(TTM) igin (2,0) tipli tensér G olsun.
Bu durumda

G:(V,W)— g(R(V,W)W,V)

seklinde bir doniislimdiir.
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Lemma 4.5.3 p’de M’nin Tanjant uzay1 7,,M i¢inde iki ortonormal vektorleri X,Y olsun.
G tensorii asagidaki ozellikleri saglar:
~ 3
l)G(thYh) = K(X7Y) - E’R(X7Y)u|2
~ 1
h _ 2

2
3)G(XV,YV) - wQ(XV,YV) _ (aa%z)

Ispat.
1)

4(§((R(M,R(X,Y)M)X)h,Xh)

— &((R(u,R(X,Y)u)Y )", X")
(2R(u,R(X,Y)u)Y)" X"

g(VZR(X, Y )u)", x")

Riemann egrilik tensoriiniin 6zellikleri ile
g(R(u,R.R(X.Y)u)Y,X) = —|R((X,Y)u)[

sonucu elde edilir.
2)

I

|

|
x
=
=
=
=
=
=
ie
>
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3)

G(X",Y") = gR(X",Y")Y" . X")

+ 2 00 (g~ 2 Y )g(X.)?)
2

+ 00RO i e x) - e )

L ot2) (8(X,u)g(Y,u)g(X",Y") — g(Y,u)*5(X",X"))

o

2
U iy~ EE2 (g w2 s 0r.0?).

Onerme 4.5.2 (M,g) bir Riemmannian manifoldu olsun ve TM tanjant demeti,
& Cheeger-Gromoll metrigi ile tanimlanmis olsun. O halde (7M,g) nin K sectional

(pargali,ayrilabilir) egrilikleri asagidaki gibidir.

DR(X". V") = K(X,¥) 2 |R(X, ¥ )ul?,

. 1 |R 2
4o (1+g(Y,u)?)
- l—-a a+2 1
NKX", YY) = .
N 0% e %

Ispat.

1) ilk denklem Sonug 4.3 ve Cheeger-Gromoll metrigin tanimindan gelmektedir.
2) Ikinici denklem
R(X"Y").g(Y",y") = [|Ay”|?
= (Vi)
= #m(u,y)xﬁ

3) Bu 6nermenin ispat1 2)’ye benzer sekilde yapilir.

Onerme 4.5.3 (M,g) bir Riemmannian manifoldu, ¥ sabit sectional egrilik olsun TM
tanjant demeti, § Cheeger-Gromoll metrigi ile donatilmis olsun. O halde (TM,g) nin K

sectional (parcali,ayrilabilir) egrilikleri asagidaki gibi yazilir.
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2
DROC Y = k=55 (gl X) + g(a,Y)2),

_ 2g(X,u)?
NR(X" yh) — K-g(X,
R T AT)
- l—-a a+2 1
NK(XV. YY) = .
KXY = o T (sl s v

Burada X,Y € T,M ortonormal vektorlerdir.

Ispat. Egrilik tensoriiniin 6zel bi¢imini kullanarak basitce hesaplanir.

Onerme 4.5.4 (M,g) bir Riemannian manifoldu, k sabit sectional egrilik,g, TM tanjant
demeti iizerinde Cheeger-Gromoll metrigi ve K ifadesi, (TM, §)iizerinde sectional egrilik

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

1) 0< k<3 ise K(X"Y"), negatif degil
2) K(X",Y") negatif degil

3) K(X",Y") pozitif.

ispat. Eger X,Y € T,M ortonormal ise
2 (Y1) +g(X,u)? < u? <
oldugu aciktir. Bu eldeki sonug direkt olarak Onerme 4.5.3 ile izlenir.

Sonu¢ 4.54 (M,g) Riemannian metriginin negatif olmayan sectional (parcali,
ayrilabilir) egriligi vardir, bu da hi¢ bir yerde sabit degildir. u # 0 ile (p,u) € TM
belirli bir nokta igin p’de M’nin T,M tanjant uzayi i¢in ortonormal taban {ey,...,en}
olsun. Oyle ki e; = u/|u|, burada |u|, M iizerinde ki g metrigine gore u’nun normudur.
i€{l,....m} veke{2,...,m} icin horizontal ve vertical liftleri f; = ef’, fmtr1=¢] ve
Stk = V/aey esitliklerini saglar. Bu durumda {fi,..., fon} tanjant uzayr T;, M igin

Cheeger-Gromoll metrigine gore ortonormal taban olusturur (Sekizawa, 1991).

Lemma 4.5.4 T, )M icin Cheeger-Gromoll metrigine gore ortonormal tabandir. (p,u),

TM iizerinde bir nokta ve fi,...fa, 'yl yukaridaki gibi teget uzay 7(, ,)TM igin bir
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ortonormal taban olsun. K kesitsel egrilikler i,j € {1,...,m} ve k,I € {2,...,m} icin
asagidaki denklemleri elde edilir.

RUfi 1) = Klewe]) — oo R e )l
K(fi, fns1) =0
R (i i) = 3 Rl ex)ei?
R (st k) = 5
@ratl

K(fm+k7fm+l) =

o

Onerme 4.5.5 (M, g) Riemannian manifoldu ve S skalar egrilik olsun. 7M tanjant demeti
g Cheeger-Gromoll metrigi ile tamimlansin. (p,u) € TM iizerinde bir noktas: verilsin.
(TM,g) nin S skaler egriligi

20-3) &
% Y IR(ei ej)ul®

=

6+ (m—2)(a* +a+1)).

S( :Sp—|—

(m—1)
o2

j20)

_|_

seklinde yazilir.

Ispat. {fiy- s fom}s Ty, TM tanjant uzay: icin bir ortonormal taban olsun. Skaler

egriligin tanimindan
§=Y K(£i 1))
i#]
=2 Z K flvf] Z fl7fm+j Z k fm+17fm+])

(7.] 1)l<l
m
:ZK(e,-,e] - Z IR(ei ej)u
isﬁj i,j=1
m 2
+ Z|Rue]e,|+22 Z (+ate’)

2
l] ! ( i,j=2)i<; o

(2a—3) ¢ 2
— = ) |R(ei,ej)ul
4o WZ_,] "

(m—1)
)

=S+

+ (64 (m—2)(14+ o+ a?))

yazilir. Buradan
m m

Y IR(eiej)ul’ = Y |R(u,ej)eil?

i,j=1 i,j=1
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Onerme 4.4.4’un ispat1 goriiliir.

Onerme 4.5.6 (M,g) bir Riemannian manifoldu, k sabit sectional (parcali,kesitsel) egrilik

ve (TM, g) tanjant demeti Cheeger-Gromoll metrigi ile tanimlanmig olsun. 7M’nin skaler

egriligi S,
< —1
§= (”;a ) (a(o—1)(20 — 3)K2 + 2max
+2(6+ (m—2)(1+ o+ a?)))
seklinde ifade edilir.

Ispat. Onerme 4.5.5 ve hesaplamalardan skalar egrilige ulagilir.

m m
Y [Reiejul> =Y (a—1)K[81jei— Suejl”
i,j=1 i,j=1

=2(m—1)(a—1)x>

Sonug 4.5.6 Eger k sabit sectional (kesitsel,ayrilabilir) M manifold tabanina sahipse

g Cheeger-Gromoll metrigi ile 7TM tanjant demeti homojen (egrilik) degildir
(Sekizawa, 1991).

Ispat. Onerme 4.5.6, Kk sabit iken 6’in asla sabit olmadig1 anlamina gelir. Belirli bir
m > 2 igin (o, k) € D = [1,) x R fonksiyonu olarak skalar egrilik S,,(ct, k) nin isaretini
belirleyelim. (o, )-diizleminde ki D, = {(a, k) € D|S,,(a, k) = 0} ve k iizerindeki

ikinci derece polinom denklemini ise
(1) afoe—1)2a —3)Kk% +2ma’k +2(6+ (m—2)(1+ o+ a?)) =0

ile belirlenir. Eger @ < 1, @ = 3/2 ve 4.5 sayili denklemin diskriminant1 negatif degilse

asagidaki verilen Kkt ¢ozlimlerini elde ederiz.

—ma2+/m2at —ala—1)(200—3)2(6 + (m—2)(1+ a + a?))
a(a—1)2a—3)
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Sekilde, yol Dy’1m = 3’iin durumuna gore (@, k)-diizleminde ¢izdik. D’yi Dy’dan ¢ikarirken
kalan iic bilesene bagh diiger. Skala egriligi (2,40) noktasin1 iceren D
bilesenide pozitiftir ve diger iki noktada negatiftir. Biz bu x € R’yi belirleyelim. Oyle
ki S3(o, k) tim a € [1,00) i¢in pozitiftir (negatif olmayan). Diger bir deyisle bunlar D
bileseninde tamamen bulunan yar1 horizontal ¢izgilerdir. k¥ > 0’1n iist yarim boglugunda
bulunan Dy’n bagl bileseni o € (1,3/2) i¢in ¢6ziim x_ grafigidir. Minimum C3 > 0
degeri vardir. Tanimlanan diger ¢oziimiin x; grafigi tanim olarak bir maksimum c3 < 0
degerine sahiptir. Aradigimiz horizontal ¢izgiler ailesi daha sonra k € (c3,C3) tarafindan

parametrelestirilir.
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m > 3 icin m = 3 teki gibi iki ¢Oziimiin Kk_ ve Ky’ nin tanim olarak ayni nitel davranigi

elde ettigimizi gormek kolaydir. Bu bize asagidaki sonucu verir:

Teorem 4.5.1 (M,g), m > 2 boyutlu bir Riemannian manifoldu ve k sabit sectional
(kesitsel, ayrilabilir) egrilik olsun. O zaman gercek sayilar ¢,, < 0 ve C, > 60 vardir.
(TM, g) tanjant demeti

1) Pozitif skalar egrilige sahip olmasi gerek ve yeter sart kK € (¢;,Cpn),

2) Negatif olmayan skalar egrilige sahip olmast igin gerek ve yeter sart K € [, Gy

o € (1,3/2) ve m > 3 igin iglevin m’de artigina dikkat edelim, eger m < m ise

Cn < Cy’ dir. m = 2 oldugunda esitligi her yerde pozitiftir ve ¢6ziim kK ve Kt

o 202 +2/a* —-3a(a—1)2a—3)
o(a—1)2a—3)

Figure 2°de m = 2 i¢in (@, k) lizerinde Dy yolunu c¢izdik. Bu D’den ¢ikarildiginda
dinlenme dort bagh bilesene girer. Skalar egriligi (2,4+40) deger iceren iki bilesende
pozitif digerleri negatiftir. o > 3/2 hem k; ¢6ziimleri negatifken hemde o — 0, 0’a

yaklastig1 durumda asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.5.2 (M, g), k sabit sectional (kesitsel,ayrilabilir) egriligin yiizeyi olsun.

(TM, g) tanjant demeti igerisinde 6yle C, > 40 vardir ki

1) Pozitif skalar egrilige sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart k € [0,C3),
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2) Negatif olmayan skalar egrilige sahip olmast igin gerek ve yeter sart x € [0,C3]

Sonug 4.5.7 (M, g), m-boyutlu Riemannian manifold k’sabit sectional egrilik olsun. C,,

sayist (104-4+/6) m ile yaklasik olarak hesaplanabilir.

Ispat. m ve x_ icin karekok formiiliinde mo? ile yaklastirilabilir. Dolayisiyla
K-~ frac—2ma(oc —1)(2a — 3)

o> 1icin a— o/(a—1)(2a — 3) fonksiyonu o = @’de global bir minimum degere

sahiptir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu arastirmada Riemann metriginin ¢esitlerini Tanjant demetin geometrisi iizerinde ki
en 1yi sonuclarindan bazilarinin detayli ve birlesik sunumu hazirlanmistir. Tanjant demet
tanimlanmig, yardimci teoremler verilmistir.  Tanjant demet iizerinde tanimlanan
Vertical(dikey) ve Horizontal(yatay) arastirilmistir. M’deki vektor alanlarinin vertical ve
horizontal liftlerinin 7M tanjant demeti iizerinde Lie parantezini agik ifadelerle tiiretilmistir.
(M,g) Riemannian manifoldunun tanjant demetindeki Cheerger-Gromoll ve Sasaki
metriklerinden bahsedilmistir.7M’de g Riemannian metriginin M’deki g metrigine gore
natural metrik olabilmesi icin V Levi-civita konneksiyonu hesaplanmustir.

Sasaki ve Cheerger-Gromoll Metriginin Levi-Civita Konneksiyonu ve Riemannian Egrilik
Tensorii hesaplanmustir. Horizontal ¢izgiler ailesi parametrelestirilip, (M, g), m > 2 boyutlu
bir Riemannian manifoldu,Pozitif ve Negatif olmayan skalar egrilige sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar ele alinarak incelenmistir.
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