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OZET

KONVEKS FONKSIYON SINIFLARI iCiN KESIiRLI INTEGRALLER iCEREN
ESITSIZLIKLER

Abdurrahman GOZPINAR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali1, 2018
Doktora Tezi, 121s.

Danisman: Dog. Dr. Erhan SET
[I. Danigsman: Dog. Dr. ilker ERYILMAZ

Esitsizlikler teorisi matematik, fizik ve miithendislik gibi bilim dallarinda 6nemli yere sahiptir.
Birg¢ok arastirmacinin ilgi alanina giren Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili gerek klasik
gerekse kesirli integraller yardimiyla sayisiz ¢alisma ve tezler yayimlanmistir. Birkag farkl
kesirli integral operatorii yardimiyla konveks fonksiyonlarin bazi siniflarn igin Hermite-
Hadamard tipli yeni esitsizliklerin elde edildigi bu tez alt1 boliimden meydana gelmektedir. flk
boliim giris i¢in ayrilmis olup esitsizlik ve kesirli integraller ile ilgili, tarihsel siireci de igine
katarak genel bilgilerin bir derlemesi niteliginde verilmistir. Ikinci boliim, arastirmamizda
kullanilan temel kavramlar, Beta ve Gama gibi bazi 6zel fonksiyonlar, konveks fonksiyon
siniflarindan birkaginin tanim ve 6zellikleri, ayrica teorem ispatlarinda kullanilacak olan
birkag esitsizlik cesidi ile ilgili bilgileri icermektedir. Ugiincii béliimde Riemann-Liouville
kesirli integralleri, uyumlu kesirli integraller, genellestirilmis kesirli integraller ve
genellestirilmis k-kesirli integrallerin tanim ve 6zelliklerine yer verilmistir. Ayrica tigiinci
boliimde 6zellikle Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla literatiirde bulunan ve bu
caligmada daha genel halleri elde edilen bazi lemmalar ile bu lemmalar yardimiyla elde edilen
sonuglar bulunmaktadir. Dérdiincii boliimde uyumlu kesirli integraller, genellestirilmis kesirli
integraller ve genellestirilmis k-kesirli integraller yardimiyla bazi konveks fonksiyon siniflari
icin Hermite-Hadamard esitsizliginin bir genellestirmesi elde edilmistir. Ayrica bu integral
operatorlerini igeren yeni 0zdeslikler ve bu 6zdesliklerle beraber, bilinen bazi esitsizlikleri
kullanarak Hermite-Hadamard tipli yeni sonuglar elde edilmistir. Arastirmada elde edilen
sonuglarin, bazi 6zel kosullar altinda, literatiirde var olan, klasik integraller ve Riemann-
Liouville Kkesirli integralleri yardimiyla elde edilen birtakim sonuglarin bir genislemesi ve
genellestirmesi oldugu gdzlenmistir. Son olarak, tezin besinci bolimii sonug¢ ve Oneriler,
altinci boliimii ise tezde kullanilan kaynaklara ayrilmstir.

Anahtar Kelimeler:  Genellestirilmis kesirli integral operatorii, Genellestirilmis k-kesirli
integral operatorii, Hermite-Hadamard esitsizligi, Konveks fonksi-
yon, quasi-Konveks fonksiyon, Riemann-Liouville kesirli integral
operatori, s-Konveks fonksiyon, Uyumlu kesirli integral operatorii.



ABSTRACT

INEQAULITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS FOR CONVEX
FUNCTION CLASSES
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The theory of inequalities has an important role in science such as mathematics, physics and
engineering. Numerous studies and theses have been published about Hermite-Hadamard
inequality, which is of interest to many researchers, with the help of classical or fractional
integrals. This thesis, in which new inequalities of the Hermite-Hadamard type are obtained
for some classes of convex functions with the aid of a few different fractional integral
operators, comes in six parts. The first part is devoted to input and is given as a compilation
of general information about inequality and fractional integrals, including historical process.
The second part contains the basic concepts used in our research, some special functions such
as Beta and Gamma, the definitions and properties of several of the classes of convex
functions, as well as information on a few types of inequality that will be used in theorem
proofs. In the third chapter, Riemann-Liouville fractional integrals, conformable fractional
integrals, generalized fractional integrals and generalized k-fractional integrals are introduced.
In addition, in the third part, there are some lemmas which are found in the literature with the
help of Riemann-Liouville fractional integrals and which are obtained more general conditions
in this study, and the results obtained with the help of these lemmas. In the fourth chapter, a
generalization of the Hermite-Hadamard inequality for some convex function classes has been
obtained by using conformable fractional integrals, generalized fractional integrals and
generalized k-fractional integrals. In addition, new identities including these integral operators
and new results of Hermite-Hadamard type are obtained by using some known inequalities
together with these identities. It has been observed that the results obtained in the research are
an extension and generalization of some of the results obtained with the help of classical
integrals and Riemann-Liouville fractional integrals which exist in the literature under certain
special circumstances. Finally, the fifth part of the thesis deals with the conclusion and the
proposal, the sixth chapter is for the resources used in the thesis.

Key Words: Convex function, Conformable fractional integral, Hermite-Hadamard
inequality, Generalized fractional integral, Generalized k-fractional integral,
Riemann-Liouville fractional integral, quasi-konvex functions, s-convex
functions,
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1. GIRIS

Aigner ve Ziegler’in [5] igaret ettigi gibi “analiz egitsizliklerle doludur”. Esitsizlik iki
¢okluk arasindaki farkliligi ifade eder ve bu iki miktarin oranini belirlemek i¢in kullanilir.
Analizdeki kullaniminin yani sira, ortalamalar teorisi, yaklagim teorisi, niimerik analiz gibi
matematigin diger alanlarinda da énemli 6l¢iide kullamlan kuvvetli bir aractir. Ornegin,
meshur aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi dikdortgenler ve tegetsel tiggenler yardi-
miyla integralleri tahmin etmek i¢in Erdds ve Grunwald [21] tarafindan kullanilmistir.
Esitsizliklerin 6nemi, agirlikli olarak analizdeki rolleri ile vurgulanir; ancak esitsizliklerin
kullanimi, beklenmedik farkli alanlarda da mevcuttur, 6rnegin graf teori bunlardan biridir
[5]. Esitsizliklerin geometrik gergekler olarak bilindigi eski ¢aglardan 18. yiizyiln baglarma
kadar uzanan tarihsel stireci ile ilgili kapsamli bilgiler Fink’in denemesinde sunulmustur
[22]. Hardy, Littlewood ve Polya [26], Beckenbach ve Bellmann [10] ve Mitrinovic’in
[38] yazmug olduklar kitaplar bu alanda klasik eserler arasinda gosterilebilir. Ayrica,
bazi dergilerde de esitsizliklere 6nemli bir yer verilmistir. 1997°de ilk cildi yayimlanan
“Journal of Inequalities and Applications”, 1998’de yayimlanan “Mathematical Inequali-
ties and Applications”, 2000’de yayimlanan “Journal of Inequalities in Pure and Applied
Mathematics” ve 2007’de yayimlanan “Journal of Mathematical Inequalities” gibi bilim-
sel dergiler bunlarin en onemlileri arasindadir. Esitsizliklerin kullanimi sadece matematik
alaniyla sinirh kalmamig ayni zamanda fizik ve miihendislik gibi bazi bilimsel alanlarda
da kullanilmigtir. Bu kullanimlar, yeni uygulamalar: ortaya ¢ikarmistir. Aragtirmacilarin

dikkatini ¢eken bu yoniiyle de giintimiize kadar uzanan bir geligme gostermistir.

Cok eski bir tarihi altyapiya sahip olan konvekslik, geometride temel bir kavram ol-
makla birlikte, fonksiyonel analiz, graf teori, olasilik teorisi gibi diger alanlarda da kul-
lanilmaktadir. Bu kavramin temellerinin Yunan filozoflar tarafindan atildigi soylense de
Misirhlar zamanina kadar uzanan bir tarihi oldugu iddia edilmektedir. Euclid’in bilime
kazandirdig1 “Elements” adli eserinde ilk kez konvekslikten bahsedilmistir. Archimedes’in
“On The Sphere and Cylinder” isimli eserinde ise konveksligin daha kesin bir tanimi bu-
lunmaktadir [20]. Bununla birlikte konvekslik kavraminin sistematik olarak kullaniminin
baglangict 19. yiizyilin sonlarinda olmustur. 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen’in
bu alanda oncii kabul edilecek caligmalarinin ardindan konveks fonksiyon teorisi hizli bir
gelisim gostermigtir. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri igeren ilk kaynak (Con-
vex Funtions: Inequalities) 1987 yilinda J.Pecaric tarafindan kaleme alinmigtir. Klasik
integraller yardimiyla konveks fonksiyonlarin cesitli siniflar1 i¢cin Hermite-Hadamard, Os-

trowski, Fejer ve Simpson gibi egitsizlik tiirlerini iceren sayisiz c¢aligmalar yapilmigtir.



Hermite-Hadamard esitsizligi, klasik konveks fonksiyonlarin yani sira h—konveks, s—kon-
veks, quasi-konveks, p-konveks, Goudunova-Levin gibi farkli fonksiyon siniflar1 icin de elde
edilmigtir. Dragomir ve Fitzpatrick’in ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar igin [17],
Dragomir ve Pearce’nin quasi-konveks fonksiyonlar igin [18], Varosanec’in [65] h—konveks
fonksiyonlar igin, Dragomir ve Pecarié’in [14] Q(I) ve P(I) fonksiyon simflari igin yaptiklar:
calismalarda bu esitsizliklere ait daha genig bilgiler bulunabilir. Ayrica bu ve benzeri
Hermite-Hadamard, Ostrowski ve diger esitsizlik tiirleri i¢in sayisiz ¢caligmalar mevcuttur.
Bircok yazar bu esitsizlikleri gelistirerek literatiire yeni eserler kazandirmigtir. Ulkemizde
de bu alanda lisansiistii ve doktora seviyesinde tezler bulunmaktadir. Elbette yapilan
caligmalar sadece klasik integrallerin kullanimi ile simirhh kalmamig ayni1 zamanda kesirli

integralleri iceren de bircok caligma yapilmigtir.

Kesirli hesaplamalarin baglangici, n. mertebeden bir tamsay1 i¢in tiirevin anlaminin “n

tam say1 olmadiginda da olabilir mi?” sorusuna bor¢ludur. 30 Eylil 1695 tarihinde soru-

D"z
Dx™

lan bu sorunun ilk sahibi ise L'Hopital’dir. Bir giin Leibniz, mektubunda seklinde
f(z) = z fonksiyonun n. mertebeden tiirevini bu sembol ile gostermis ve L’Hopital me-
rakli bir bicimde n = % olmasi halinde elde edilecek sonucun ne olacagini sormustur. Leib-
niz’'in bu soruya cevabi ise, kesirli hesaplamalari iceren sayisiz caligmalarda goriilecegi
tizere, “Bir paradoks gibi bir giin yararli bir sonug olarak ortaya cikacaktir.” seklinde
olmustur. Daha sonra bu konu; Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann, Li-
ouville, Grunwald ve Letnikov gibi oncii bir¢cok bilim adami ve arastirmacinin ilgi odag:
haline gelmistir. Bu sorudan motive olarak, kesirli tiirev ve kesirli integral kavramini
ilk ortaya atan matematik¢i Liouville olarak gosterilir. Kesirli tiirev diigiincesi ile ilgili
ilk makale Lacroix tarafindan 1819’da yayimlanmigtir. Daha sonra Euler, kesirli tiirevi
yeniden tamimlamigtir. 17. yiizyildan itibaren bir ¢ok matematik¢inin kesirli tiirev ve

kesirli integrasyon kavramlarini genellestirmesiyle bu konuda genis bir caligma sahasi

acilmigtir.

Gegmisgte tamsay1 mertebeden modellerin kullanilmasinin sebebi kesirli diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin bulunamamasiydi. Fakat artik kesirli tiirev ve integrallerin dahil
oldugu problemleri ¢ozmek igin genig ¢apta yaklagim metodlar1 geligtirilmigtir. Kesirli
mertebeden tiirev, tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerin baz fiziksel olaylar1 acikla-
madaki eksik kalan yanlarini kapatmakla beraber fiziksel olaylarin karakterinin anlagilma-
sinda da biiyiik rol sahibidir. Yapilan arastirmalar neticesinde keyfi mertebeli tiirev ve
integral kavraminin, gercek diinyada kargimiza ¢ikan bir cismi veya modeli tanimlamakta,

klasik tamsay1 metodlarina gore ¢ok daha dogru sonuclar verdigi tespit edilmis, bununla



birlikte cegitli madde ve iglemlerin kalitsal ozelliklerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek
¢ok iyi bir arag oldugu gozlenmistir. Bu ise tamsay1 mertebeli tiirevlere gore onemli bir
avantajdir. Kesirli tiirevlerin bu avantaji, nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin
matematiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya

gibi diger bircok alanda kullanilmaktadir.

Literatiirde kesirli tiirev ve integrallerin bircok matematik¢i tarafindan yapilmig tanimlar:
mevcuttur. N.H. Abel, J. Liouville, A.L. Cauchy, P.A. Laurent, M. Caputo, M. Riesz ve
H. Weyl yapmis olduklar: tanimlar ile 6ne ¢ikan bilim adamlar: arasinda gosterilmektedir.
Bircok kesirli tiirev taniminda integral formu kullanilmigtir. Popiiler olanlardan Riemann-
Liouville ve Caputo’nun tanimlarinda bunu gérmekteyiz. Diger yandan Grunwald-Letnikov
limit formundan yararlanarak kesirli tiirev tanimi yapilmigtir. Bu ve benzeri biitiin kesirli
tlirev tamimlarinda lineer olma Ozelligi tek ortak ozelliktir [34]. Diger 6zelllikler arasinda
ise pek fazla uyum oldugu séylenemez. Ornegin sabit fonksiyonun Riemann-Liouville ke-
sirli tiirevi sifir degildir. Ayrica klasik tiirevde gecerli olan, iki fonksiyonun ¢arpiminin
tirevi, boliimiintin tiirevi ve zincir kurali gibi 6zellikler kesirli tiirevlerin hepsi i¢in gecerli

degildir.

Kesirli hesaplamalar ile ilgili, ancak 1970’li yillardan sonra ¢zel konferanslar diizenlenmis
ve birtakim tezler yazilmaya baglanmistir. Ilk konferans etkinligini, B. Ross kesirli analiz
konusunda doktora tezini hazirladiktan sonra New Haven Universitesinde “First Confe-
rence on Fractional Calculus and its Applications” adi altinda Haziran 1974’te diizenlemis-
tir. Kesirli analizin ilk “ansiklopedisi” olarak adlandirilan S. Samko, A. Kilbas ve O.
Marichev’in kitab1 “Fractional Integrals and Derivatives, Theory and Applications” énce
Rusga daha sonra ise Ingilizce olarak 1993’te yayimlanmigtir [53]. Kesirli analiz konusunda
istenilen birgok onemli ayrint1 i¢in bu ansiklopedik kaynaga bagvurulabilir. Son zaman-
larda bu alanda yazilmig kitap, dergi ve yapilan konferanslar ile ilgili genig literatiir
aragtirmasi J. T. Machado, V. Kiryakova ve F. Mainardi'nin 2010 yilinda yayimladiklar:

“Recent History of Fractional Calculus” adli makalede mevcuttur [36].

Son zamanlarda kesirli tiirevin yeni bir tanimi, klasik tiirevin dogal bir genigletilmesi
olarak ortaya atildi. Uyumlu kesirli tiirev (conformable fractional derivative) olarak ad-
landirilan bu tanim ile klasik tiirev tanimi arasindaki uyum dikkat g¢ekicidir. Uyumlu
kesirli tiirevler i¢in carpim ve boliim kurallar1 saglamakla birlikte, zincir kural da klasik
tiirevlerdeki kurala yakin bir formda yazilabilmektedir. Bu yeni operator, belirtilen ben-

zer ozelliklerinden dolay1 aragtirmacilarin ilgisini ¢cekmis ve kisa zamanda yeni caligmalar



literatiirde yer almigtir. Khalil’in ortaya attigi bu yeni tanim, klasik tiirevdekine benzer
sekilde limit formu ile verilmistir. Daha sonra uyumlu kesirli tiirev kavrami, Abdeljawad
tarafindan gelistirilmistir. Abdeljawad yaptigi calismada, sag ve sol tarafli uyumlu ke-
sirli tiirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralini ve Gronwall egitsizligini vermistir. Ayrica
n = 0,1,2,.. olmak iizere a« € (n,n + 1] i¢in sag ve sol tarafli uyumlu kesirli integral
tanimlar1 verilmig ve @@ = n + 1 olarak secildiginde uyumlu kesirli integraller ile elde
edilen sonuclarin Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilen sonuclara

indirgendigine igaret edilmigtir.

Son zamanlarda A. O. Akdemir, E. Set, M.Z. Sarikaya gibi baz1 yazarlar tarafindan bu yeni
operatorler ile ilgili yeni galigmalar yapilmaya baglanmigtir. Ayrica, A. Yalgn [2] yiiksek
lisans tez caligmasinda uyumlu kesirli integraller yardimiyla farklh tiirden fonksiyonlar i¢in

yeni sonuclar elde etmistir.

Riemann-Liouville kesirli integrallerinin yeni bir genellegtirmesi, Raina [51] tarafindan;
R reel sayilar ve o(k) (k € Ng = NU {0}) ise pozitif reel sayilarm smirh bir dizisi olmak

uzere

o _ 10(0),0(1),... r = o(k) k .
P,/\<x) = fp,)\ (SL’) = kzg mw (p, A> 0z € R) (101)
seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir sinifi kullanilarak
(Tynart) (x) = / (x = F L w(a = t)]pt)dt (x> a) (1.0.2)

seklinde verilmigtir. Bu operator igin o(k), A ve w nin 6zel se¢imleri sayesinde uyumlu ke-
sirli integrallerde oldugu gibi Riemann-Liouville kesirli integrallerine bir doniigiim saglan-
maktadir. Bu yeni operatorler yardimiyla da son zamanlarda Hermite-Hadamard, Os-
trowski ve Simpson gibi esitsizlikler i¢in yeni caligmalar yapilmistir.

Tung ve arkadaglar1, k—gama fonksiyonunu kullanarak o(m) € R™ (m € Ny) reel sayilarin

simirl bir dizisi olmak tizere

o0

o,k U(m) m +
’ = E k, p, A€ RT; 1.0.

seklinde yeni bir fonksiyon sinifi tanimlamiglardir. Bu fonksiyon sinifi ile birlikte Samko,
Kilbas ve Marichev’in [53] verdikleri, bir bagka fonksiyona bagh integral operatorii tanimin-
dakine benzer sekilde, sirasiyla sol ve sag tarafli k—genellegtirilmis kesirli integral o-

peratoriniin tanimi

jpﬁi{,f+;wf($) (104)
_ ’ g/(t) fO’,k
_ F¥wlg(z) — g6 f Ot (x> a)

/a (g@) — g2 AT



ve

Tl () (1.0.5)
(

b g, t) FUk
_ FrHu(g(t) — g@)VIf (1) dt (x < b)
/x<g<t>—g<x>>1—k e

seklindedir. Burada g(z) fonksiyonunun ve genellegtirilmis kesirli integrallerde oldugu

gibi o(k), A ve w degigkenlerinin 6zel segimleri sayesinde bilinen birkag¢ kesirli integral
opertoriine bir déniisiim saglanmaktadir. Ornegin g(z) = = ve g(z) = Inz gibi farkh

secimlerde bilinen bazi kesirli integral operatorleri elde edilmektedir.

1.1 Tezin Ana Hedefi

Yukarida verilen 6zet niteligindeki birtakim genel bilgiler ve literatiirde yapilan ornek
caligmalardan alinan motivasyon ile bu tez ¢aligmasinda varilmak istenen ana hedeflerden
bazilari;

i. Kesirli integral ve tiirevin geligsimi konusunda bilgiler verip konu hakkinda one ¢ikan
detaylar1 vermek,

ii. Uyumlu kesirli integraller, genellestirilmis kesirli integral operatorleri ve genellestirilmis
k—Xkesirli integral operatorleri yardimiyla yeni egitsizlikler elde etmek, ayrica klasik integ-
raller ve Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla verilen bazi sonuglarin daha
genel hallerini elde etmek,

iii. Kullanilan integral operatorlerindeki bazi parametrelerin 6zel secimleriyle, calismada
elde edilen birtakim sonucglarin literatiirdeki klasik veya Riemann-Liouville kesirli integ-
ralleri yardimiyla elde edilen bazi sonuclara dontigtiigiinii gostermek,

iv. Kullanilan yeni integral operatorleri ile ilgili ayrintili bilgiler vermek ve yeni ¢oztimler
sunarak daha sonra yapilacak olan gerek tez gerekse yeni ¢aligmalar icin aydinlatici ol-

masini saglamaktir.

1.2 Tezin Organizasyonu

Alt1 boliimden olusan bu tez ¢aligmasinda yapilanlar ile ilgili kisa bir organizasyon bilgisi
agagida verilmigtir.
Birinci Boliim: Tezin ana hedefleri ortaya konmus ve yapilan literatiir aragtirmasi ile

birlikte kapsamli bir tanitim yapilmig ve bununla beraber genel bir girig verilmistir.



Tkinci Boliim: Bu boliimde ¢aligma boyunca kullanilacak olan baz1 konvekslik ¢esitlerine,
ozel fonksiyonlara, énemli egitsizliklere ve bunlar ile ilgili 6zellikler ve orneklere yer ve-
rilmigtir.

Uciincii Boliim: Materyal ve yontem olarak adlandirilan bu boliimde Riemann-Liouville
kesirli integrallerinin genel ozellikleri, birka¢ uygulamalasi ve baz1 yazarlar tarafindan
bu integraller yardimiyla elde edilen sonuclar verilmistir. Ayrica uyumlu kesirli tiirev
ve integralleri, genellestirilmig kesirli integral operatorleri ve k—genellestirilmig kesirli
integral operatorleri ile ilgili tanim ve ozellikler ayrintilariyla verilmis ve bu kesirli in-
tegraller yardimiyla elde edilmig bazi sonuclara yer verilmistir. Uyumlu kesirli integraller,
genellegtirilmis kesirli integraller ve k—genellestirilmig kesirli integral operatorlerinde bulu-
nan bazi parametrelerin 6zel se¢imleriyle hangi kesirli veya klasik integrallere dontistiikleri
de yine bu boliimde gosterilmigtir.

Dordiincii Boliim: Bulgulara ayrilan bu kisimda ¢ alt boliim bulunmaktadir. Birinci
alt bolimde sirasiyla, diferansiyellenebilen konveks, ikinci anlamda s— konveks, quasi-
konveks ve iki kez diferansiyellenebilen m—konveks fonksiyonlar i¢in yeni ozdeglikler is-
patlanmig daha sonra bu oOzdeglikler ve bilinen baz egitsizlikler kullanilarak Hermite-
Hadamard tipli yeni sonuclar elde edilmistir. Ikinci alt boliimde genellestirilmis ke-
sirli integral operatorleri yardimiyla yeni 6zdeslikler ispatlamakla beraber 6énce konveks,
ardindan iki kez diferansiyellenebilen s—konveks ve son olarak ise P(I), Q(I), S(X,h) ve
r—konveks gibi baz1 konveks fonksiyon siniflari i¢in Hermite-Hadamard tipli yeni egitsizlik-
ler elde edilmistir. Ugiincii alt boliimde ise k—genellestirilmis kesirli integral operatorleri
yardimiyla Hermite-Hadamard egitsizliginin genellegtirmesi, yeni bir 6zdeslik ve bu 6zdeslik
yardimiyla elde edilen yeni bulgular verilmigtir. Elde edilen sonuglarin baz1 o6zel kogullar
altinda hangi sonuclara indirgendigi gosterilmigtir.

Besinci Boliim: Calismanin 6zet niteliginde sonucu ve ilgili aragtirmacilar i¢in yeni
oneriler bu boliimde verilmigtir.

Altinci Bolim: Tezin icinde kullanilan kaynaklar bu boliimdedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamizda kullanilacak olan tanmimlar, teoremler, bazi iyi bilinen

esitsizlikler ve temel ozellikler ile gerekli olan ispatlar verilecektir.

2.1 Konveks Fonksiyon Siniflari igin Literatiir Aragtirmasi

Tanim 2.1.1 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LxL— Lve-:F xL— Liglemleri tanmimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa
L ye F cismi iizerinde lineer uzay(vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degigmeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x + y € L dir,

G2. Her z,y,z € Ligin x+ (y + z) = (z +y) + z dir,

G3. Her z € L i¢in  + © = © 4+ 2 = x olacak gekilde © € L vardir,

G4. Her x € L i¢in z + (—z) = (—x) + = © olacak sekilde —z € L vardir,
G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + x dir.

B) z,y € L ve o, B € F olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

L1. a.x € L dir,

L2, a.(z+vy) = a.x + a.y dir,

L3. (o + f).x = a.x + f.x dir,

L4. (af).x = a(f.x) dir,

L5. 1.z = 2 dir(Burada 1, F nin birim elemamnidir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye kompleks lineer uzay adi verilir [7].

Tanim 2.1.2 F bir cisim ve V ile W, F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
¢ € F olmak tizere T : V — W dontisimii,

i. T(u+v)="T(u)+T(v)

ii. T'(cu) = cT'(u)

sartlarim saghyorsa T ye V {izerinde lineer déntigiim denir [7].
Tanim 2.1.3 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve 2,y € A keyfi olmak {izere
B={z€Ll:z=az+(l-a)y, 0<a<l1l}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — )y esitligindeki x ve

y'nin katsayilari i¢in o + (1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu nedenle konveks



kiime tanmimindaki o ve 1 — « yerine o + 8 = 1 sartini saglayan ve negatif olmayan
reel «, 8 sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlegtiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [9].

Tanim 2.1.4 (Konveks Fonksiyon): [,R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve t € [0, 1] igin,

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y) (2.1.1)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte ” >" olmasi duru-
munda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1.1) esitsizligi ¢ € (0,1) i¢in

kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [50].

(T)| A _ R ___SS___ (S—— LL

t(y)+(1-Of(X) === === === === === m o m e

Bty H1-OR) === === == == mmm e

fx)|---—--——-———-"=

M fpm——————

s = ty+(1-t)x

Sekil 2.1: Konveks Fonksiyonun Geometrik Yorumu

Geometrik olarak bakildiginda; fonksiyonun konveks oldugu [z, y] arahginda secilen ty +
(1—t)z noktasindaki degeri, ug noktalarimin koordinatlar (z, f(z)) ve (y, f(y)) olan kirigin
temsil ettigi fonksiyonda aldigi degerden daima kiigiiktiir. Bir baska deyisle kirig egrinin
tizerindedir ya da egri kirigin altinda kalir denir.

Aggidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina egdegerdir.

i. [ arahg tizerinde f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir
c € I olmak tizere % fonksiyonu I araliginda artan olmasidir.

ii. f: (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart her ¢,z € (a,b)

icin



olacak bigimde bir ¢ : (a,b) — R artan fonksiyonunun olmasidir.

iii. f diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere, f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f’ fonksiyonunun artan olmasidir.

iv. f” (a,b) de mevcut olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart f” > 0 olmasidir.

v. f:(a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her xy € (a,b)

icin f fonksiyonunun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir. Yani Vz € (a,b) igin

f(x) = [(wo) + Mz — x0)

esitsizliginin saglanmasidir. Bu esitsizlikte A degigskeni zy a baghdir ve eger f’ var ise
A= f'(wo) yada fL(zo) # fi(x0) ise A € [f~ (o), f1(0)] dir.
vi. f:(a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart; grafik tizerinde

secilen ti¢ ayr1 P, (), R noktalarimi birlestiren kirigler i¢in
egimPQ) < egimPR < egimQR
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.1.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
i. f,(a,b) arahgimmda siireklidir,
ii. f,[a,b] arahginda sirhdir [8].

Onerme 2.1.1 i. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise bu araligin herhangi bir alt
araligi olan [z, y] lizerinde de aymi gekilde konvekstir.

ii. Herhangi z,y € [a,b] i¢in

f(x;y) < @ ;r f)
esitsizligi gecerlidir ki burada konveks fonksiyon icin verilen tanimda ¢t = % secimi yapildigi
acik bir gekilde goriillmektedir.
iii. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks, ¢1,ts, ..., ¢, € [0,1]igin Y i | t; = 1 ve xq, z2, ..., Ty

€ [a, b] olmak tizere
fmy +towa + o+ toan) S U f(an) +taf (22) + o+ o f(20)

olarak verilen ‘Jensen esitsizligi’ gecerlidir.

iv. Ozel olarak t; =ty = ... = t, = + secimi yapilrsa 1, s, ..., T, € [a, b] i¢in

n

PP < ) 4 f(aa) et )

esitsizligi gecerlidir [37].



Teorem 2.1.2 f: [a,b] — R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

U={(z,y)|la <z <b f(z) <y}

kiimesinin konveks olmasidir. Geometrik olarak, fonksiyonun tanimli oldugu aralikta egri

tizerinde kalan bolgenin konveks bir kiime belirtmesidir [37].
Konveks fonksiyon ile ilgili tanim, teorem ve énermelerin ardindan simdi de ¢aligmada
kullanilan baz1 konvekslik cesitlerinin tanim ve ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.1.5 (J-Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak {izere her z,y € I i¢in

f(xﬂ/) < f@+ )

2 2

sartini saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen konveks veya J-konveks fonksiyon denir

>

38].

Tanim 2.1.6 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her z,y € I ve x # y igin

(25 < L0 10

oluyorsa f fonksiyonuna I tizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir [38].
Sonug 2.1.1 Her konveks fonksiyon J-konveks fonksiyondur.

Sonug 2.1.2 I C R olmak tizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart, her x,y € I ve her p,q > 0 reel sayilar1 icin
f(px + qy) < Pf@) +af(y)
p+q N p+q
olmasidir. Bu esitsizlik (2.1.1) esitsizligine denktir [39].

Tanim 2.1.7 (Quasi-Konveks Fonksiyon): f : [a,b] — R bir fonksiyon ve fakl kiime
olsun. Her z,y € [a,b] ve A € [0, 1] i¢in

JAz+ (1= N)y) <max {f(z), f(y)}

ise f’ye quasi—konveks fonksiyon denir. Eger

fz+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}

ise f’ye kesin quasi—konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda
FOz + (1= N)y) > max { f(z), f(y)}
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ise f’ye quasi—konkav fonksiyon ve

fOz+(1—=MNy) > max{f(:c),f(y)}

ise f’ye kesin quasi—konkav fonksiyon denir [18].

Tanim 2.1.8 f hem quasi konveks hem de quasi konkav ise f’ ye quasi monotonik denir

[25].

Not 2.1.1 Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi konveks fonksiyondur. Fakat
bunun tersi dogru degildir. Yani konveks fonksiyon olmadigi halde quasi-konveks olan

fonksiyonlar vardir.

Ornek 2.1.1 g: [~2,2] — R fonksiyonu

1, te[-2,-1],
9(t) _{ t, te(-1,2.
seklinde tamimlansin. Burada g¢(t) fonksiyonu [—2,2] arahginda quasi—konvekstir fakat

konveks degildir [30].

Tanim 2.1.9 (m—Konveks Fonksiyon): f:[0,b] — R ve b > 0 olsun. Her
z,y € [0,b], m € [0,1] ve t € [0, 1] i¢in

fltz+m(1l—t)y) <tf(z) +m(l—1)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m—konveks fonksiyon denir ve bu fonksiyon simiflari
Kb ile gosterilir [62]. Burada m = 1 segilirse, yukarida verilen esitsizlik klasik konveks

fonksiyon egitsizligine m = 0 sec¢imi yapilirsa starshaped fonksiyonu egitsizligine dontisiir.

Tanim 2.1.10 ((«, m)—)Konveks Fonksiyon): f : [0,0] — R ve b > 0 olsun. Her
z,y € 10,0, t € [0,1] ve (o, m) € [0,1]? igin

fltz +m(l —t)y) <t°f(x) +m(l —t%)f(y)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (a,m)—konveks fonksiyon denir [40]. Burada (a,m)
nin secimleriyle farkli konveks fonksiyon siniflar1 elde edilir.

Ornegin (o, m) € {(0,0), (,0), (1,0), (1,m), (1,1), (or, m)} segimleri yapildiginda yukarida-
ki (a,m) fonksiyon smfi, sirasiyla; artan, a—starshaped, starshaped, m—konveks, kon-

veks ve a—konveks fonksiyon siniflarina dontistir.
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Tanim 2.1.11 (Godunova-Levin Fonksiyonu): Negatif olmayan f : [ — R fonksi-

yonu her z,y € I, A\ € (0,1) olmak {izere

f(MHl—A)y)S@JF%

esitsizligini sagliyorsa f’ ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q([) smifina aittir denir

[24]. Bu tamma denk olarak; f € Q([) ve x,y, z € I ise, bu takdirde
f@) @ —y)z—2)+ f)ly—2)y—2)+ f(2)(z —z)(z —y) =2 0
esitsizligi saglanir [24].

Tanim 2.1.12 (P-Fonksiyon): Negatif olmayan f : I — R fonksiyonu z,y € I, A €
(0,1) olmak tizere

fQz+ (1= XNy) < f(z)+ fy)
esitsizligini sagliyorsa f’ye P—fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir [14].
Tanimlardan agikga goriilecegi gibi, tiim negatif olmayan monoton ve negatif olmayan kon-
veks fonksiyonlar Q(7) sinifina aittir. Ayrica Q(I) D P(I) ve P(I) smifindan fonksiyonlar

negatif olmayan monoton, konveks ve quasi konveks fonksiyonlardan meydana gelmekte-

dir.

Tanim 2.1.13 (Birinci Anlamda s—Konveks Fonksiyon): R, = [0,00), f : Ry = R

ve 0 < s <1 olsun. a® 4+ f° = 1 olmak tizere her u,v € R, ve her o, f > 0 i¢in
flau+ pv) <o’ f(u) + 5°f(v)
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir [45].

Tanim 2.1.14 (ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): «,5 > 0, a + 5 =1 ve

s € (0, 1] olmak {izere tiim u,v € Ry i¢in f : R, — R fonksiyonu

flau+ pv) < o’ f(u) + B°f(v)

esitsizligini sagliyorsa f fonsiyonuna ikinci anlamda s-konveks denir. Bu fonksiyonlarin
simifi K2 ile gosterilir [11]. Verilen egitsizlikte s = 1 i¢in [0, 00) araliginda s—konvekslik

kavrami bilinen konvekslige doniisiir.
Ornek 2.1.2 5 € (0,1) ve a,b,c € R olsun. f : [0, 00) — R fonksiyonu

a, t=0
f(t)_{ bt* +¢, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
i.b>0ve0<c<aise fe K2 dir.
ii. b>0vec<O0ise f¢ K?dir [28].
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Tanim 2.1.15 (h—Konveks Fonksiyon): i : J C R — R negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. f: I — R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € I, a € (0,1) igin

flax + (1 —a)y) < h(a) f(z) + k(1 — a)f(y)

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna h—konveks fonksiyon veya SX(h, I) smifina aittir
denir [65]. Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f fonksiyonuna h-konkav fonksiyon
veya SV (h,I) smifina aittir denir. Eger h(a) = « olarak segilirse, bu takdirde tiim
negatif olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) smifina ve tiim negatif olmayan konkav

fonksiyonlar SV (k,I) simfina aittir; () = < olarak almsa, SX (h, 1) = Q(I); h(a) =1

almirsa SX (h, 1) D P(I) ve h(a) = o®, s € (0,1) almirsa SX(h,I) 2 K? oldugu acikca
goriilebilir.
Tanim 2.1.16 z,y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi
T _ T % y
Mr(Ly;)\):{ A"+ (1 =Ny")r ,r#0 ise

Pyl v =0 ise

olarak tanimlanir [49].

Tanim 2.1.17 (r—Konveks Fonksiyon): Porzitif f fonksiyonu her z,y € [a,b] ve A €
0, 1] icin

fOz+ (1= Ny) < M((f(2), f(y); N)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna [a,b] araliginda r—konveks fonksiyon denir [23]. Bu

tanimdan O0—konveks fonksiyonlarin [og—konveks fonksiyonlar ve 1—konveks fonksiyon-

larin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna ulagilabilir. r—konvekslik tanimi

- ,r#0

fr()\x‘f'(l—/\)y) = { (Afr(x)+/(\}f y))l—)\ ,7”:0

bigiminde genigletilmigtir [49].

Tanim 2.1.18 (log-Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. Eger logf konveks ise veya her x,y € I ve a € [0, 1] igin

flax + (1 —a)y) > [f(@)]*[f )]

ise f fonksiyonuna log—konveks fonksiyon ve bu esitsizligin ters ¢evrilmesi durumunda ise

log—konkav fonksiyon denir [50].
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Tanim 2.1.19 (Artan-Azalan Fonksiyon): f, I araliginda taniml bir fonksiyon ve
x1,To ise bu araligin keyfi iki noktasi olsun. Bu takdirde

i. wg > a1 iken f(x3) > f(x1) ise f fonksiyonu [ tizerinde artandir,

ii. @9 > a1 iken f(z2) < f(xy) ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandur,

iii. x9 > 27 iken f(x9) > f(z1) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir,

iv. x5 >z iken f(x9) < f(x1) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir [4].

Teorem 2.1.3 J acik bir aralik ve J C I ve I, J’ nin ug¢ noktalarinin her ikisini veya birini
iceren en kiigiik aralik olmak iizere f, I iizerinde siirekli ve J iizerinde diferensiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i. Vo € J igin f'(z) > 0 ise f fonksiyonu [ tizerinde artandir.

ii. Vo € J icin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

iii. Vo € J igin f'(z) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

(
iv. Vo € J icin f'(z) <0 ise f fonksiyonu [ {izerinde artmayandir [4].

Sonug 2.1.3 f ve g konveks fonksiyonlar ve ayni zamanda ¢ fonksiyonu artan ise g o f

fonksiyonu da konvekstir [52].

2.2 Gama, Beta ve Tamamlanmamis Beta Fonksiyonu

Tanim 2.2.1 (Gama Fonksiyonu): n > 0 i¢in

F(n):/ e “u" tdu
0

ile tammmlanir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir [32]. Gama fonksiyonunun bazi énemli

ozellikleri agagida verilmigtir.

3. [ Ede =T(p)I'(1 —p) = 1 0<p<l

1+z sin pIl?

4. 22710 (n)0(n + %) = VIIT(2n).
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Tanim 2.2.2 (Beta Fonksiyon): I'(«), Euler Gama fonksiyonu, C ve Z, sirasiyla
kompleks sayilar ile pozitif olmayan tamsayilar olmak iizere Beta fonksiyonu
¢l
/ M1 —t)Ptdt  (Re(a) > 0; Re(j) > 0)
0
B(a, p) =
['(a) T'(8) _
—_— a, e C\Z
\ F( o+ 6) ( ﬁ \ 0)
seklinde tanimlanir. Ayrica tamamlanmamig Beta fonksiyonu

B.(a, B) := /Of M1 —t)Ptdt  (Re(a) > 0)

seklinde tanimlanir [61]. Uyumlu kesirli integraller i¢in yapilan ¢aligmalarda, B(a, ) ve

B, («, B) ifadelerinde « ile [ reel say1 olarak alinacaktur.

x = 1 i¢in tamamlanmamig beta fonksiyonu beta fonksiyonuna dontigiir. Caligmada kul-
lanilacak olan bu fonksiyonlarla ilgili birka¢ 6zellik ve 6rnek asagidaki gibi verilebilir.

i. B(a,b) = Bi(a,b) + By_4(b,a)

ii. B(a,b) = Bi(a,b) + Bi(b,a)

2

1ii. Bx(a + 17 b) — aBz(a,b)fxa(lfx)b

a+b
iv. B:C(a/7 b+ 1) _ be(a,b)atwba(l_m)b
v B(zr+1,y) = = B(x,y)

T4y

vi. B(z+1,y)+ B(z,y+1) = B(z,y)
vii. B(l,y) = i
viii. B(z,y) = B(y, )

Ozellikle uyumlu kesirli integraller ile yapilan caligmalarda kullanilan tamamlanmans
beta fonksiyonunun integral ve tiirevi ile ilgili agagidaki ornekler aydinlatici olacaktir.

d %@ )
- dt = u (z)f(u(z)) —v () f(v(z
dx/v(m) f)dt = u () f(u(z)) — v (z)f(v(z))

olarak bilinen Leibniz kural uygulanarak, B, (a,b) nin tiirevi;

d d [*
—B,(a,b) = — [ t* Y1 =) 'dt
LBt = o[ ey

— .I'a_l(l . x)b—l
dir. Ayrica, By(a,b) nin [0, 1] tizerindeki integrali, kismi integrasyon metodu kullanilarak

! 1
/Bt(a’bMzf = Bt(“=b>t\é_/ (7 (1 — 1) Lt
0 0

— B(a,b) — Bla+1,b)
( a

= B(a,b) — B(a,b

a’?) a/+b (0’7)
_ ) B(a,b)
 a+b ’
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dir.

Lemma 2.2.1 (min{Re(a), Re(5)} > 0; Re(p) > —1) olmak iizere kismi integral yontemi
kullanilarak elde edilen asagidaki esitlik gecerlidir.

1
1
| ¥ Bladydt = [Bla.p) - Bat v+ 1.5).
0 p+1

Ornek 2.2.1 p = 2 olmak iizere t2B,(a, b) nin [0, 1] iizerinden belirli integrali

1 L1

/ *By(a,b)dt = ZBy(a,b)t*|, — 5/ N1 — )t
0

1
o 3
% (B(a,b) — Bla +3.b)]

dir.

2.3 Baz1 Onemli Esitsizlikler

2.3.1 Hermite-Hadamard Esitsizligi

Konveks fonksiyonlar icin literatiirde bulunan 6nemli egitsizliklerden biri olan Hermite-
Hadamard esitsizligi, son yillarda esitsizlik ile ilgili ¢aligmalar yapan ¢ogu aragtirmacinin
ilgisini gekmigtir. Siirekli konveks fonksiyonun (integral) ortalama degerinin tahminini
veren bu esitsizlik, konveks fonksiyonlar teorisinde biiyiik rol oynamakla beraber, ayrica
fonksiyonun reel sayilarin agik bir araliginda konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sartim
da saglamaktadir. Konveks bir fonksiyonun grafiginin, tizerinde alinan herhangi iki nok-
tay1 birlestiren dogru parcasimin altinda kaldigi bilinmektedir. Bu baglamda Hermite-
Hadamard esitsizliginin geometrik yorumunu anlamak konveksligi anlamaktan ge¢gmektedir
diyebiliriz. Fonksiyonun segilen bir [a, b] araligindaki integralinin ortalama degeri, araligin
orta noktasindaki degerinden biiyiik, u¢ noktalarindaki degerlerinin aritmetik ortala-
masindan ise kiigiiktiir. Bu kolay esitsizligi anlamak i¢in kii¢iik bir hesaplama yapmak
yeterlidir. Aslinda “konveks” teriminin temelleri, Hermite'nin 1881’de yazdigi ve “A
Journal of Mathematics” dergisinde “A Short Note in Mathtesis” baglikli makalesinde
yer almugtir [19]. Dragomir ve Pearce, yayimladiklar1 monografide Hermite-Hadamard
esitsizliginin, dogal bir geometrik yorumlama ve bir¢ok uygulama ile konveks fonksiyonlar
icin ilk temel sonug oldugunu belirtmiglerdir [19]. Matematikte bu esitsizlige olan ilgi hala
devam etmektedir. Hermite-Hadamard esgitsizligi; integral esitsizlikleri, yaklagim teorisi,

ozel ortalamalar teorisi, optimizasyon teorisi, bilgi teorisi ve sayisal analiz alanlarinda
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biiyiik katkilar saglamaktadir. Bu egitsizlik; quasi-konveks, log-konveks, r—konveks,
Godunova-Levin, p—fonksiyon ve harmonik konveks gibi farkli fonksiyon simiflari igin

genellegtirilmisgtir.

Teorem 2.3.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, a,b € I

ve a < b olmak iizere f: I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(”b) <! /abf(x)dx < SO/ (2.3.1)

2 b—a 2

esitsizligi gecerlidir [49].

Ispat. Hermite-Hadamard esitsizliginin literatiirde varolan iki ispat1 agagida verilecek-
tir. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks yani (a, b) arahiginda siirekli ve [a, b] araliginda
sinirhh oldugundan integrallenebilirdir. Konveksligin geometrik yorumundan esitsizligin
sag tarafinin ispat1 aciktir.

r=ta+ (1—1t)bvetel01]ign

! /abf(:c)dx _ /Olf(taJr(l—t)b)dt

b—a
< f(a) /1tdt+f(b) /1(1—t)dt

fla) + f(b)
2

esitsizligi gecerlidir. Ayrica belirli integralin parcalanigindan

a+b

bia/abf(x)dx = bia (/an(ZL')dx—f—/;f(x)dx)

olarak yazilabilir. Burada esitsizligin saginda x = a + @ i¢in

a+b

/a2f(a:)dx _ b_Ta 1f<a+t(b2_a)>dt

0

tb—a) : .
Vex:b—%lgm

b _b—a (! t(b—a)
» f(x)dx = 5 /Of(b— 5 )dt

2

egitlikleri gecerlidir. Bu durumda, elde edilen bu esitlikler ve fonksiyonun konveksligi

kullanilarak

bia/abf(x)dx _ %/01 [f(a+t(b;a))+f<b—t(b2_a))}dt

vV
s
VRS

s
v | +
S
N————
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dir. Boylece her iki esitsizlikte ispatlanmig olur [8].

Hermite-Hadamard esitsizliginin farkli bir ispati ise agsagidaki gibi verilebilir;

f fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alinan herhangi iki noktay1
birlegtiren dogru parcasinin fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu bilinmektedir. Buna
gore

flo) < Sl + O =TWy

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [a, b] aralig izerinden x degiskenine gore

/abf(x)d:c < /f d:c—l— ) f(>/ab(x—a)da:

fla) + f(b)
2

integre edilirse

a+b—t(b—a)
2

a+b+t(b—a)

dir. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, sirasiyla x = 5

ve r =

degisken degistirmesi yapilirsa
1 b atb b
b—a/a flz)dz = b—a/ f(z dx—l—— a;bf(x)dx

_ 5/0 {f<a+b 2(b a)>+f(a+b+2t(b—a)>}dt
> f(a;b)

elde edilir ve ispat tamamlanir [43].

Hermite-Hadamard esitsizliginin her iki tarafininda konveks fonksiyonlar1 karakterize et-
mesi biraz ilgingtir. Daha net bir ifadeyle, I, R’ de bir aralik ve f : I — R siirekli
fonksiyonunun [a, b] araliginin her kompakt alt araligina kisitlanmasi Hermite-Hadamard

esitsizligini saghyor ise f konvekstir.

Baz1 konveks fonksiyonlar i¢in anlamay1 kolaylagtirici olmasi agisindan agagida verilen

ornekte basit bir uygulama verilmigtir.

Ornek 2.3.1 f(z) = 2% i¢in b > a > 0 olmasi durumunda [a, b] arahginda konveks f

fonksiyonu i¢in

(b—a)f (a;b> < /abedm < (b—a)—ﬂa);f(b)

ile verilen Hermite-Hadamard egitsizliginin saglandigini gosterelim.

Burada

f(a+b):(a—l—b)2 /bIde:Iﬁ—a?’ fla) + f(b) _ a® +0?
2 2 ), 3 2 2
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dir. Gergekten de

a+b\? B —ad
_ <
(b “)< 2 ) =73

(b— a)a2 + QZZH— b? < (b— a)(a23—|— ab + b?)

icin

dir. Oyleyse
3a® + 6ab + 3b° < 4a” + 4ab + 4b°
esitsizlgi vardir, dolayisiyla
0< (a—b)?
oldugu kolaylikla anlagilir, bu da birinci esitsizligin agik ispatidir. Benzer sekilde

b —a a’ + b?
< _
g Sb-a—

esitsizligi icin de gerekli iglemlerin ardindan yine
0< (a—10b)?
olur ve boylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.3.2 f(z) = 15 fonksiyonu i¢in Hermite notunda

2 2

x x
< log(1 <xr—
5 og(14+1z) <z 5 2

€xr —

seklinde bir esitsizlik yazmigtir [27]. Ozellikle, her n € N*(porzitif dogal say1) i¢in

! <log(n+1)—1 <1 1+ !
- og\n — togn - | —
ngl =9 = \n Tt

olarak verilmis olup bu ise

n+1
nl~vV2Iln 2 e™

ile verilen Stirling’s formiiliiniin elde ediligine yardimer olur [42].

Ornek 2.3.3 f = € i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi saglanir, yani

dir. Buise 2 = e® ve y = ¢ icin

r—Y T+y
v/ < <
oy log x — logy 2

ile verilen geometrik, logaritmik, aritmetik ortalama iligkisini verir [42].
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Ornek 2.3.4 f(z) = sinz fonksiyonu icin [0, 7] araligimda konkav oldugundan

sina +sinb  cosa — cosb . a+b
< < sin
2 b—a

s
72

esitsizligini saglar, bu ise [0, 2] araliginda “tanx > x > sina” esitsizligini gosterir [42].
Hermite-Hadamard esitsizliginin farkli konveks fonksiyon simiflar1 igin gerek klasik

gerekse baz1 kesirli integral operatorlerini igeren genellestirmeleri mevcuttur. Dragomir

ve Fitzpatrik'm [17], ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in elde ettikleri Hermite

Hadamard esitsizligi agsagida verilmistir.

Teorem 2.3.2 f : [0,00) — [0, 00) ikinci anlamda s—konveks bir fonksiyon, s € (0, 1],
a,b € 0,00), a <bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde

9s=1f (a a b) <> i - /abf(x)dx ORIV (2.3.2)

2 s+1

esitsizligi gecerlidir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin bazi kesirli integraller yardimiyla elde edilen formlari
ilerleyen boliimlerde verilecektir. Tez boyunca lemma ve teoremlerin ispatlarinda kul-

lanilacak olan bazi esitsizlikler agsagida verilmistir.

2.3.2 Holder Esitsizligi

Teorem 2.3.3 (Holder Esitsizligi): a = (aq,as, ..., a,) ve a = (by, by, ..., b,) reel veya
kompleks sayilarin iki n—lisi olsun. Bu takdirde, % + % = 1 olmak tizere

(a) p>1ise,
1 1
Z laiby| < (Z ’ak’p) <Z ’bk’q> ;
k=1 k=1 k=1

(b) p <0 veya g <0 ise,

S foxby > (Z|) (Zb)

k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gegerlidir [38].

Teorem 2.3.4 (integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % + é = 1 olsun. f

ve g, [a,b] araliginda tanimh ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|? ve |g|?, [a,b]

20



araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

/ | @)g(a)ldr < (/ b If(w)|”dx); (/ b |g<x>|qu>;

esitsizligi vardir. Benzer sekilde iki katli integraller icin

[ [ < ([ [ rf<x>|pdxdy)’1’ ([ \g(x)l"dxdy);

esitsizligi gegerlidir [39).

Holder esitsizliginin bir sonucu olan ve daha iyi sonuclar elde etmek i¢in kullanilan Power

Mean esitsizligi asagidaki gibidir.

Sonug 2.3.1 (Power Mean Esitsizligi): f ve g, [a,b] arahginda tanimli ve integral-

lenebilen iki fonksiyon olsun. ¢ > 1, |f| ve |g|?, [a,b] araliginda integrallenebilen fonksi-

/ | F@)g(o)lde < (/ b |f(:v)|d:v>1_; (/ b |f(9:)||g(w)|qu)é

esitsizligi gecerlidir.

yonlar ise

Benzer sekilde iki kath integraller icin

1

/ b / | (@)g(a) dady < ( / b / b If(w)|dxdy)1_; ( / b / b |f<x>||g<as>|wxdy) E

esitsizligi gecerlidir.

2.3.3 Minkowski ve ["Jggen Esitsizligi

Teorem 2.3.5 (Minkowski Esitsizligi): a = (ay,a9,...,a,) ve a = (by, b, ..., b,) reel

veya kompleks sayilarin iki n—Ilisi olsun. Bu takdirde, p > 1 olmak tizere

(o) = (5 ()
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gecerlidir [39].
Teorem 2.3.6 (Ucggen Esitsizligi): Herhangi z, y reel sayilan icin,
|2+ y| <[z +[yl,
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2] =Tyl < & =y,
[z = lyll < [z + |
ve tiimevarim yoluyla
|z1 + ot p| < oa| + |z2] + o+ |20

esitsizlikleri gegerlidir [39].

Teorem 2.3.7 (integraller icin Uggen Esitsizligi): f, [a,b] araliginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

/ ()

< [

esitsizligi gecerlidir [39].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Caligmanin bu kisminda 6nce Riemann-Liouville kesirli integralleri ile ilgili, gerekli
on bilgiler ve literatiirde varolan farkli konvekslik tiirleri i¢in, konuya uygun olarak elde
edilmis, Hermite-Hadamard esitsizlikleri verilecektir. Ikinci olarak, bu kesirli integraller
yardimiyla, farkli konveks fonksiyon siniflar1 igin, baz yazarlar tarafindan elde edilen
lemma ve Hermite-Hadamard tipli egitsizlikler verilecektir. Daha sonra ise aragtirmada
gerekli olan, uyumlu kesirli integraller, genellestirilmis kesirli integral operatorleri ve
genellegtirilmis k—kesirli integral operatorleri ile ilgili tamim, ozellikler ve o6rnekler ile

literatiirde bulunan baz lemma ve esitsizliklere yer verilecektir.

3.1 Riemann-Liouville Kesirli integralleri

Tanim 3.1.1 f € Lfa,b] olsun. Bu durumda sirasiyla a.(« > 0) mertebeden sol tarafli

ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri
(0% 1 ¢ a—
@) = o [ =00 @ >

ve

b
o f(z) = %a)/ (t— 2 f(B)dt, @ <b

seklinde tamimlamr [53]. Burada I'(t) gama fonksiyonudur ve oo = 1 segilirse Riemann-
Liouville kesirli integrali klasik integrale doniisiir. Ayrica o = 0icin J?, f(z) = J;_f(z) =

f(z) dir.
Ornek 3.1.1 f(z) = 3(z—a)? fonksiyonunun +. mertebeden kesirli integralini hesaplayalim.
x > a olmak tizere yukarida verilen tammdan faydalanarak f(z) = 3(x—a)? fonksiyonunun

1

5- mertebeden kesirli integrali,

Bt = [ = e — 0

I'(35

_ % /x 3(t — a)?(z — )" 2dt

olarak yazilir. Burada t = a 4+ (x — a)u degisken degistirmesi yapilarak

B = 2 [ R — )

3 s (1 .
= (x—a)?/ u*(1 —u) 2du
0
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oldugu goriiliir. Benzer sekilde degisken degistirmesi yapilarak, elde edilen %(m — a)g

1

fonksiyonunun tekrar

. mertebeden kesirli integrali alinirsa,

% o 1 T 16 g _ _%
Jar f(x) = @/ﬂ ﬁ(t—a) (x —t)"2dt

1 16 s [1s i
= —F(%)—5ﬁ(x—a) /0 u2(1 )" 2d
1 16 5 71
= tmEat VG

116 T'($)I(3)

BT

= (z—a)?

oldugu goriiliir. Boylece fonksiyonun art arda iki kez % mertebeden kesirli integrali hesap-

landiginda klasik integraller igin elde edilen sonucuna doniistigi gortilmektedir.

Ayrica, o. mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli tiirevleri, o €

C (Re(a) > 0) dyleki [Re(a)], Re(a)’ nin tam degeri olmak tizere

D) = (1) Gnw 3.11)

_ ﬁ (%)/%dt (n = [Re(a)] + 15 = > a)

ve

D) = (~4) GEnw (3.12)

_ ﬁ (_%>n/wb$dt (n = [Re(a)] + 15 = < b)

seklinde tanimlanir. Sarikaya ve arkadaslari Riemann-Liouville kesirli integralleri yardi-

miyla konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligini agsagidaki gibi elde etmisler-

dir.

Teorem 3.1.1 f : [a,b] — R bir fonksiyon, a < b ve f € L|a,b] olsun. Bu takdirde f,
la, b] tizerinde konveks ise

fla)+ f(b)
2

f ( > b) < ;ff;i 2 S (b) + T f(a)] <
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esitsizligi gegerlidir [54]. Burada a = 1 olarak segildiginde esitsizligin klasik integraller
yardimi ile elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligine dontigtiigii agikca goriillmektedir.
Sarikaya ve Yildirim Riemann-Liouville kesirli integralleri yarimiyla konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard esitsizliginin bir bagka versiyonunu agagidaki gibi elde etmislerdir.

Teorem 3.1.2 f : [a,b] — R bir fonksiyon, a < b ve f € L[a,b] olsun. Bu takdirde f,

la, b] tizerinde konveks ise

a+b 27 M+ 1) [, N
f( 5 ) < W J(GTM)Jrf(b)—i-J(aTM),f(a) (3.1.4)
fla)+ f(b)
- 2

esitsizligi gecerlidir [55].
Ayrica, Set ve arkadaglar1 Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla s—konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini agagidaki gibi elde etmislerdir.

Teorem 3.1.3 f : [a,b] — R fonksiyon, a < b ve f € Lla, b] olsun. Bu takdirde a > 0 ve

s € (0,1] olmak tizere f, [a,b] tizerinde ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise

2711 (450) < g LU @)+ )] (3.15)

2 ~ 2(b—a)
fa) + [ (b)
2

ga{ +B(a,s+1)}

a+ s
esitsizligi gecerlidir [59].

3.1.1 Farkh Konveks Fonksiyon Simflar: i¢cin Riemann-Liouville Kesirli
Integrallerini Iceren Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde, literatiirde bulunan bazi caliymalardaki Riemann-Liouville kesirli integral-
leri yardimiyla elde edilen sonuglara yer verilecektir. Ik olarak, Sarikaya ve Yildirim
tarafindan ispatlanan ozdeslik ve bu 6zdeslik yardimiyla elde edilen sonuglar asagidaki

gibi verilmistir.

Lemma 3.1.1 f: [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b ve

f’ € Lla,b] olsun. Bu takdirde oo > 0 olmak {izere

2a71F(OZ + 1) o o a+ b
W[<J(u)+f(b) t+ Jfusn) f(a)] — f< ) (3.1.6)

:b;a{/oltaf
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dir [55].

Teorem 3.1.4 f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b

olsun. Bu takdirde ¢ > 1 olmak iizere |f’|?, [a, b] tizerinde konveks bir fonksiyon ise

201D (o + 1) [

b ae J?aTH,)J(b) + J(M)_f(a)] —f (a ; b) ‘ (3.1.7)

2

1

_4&:3(%aim)ﬁﬁm+mumeua+awwwy

+ka+wu%mwwa+wwwwr}.
esitsizligi gecerlidir [55].

Teorem 3.1.5 f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b
olsun. Bu takdirde ¢ > 1 ve ]—1) + % = 1 olmak itizere |f’|9, [a,b] tizerinde konveks bir

fonksiyon ise

% [Jf‘a;byf(b) + J(“m)_f(a)} 4 (a ;r b) ‘ (3.1.8)

2

gb‘“< 1 Y{[f@ﬂ+&ﬂ@]%FfW)+f@q;}
4 ap+1 4 4

<) @i+ o)

ap+1

esitsizlikleri gegerlidir [55].

Sarikaya ve arkadaslar tarafindan Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde

edilen sonuclar agagida verilecektir.

Lemma 3.1.2 f:[a,b] = R, (a,b) lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b ve
f" € L[a,b] olsun. Bu takdirde

@)+ f0)  Tlat1) )
2 ~2(b—a)® [Ja f(0) + i f(a)] (3.1.9)

= b;“/o (1 =) —t*] f (ta + (1 — t)b)at

esitsizligi gecerlidir [54].

26



Teorem 3.1.6 f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b
olsun. Bu takdirde |f'| fonksiyonu [a, b] {izerinde konveks ise

’f(a) +f(0) _ Tla+1)
2 2(b—a)~

20) + 5 @] (31.10)

< seas (17 3) [F@I+ 1O

esitsizligi gecerlidir [54].

Ozdemir, Aver ve Kavurmaci’min Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla is-
patladiklar1 6zdeglik ve bu 6zdeslik yardimiyla s—konveks fonksiyonlar i¢in elde ettikleri
Hermite-Hadamard tipli sonuglar agagidaki gibidir.

Lemma 3.1.3 f: I C R — R, [°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I°, a < b

ve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde her x € [a,b] ve @ > 0 olmak tizere

(- @ f(@+b=2)fO) D@t u o o

b—a b—a
_ % /Olaa _ D)tz + (1= Da)dt
% /01(1 — ) [t + (1 — D)b)dt

esitligi gegerlidir [46].

Teorem 3.1.7 f : [ C [0,00) — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,
a,b € I° ve f" € L[a,b] olsun. Bu takdirde o > 0, s € (0, 1] ve x € [a, b] olmak iizere |f],

[a, b] tizerinde s—konveks ise

(x —a)*fla) + (b —2)*f(b) Tla+1)

b—a T T a [J?—f(aHJ;f(b)]‘ (3.1.11)
o (l'—a)a+1+<b—w)a+1 /
= (3+1)(a+8+1){ b—a ]If(as)l

+ L 1 Dlae+DI(s+ 1)} {(fc —a)* P f (@) + (b~ w)““lf’(b)l]

+1  TD(a+s+2) b—a

dir [46].

Teorem 3.1.8 f : [ C [0,00) — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,
a,b € I° ve f' € Lia,b] olsun. Bu takdirde o > 0, s € (0,1] ve = € [a,b] olmak {izere

p,q>1, % + é = 1 i¢in | f’|? fonksiyonu [a, b] {izerinde s—konveks ise
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(x —a)*f(a) + (b — 2)*f(b)

['a+1)

<

b—a
F(1+p)(1+2)

b—a

a)a+1

[f @) + [ ()]

F(l1+p+12)

y{@_

b—a

(

s+1

Lﬁﬂ@+ﬁf@ﬂ

)é

b—a s+1

Lo z) (\f/(x)lq + If’(b)\q)é }

esitsizligi gecerlidir [46].

Teorem 3.1.9 f : [ C [0,00) — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,
a,b € I° ve f' € L[a,b] olsun. Bu takdirde o > 0, s € (0,1] ve z € [a,b] olmak {lizere

g > 11icin | f’|? fonksiyonu [a, b] lizerinde s—konveks ise

(r —a)*f(a) + (b—x)*f(b)

b—a B
1—-1
o q
<
- (04—1—1)

I'a+1)
b—a

L@ﬂ@+@f@ﬂ

(z — a)*! a i ol 1 T+ DIG+D], .0 )
X{ o (e @ [ ey rer)
(b—2)*" a vow [ 1 @+ DTG+ D] )
T ((S+1)(Oz+s+1)’f($)‘ +L+1_ ['(o+ s +2) }'f(b”) }

esitligi gegerlidir [46].

Zhu, Feckan ve Wang'in Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla ispatladiklar:

ozdeslik ve bu 6zdeslik yardimiyla konveks fonksiyonlar icin elde ettikleri sonuclar agagidaki

gibi verilecektir.

Lemma 3.1.4 f:[a,b] = R, (a,b) lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b ve
f" € L[a,b] olsun. Bu takdirde

olmak tzere

I'a+1)
2(b—a)~

= b;a{/o k;(t)f/(ta%—(l—t)b)dt—/o [(1—)* —t°]f (ta+ (1 — t)b)dt

wﬁﬂ@+lﬁﬂm—f(a+ﬁ

; (3.1.12)
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esitligi gegerlidir [68].

Teorem 3.1.10 f: [a,b] — R, (a,b) lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b

olsun. Bu takdirde |f'| fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise

‘F(oz—i—l)

g f(a 4 0] - 1 (150 (3..13)

2

< =t (0 a- o) [F@i+ o]

esitsizligi gecerlidir [68].

Noor ve Awan tarafindan verilen Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren 6zdeslik ve
bu 6zdeslik yardimiyla iki kez diferensiyellenebilen ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar

i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler agagida verilmistir.

Lemma 3.1.5 f : [a,b] = R, (a,b) {izerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a <bve f" € Lla,b] olsun. Bu takdirde

T e 10+ 0] < ()

_(b—a)? [ y At A S 1+t 1—t
= [a-o [f ( P b)+f (Tb+ . a)]dt.

dir [44].

(3.1.14)

Teorem 3.1.11 f: [a,b] — R, (a,b) lizerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a <bve f" € Lla,b] olsun. Bu takdirde

C(s,a,t) = /01(1 —1)*TH (1 +t)%dt (3.1.15)

olmak tizere |f”| ikinci anlamda s-konveks ise

27 (a+1) [J(O‘ - f(@)+ T, b)+f(b)} —f (agb)’

(b—a)> o («3®
oy o (3.1.16)
< gt [t + L )+ 1)

dir [44].

Teorem 3.1.12 f: [a,b] — R, (a,b) tizerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a <bve f" € Lla,b] olsun. p, ¢ € (1,00) i¢in  + ¢ = 1 olmak fizere | f”|7 fonksiyonu

ikinci anlamda s—konveks ise

29



= 2éiE;?fU <pﬁx+}0-%1>p <3j‘1>q o

|:{‘f” 25+1 ) + ‘f” ‘ } + {|f// 28+1 + ’f” ’ } :|

dir [44].

Teorem 3.1.13 f: [a,b] — R, (a,b) lizerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a <bve f” € Lla,b] olsun. Bu takdirde ¢ > 1 ve C(s, a, t) (3.1.15) de verildigi gibi olmak

tizere, |f”|? fonksiyonu ikinci anlamda s—konveks ise

zigg%zﬁ{< - Fe) + S 0] =1 (457)

a+b

2]
b—a ( )
i a—l—l

XHU%MW@mw+W%w(K£Eiﬁ)F

(o +s+3)

+{W%Wa&m@+wmw(%%};%9}q

(3.1.18)

dir [44].

Ozdemir ve Yildiz quasi—konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri

yardimiyla asagidaki esitsizlikleri elde etmislerdir.

Teorem 3.1.14 f : [a,b] — R pozitif fonksiyon 0 < a < b ve f € Lla,b] olsun. a > 0
olmak tizere f, [a,b] lizerinde quasi—konveks bir fonksiyon ise

[a+1)

20— a)e (Jax f(0) + T3 f(a)) < max{f(a), f(b)} (3.1.19)

esitsizligi gecerlidir [47].

Teorem 3.1.15 f : [a,b] — R, (a,b) lizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve a < b
olsun. o > 0 olmak iizere |f'|, [a, b] iizerinde quasi—konveks bir fonksiyon ise

fla)+f(b)  Tla+1)
2 2(b—a)~

b— 1
200+ I fla)| < 25 (1 5 max (7L 1 O))
(3.1.20)
esitsizligi gecerlidir [47].
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Teorem 3.1.16 f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b
ve f € Lla,b] olsun. a € [0,1] ve p > 1 icin %Jr % = 1 olmak iizere |f'|%, [a,b] iizerinde
quasi—konveks bir fonksiyon ise

fl@)+fb) L+l . 2 f(q Y20 x| @) [ (5)7 )
2 20— aje eSO+ IS @) < 2y (mad (@ £ O

(3.1.21)

esitsizligi gecerlidir [47].

Teorem 3.1.17 f : [ C R — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I° ve
a < bolsun. @ > 0 ig¢in f' € Lla,b] ve ¢ > 1 olmak tizere |f'|? fonksiyonu [a, b] lizerinde

quasi-konveks ise

00T iy g o) (5.122)

<221 (1- ) (mec @ rom )

esitsizligi gecerlidir [47].

Yildiz ve arkadaslar P(I), Q(I), S(X,h) ve r—konveks fonksiyon siniflar1 i¢in Riemann-

Liouville kesirli integralleri yardimiyla agagidaki sonuclari elde etmislerdir.

Teorem 3.1.18 f: I C R — R bir fonksiyon, 0 < a < b, a,b € I° ve f € L[a,b] olsun.

Bu takdirde, f fonksiyonu Q(/) smifina ait ise o > 0 olmak iizere

a+b 2 (a+1) ., o £
F(*57) = o o)+ fo) (3.1.29

esitsizligi gecerlidir [67].

Teorem 3.1.19 f: I C R — R bir fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f € L|a,b] olsun. Bu

takdirde, f fonksiyonu P([) smifina ait ise a > 0 olmak iizere

a+b MNa+1), . N
H("57) < ol us o g f@ < 2@+ f0] (2

esitsizligi gecerlidir [67].

Teorem 3.1.20 f : I C R — R bir fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f € L|a,b] olsun. Bu

takdirde, f fonksiyonu SX (h,I) simfina ait ise @ > 0 olmak tizere

1 a+b () N N
ah(%)f( 2 ) = (b_a)a[ ar (b) + I~ f(a)] (3.1.25)

s[ﬂ@+f®ﬂ£tawwﬂ+ml—mﬁ

esitsizligi gecerlidir [67].
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Teorem 3.1.21 f : I C R — R porzitif fonksiyonu [a,b] tizerinde r—konveks, a < b,
a,b € I° ve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde 0 < r <1 ve a > 0 olmak iizere

['a+1)
(b—a)®

< [(g) o+ (5 (o)) o]

+| (80 2 e+ () [f(b)]”r

1
a—i—r

[Ja (b) + Ji- f(a)] (3.1.26)

esitsizligi gecerlidir [67].

Son olarak Dragomir ve arkadaglarinin Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla

ispatladiklar1 agagidaki lemma verilecektir.

Lemma 3.1.6 f : I C R — R, [° iizerinde iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,be€ I°,a<bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde o > 0 olmak iizere

fla)+ f(b) Tla+1). , .
> T ap_a)e @+ S0 (3.1.27)

(b= a)’

= 2atl) /01 (L= t*) [f" (ta + (1 = 1)b) + f" (tb + (1 — t)a)] dt

esitsizligi gecerlidir [16].

3.2 Uyumlu (conformable) Kesirli integralleri

Bu bolimde uyumlu kesirli tiirev ve integraller ile ilgili baz1 temel kavram ve bilgiler
verilecektir. Ayrica uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen bazi sonuglar da

burada yer almaktadir.

Tanim 3.2.1 (Uyumlu Kesirli Tiirev): f : [0,00) — R bir fonksiyon olsun. Her ¢t > 0

ve a € (0,1) i¢in f fonksiyonunun “uyumlu kesirli tiirevi”

o)1) = tim LD = 1)

e—0 g

ile verilir [34]. Eger f fonksiyonu a > 0 olmak iizere (0, a) arahiginda « diferensiyellenebilir

ve limy_,o+ £ (¢) limiti varsa bu takdirde,

F1(0) = lim f(2)

t—0t+
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dir. f nin o mertebeli tiirevini gostermek icin bazen T, (f)(t) yerine f(®(t) yazlacaktir.
Ayrica, a. mertebeden uyumlu kesirli tiirev mevcutsa bu durumda f’ye kisaca a diferen-

siyellenebilirdir denir. Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.2.1 Bir [ : [0,00) — R fonksiyonu ¢, > 0 noktasinda « € (0, 1) olmak iizere

« diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu ¢, noktasinda siireklidir [34].

Teorem 3.2.2 « € (0,1] i¢in f ve g fonksiyonlari ¢ > 0 noktasinda « diferensiyellenebilir
olsun. Bu durumda

i. Va,beRigin Ty(af +bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.

ii. VpeRigin T,(t*) = ptP—

iii. Tim f(¢) = A bi¢imindeki sabit fonksiyonlar igin 7, (\) = 0 dur.

iv. Tu(fg) = fTu(g) + gTu(f) dir.

v. To(f/g) = LellfTal) gip

g
vi. Ek olarak eger f diferensiyellenebilirse T, (f) = =% () dir [34].

Teorem 3.2.3 (Rolle Teoremi) o > 0 olmak iizere f : [a,b] — R fonksiyonu i¢in
i. [a,b] arahiginda stirekli,

ii. a € (0,1) i¢in « diferensiyellenebilir,

i, f(a) = /()

kosullar saglandig1 takdirde f(®)(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir [34].

Teorem 3.2.4 (Ortalama Deger Teoremi) a > 0 olmak {izere f : [a,b] — R siirekli

ve baz1 a € (0, 1) i¢in « diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde

f(b) = f(a)

1pa _ Lga
(e} o

€)=

olacak gekilde bir ¢ € (a,b) vardir [34].

Tanim 3.2.2 f : [a,00) — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 igin f fonksiyonunun «.

mertebeden sol tarafli uyumlu kesirli tiirevi

To(f)(t) = lim LEFEE =) = F()

e—0 g
olarak tammlanir. Eger (a,b) arahiginda (72 f)(t) mevcutsa (T2 f)(a) = limy_,q+ (T2 f)(t)
olur [1].

Tanim 3.2.3 f : (—o0,b] — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 i¢in f fonksiyonunun «

mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli tiirevi

CTLf)(8) = — tim L2 =D = /()

e—0 £
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olarak tanimlanir. Eger (a,b) arahgimda (*T, f)(t) meveutsa (*T, f)(b) = lim,_;,- (*To f)(t)
olur. Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise
To(f)(t) = (t—a)' = f (t) ve OTf)(t) = —(b—1t)'~*f'(t) dir. Burada sabit fonksiyonunun

uyumlu kesirli tiirevinin sifir oldugu agiktir [1].

Tanim 3.2.4 a € (n,n+1] ve f = a—nolsun. f: [a,00) — R fonksiyonun o mertebeli

sol tarafli uyumlu kesirli tiirevi

(Taf)(t) = (T5F™) (t)

olarak tammlanir [1]. Béylece aw mertebeli sol tarafli uyumlu kesirli tiirevin var olabilmesi

icin f fonksiyonunun n kez tiirevlenebilir olmasi gerekir.

Benzer olarak o € (n,n+ 1] ve § = a — n olsun. f : (—o0,b] — R fonksiyonunun o

mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli tiirevi

@TF)(E) = (1) GTF™) (1)

olarak verilir. Burada a = n 4+ 1 alinirsa 8 = 1 demektir, bu takdirde f’nin kesirli tiirevi
FOHD(#) olur. Ayrica n = 0 secilirse o € (0,1] ve 8 = a demektir, bu takdirde verilen

tanim onceki verilen tanima donitisiir.
Tanim 3.2.5 0 < a < 1 olmak tlizere a mertebeli sol tarafli uyumlu kesirli integral

(1)(t) = / £ (@) da(,a) = / (x — a)* f(x)da

olarak tanimlanir.

Benzer olarak 0 < a < 1 olmak tizere o mertebeli sag tarafli uyumlu kesirli integral,
b b
(D) = [ S@dalba) = [ 0= @)
t t
olarak tanimlanir [1].

Lemma 3.2.1 f : [a,00) — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < o < 1 olsun. Bu takdirde
biittiin £ > a igin

TRISS(E) = (1)

esitligi gegerlidir [1].
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Lemma 3.2.2 f : (—o0,b] — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < a < 1 olsun. Bu takdirde
biitiin ¢ < b i¢in

"To Lo f(t) = f(1)
olur [1].

Tanim 3.2.6 « € (n,n + 1] ve f = a — n olsun. Bu takdirde f : [a,00) — R fonksi-
yonunun sirasiyla o mertebeli sol tarafli ve sag tarafli uyumlu kesirli integralleri

(1)) = T [(t =) (1)) = 1 / (t—2)"(x —a)"" f(2)dz,

ol

1 b
(L) = T (0= 07 0] = o [ e =07 (b= fla)da

seklinde tamimlanir [1]. Burada eger o = n+ 1 olarak alinusa, 8 =a—n=n+1—-n=1

olur. Boylece .
[ = sy

olur. Bu ise Cauchy formiilii yardimiyla f fonksiyonunun (a, t] araliginda n+1 kez tekrarh

I2f) () = (J7L) (1) = —

~ ol

integralidir.
a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin
1 t
JEN)t) = = [ (t—2)*  f(2)d
2N = 7 [ =0 @)

olarak tanimlandigi goz ontine alimirsa « =n+ 1, n =0,1,2... i¢in
(Iaf)(t) = T f (1)
oldugu gorilir [1].
Ornek 3.2.1 o, > 0 icin f(t) = (t — a)*"! fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli

integrali

T (1) = o8 gy

seklindedir [53].

Buna gore f(t) = (t — a)* fonksiyonunun « € (n,n + 1] igin uyumlu kesirli integralini

hesaplayalim.

p € Royleki a+p—n > 0ve g(t) = (t —a)*™* "1 olmak iizere

I'(a+p—n)

LD = T a(t) = T(a+p+1) (t —a)*™"

35



yazilabilir.

Benzer bigimde f(t) = (b—t)* ve g(t) = (t—a)*™ "1 olmak tlizere sag tarafli uyumlu
kesirli integral
I'(a+p—n)

Claf)®) = Jig(t) = 1y 0 =0

olarak hesaplanir.

Bu ornek gosteriyor ki; Riemann-Liouville kesirli integrali ile uyumlu kesirli integraller
bir polinom fonksiyona uygulandiginda dogal say1 mertebeli integrallerde ayni sonucu

verirler.

Lemma 3.2.3 f : [a,00) — R bir fonksiyon, £ (t) siirekli ve o € (n,n + 1] olsun. Bu

takdirde her ¢ > a icin
TRIaf(t) = f(2)
olur [1].

Lemma 3.2.4 f: (—o0,b] — R bir fonksiyon, f(t) siirekli ve a € (n,n + 1] olsun. Bu

takdirde her ¢ > a icin
T, "L f(t) = f(t)
olur [1].

Lemma 3.2.5 f: (a,b) — R diferensiyellenebilen bir fonksiyon, ve 0 < o < 1 olsun. Bu

takdirde her ¢ > a i¢in
ITLf(t) = f(t) = f(a)
olur [1].
Teorem 3.2.5 (Zincir Kural) a € (0,1] ve f,g : [a,00) — R (sol) a diferensiyel-

lenebilen fonksiyonlar olsun. h(t) = f(g(t)) olmak iizere biitiin ¢ # a ve g(t) # 0 i¢in h(t),

(sol) «v diferensiyellenebilirdir ve

(Tah)(8) = (T2F)(9(0)-(Tig)(0)-9()""

seklindedir. Eger t = a ise

(Tah)(t) = lim (T2 £)(g(t)).(Tag)(£)-9(t)*

t—at

olur [1].
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Onerme 3.2.1 f : [a,00) — R, iki kez diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve 1 < a4 < 2
olacak gekilde 0 < a, < 1 olsun. Bu durumda

(TaT5 f)(8) = Toypf(8) + (1= B)(t — @) PT3 f(2)
olur [1].
Agagida uyumlu kesirli integrallerde ki kismi integral alma 6zelligi ile ilgili baz teorem ve
onermeler verilecektir.

Teorem 3.2.6 f, g : [a,b] — R iki fonksiyon ve f.g ¢arpim fonksiyonu ise (a,b) arahginda

diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde

b , b

| rmsdate) = solt - [ 9Tz @t
olur [1].
Onerme 3.2.2 o<a<1ve f,g: la, b] — R iki fonksiyon olsun. Bu takdirde
b b

| 1 ®)0d0.0 = [ FOL(o0)dalt,0)
olur [1].
Teorem 3.2.7 f,g: [a,b] — R iki fonksiyon ve 0 < @ < 1 olsun. Bu takdirde

b b
[ @mnwsau.a) = [ 50 g0 0.0 + 1050,
olur [1].
Uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard integral egitsizligi

Set ve arkadaglar tarafindan asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 3.2.8 f : [a,0] > R, 0 < a < b igin f € Lla,b] olsun. Bu takdirde o €
(n,n+1], n=0,1,2,... olmak iizere f fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise

f(a)+ f(b)
2

a+b I'(a+1) “
H("57) = 55 ser = 00 + (L] < (3:2.)

esitsizligi vardir [60].
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3.3 Genellestirilmis Kesirli Integral Operatérii

Bu boliimde Riemann-Liouville kesirli integralinin bir genellegtirmesi olan ve ilk olarak
Raina [51] tarafindan tanitilan, daha sonra Agarwal ve arkadaslar [3] tarafindan sol tarafli
ve sag tarafli kesirli integraller olarak verilen genellestirilmis kesirli integral operatorii

hakkinda bilgiler verilecektir.

o(k) (k € N=NU{0}) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun. Bu takdirde

- _ 0(0),0(1),... . G a(k) k .
p’/\(CE) = .va/\ (LC) = kz_o ml’ (p, A>0; xe€ R) (331)

seklinde verilen fonksiyonlarin yeni bir sinifi igin;
A, p >0, w e R ve ¢(t) fonksiyonu integrallenebilir olmak tizere, sol tarafli ve sag tarafh

kesirli integral operatorleri

(Forwa?) @) = [ =P T wa—Plp0dt @>a) (332

b
(jp(f)\,b—;wsp) (z) = / (& — $>A_1-7:;,\[w(t — z)’p(t)dt (z <b) (3.3.3)
seklinde tanimlanmigtir.

M = F7 1 [w(b—a)’] < oo (3.3.4)

ise I arwP(T) ve T3y, ,p(x) operatorleri L(a, b) tizerinde sinirh integral operatérlerdir.

ol o= ]<p(t)|pdt>;

17575 a2 (@)1 < M6 — )|l (3.3.5)

Gergekten,

olmak iizere ¢ € L(a,b) i¢in

ve
1T (@)1 < M — )| (3.3.6)

dir. Genellesgtirilmis kesirli integral operatoriinde, o(k) nin 6zel se¢imleriyle bazi kesirli
integral operatérleri elde edilir. Ornegin (3.3.2) ve (3.3.3) esitliklerinde A = a, 0(0) = 1
ve w = 0 secimi yapilirsa a mertebeli Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir. Raina
ve arkadaglar1 [51] bu operatorii kullanarak temel integral ve tiirev alma iglemleri ile ilgili
birkag ozelligi agsagidaki gibi vermiglerdir:

A p,w € C, (Re(p) >0, Re(A) > 0); n € N olmak iizere, (3.3.1) de verilen fonksiyon sinifi

kullanilarak,

d\" -1 7o —n—1 10
<%) A VF waf) = 2 FD L lwa)] (3.3.7)
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elde edilir. Benzer gekilde A, p, w € C, (Re(p) > 0, Re(\) > 0) ve n € N olmak {izere

/ / PELED [wt)(de)" = P UED ) (3.3.9)

yazilabilir. Simdi ise f” (x) fonksiyonun kesirli integral (tiirev) operatoriinii ele alalim.

(o) = e [ =0 et (3:3.9)

kesirli operatorii ve JF7 () fonksiyonu goz éniine almp terim terim I, kesirli integrali

alimarak ve Samko ile arkadaglarimin [53] verdigi
0
Jo (x — )Mt =
formiiliinii kullanarak = > a i¢in

(Jg+(t - a))\_lfp,k[w(t - a)pD (v)

o = o(k) k pk+A—1
- (J(H{me (t —a) }) (x)

(x —a)*o? (3.3.10)

k=0

o

-y (e{e-ah e

k=0
T — ))\Jra 1Fp )\+a[w(x - a)p]

elde edilir. Dolayisiyla a € Ry(z > a); a, A\, p,w € C(Re(p) > 0, Re(A) > 0, Re(a) > 0)

olmak tlizere

(Jo (t— a)’\_l]-"” [w(t — a)?]) (z) (3.3.11)
votgr (e — ay]

olur. Béylece (3.1.1), (3.3.1), (3.3.7) ve (3.3.11) esitlikleri kullanilarak

= (¢ —a)

(DZ‘Jr(t — a)’\*lf;)\[w(t — a)'”]) (x) (3.3.12)
= (=) F_Jw(z — a)’]

yazilir. (j o

A +;wg0) (x) operatorii ile J§. Riemann-Liouville kesirli integral operatérii ve

Dg., kesirli tiirev operatorlerinin birlikte kullamldigy ozellikler agsagidaki gibidir.

(3.3.9) ile (3.3.2) kullamlarak

(Jaa+ (jpc,r)\,aJr;w(p)) (LE)



esitligi elde edilir. (3.3.11) de verilen 6zellik yukaridaki esitligin sag tarafina uygulanarak

(Je (T arw®)) (@) (3.3.13)
= [0 E e - 07l (2> 0

yazilir. Benzer metodlar kullamlarak (3.1.1) ve (3.3.2) esitliklerinden

(D24 (Tgnassuw®)) () (3.3.14)
= [ =0 e - el s (o> a)

((3) G @ (3:3.15

= /w(x - t)’\_’q_lff‘i)ﬁr[w(x —t)Ple(t)dt (x> a;Re(\) >r; r €N)

yazilir.
Yaldiz ve Sarikaya konveks fonksiyonlar icin genellestirilmis kesirli integral operatorleri

yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi elde etmislerdir.

Teorem 3.3.1 ¢ : [a,b] — R, [a,b] tizerinde konveks bir fonksiyon ve a < b olsun. Bu

takdirde genellestirilmis kesirli integral operatorleri i¢in

a+b 1 - o
g0( 2 ) < = F =y (e we) (@ F (Tnarw) O)

P A+1 —a

esitsizligi gecerlidir [66].

Usta ve arkadaslarinin s—konveks fonksiyonlar i¢in elde ettikleri Hermite-Hadamard esitsizligi

agagidaki gibidir.

Teorem 3.3.2 f : [a,b] — R bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € L[a,b] olsun. Bu takdirde

f fonksiyonu [a, b] tizerinde s—konveks ise

o (k)

=——"F""— k=0,1,2...
A—i—pk—'—s’ ) )

0'07S<k)

ve
1
A s) = / P — £ S fw(b — a)Pt?)dt
0

olmak tlizere
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a+b
QSf( ; ) = (b—a)’\]-"gi[w(b—a)ﬂ} [(Tonpswl) (@) + (T nat ) (B)]

1
B ]:,g/\+1[ w(b — a)’]

esitsizligi gecerlidir [64].

[A1(A9) + Fo5 [w(b — a)?]] [f(a) + f(b)

Budak ve arkadaslarinin genellegtirilmis kesirli integral operatorii yardimiyla elde ettikleri
Hermite-Hadamard egitsizliginin bir bagka genellestirmesi ve ispatladiklar1 yeni 6zdeglik

asagida verilmigtir.

Teorem 3.3.3 [ : [a,b] — R bir fonksiyon, 0 < a < b ve f € L[a,b] olsun. Bu takdirde
o (k)

JE) = ——=2  k=0,1,2...;
70.5(k) A+ pk + s 0

1 b-—-a P
Ay(\,s) = /OtA(Q—t)S ¥ {w( > ) t"} dt

olmak tizere, f fonksiyonu [a, b] lizerinde s—konveks ise

2r(5) <5e e ] Ty ) @+ (Tt ) 0)

2—s
SZ —a
Fai [w(552)"]

esitsizligi gecerlidir [12].

Lemma 3.3.1 f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) tizerinde diferensiyellenebilir, a < b ve

f" € Lla,b] olsun. Bu takdirde genellestirilmis kesirli integral operatérleri igin

2A—1

o] s o) 0 (oot 0] -1 (57)
i, (5 (55

—/ t*F"m [ (b;a)pt”} I (2 i tcH— b) dt}

esitligi gegerlidir [12].

(3.3.17)

3.4 Genellestirilmis k-Kesirli integral Operatori

Tamm 3.4.1 (Hadamard Kesirli Integrali) 0 < a < b < 0o olsun. Sirasiyla a.(a > 0)

mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Hadamard kesirli integralleri
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oo flx) = L /x(ln z)a_lﬂdt, r>a (3.4.1)

[(a) t t
b
Iy flx) = ﬁ/ (lné)a_lgdt, r<b (3.4.2)

seklinde tanimlanir [53].

Tamm 3.4.2 (k-Kesirli Integral) k > 0, 0 < z < t < 0o olmak iizere k— kesirli integral

operatori

o f(x) = kal(a) /0 z(x—t)%l@dt (3.4.3)

seklinde tanmimlanir. Burada k& — 1 ise Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir [41].

Tanim 3.4.3 (Katugampola Kesirli integral) o ve p # —1 olmak {lizere, Katugam-
pola kesirli integrali

21 f(@) = LD

o / (71 — 11010 £ (3.4.4)

seklindedir [33].

Tamim 3.4.4 (Baska Bir Fonksiyona Bagh Kesirli Integral) g : [a,b] — R, (a,b)
tizerinde siirekli ¢’ tlirevine sahip, monoton, artan ve pozitif bir fonksiyon olsun. f fonksi-
yonunun [a, b| iizerinde, g fonksiyonuna bagli, a. mertebeden, sol tarafli ve sag tarafli

kesirli integrali

(Zg ., f) (x) = Fl ] /az o g/(T)f(T))ladT (> 0; x> a); (3.4.5)

(«

2) —g(7)
oy L[ d@@
Ba) )= 1y | ot @<t @4s)

seklinde ifade edilir, ayrica (3.4.5) ve (3.4.6) esitliklerinde, g(z) = = ve g(x) = Inx olarak
secilirse bu kesirli integral operatorleri sirasiyla Riemann-Liouville kesirli integrallerine ve

Hadamard kesirli integraline doniisiir [53].

I bir aralik olmak tizere, f : I° — R bir fonksiyon ve [a,b] C I (0 < a < b < 00) olsun.
e, f(x), Ty, f(r) operatérleri yukaridaki gibi ve f € L*[a,b] olsun. Ayrica x € [a, b]
olmak tizere

fl@): = fla+b—2z); (3.4.7)

F(z): = f(x)+ fla+b—2x)= f(z)+ f(z) (3.4.8)

fonksiyonlar1 tanimlansin. Bu kogullar altinda Jleli ve Samet asagida verilen Hermite

Hadamard esitsizligini elde etmislerdir.
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Teorem 3.4.1 « > 0 olmak iizere f fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise

a+b o " " a
f (T) < it (Iﬁ;gF(b) +Ib,;gF(a)) < {@tit) (3.4.9)

esitsizligi gegerlidir, ayrica bu esitsizlikte g(x) = x segilirse Riemann-Liouville kesirli
integralleri yardimiyla elde edilen, g(x) = In z olarak segilirse Hadamard kesirli integralleri

yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edilir [31].

Diaz ve Pariguan tarafindan tanmimlanan k—gama fonksiyonu agagidaki gibidir [13].

() = / e dt (Re(z) > 0; k € RY). (3.4.10)

0

Bu fonksiyonunun bazi 6zellikleri ise

Iy(z) = ki'T (%) : (3.4.11)
I'e(k) =1 ve T'y(z+k)=aly(z) (3.4.12)

seklindedir.

Tung ve arkadaglar1 [63], o(m) € Rt (m € Np) reel sayilarin sinirhi bir dizisi olmak

lizere k—gama fonksiyonunu kullanarak

o,k S U(m) m +
’ = k AERT; 4.1
Fox(x) g ka(pkm—l—/\)I (k, p, A € RT; 2] < 00) (3.4.13)

m=0

seklinde yeni bir fonksiyon sinifi tanimlamiglardir. Bu fonksiyon sinifi ile birlikte Samko’nun
(3.4.5) ve (3.4.6) da verdigi tammlardan yararlanarak bagka bir fonksiyona bagl genellestiril-
mis k—kesirli sol tarafli ve sag tarafli integral operatorlerini agagidaki gibi tanimlamiglardir.
Ayrica parametrelerin 6zel secimleriyle bu operatoriin indirgendigi diger kesirli integral

operatorlerini sonuclarda vermislerdir.

Tamim 3.4.5 (Genellegtirilmis k-Kesirli Integrali) ¢ : [a, ] — R fonksiyonu pozitif,
monoton ve artan, (a,b) lizerinde siirekli ¢’(x) tiirevine sahip, ayrica k, p, A € R* ve
w € R olsun. Bu takdirde [a, b] iizerinde g fonksiyonuna bagh f fonksiyonunun, sirasiyla

sol tarafli ve sag tarafli genellestirilmig k—kesirli integralleri

Ttk (@) (3.4.14)
(

_ * g/ t) FG’,k
_ FrHuw(g(x) — o0V ()dt (x> a)
/a (g@) — g2
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ve

Tyt () (3.4.15)
(

seklindedir.
Sonug 3.4.1 k = 1 olarak secilirse (3.4.14) esitligi

jpg,;\g,a—i-;wf(x) (3416)

= mpRRE mlw(gle) —g@)1f@)dt - (x> a)

ile verilen f fonksiyonunun [a,b] lizerinde g fonksiyonuna bagh genellegtirilmis kesirli in-

tegraline doniisiir.

Sonug 3.4.2 ¢(t) =t olarak secilirse (3.4.14) esitligi

T xarwf () (3.4.17)
T ol .
~ [0 - @ (o> a)
ile verilen f fonksiyonunun genellestirilmis k—kesirli integraline dontistir.
Sonug 3.4.3 ¢(t) = Int olarak secilirse (3.4.14) esitligi

H;zl)(\,a+;wf(x) (3418)

* T\l T\P dt
= /a <ln ?) }"p”/l\{ [w (ln ;) } f(t) " (x > a)
ile verilen, f fonksiyonunun genellestirilmis k—kesirli Hadamard integraline doniisiir.

Sonug 3.4.4 ¢(t) = t;: (s € R\ {—1}) olarak secilirse (3.4.14) esitligi

70, _2A
p7;a+;wf('r) - (S + ]')1 K

v A x
X / (21t — t5+1)?_1t7”.7:;’>}f [w (
a

ile verilen, f fonksiyonunun genellegtirilmig (k, s)—kesirli integraline doniistir.

s+1 ts—i—l

— )p]f(t)dt (z > a)

Benzer gekilde, (3.4.15) ile verilen sag tarafli genellestirilmig k—kesirli integral opera-
torii icin de ayni ozel durumlarda yukarida verilen kesirli integral operatorlerinin sag

tarafli versiyonlar: elde edilir.
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Sonug 3.4.5 (3.4.14) ve (3.4.15) de k = 1 ve g(t) = t olarak secilirse (3.3.2) ve (3.3.3) te

verilen genellegtirilmis kesirli integral operatorleri elde edilir.

Sonug 3.4.6 (3.4.14) ve (3.4.15) tammlarinda A = «, 0(0) = 1, w = 0 olarak segilirse
Akkurt ve arkadaglarinin [6] tanimladiklar genellegtirilmig kesirli integral operatorleri elde

edilir.

Sonug 3.4.7 Tamm 3.4.5 te A = a, 0(0) = 1, w = 0 olarak alinirsa
.) k =1 igin, g fonksiyonuna baglh f fonksiyonunun kesirli integrali elde edilir [35].
ii.) g(t) =t i¢in, k—kesirli integrali elde edilir [41].

iv.) g(t) = t;ﬁ (s € R\ {—1}) icin, (k, s)—kesirli integral operatorii elde edilir [57].
s tt

(i

(i

(iii.) £ =1 ve g(t) = Int igin, Hadamard kesirli integrali elde edilir [35].

(i

(v.) k=1veg(t) = -5 (s € R\ {-1}) i¢in, Katugampola kesirli integrali elde edilir
[

33].

=

(vi.) k=1 ve g(t) =t i¢in, Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir [31].

Tung ve arkadaglar: tanimladiklar: genellestirilmis k-kesirli integral operatorleri yardimiyla

konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi elde etmiglerdir.

Teorem 3.4.2 ¢ : [a,b] — R fonksiyonu, (a,b) tizerinde siirekli ¢/(z) tiirevine sahip,
[a, b] {izerinde monoton, pozitif ve artan olsun. k, p, A € RY, w € R} ve a(m) (m € Ny)
pozitif reel sayilarin siirli bir dizisi olmak iizere f fonksiyonu ¢ fonksiyonuna bagh ve

la, b] tizerinde konveks ise

s (a + b) < 1
2 ) 7 ak(g(b) — g(a)) = Fox  [w(g(b) — gla))] (3.4.19)
[T @) + T, P )] < 1O

esitsizligi gegerlidir. Burada kullamlan F'(x) fonksiyonu yukarida verildigi gibidir [63].

Tiim bu verilenlerden anlagiliyor ki; k— genellestirilmis kesirli integral operatorleri bilinen

baz1 kesirli integral operatorlerinin iyi bir genellesmesidir.

45



4. Bulgular

4.1 Uyumlu Kesirli integraller Yardimiyla Bazi1 Konveks Fonk-
siyon Tirleri icin Esitsizlikler

Bu boliimde uyumlu(conformable) kesirli integraller yardimiyla ti¢ farkl yeni lemma
ispatlanmigtir. Ilk olarak ispatlanan lemma yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-
Hadamard tipli yeni sonuclar elde edilmistir. Ikinci olarak verilen lemma yardimiyla 6nce
s—konveks daha sonra ise quasi-konveks fonksiyonlar igin yeni sonuclar elde edilmistir.
Son olarak ispatlanan lemma yardimiyla da iki kez diferansiyellenebilen m—konveks fonksi
yonlar i¢in yeni esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica bu boliimde Hermite-Hadamard esitsiz-
liginin hem s—konveks hem de quasi-konveks fonksiyonlar i¢in genellestirmeleri yapilmigtar.
Elde edilen esitlik ve egitsizliklerin «, s, m,q gibi baz1 parametrelerin 6zel secimleriyle

hangi esitlik ve esitsizliklere indirgendigi ise ispatlarindan sonra sonug olarak verilmigtir.

4.1.1 Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsiz-
likler

Lemma 4.1.1 I, R’de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a < bve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde o € (n,n + 1], n = 0, 1,2, 3... olmak

S 00+ s @] = B+ - r () @
_ b;a{/olBt(n—i—l,a—n)f/ (%a—l—?b) dt
_/013t<n+1,a—n>f’ (Q;ta—l—%b) dt}
dir.

ispat. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak ve x = za + %b degisken degigtirmesi

2
2

yapilarak
! ([t
I, = /Bt(n—i—l,a—n)f (—a—|— ) (4.1.2)
0

too2—-t\ 2 |
= Bin+1l,a—n)f (§G+Tb) 3
0

2 1 t 2—t
— (1= e+ =—b)dt
a—b/o (1-1) f(2a+ 2 )
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= sz(n—i—l,a—n)f(CH—b)

a— 2
atb n a—n—1
2 2 2 x—>b a—er—JJ
— 2. 2.2 d
(a—b) /b ( a—b) ( a—b) flw)dw

2 a+b
= a_bB(n—i—l,a—n)f( 5 )

2 b— n o a_% a—n—1
gt T ()
2 a+b 4.2971p| o
= HB(n + 1,0( - Tl)f ( 2 ) + (b o a)cx—i—l ( ((12+b)+f) (b)

a+b
2

elde edilir. Benzer sekilde x = %a + %b degisken degistirmesi yapilirsa

1 2_
L = /Bt(n—f—l,a—n)f( 2ta+%b) dt (4.1.3)
0

1

2—t t 2
— Bt(n—l—l,a—n)f( a+—b>
2 2 Jb—al,

2 1n a—n—1 2-t t
—(b_a)/ot(l—t) f( _ a+§b)dt

2 a+b
= b_aB(n—i—l,a—n)f( 5 )
2 ) aTer 7 —al n aT—H)_QJ a—n—1
_(b—a) /a <2b—a> (2 . ) f(z)dz
2 a+b 4.2 1pl o
= b_aB(n—i-l,a—n)f( 5 )_(b—a)o‘“((az“)f)(a)

egitligi elde edilir. Iy ve —I5 esitlikleri toplanip elde edilen esitligin her iki tarafi I’TT“ ile

carpilirsa istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.1 Lemma 4.1.1'"de o« = n + 1 olarak secilirse (4.1.1) esitligi (3.1.6) esitligine

indirgenir.

Teorem 4.1.1 I, R’ de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I° ve a < b olsun. Bu takdirde o € (n,n+ 1], n =0,1,2,3... ve

V=Bn+1l,a—n+1),
T [B(n+1,a—n)—B(n+3,a—n)}
1= )
4
3B(n—|—1,a—n+1)—B(n+2,a—n+1)]
4

o

olmak tizere ¢ > 1 igin |f’|? fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise
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(Za_ﬂ:)!a [( EZ#)J) (b) + <I€GQH,) f> (a)] (4.1.4)
~B(n+1,a—n)f (“;Lb) '

< Tt (s B OF) + (Bl @+ s '“’)‘q);}

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.1, iicgen esitsizligi, | /|7 nun konveksligi ve Power mean esitsizligi
kullanilarak

20—1p)

T Ty N0+ (17 D) 415

_B(n+1,a—n)f (‘”b)‘

2
b—a{
<
- 4

1 ‘ sy
/ Bin+1l,a—n)f (Ea—l——tb) dt‘
0 2 2

/OlBt(n—i-l,oz—n)f, (Z;ta+%b)dt’}
gb;a{{/olBt(nle,a—n)dtr—é[/OlBt(nJrl,a—n)
+{/OlBt(n+1,a—n)dt}lq[/olBt(n+1,a_n) I (2;ta+%b)
<22l [ s ma]

x{ [|f’(a)!q/01 Bi(n+1,a —n)%dt

+|f/(b)|q/ol Bin+1,a=n) (?> J

Hiror [ B+ va-w (3w iror [ o v _ngdtﬁ}

+

¢ 2
dt}

(T 2—1
7 (50050

o)

yazilir. Kismi integrasyon yontemi ve beta fonksiyonunun ozellikleri kullanilarak

1
t
v, = / Bt(n+1,a—n)§dt (4.1.6)
0
21t 1t
— Bt(n"— 1,a—n>— — _/ tn+2(1 _t>a—n—1dt
4 0 4 0

_ [B(n+1,a—n);B(n+3,a—n)}’
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U, — /OlBt<n+1,a—n)(1—%)dt (4.1.7)

2 |1

= Bi(n+1l,a—n)(t— t—)

1 . t2
— t"(1 =) "t — —)dt
D - [ ra-omta- D)

0
B [SB(n—i-l,a—n)—4B(n+2,a—n)+B(n+3,a—n)]
B 4
B [3B(n+1,a—n+1)—B(n+2,a—n+1)}
- , 7
1
U = / Bi(n+1,a —n)dt (4.1.8)
0

1
= Bi(n+1l,a—n)t

1
o Jo

= [B(n+1l,a—n)—B(n+2,a—n)]

= Bn+1l,a—n+1)

esitlikleri kolaylikla elde edilebilir. Son olarak (4.1.6)-(4.1.8) esitlikleri (4.1.5) esitsizliginde

yerine yazilarak istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.2 Teorem 4.1.1’de ¢ = 1 i¢in

- 4

éfﬁﬁkqfﬁnwmway)nmﬂ—Bm+La—nﬁ(a§®'
< b_aB(n+1,a—n+1)( f (@) + }f'(b)\)

esitsizligi gecerlidir.

Sonug 4.1.3 Teorem 4.1.1’de a = n+1 olarak secilirse (4.1.4) esitsizligi (3.1.7) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.1.2 I, R’ de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I° ve a < b olsun. Bu takdirde o € (n,n+ 1], n =0,1,2,3... ve

Q:/l(Bt(n+1,0z—n))pdt

olmak iizere q > 1, % + é = 1 igin | f’|? fonksiyonu [a, b] {izerinde konveks ise

(ia_z;!a [ (I<az+b>+f> (b) + (I(a;,,)-f> (a)] —Bn+1,a—n)f (a ; b) '
(fwﬁjw%Wf+(wwwzf@61 (4.19)

/

b—a
<
!

b—a

4

()

< 222 I (@) + £ ()]

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. Lemma 4.1.1, iiggen esitsizligi, |f’|? nun konveksligi ve Holder esitsizligi kul-

ioap () 0+ ()] =1 (55)| o
gb;a{Léumn+La—nﬁ«§a+3;%>d’
+/OlBt(nJrl,oz—n)f/(Q;ta+%b>dt’}
([ (o[
+U01 (Bt(n—kl,a—n))pdtr[/ol f (2;ta+%b)
gb;a{/ol(Bt(n—l—l,a—n))pdt]p
(L[ v [ (5 one]
v (55 i+ [ —|f'(b>|th];}

b a

lanilarak

. 1
dt]

T 2—1
/ (§“+Tb>

1

==

{ 0 (Bi(n+1, a—n))pdt}

X [( (a |q23|f/(b)|q>}z . (3|f/(a)|qj |f/(b)|q>;]

esitsizligi elde edilir.

g>1licin 0 < é < 1 olmak tizere
ar = 3|f (a)|?, by = | f (b)|9, as = |f (a)|? ve by = 3|f (b)|? olsun. Bu takdirde
ai, g, as, ..., Ay Z 0, bl,bg,bg, ,bn Z 0vese (0, ].] 1(;111

Z(ak + bk)s S Z(IZ + sz

k=1 k=1 k=1

esitsizligi gecerli oldugundan

20—1p)
(b—a)>

b—a L P 15
< 4/ Bin+1,a—n) | dt
16 |/,

1 1

. [(|f'(a)|q 3L OF) + (7 @+l '“’)'q)] |

20

2

(oo DO+ Uy D] = 1 (57 ' 1)




b—a
<

< {4 /0 (Biln+ 1.0 n))”dt} ;<33 +1) [If @1+ 1£ ®)]

b—a
<

<22t (Bt 1,0 n))pdt]’l’ 17 @]+ 17 o]

dir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.1.4 Teorem 4.1.2’de o« = n+1 olarak segilirse (4.1.9) esitsizligi (3.1.8) esitsizligine

indirgenir.

4.1.2 s-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu baglik altinda 6nce s—konveks konksiyonlar i¢in uyumlu kesirli integraller yardimi
ile elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi genellestirilip ardindan yeni bir 6zdeslik is-
patlanacaktir. Son olarak ise ispatlanan bu 6zdeslik yardimiyla Hermite-Hadamard tipli

yeni sonugclar elde edilecektir.

Teorem 4.1.3 I, R’de bir aralik ve f : [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°,0 < a < bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde s € (0,1}, a € (n,n + 1] ve

n=0,1,2, ... olmak tizere, f fonksiyonu [a, b] tizerinde ikinci anlamda s—konveks ise

F(a—n)f(a+b)

['(a+1) 2
1 a
(B [(Z2£)(b) + (*Laf)(a)] (4.1.12)

[B(n+s+1,a—n)+B(n+1,a—n+s) f(a)+ £ (D)
- n! 28

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. z,y € [a,b] olmak iizere f fonksiyonu [a,b] arahgmda ikinci anlamda s—konveks

F(55) < (3) @+ (3) o

dir. Bu egitsizlikte © = ta + (1 — t)b, y = (1 — t)a + tb degisken degistirmesi yapilirsa

oldugundan

2° f (a;b) < f(ta+ (1 —1t)b) + f((1 —t)a + tb) (4.1.13)

olur.

Esitsizligin her iki tarafi %t”(l—t)a_"_l ile garpilip daha sonra [0, 1] tizerinden ¢ degiskenine
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gore integre edilirse

2° [a+D ! 1
— t"(1 =) " dt
n!f( 2 )/0 ( )

1 ' n a—n—1 1 ' n a—n—1
) rasn f(ta+(1—t)b)dt+a/o (1 — 1)1 F (1 — t)a + th)dt

1 [P b—z\" [z —a\*"" dx
ol a (b—a) (b—a) f($)b—a
1 " (y—a\" (b—y\* """ dy
+E a <b—a) <b—a> f(y)b—a
1

= Gy O+ Luf(a)]

IN

elde edilir.

I'(n+1I'(a —n)
I(a+1)

1
/ t"(1—t)*"dt=Bn+1,a —n) =
0

oldugundan

a+b ['(a+1) y b "
H(“57) = 5 o 1270+ L) (4.1.14)

yazilir ve boylece (4.1.12) de verilen birinci esitsizlik ispatlanmig olur.

Tkinci esitsizligin ispati icin ise ilk olarak f ikinci anlamda s—konveks oldugundan

flta+(1—=1)b) < t°f(a)+(1—=1)"f(b)
f((I=ta+th) < (1—=2t)°f(a)+t°f(b)

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
fta+ (1 =1)b) + f(1 —t)a+tb) < [t*+ (1 —1)°][f(a) + f(b)]

olur. Son esitsizligin her iki tarafi %t”(l —t)* 1l ile garpilip daha sonra [0, 1] {izerinden

t degigkenine gore integre edilirse

e 1S )+ Lof (@)

< o [ a0 e - i) + ol (4115)
_l[B(”+3+1704—71)—1-B(n+1,a—n+s) [f(a) + f(b)]

~nl

elde edilir. Boylece (4.1.14) ve (4.1.15) esitsizlikleri birlestirilerek istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.5 Teorem 4.1.3’te s = 1 olarak secilirse (4.1.12) esitsizligi konveks fonksiyonlar

icin uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen (3.2.1) esitsizligine indirgenir.
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Sonug 4.1.6 Teorem 4.1.3’te &« = n + 1 olarak secilirse (4.1.5) esitsizligi s—konveks
fonksiyonlar igin Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilen (3.1.5) esitsizli-

gine indirgenir.

Simdi de diferensiyellenebilen fonksiyonlar i¢cin uyumlu kesirli integralleri iceren yeni bir
ozdeglik ve bu 6zdeglik yardimiyla ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar igin (4.1.12)

esitsizliginin sol tarafi ile iligkili elde edilen yeni sonuglar asagida verilecektir.

Lemma 4.1.2 I, R’de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a < bve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde o € (n,n + 1], n = 0, 1,2, ... olmak

uzere

fla) + f(b)
2

B(n+1,a—n) ( ) - Q(b"! _[12£(b) +° Lo f(a)] (4.1.16)

_&)
{ /1 {Bl_t(n +l,a—n)—Bmn+1,a—n)|f(ta+ (1 - t)b)dt}

_b—a
2

esitligi gecerlidir.

ispat.
I = /1 [Bl—t<n +l,a—n)—Bi((n+1,a— n)}f/(ta + (1 —t)b)dt (4.1.17)
0

olarak verilsin. Bu egitlikte kismi integrasyon yontemi ve z = ta + (1 — t)b degigken

degistirmesi kullanilarak

L = /1 Bi_y(n+1,a—n)f (ta+ (1 —t)b)dt (4.1.18)

— /01 (/OH 2" (1 — :c)anldx> f(ta+ (1 —t)b)dt

= (/OH a"(1 — J;)O‘_”_ldx> f(ta+ (1 - t)p)dt|'

a—>b

0

dt

+/0 (1 —t)"t* " L f(ta + (1 — ””)m

(e [ () () et

f(b) n!
b—a - (b _ a)a+1 (b]af)(a)

= B(n+1,a—n)
ve

I, = /1 Bi(n—+1,a—n)f (ta+ (1 —t)b)dt (4.1.19)

1

f(ta+ (1-t)b) _/1tn(1 — ) f(ta + (1 —t)b)%

= Bin+1,aa—n) p—

0
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a b —a\" [z —a\*"! T
B _B(n—i_l’a_n)bf(—zz—i_bia/ (z—a> (b—a> f(x)bd—a

= —Bn+1,a— n)bﬂ—azz + 0 _T;!)QH (1 f) (D)

esitlikleri elde edilir ki boylece I = I; — I5 esitligi yazilabilir. Son olarak bu esitligin her

iki tarafi b_T“ ile carpilirsa istenilen sonuca ulasgilir.

Sonug 4.1.7 Lemma 4.1.2°de o = n + 1 olarak segilirse (4.1.16) esitligi (3.1.9) esitligine

indirgenir.

Teorem 4.1.4 I, R’de bir aralik ve f: [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,beI°, a<bve f € L[a,b]. Bu takdirde s € (0,1], « € (n,n + 1], n = 0,1,2... olmak

. ! o1 . . . .
tizere |f'| ikinci anlamda s—konveks fonksiyon ise

I2f(b) + Lf(@)| (4120

‘B(n+1,a—n) (f(a);rf@) - 2(19?!@)&[

b-a (|f’(a)| + If’(b)|>

- 2 s+1

m+l,a—n+s+1)

N

x{B;(a—n—i—s—i—l,n—i—l)—B

+Bi(n+s+2,a—n)—B

1 1
2 2

(a—n,n+s+2)+B(n+1,a—n)}

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2, {icgen esitsizligi ve |f'| niin ikinci anlamda s—konveksligi kul-

lanilarak

IN

Iof(0) +" Lo f(a)] (4.1.21)

‘B(n—i—l,a—n) (f(a>+f(b)) nl

2 _2(b—a)a[

b;a /0 [Bl_t(n+1,a—n)—Bt(n+1vo‘_”)]fl(ta+<1_t)b)dt‘
b;“/o [Bl_t<n+1,a—n)—Bt(n+1,a—n>]‘\f'(m+<1—W))\dt
b;a /0 [Bioi(n +1,a —n) = Bi(n+ La—n)]|f (ta+ (1 - t)b)|dt

+ﬁ1 [Bi(n+ 1,00 —n) — Bi_y(n+ 1,0 — n)] |f/(ta + (1= t)b)|dt

b—a
2

{ /02 [Bl_t(n+ La—n)—Bi(n+1,a— n)] (t5|f/(a)| +(1-— t)5|f/(b)|)dt
+[ [Bt(n +1l,a—n)—B_(n+1,a— n)] (t5|f/(a)| +(1-— t)5|f/(b)|)dt}
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::b_a{wmnﬂ2wlmﬂqﬂwwn—&m+La—mﬁWt

2
, 3
HE O] |7 [Bratnt La—n) = Bin+ La - )] (1 - tds
0
1
HP @] [ B+ Lo =) = B+ 1o - w]e)de
I 21
+|f ()] / [Bi(n+1,a—n)— Bi_y(n+1,a—n)|(1—1t)dt
2
elde edilir. Ayrica tamamlanmamig beta fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak;

Bi_i(n+1l,a—n)— Bi(n+1,a —n)

1-t t
= / 2"(1 —2)* " dw — / 2"(1—x)* " da (4.1.22)
0 0
1-t 1
_ / (L= 2)* e, (02 5)
t
Bin+1,a—n)— Bi_4(n+1,a —n) (4.1.23)

¢ 1t
= / 2"(1 —2)* "ty — / 2"(1 — 2)* " o
0 0
t
= / (1 —2)* " e |
1

—t

<t<1)

N | —

dir. (4.1.22), (4.1.23) esitsizlikleri yardimiyla

’

d [ ,
— dt =u (x)f(u(x)) —v (z)flv(x
i = @) ) @ 0)

olarak bilinen integrallerin tiirevleri i¢in Leibniz formiilii ve kismi integrasyon yoéntemi

1t
(/ (1 — x)o‘_"_ldsn) t°dt
t

1-t terl
/ (1 — x)a_”_ldx>
s+1

kullanilarak

-
- |

NI

1
2

¢ 0
% n 1 ts—‘rl
— — (1=t " =t (1 —t)* " dt 4.1.24
| (-a-0 (-0 ) (1120
1 % % 1 1
— [ / tT (1L — t)dt + / et (1 — e dt]
s+1L), 0
1
= [B;(a—n+s+1,n~|—1)+B;(n+s~|—2,a—n)},
s+1L 2 2
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1

By — /0 (/tl_tx”(l—x)a"1d:c)(1—t)5dt
_ [</t1_t:c"(1—az)a‘”—lm)—_(1S_+t1)s+1 0

1

2 _ 1 _ t)s—i—l

_ 1 — ) 1 — (1 — ¢t a—n—1 (
(- e

dt (4.1.25)

= 2"(1 —2)* " e
s+1J
1

|:/ ta n— 1(1_t)n+s+1dt+/2tn(1 —t)a_n+sdt
0

s—|—1

Bn+1l,a—n)—Bi(a—n,n+s+2)—Bi(n+1l,a—n+s+1)],

1 1
2 2

(/ — )" 1dx>t dt (4.1.26)
s+1

/ a nldx) 3
s+1

1
2

oo f
(

S—i—l

1 1
= 2"(1 — 2)* " dw
0

s+1
1
+

1 1
/ tn-l—s—i—l(l r t)oe—n—ldt + / ta—n—i—s(l - t)ndt

2

-

1
= [ (n+1l,a—n)—Bi(a—n,n+s+2)—Bi(n+1l,a—n+s+1)

1 1
2 2

) "—1dx> (1 —t)%dt
1

[
(/’z annm)—gl?ﬁl
1—¢)s+!

/ GO e A ¢ —t)”)< —
/

= [B (a—n—l—s—irl,n—ir1)+B;(n+s—|—2,a—n)}
s—i—l 2 2

olarak bulunur. Tanim 2.2.2’de verilen beta fonksiyonu ile tamamlanmamig beta fonksi-

dt (4.1.27)

1

tn(l_ )Oc n+sdt+/

2

ta—n—l(l . t)n+s+1dt]

yonu arasindaki iligkiden dolay1
B(a,b) = B, (a,b) + B%(b, a)
olarak yazilir. Daha sonra (4.1.24), (4.1.25), (4.1.26) ve (4.1.27) esitlikleri (4.1.21) esitsizli-

ginde kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.
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Sonug 4.1.8 Teorem 4.1.4'te s = 1 olarak secilirse (bu durumda | f'| fonksiyonu konveks

demektir)

‘B(?”H— 1,a — n)f(a) ;_ /() - 200 T a)o‘[
b—alf(a)+|f ()
- 2 2

x{B;(a—n—i—Q,n—l—l)—B

I°f(b) +° 1. f(a)] (4.1.28)

(n+1l,a—n+2)

1
2

+Bi(n+3,a—n)— B (a—N,n+3)+B(n+1,a—n)}

1 1
2 2

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.9 Sonug 4.1.8’de a = n+1 olarak segilirse (4.1.28) esitsizligi (3.1.10) esitsizligi-

ne indirgenir.

Sonug 4.1.10 Teorem 4.1.4’te &« = n + 1 olarak seciilirse (4.1.20) esitsizligi Set ve

arkadaglar [59] tarafindan Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilen

‘f(@;f(b) _ ;((baj—ai‘)" S F () + 12 f@]‘ (4.1.20)

b—a 2 1 q
< 11— —
- 2 [a—i—l( 2a)]

X{Bé(s—l—l,a—f—l)—B

20%s — ]
(v + s+ 1)20Fs

Q=

(a+Ls+1)+ bir@p+is o

1
2

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.5 I, R’de bir aralik ve f : [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b€I°, a<bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde o € (n,n+ 1], n =0,1,2... ve

1-t p
U= 2/ </ (1 — x)anldx) dt
0 ¢

olmak tizere p > 1, 110 + é =1 ve | f/\q ikinci anlamda s—konveks fonksiyon ise

D=

‘B(n 10— nl@ ; ) 0 ’1! e l1af0) Y Ifa)]] (4.1.30)
b—ag1(If @)+ f B
= \1,< s+ 1 )

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. Lemma 4.1.2, liggen esitsizligi, Holder esitsizligi ve | f’|q nun s—konveksligi

kullanilarak
’Bm+La—nﬂv0;ﬂm—QQTMJ@ﬂ®+FQﬂ@] (4.1.31)
_b ; a4 /01 [Bii(n+1,a—n) = Bi(n+1,a-n)f(ta+(1- t)b)dt‘
< b ; ¢ /01 |Bi_¢(n+1,a —n) — By(n+1,a —n)||f (ta+ (1 — t)b)|dt
< b—a /01 |Bi_i(n+1,a—n)—Bin+1,a— n)\pdt] ' /01 £ (ta+ (1 —t)b)\th] '

yazilir. Burada

1
U = / |Bl_t(n+1,a—n) —Bt(n+1,a—n)|pdt (4.1.32)
0

1 P
— /2 (Bl_t(n+1,a—n)—Bt(n—i-l,a—n)) dt
0
p

1
+/ <Bt(n+1,o¢—n)—Bl_t(n—i-l,oz—n)) dt

2

1 1—t P 1 t P
= / (/ x"(l—x)a_”_ldx> dt+/ (/ x"(l—x)a_”_ldx> dt
0 t 1 1—¢
1t P
= 2/ </ (1 —x)anldx) dt
0 t

é\ﬂm+u—MWﬁ§UhW£tw+U@W£U—w% (4.1.33)
= (f @I+ 17 ®))

[SIES

ve

hesaplamalar1 goz oniine alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.1.11 Teorem 4.1.5'te s = 1 olarak secilirse
fla)+f0)  n!
2 2(b—a)

- b;aw; [!f/(a)!q -QF !f/(b)!"}

‘B(n +1,a —n) —[I3f(b) +" 1o f(a)] (4.1.34)

Q=

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.1.12 Sonug 4.1.11'de @ = n + 1 olarak secilirse, (4.1.34) esitsizligi

o8



olmak tizere

‘B(ml)ﬂa”ﬂb) ) e po) 4 g f(a) (4.1.33)

2 - 2(b—a)®
o[ o
2 2

Q=

esitsizligine indirgenir.

Sonug 4.1.13 Sonug 4.1.12’de v = 1 olarak segilirse (4.1.35) esitsizligi Dragomir ve

arkadaglar1 [15, Teorem 2.3] tarafindan verilen

’f(a> ; fo) b i . /abf @) .
) o)

esitsizligine indirgenir.

Sonug 4.1.14 Sonug 4.1.12'de a € (0, 1] olarak secilirse (4.1.35) esitsizligi Ozdemir ve

arkadaglar [48, Corollary 1] tarafindan verilen

’ﬂ@;ﬂ@_zgfaﬁmﬂm+ﬁU®H

<ww( 1 Y{WWW+V@W}

(4.1.37)

Q|

- 2 ap +1 2

esitsizligine indirgenir .

4.1.3 Quasi-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Quasi-konveks fonksiyonlar i¢in uyumlu kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-

Hadamard esitsizliginin bir genellestirmesi agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.1.6 I, R’de bir aralik ve f: I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a <bve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde o € (n,n+ 1], n =0, 1, 2... olmak {izere

f fonksiyonu [a, b] tizerinde quasi—konveks ise
2(5(_-ai—)a (Iéif(b) + b[af(a)) < B(n+1,a—n)max{f(a), f(b)} (4.1.38)

dir.

29



ispat. f fonksiyonu [a, b] tizerinde quasi-konveks oldugundan

f(ta+ (1 —1)b) < max{f(a), f(b)}

(1 =t)a+1tb) < max{f(a), f(b)}

esitsizlikleri gecerlidir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa

% [f (ta+ (1 =1)b) + f (1 = t)a + tb)] < max{f(a), f(b)}

olur.
Burada esitsizligin her iki tarafi %t”(l — t)>=""1 ile garpilip ¢ degigkenine gore [0, 1]

tizerinden integre edilirse

1
% {%/0 (1 =) " f (ta+ (1 — t)b) dt
—|—i' 1t”(l — )" (1 —t)a + tb) dt
n. 0
5 i' 1 t"(1 — t)* " T max{f(a), f(b)}dt
n. 0

elde edilir.
r=ta+ (1 —1t)bvex=th+ (1 —t)a degisken degistirmeleri yapilarak

1 P (x=b\" (a—az\""" f(z)dz
n! a (a—b) (a—b) b—a

1 [P (z—a\" (b—a\""" f(z)dz
+H a (b—a) (b—a> b—a
9 1

= [ "1 —t)* " T max{f(a), f(b)}dt

n! Jo

IN

_ %B(n + 1,0 — n) max{f(a), f(b)}

() ey
- 5 _1(1)& % / (b ) — )t )
_ (b_la)afg ()

yazilir. Burada

ve benzer sekilde

1t
n! Jq (b—a)> J(w)de = (b—a)aIa (a)

oldugu goz oniine alinirsa istenilen sonug elde edilir.
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Sonug 4.1.15 Teorem 4.1.6’da o = n + 1 segilirse (4.1.38) esitsizligi (3.1.19) esitsizligine

indirgenir.

Lemma 4.1.2 yardimiyla quasi-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen yeni sonuglar asagidaki

gibidir.

Teorem 4.1.7 I, R’ de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,be I°,a <bve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde o € (n,n+ 1], n =0, 1,2... olmak {izere
| /| fonksiyonu [a, b] tizerinde quasi—konveks ise

fla)+ f(b) — n!
2 2(b—a)~

‘B(n—i— 1,0 — n) (I2.f(b) +bfaf(a))‘

b —

IA

T max{|f'(a)l. |/ ®)]) (4.1.39)
X [(a—n)Bé(a—n,n—l—l)+(n+1)B%(n+1 a—n)— 2%1

dir.

Ispat. Lemma 4.1.2, iicgen esitsizligi ve | f'| fonksiyonunun quasi-konveksligi kul-

lanilarak
fla) + f(b) n! a
‘B(n+1,a—n) 5 — 20— a) [Iaf(b)+]§f(a)}
< )= By(n+ 1 —n)| |f'(ta + (1 — 1)) dt
< /|31 (n+1,aa—n) = Bi(n+1,a—n)|max{|f(a)|,|f(b)|}dt

= = max{|f(a)l, | ')} (4.1.40)

1

x[/o (Bis(n+1,a—n)— Byn+1La—n))dt

1
2

1

+/ (Bi(n+1l,a—n)— Bi_4(n+1,aa—n))dt

esitsizligi elde edilir. Tamamlanmamig beta fonsiyonun 6zelliklerinden
/Bt(n+ La—n)dt =tBi(n+1,a —n) — Bi(n+2,a —n)

ve

/Bl_t(n—i— La—n)dt =tB;_(n+1,aa—n)+ Bila—n+1,n+1)
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yazilir. Dolayisiyla yukarida verilen hesaplamalar yardimiyla

[

Bi(n+1l,a—-n)+Bi(a—n+1n+1),

N[

DO | —

K, = /QBlt(nle,a—n)dt:
0

=

Bi(n+1,aa—n)— Bi(n+2,a —n),

[T

1
2

DN | —

K, = /2 Bi(n+ 1, —n)dt =
0

1
(n—i—l,a—n—l—l)—§B%(n+1,a—n),

D=

1
Kg = /Bl_t(n—i-l,oz—n)dt:B

2

1
K, = /Bt(n—l—l,a—n)dt:B(n+1,a—n+1)
1

2

B

- %(n+1,a—n)+B%(n+2,a—n)

N =

olarak bulunur. Boylece K7, Ky, K3 ve K, ifadeleri (4.1.40) esitsizliginde yerine yazilirsa

istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.1.16 Teorem 4.1.7°de o = n + 1 segilirse (4.1.39) esitsizligi (3.1.20) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.1.8 [, R’ de bir aralik ve f : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a <bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde « € (n,n+ 1], n =0,1,2... ve p > 1

icin ]l) + % = 1 olmak tizere | f’|? fonksiyonu [a, b] tizerinde quasi—konveks ise

‘B(n +1,0-nl® - o) _ Q(bﬁ!a)a (12f(b) + b]af(a))‘

IA

P maxd| )l P01 (11.41)

1
I3

X{M% (31t(n+1,a—n)—Bt(n—i-l,a—n))pdt}

P

—i—ﬁl(Bt(n—{—l,a—n)—Bl_t(n+1,a—n))pdt}1}

dir.

Ispat. Lemma 4.1.2, ficgen esitsizligi, | f/|? fonksiyonunun quasi-konveksligi ve Holder

esitsizligi kullanilarak

‘B(n t - ey bIaf(a))‘

2 2(b—a)
b—a
2

< / Biytn+1a—n)—Bin+1,a—n)|f(tat (1 —t))dt
0
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3 =

< = ¢ (/01 |Bii(n+1,a —n) — By(n+ 1,a—n)|pdt)
« (/1 fta+ (1 - t)b)|th>q
< b_a(/ |Bi_¢t(n+ 1, —n) — Bt(n+1a—n)|pdt)p

x max{|f'(a)|9,|f(b)] }q

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.17 Teorem 4.1.8'de o« = n + 1 segilirse elde edilen esitsizlik o € (0, 1] i¢in
(3.1.21) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.9 I, R’de bir aralik ve f : [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a <bve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde a € (n,n+ 1], n =0,1,2... ve ¢ > 1
olmak tizere |f’|? fonksiyonu [a, b] tizerinde quasi—konveks ise

fla)+ f(b) _ n!
2 2(b—a)~

‘B(n—l—l,a—n) (Igf(b)JrIgf(a))’

< 2 max{| )l | (B} (4.1.42)

X [(a—n)B (¢ —=n,n+1)+(n+1)Bi(n+1, a—n)—i}

1 1
2 2 A

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.1.2, {iggen esitsizligi, | f'| nun quasi—konveksligi ve Power-mean esitsizligi

kullanmilarak
+fb ! )
‘B(n—l— 1,a—n)f(a) ! fb) Q(b’_ba)a (12 £(b) +I§f(a))‘
< boa /lBl_t(n—i—l,a—n)—Bt(n—kl,a—n) F(ta+ (1 — 1))\ dt
2 0
1 -3
< b;a(/o ’Bl_t(n—i-l,&—n)—Bt(n—l—l,a—n)ldt)
1 a
< ([ Bt 1o =) = Bt La— il s (- opar)
0
h— 1
e (@), 1£(b)|7} s

x[/ (Bit(n+1,aa—n) — By(n+1,aa—n))dt
0

1
—|—/ (Bin+1,a—n)— Bi_y(n+1,a—n))dt
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= I @l O

1
(n+1l,aa—n)— —

X [(a =n)Bi(a—n,n+1)+ (n+1)B 5

1
2

NI

yazilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.18 Teorem 4.1.9’da o = n + 1 secilirse (4.1.42) esitsizligi (3.1.22) esitsizligine

indirgenir.

4.1.4 Ikinci Mertebeden Tiirevi m—Konveks Olan Fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde ilk olarak iki kez diferensiyellenebilen fonksiyonlar i¢in yeni bir 6zdeglik
verilecektir. Daha sonra bu 6zdeslik ve literatiirde iyi bilinen baz esitsizlikler yardimiyla

m-konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilecektir.

Lemma 4.1.3 I, R’de bir aralik ve f : I — R, [°’de iki kez diferensiyellenebilen bir

fonksiyon, a,b € I°, a < bve f"” € Lla,b] olsun. a € (n,n+1] ve n = 0,1, 2... olmak lizere

20— 1p)

(b—a)
(b= a)’

— T/o [tBi(n+ 1,0 —n) — By(n+ 2, — n)]

Lt 2—t St 2t
x[f (2a+ 5 b>+f (2b—|— 5 a)} dt

a+b

IE“GTH)),f(a) +I?T)+f(b)} —B(n+1,a—n)f< ) (4.1.43)

dir.

ispat. Leibniz integral kural ve kismi integrasyon yardimiyla

1 2_
Ki = [ 0BGt La-n) - B ) (o 250 i
0

1

2 21t
- a_b[tBt(n—l-l,Oé—n)—Bt(n+2,a—n)]f’ (§Q+Tb)

0
2—1

2 [ t
+b—a/0 Bi(n+1,a—n)f (§a+Tb> dt

— %[B(n+1,a—n)—B(n+2,a—n)]f’(a;b)
a+b 2
Ho— B(n+1,a—n)f< 5 )a—b

_|_

2 1 t 2—t
(1= —a+=—b)dt
b—a/o (1-1) f(2a+ 2 ) ]
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olarak yazilir. z = %a + %b degisken degistirmesi yapilirsa

K = ai“Bm+La—n}<Mn+Za—nﬂf(a;%
a+b 2
o B(n+1,a—n)f( 5 )a—b
2a+1 b . (I+b a—n—1
b /ﬂy(b—x) (+-"57) f<x>d:c]
2

= a_b[B<n+1,a—n>—B<n+27a—“>]f’(agb)

a+b 202l
2) e COLEAY

—ﬁB(n%—l,a—n)f(

elde edilir. Benzer sekilde

1 5
Ky = /[tBt(n-l—l,oz—n)—Bt(n+2,a—n)]f”(%b+ zta)dt
0

b—a 2

a+b 202l
2> (T CCRCERAS

_ - [B(n+1,a—n)—B(n+2,0z—n)]f’<a+b>

4
olarak bulunur.

(b—a)®

Son olarak K ve K esitlikleri toplanip esitligin her iki tarafi = ile ¢arpilirsa istenilen

sonuca ulasilir.

Sonug 4.1.19 Lemma 4.1.3te &« = n + 1 olarak segilirse

S ey @+ S0 -1 (57) .

C(b=a)? [, Lt 2—t Lt 2—t
“sar [ (e ) e (G )

elde edilir. Daha sonra son esitlikte 1 — ¢ = 2 doniigimi yapilirsa Riemann-Liouville

kesirli integrallerini iceren Lemma 3.1.5 de verilen 6zdeslik elde edilir.

Lemma 4.1.3 yardimiyla iki kez diferansiyellenebilen m—konveks fonksiyonlar icin elde

edilen sonuclar asagida verilmistir.

Teorem 4.1.10 f : [0,0*] — R, (a,b) C [0,b*] (b* > 0) lizerinde iki kez diferensiyel-

lenebilen bir fonksiyon, 0 < a < b, m € (0,1] ve £ < b* i¢in f” € L[a,b] olsun. Bu
b

takdirde o € (n,n+1], n = 0,1,2... ve ¢ > 1 olmak {izere | f”|? fonksiyonu [a, *] {izerinde

m-konveks ise
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E“m)ff(a) + [fayyf(b)] —~B(n+1l,a—n)f (a ; b) ‘ (4.1.45)

2

< 0o {(Allf”(a)l" rmialf” () |q)‘11 + (Ml @+ il (2) |q)q}

a
m

esitsizligi gecerlidir. Burada ®, A; ve A, ispatin i¢cinde hesaplanmisgtir.

Ispat. (4.1.45) esitsizliginin sol tarafi kisaca £, olarak gosterilsin. ¢ € [0,1] icin

Lemma 4.1.3’te ticgen esitsizligi kullanilarak

L, < @{/01 tB(n+1,a —n) — By(n+2,a —n)] (4.1.46)
X {f” <%a+?b>’+ £ <%b+ Z;ta)u dt}

yazilir. Burada
tBi(n+ 1,00 —n) — B(n+2,a —n) :/Bt(n+1,a—n)dt >0

dir. (4.1.46) esitsizliginde Power-mean esitsizligi kullanilirsa

L, < (b_“>2{ (/01 [tBt(n+1,a—n)—Bt(n+2,a—n)]dt)

8
St 2t
- —)
f (2a+ 5 )

1—-1
q

1—1
q

N
dt)
N

)

« (/01 tBy(n+ 1,0 —n) — Bi(n+2,a—n)]

+ (/o1 [(Bi(n+1,a—n) = By(n+ 2, —n)] dt)

t 2—1t
f” (§b+ 9 a)

elde edilir. |f”|? fonksiyonu [a, 2] {izerinde m-konvex oldugundan

" t 2—t " b
/ (ﬁ”Tb) / (%)

Lt 2t
f (2b+ 5 a>

dir ve son egitsizlige m—konvekslik sart1 uygulanirsa

X (/01 [tBi(n+ 1, —n) — By(n + 2,0 — n)]

q
2—t

ve
q
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L < (b_ga)Q (/01 [tBi(n+ 1,00 —n) — By(n+ 2, — n)] dt) B (4.1.47)

X{ [|f”(a)|q /01 [tBy(n+ 1,00 —n) — By(n + 2,0 — n)] %dt
+m|f” (%) \q/ol [tBi(n+1,a—n) — Bi(n+2,a—n) (?) dtr’

1

+[\f”(b)\q/0 [tBi(n+ 1,0 —n) — By(n + 2, — n)] %dt

+ml|f” (%) |‘1/01 (tB,(n+ 1,0 —n) — By(n + 2,0 — )] (%) dt};}

yazilir. Kismi integrasyon yontemi ve beta fonksiyonunun ozellikleri yardimiyla

o = /Ol[tBt(n—l—l,a—n)—Bt(n+2,a—n)]dt (4.1.48)
= %[B(n+1,a—n)—2B(n+2,a—n)+B(n+3,a—n)],
A = /Ol[tBt(n—i—l,a—n)—Bt(n—|—2,a—n)]%dt (4.1.49)
= %[QB(n—I—l,a—n)—BB(n+2,a—n)—I—B(n—|—4,a—n)],
A = /1 tByn+ 1,0 —n) — Bin+2,a—n)] (?) dt (4.1.50)
0

1
— E[4B(n+1,a—n)—93(n+2,a—n)+6B(n+3,a—n)—B(n+47a_n)]

sonuglar1 elde edilir. Son olarak (4.1.48), (4.1.49), (4.1.50) esitlikleri (4.1.47) de kul-

lanilirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.1.20 Teorem 4.1.10'da o« = n+ 1, ¢ = 1 ve m = 1 olarak segilirse elde edilen

sonug Teorem 3.1.11°de s = 1 i¢in elde edilen 6zel sonug ile aynidir.
Sonug 4.1.21 Teorem 4.1.10’da o« = n + 1 olarak segilirse

S Py 1@+ s -1 (537)

(b— a)? 1 3+, 1 -1
ain(2) ()
f"(@)]e mla+4) ()]
a+3 (a4 2)(a+3)

TG mla )
+[a—|—3 + (v +2)(a+3) }

elde edilir.
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Sonug 4.1.22 Sonug 4.1.21°de m = 1 olarak secilirse

—Q(br_(f; 2 [ iy (@) Ty £l >} f(“;b)‘

6 )

« {[’f”(a)!q n (oc+4)\f"(b)\qr . {|f”(b)\q (a+4)|f”(a)|qr}

a+3  (a+2)(a+3) a+3 +(a+2)(a+3)

yazilir. Bu sonu¢ Teorem 3.1.13'te s = 1 igin elde edilen 6zel sonug ile aynidir.

Sonucg 4.1.23 Sonug 4.1.22’de o, ¢ = 1 olarak secilirse elde edilen sonug Sarikaya ve

arkadaslar1 [58] tarafindan klasik integraller yardimiyla elde edilen

o [ () | < S wr@r o

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.1.11 f:[0,0*] = R, > <b* ve 0 < a < bicin (a,b) C [0,b*] (b* > 0) {izerinde
iki kez diferensiyellenebilen bir fonk51yon ve f" € Lla,b] olsun. a € (n,n+1],n=0,1,2...,
P, q € (1, 00) igin%+%=1ve

1
U= / [tBi(n+ 1,00 —n) — Bi(n+2,a —n)]"dt (4.1.51)
0

olmak iizere | f”|? fonksiyonu [a, 2] {izerinde m-konvex ise

%{fﬂ) f()+lz" e +f(b )} 1(n+1a—n)f<a_2|—b>' (4.11.52)
< e ol (T oo il ('}

dar.

Ispat. Lemma 4.1.3, | /|9 nun m—konveksligi ve Holder esitsizligi kullanilarak
[t 2t
—a+ ——0b||dt
f (2a + 5
Lt 2—t
= dt 4.1.
(2 5 a (4.1.53)

(b= a)*
- 8

Ly

{/1 tBy(n+ 1,0 —n) — Bi(n+2,0—n)]

¢ [ ¥+ Lo~ Bl 20— )

68



(5—8‘1)2{ (/01 [tBt(n+1,oz—n)—Bt(n—i—Q,oz—n)]pdt);
><<Alf”<%w+%%ié>qﬁ>;

+(/01 [tBt(n+1,a—n)—Bt(n—i—Q,a—n)]pdt)
(507

azilir. t € [0,1] i¢in |f”|? fonksiyonu [a, £] {izerinde m—konveks oldugundan

1 2 ¢ 1 -
/0 f"(%thb) dtglf”(a)lq/0 gdt+m ( > /—tdt

S =

1 3 . (4.1.54)
1 1 q e 1! .
4|f (a)] —|-m4 / (m)
ve
1 A SN 1y 12—t
/ f// LI . dt < ’f”(b)|q/ —dt +m |f" (ﬁ) q/ — dt
0 2 2 0 2 " o2
1 3 (4.1.55)
a q
_ 1 " q i " .
O+ mg | (%)

4
olur. (4.1.54) ve (4.1.55) esitsizlikleri ile (4.1.51) esitligi (4.1.53) esitsizliginde kulanilirsa

istenilen sonug elde edilir.
Sonucg 4.1.24 Teorem 4.1.11’de o = n + 1 olarak segilirse

e ey 0+ e 100 1 (%57

2
(b—a)*

2%+ (a+ 1) (p(a +11) + 1)

Alrorsanlr (2] + lrowsamp @11

egitsizligi elde edilir. Ayrica bu esitsizlikte m = 1 olarak secilirse Teorem 3.1.12’nin s = 1
i¢in verilen 0zel sonucu elde edilir

3=

4.2 Genellestirilmis Kesirli integraller Yardimiyla Bazi1 Konveks
Fonksiyon Tirleri Igin Esitsizlikler

Bu boltimde ilk olarak genellestirilmig kesirli integral operatorleri yardimiyla iki yeni

ozdeslik verilmis, bu ozdesliklere bagh olarak, Holder, Power-mean ve integraller icin
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tiggen esitsizligi gibi iyi bilinen bazi egitsizlikler kullanilarak konveks fonksiyonlar i¢in yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Ikinci olarak farkll bir 6zdeslik daha ispatlanmig ve ardindan
ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar igin yeni esitsizlikler elde edilmistir. Son kisimda
ise P(I),Q(I),S(X,h) ve r—konveks fonksiyon simflari i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli
egitsizlikler yer almaktadir. Ayrica ispatlarin ardindan, elde edilen sonuglarin, o, p, w gibi
parametrelerin 0zel se¢imleri ile hangi sonuclara indirgendikleri verilecektir. Bu doniigiim

icin kullanilan iglem basamaklar1 soyledir:

gk():fgog ZFpk—i—)\xk (p,A>0; z€eR)

serisinin agik halini, x yerine w(x — t)? ve w € R olmak iizere, integralin i¢inde yazalim.

(jpo,—k,aﬂw@p) (m)
= [ -0 - Pl

— [ (Z o lute - t)ﬂ]’f) p(t)dt

= /j(m — )Mt (%[w(m —)°° + %[w(m — )]t + ) (t)dt

Son egitlikte integralin igerisindeki agik yazilan toplamda birinci terimde w # 0, A = « ve

0(0) = 1 diger terimlerde ise w = 0 olarak alinirsa
(jpfa,a-l—;w(p) (ZL’)
v 1
= — )" ==+ 0+0+0...| p(t)dt
[ -0 g rororo-] s
= (Jhe)(2)
dir. Sag tarafli genellegtirilmis kesirli integralin doniigiimii de ayni ozel kosullar altinda
benzer sekilde goriilebilir. Bu boliimde teoremlerin ardindan verilecek sonuclarda "\ = «,
0(0) = 1 ve w = 0 segilirse” ifadelerinden ¢ikarilacak anlam yukarida yapilan uygula-

madaki gibidir. Bu operator yardimiyla yapilan iglemlerin anlagilmasi ic¢in iki uygulama

agagidaki gibi verilecektir.
Ornek 4.2.1

/1 PFT o w(b— a)’t?)dt
_ /O P (Z %[w(b _ a)ptp]k> dt

(
« L(pk+X+1)
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- Yy (f o)

IR ) (O L i

B kz:% L(pk+A+1) <A+pk:+10>
_ v ok)[w(d - a)) 1

N kz_% L(pk+ X+ 1) (A+pk:+1>

_ v ok)[w(d - o))

B ; F(pk—i—)\—f—?)

(1= 8)*F7 s alw(b — a) (1 = t)°]]

d

al

d = o(k) P Pk
_ a-<1_t) <Zm[w(b—a) (1—t)]>]

k=0

_ g_EzawWMb—@ﬂ(l_QHM}

dt | < T(pk+A+1)

= LG 00
k=0

— (1 M1 = 0<k)[w(b—a)9(1_t)p]k

Y 4 k; T'(pk + A)

= (1= tUFL [w(b — a)’(1 1)),

4.2.1 Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsiz-
likler

Lemma 4.2.1 I, R’de bir aralik ve ¢ : [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a < bve ¢ € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p,A € Rt w € R ve o(k) € R

(k € Ny) siurh bir dizi olmak {izere

(z — a)* oy aw(@ — a)fle(a) + (b — ) F7y 4 [w(b — 2)°)p(b)

b—a (4.2.1)
T b_a : [(jpaz\ T+ w‘P) (b) + (jpf/\,x—;w@) (a)}
- C b _a)a - { /0 [ F vlw( — a)t] = F oy w(z — a)’]] 'tz + (1 - t)a)dt}

—x A+1 1
+ %{ /0 [Fo i lw(b — 2)7] = P F7 o [w(b — 2)°t°]] ¢ (tr + (1 — t)b)dt}

dir.
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Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullamilarak ve u = tz + (1 — t)a degisken degistirmesi

yapilarak

1
/0 [t’\fli)\ﬂ[w(x — a)’t’] = Fiy o lw(z — a)f]] ' (tz + (1 — t)a)dt (4.2.2)
1
_ / PFS, w( — a)t)g (tr + (1 — t)a)dt
0
1
—/ f;”AH[w(az —a)’]¢ (tr + (1 — t)a)dt
0
1
= PE e - app L0
’ rT—a 0
1 J—
- / P (e — e 2T L= D) g,
0 ’ rT—a
. p(z) — p(a)
—Foapilw(z — @)p]ﬁ
T A—1 p
- o PR gO(CL) 4 1 / u—a o EPAY u—a QO(U)
g0 a)]x—a r—aj, \r—a oa (W@ —a) T —a :c—adu
o QO(CL) 1 ! A— o
= p7/\+1[w<£L‘ — a)’)]glj v, @ —apr /a (u — a) 1]:,;,)\ [w(u — a)’] p(u)du
s p(a) 1 y
= p,)\Jrl[w(x - a)p]x r 4 (z — a) ! (jp,)\,xf;w(p) (a)
esitligi elde edilir. Benzer gekilde
1
/0 [ ;’:/\H[w(b —x)f] — t’\f;Hl[w(b - a:)”tpH O'(tr + (1 —t)b)dt  (4.2.3)
o () 1 o
p,,\+1[w(95 - a)”]b — (b— z) 1 (jp,,\,x+;w90) (b)
bulunur. Son olarak (4.2.2) ve (4.2.3) esitliginin her iki tarafi sirasiyla (x_b‘i):H ve (b_bx_)iﬂ

ile carpilip elde edilen sonucglar taraf tarafa toplanirsa istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1 Lemma 4.2.1'de A = «, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.1) esitligi

Lemma 3.1.3’te verilen esitlige indirgenir.

Teorem 4.2.1 I, R’de bir aralik ve ¢ : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I° a<bve ¢ € Lla,b] olsun. Bu takdirde p, A € Rt w € R, o(k) € R" (k € Ny)

sinirh bir dizi ve

o) = o) (5 s ).

1 1
ay(k) = o(k) (5_ (pk+)\+1)(Pk+/\+2>)

72



olmak fizere, |¢'| fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise

(z — )’y lw(x = a)lp(a) + (b — 2)NF7, | [w(b — 2))p(b)

T (4.2.4)
1 o o
_m [(jp,)\,zﬂwgo) (b> + (jp,)\,z*;wgo) (a)}
(z — a)' Fallwl@ = a)’] + (0 — )M F7 L lwl (0 —2)7]
< — #'(2)
N (z — ) I3 L [Jwl(@ — a)?]l¢'(a)| + (b — 2) 73 [lw] (b — 2)]l¢' (b))
b—a
esitsizligi gecerlidir.
ispat. Lemma 4.2.1 ve tiggen esitsizligi kullanilarak
(@ = aPFgp a0l = flpla) + (b= 0 Fgy [w(b = 2)1e() .
q (4.2.5)
1 g (e
- m [(jp,)\,x*';w(p) (b) + (jp,)\,x—;wgp) (a)}
(ZB B a))\ﬂ ! A o PP o p /
< L RE e - a)t) = By lw(e = a))|l¢! (e + (1 - )a)ds
0

+ G / ¢/t + (1~ t)b)at

elde edilir. Ayrica |¢'| fonksiyonunun konveksligi kullanilarak

Zm[w(b —x)?] - tAfZA+1[w(b — x)"t’]

1

/0 t)\‘/t-;)\-l-l[w(x —a)'t'] = Fy g lw(z —a)’]| | (te + (1 — t)a)|dt (4.2.6)
< /0 (Frasallwl(@ = a)’] = A F7y  [Jwl(z — a)?t?]) [tl¢ (2)] + (1 = t)|¢/ (a)]] dt
<) U(?&Z'Jr(i J_r Clb)p | /O (1= 27%) (tl¢' ()] + (1 = )¢ (a)]) dt
o o®fwffz—a) 11 ,

- kZ:O T(pk+A+1) (2 pk+>\+2)‘¢($)|

o (k) [[w]*(z — a)?*] (1 1 ,

> D(pk+A+1 (5_(pk—l—)\+1)(pk+)\+2))‘¢(aﬂ

k=0 )
= Foaallwl@ = o)l ()] + F5 pllwl(e — a)?)|¢'(a)]

1
/
yazilir. Benzer gekilde

/ (1) + (1= Ol B i
= Fallul® = V) @)+ Fh el — 2] ) (427

|’ (te + (1 — t)b)|dt

;;T,,\H[w(b — )] - t)\'Fg,)\+1[w(b — x)"t’]

IN

,‘)’,m[w(b —x)’] - t)\f;/\—i-l[w(b — x)"t’]
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olur. Sonug olarak (4.2.6) ve (4.2.7) esitsizlikleri (4.2.5) esitsizliginde yerine yazilirsa

istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.2.2 Teorem 4.2.1'de A = a, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse elde edilen sonug

Teorem 3.1.7'de s = 1 i¢in elde edilen 6zel sonug ile ayni olur.

Teorem 4.2.2 [, R’de bir aralik ve ¢ : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,be I°, a<bvey € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p,\ € Rt w € R, (k) € RT (k € Np)
siurh bir dizi, ayrica oy (k), oo(k) (4.2.4) te verildigi gibi ve

o pk + A
os(k) = U(k)pk +A+1

olmak tizere ¢ > 1 igin |¢|? fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise

(z — ) F i [w(e = a)lp(a) + (0 — 2)*F7, 1 [w(b — 2)7lp(b)

4.2.
—_ (4.2.8)
1 ag ag
- m [(jp,/\ﬂc—&-;wgo) (b) o7 (jp,A,a?—;w@) (CL)}
x—a)M 1
< T e o))
< [Foaulwl@ —a)flle' (@) + F3 a [lwl(z — a)]¢' (a)]7] ¢
b— 1 A+1 y 11
v O Gl - )
< [Foiallwl (b = 2)]1e" (@)]* + F3 g lwl(b — 2)°]l¢ (b)]7] *
esitsizligi gecerlidir.
ispat. Lemma 4.2.1, licgen esitsizligi ve Power-mean esitsizligi kullanilarak
(z — a)* F s lw(z — a)flp(a) + (b — ) Ty [w(b — 2)(b)
(4.2.9)
b—a
1 g g
- m [( p,A,x*’;pr) (b) + (jp,)\,x—;wgp) (CL)}
T — )M 1 -2
< S [ Fatote = vl - R aote - ape]ad

1

I||¢'(tr + (1 = t)a ]th}

Fomlw(r —a)’] —t’\]-""AH[ (z — a)t"]

x{/;

Pt — 0] = P Bt = 2]

x{/;

1—1
q

¢ (tx + (1 — t)b)\th}

1
q

]:U,\H[w(b —x)?] - t/\]'—ax\+1[ (b —z)"t]

P

74



yazilir. Daha sonra (3.3.1) de verilen fonksiyon smifi gz éniine alinarak
1
)

k=0

dt (4.2.10)

‘FU)\+1[w('r —a)’] - t/\]:UAH[ (z — a)’t’]
(k) [Jw]*(x — a)™]

) A-pk
T(pk + A+ 1) /0 (1= #777%) dt
1)

o(k)[Jw]*(z — a)?*]  pk + A
e T(pk+A+1) ph+A+1

= Foanllvlz —a)f]

Mg

elde edilir. |¢'|? fonksiyonunun konveksligi kullanilarak
poariw(@ —a)’] = t/\]'—a/\ﬂ[ (z —a)’t’]

< Y MRS [ - o @+ (- Dl d
= Fppalll = e @I + Fiallul@ - ol @ (1211)

yazilir. Benzer yontemler ile
1
| [Fonlos —ay) - PEpalwo =)
< Foanllwlb = 2)?ll¢ (@) + F75 i [Jwl(b — =)l (0)]° (4.2.12)

esitsizligine kolayca ulagilir. Son olarak (4.2.10), (4.2.11) ve (4.2.12) esitsizlikleri (4.2.9)

I||¢'(tz + (1 — t)a)|"dt

¢/ (tx + (1 — t)b)|"dt

esitsizligi ile birlegtirildiginde ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.3 Teorem 4.2.2’de A = a, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse elde edilen sonug

Teorem 3.1.9’da s = 1 icin elde edilen 6zel sonug ile ayni olur.

Teorem 4.2.3 I, R’de bir aralik ve ¢ : I — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,be I°, a<bvey € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p,\ € Rt w € R, (k) € RT (k € Np)

simarl bir dizi ve

o4(k) = o(k) L+ D0+ ﬁpk)] E

Cp+1+ 5357)
olmak tizere ¢ > 1 ve ]lj + % = 1 i¢in |¢'|? fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise

(z — a)*F7\[w(z = a)’lp(a) + (b — 2) F7 o [w(b — 2)°lp(b)
b—a

- () 004 (G ]

(:L‘—CL)A-H o4 ) |90/(5U)|q—|— |g0/(a)|q é
= ﬁfp,AHHw’(ﬂf —a) ]( ) )
+ %}‘giﬂuw“b —z)”] <|<,0’($)|q2+ 10 (b)) )q

5



esitsizligi gecerlidir.

ispat. Lemma 4.2.1 ve tiggen esitsizligi kullanilarak

(v — ) Foylw(x —a)lp(a) + (b — ) F7,  fw(b — 2)°o(b)
b—a

(4.2.14)

e (e ?) 0+ (T ) @) ‘

< (aj—a)k"'l /1
b_a 0

bh— A+1 1
LI
b_a 0

PF, alw(e — a)’t] = FJ o lw(z — a)’]

: | (tx + (1 — t)a)|dt

| (tx + (1 — t)b)|dt

poaa[w(b — )] = OF7 4 [w(b — 2)°t7]

S = Vi e et MU LSRR

elde edilir. Daha sonra Holder esitsizligi ve |¢’|? nun konveksligi kullanlarak

/1 (1= M*9) | (te + (1 — t)a)|dt (4.2.15)

(/01 (1 —reh)? dt); (/01 ¢ (tr + (1 — t)a)|th>;

D(p+1)I(1+ —>] <|so'<x>|q i |so'<a>|q)i

Clp+ 1+ 53557) 2

IN

yazilir. Benzer sekilde

(/01 (1~ t”pk)pdt>; (/01 ' (te + (1 - t)b)|th)é (4.2.16)

D(p+ )I(1+ —>] g (wmrq ; wb)rq)é

F(p+1+ﬁpk) 2

esitsizliginin saglandig agikca goriilmektedir. Sonug olarak (4.2.15), (4.2.16) esitsizlikleri

(4.2.14) te yerine yazilirsa istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.2.4 Teorem 4.2.3’te A = a, p(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse (4.2.13) esitsizligi
Teorem 3.1.8’de s = 1 6zel durumu icin elde edilen esitsizlige indirgenir.
Simdi genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla elde edilen yeni bir 6zdeslik asagidaki

gibi verilecektir. Ilk olarak kisaca
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By 0) = g3 [(TFaf) @) () O]~ Fialoo-a)r (50

ile gosterilsin.

Lemma 4.2.2 [, R’de bir aralik ve f: I — R, [°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a,b € I°, a <bve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p, A € R*, w € R, o(k) € RT (k € Np)

simrl bir dizi ve
B [ (b—a)] ,0<t< %
h) = { CFrlwb—ay] L<t<]

olmak tlizere

b—a

Li(a,byw;J) = 5 { /01 k(t)f (ta+ (1 —t)b)dt (4.2.17)

/0 (L= P (b — a) (1 — t)7]f (ta+ (1 — t)b) dt
/ PF? (b — ayt?)f (tat (1— £)D) dt}

esitligi gecerlidir.

Ispat. k(t) fonksiyonun parcalamgmdan
/ o lw(b— o)) (ta + (1 — )byt (4.2.18)
- / Foalw(b — a)?]f (ta + (1 — t)b)dt
[0 P E o= a1 - 07)f (ot (-

/1 T lw(b— a) ) f (ta+ (1 —t)b) dt
= L+ L+13+ 14
olarak yazilabilir. Kismi integrasyon yontemi ve x = ta + (1 — t)b degisken degigtirmesi
yapilirsa

L o= / o (b — a)?]f (ta+ (1 — )byt
- ““W“_“M{ﬂw—f(“gﬁ];

b—a
L = [ngl (b—a)?)f (ta+ (1 — )b)dt
Fpalwlb—a)” i\
= T a1 (5]
o= = [Q= PRl - P = 07lf (ta+ (1- ) de

7



1

= P F L — a) (1 — 0 (bt (1 £)D)

b—a )
+bia/0 (1 =) F L Jw(b —a)’(1 = t)°1f (ta + (1 — t)b) dt
1

i — oasilw(—a)’]f(b)

s [ (28) oo (520) T

= Tl = a0 + s (Faa) @)

1
I, = /0 PF i [wb — a)’t?]f (ta+ (1 —t)b) dt

1

- _ﬁ” raci[w(b —a)t?]f (ta + (1 — 1))
0
1
+b . /0 tA—l}“;A[w(b — Q)PtP)f (ta+ (1 — t)b) dt

1 o p
=~y Tranlw—a)lf(a)

e (70) oo (52) T

1 1

;g oar1w(b—a)’]f(a) + b=yt (TS s atwf) (B)
elde edilir. Iy, I, I3, I, esitlikleri (4.2.18) de kullanilirsa
-2 _, a+b
I = m p7A+1[w(b — Cl)p]f< 5 ) (4219)

1 - Y
+m [< pv)‘vb_wa) (CL) + (jp,)\,a‘*';wf) (b)}

(b—a)

5— ile carpilirsa istenilen sonug elde

olur. Son olarak (4.2.19) esitliginin her iki tarafi

edilir.

Sonug 4.2.5 Lemma 4.2.2’¢ A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.17) esitligi
(3.1.12) esitligine indirgenir.

Teorem 4.2.4 I, R’de bir aralik ve f : [ — R, I°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a<b,a,bel°ve f € La,blolsun. Bu takdirde, p, A € RT, w € R, (k) € R" (k € Np)
sinirh bir dizi ve

o1 (k) = o (k) (/\ bk 3 #)
olmak fizere | f'| fonksiyonu (a,b) iizerinde konveks ise

Lyt D) < P el — a)) I )]+ 1F 0] (4.2.20)

esitsizligi gecerlidir.
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ispat. Lemma 4.2.2, tiggen esitsizligi ve | f’] fonksiyonunun konveksligi kullanilarak,
|Ls(a,b;w; J)| (4.2.21)

b— “{ / F7oafw(b— a))f (ta+ (1 — t)b)dt

/ Foaslw fta+(1— t)b)dt‘

IN

+

[ =0 F = P = 091 (a1 o)

- [ P Eatelo s ok - o dt'}

b‘“{/ Fpalw® = o] (11 @) + (L= 1)1 ®)]) de

DI §;>) [ [ (o —0o) (ar i+ -t o) a

+/; (wﬂk— (1- )A+pk) (t\f( )‘+(1—t)|f’(b)\) dt]}

= o(k)wl*(b - a)t { (|f’<a>| + |f’<b>|>

IN

b

a

IN

2 F(pk—l—)\—i—l) 2

ZM

+| £ (a)| t(1 — )Mk t”pk“)dt

< /\+pk+1 t/\+pk(1 t)) dt

1
R t)A+pk+1) dt}

- oy “}’“J;"ﬁi;?f 5+ v (- )| [P @1 17 0]

k=0
_ b-aw Yw|*(b — a)P* 1 , /
= Y e (k= ) @ o]

b—

= T FBlelb - o) [If @]+ 1 )]

+ £ (b))

+[f (a |

+ 1 ()]

M\H\
A

elde edilir ki burada

1

2 1
0 1

2
QMFPRFL — (X + pk + 2)
(A + pk + 1)(A + pk + 2)2 M rk+1
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ve

1 1
/2 ((1 . t))\+pk+1 _ t)\erk(l _ Zf))dt — / (t)\+pk+1 _ t(l ))\+pk> dt
0 1

1 1
A+ pk+2 (A + pk + 2)27+ok+2
B A+ pk+3
(A =+ pk + 1)(\ + pk + 2)2 +rh+2

dir. Boylece istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.2.6 Teorem 4.2.4’te A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse (4.2.20) esitsizligi
(3.1.13) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.5 [, R’de bir aralik ve f : I — R, [°’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,
a<b,a,beI°ve f' € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p, A € R*, w € R, o(k) € RT (k € Np)

simarh bir dizi ve
1
1 1 P
oak) = olk) [p(A ¥ pk) +1 (1 4 2p(A+pk>>] !

as(k) = a(l-c)( >;<1+{m(1_m)r>

olmak tizere (¢ > 1) % + % = 1 icin |f'|? fonksiyonu (a, b) iizerinde konveks ise

N | —

Ly (a, b;w; J)] (4.2.22)
. b;a{ ol )p](lf(a)lq;r\f(a)\q)q

+ 3 llul6 - o) [§lr @I+ 37 o " v iror]")
< Fallwle—a) [If @]+ 1f ®)]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 4.2.2 ve uggen esgitsizligi kullanilarak

|Ls(a, b;w; J )| (4.2.23)

b—a{

+ / Fiululs — a1 (ta+ (1 - 0

IN

Frapalw(b = a)?)f (ta+ (1 — t)b)dt

‘ / /\-7:”>\+1[ (b—a)(1— t)p]f, (ta+ (1 —1)b)dt

—/0 F i [w(b — a)t?]f (ta—l—(l—t)b)dt‘}
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b—a| = o(k)|wlf(b— a)*
1 —
5 {kzzo Tk AT /|f (ta+ (1 —t)b)|dt
o (k)wlf(b—a)* [ [z \ :
I ta+ (1 —t)b)|dt
L (0 £ (ta+ (1~ 1))

+

o

1 (t’\“k —(1— t)“f’k> |f (ta+ (1 - t)b)\dt] }

elde edilir. |f'|? nun konveksligi ve Holder esitsizligi kullanilarak

/ £ (ta + (1 — t)b)|dt < ('f/(a”q;'f/(a”q)q (4.2.24)
esitsizligi yazilabilir. A > B >0 ve p > 1 i¢in (A — B)? < AP — BP oldugundan
/2 ((1 — t)APR t“ﬂ’“) |f (ta+ (1 —t)b)]|dt (4.2.25)
0
% N\ M pk A +pk Pd ; % ! b qd !
< /O ((1 t) t ) t] {/0 |f (ta+ (1 —t)b)| t]
< | [ (a-opoeme “p’“)dt] [ | (17 @p+a-nir@r) dtr
0 0
‘ 1 1 N S AR
~ |t (L e | |57 @+ 3l om
ve
/1 (t“f”“ — (1 - t)“f’k> |f (ta+ (1 —t)b)|dt (4.2.26)
[ 1 P % 1 %
Mok _ (1 _ Mok g ’ 1— )%
< /(t (11 ) t] [/ | (tat (1 - ) t]

Qe

(t”(’\“’k) — (1=t A+pk))dt] ’ [[1 (t\fl(a)\q + (1 - t)|f/(a)|q> dt]

! 1 RN A
- _p()‘+pk)+1(1—2p(A+pk)):| {glf(a)l +§|f(b)|}

olur. Ayrica ay,as, az,...,a, >0, by, by, bs, ..., b, > 0 olmak tizere s € (0, 1] i¢in

Zak+bk <Zak+2bs

k=1

IA
mﬁ

dir. ¢ > 1igin 0 < % < 1 olmak fizere a; = 3|f (a)|?, by = |f (b)|9, ag = |f (a)|? ve
by = 3| £ (b)|? olarak secilsin. (4.2.25) ile (4.2.26) esitsizlikleri birlestirilerek
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/0é ((1 ek _ wﬁ’f) I (ta+ (1 — 0)b)|dt (4.2.27)
+ /; (t’\“k —(1— t)“pk> £ (ta+ (1 —t)b)|dt
< [oemss (- zm)] (3)
<( @+ 1 o) + [ @+ 3|f’<b>|q} ')
< | (1 %) € ) (35 +1) [|f’<a>| 0]
¢ Lo s} () e
_ m(l_%)(;) |+|f<>|}
elde edilir. Benzer sekilde (4.2.24) esitsizligi icin
(V O 4 'W)"’); < (g) 1 @]+ 1£ 0] (42.28)

yazilabilir. Son olarak (4.2.24), (4.2.27) ve (4.2.28) esitsizlikleri (4.2.23) te kullamlarak

ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.7 Teorem 4.2.5'te A = o, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.22) esitsizligi

o + @] - (50

. b;a{ {|f’(a)|q—2+|f'(b)|qr
[ (=) ([arr sG] « [ é\f’(b)\q];)}
< b;“<1+ [apil(l_%p)r) (%) 1 @I+ 1f O]

esitsizligine doniigir.

(4.2.29)

4.2.2 Ikinci Mertebeden Tiirevi s-Konveks Olan Fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard Tipli Egitsizlikler

Lemma 4.2.3 I, R’de bir aralik ve f : I — R, I°’de iki kez diferensiyellenebilen bir

fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f” € L[a,b] olsun. Bu takdirde, p,A € R, w € R,
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o(k) € RT (k € Ny) suurh bir dizi olmak iizere

Foralut = HOT I o [(Tnia) () (Tpanf) 0]
_ (b;“)g{ /0 (t]—';Hz[w(b—a)p]—tHIfZHQ[w(b—a)pt”]) (4.2.30)

[f” (ta+ (1 —=t)b) + f (1 —t)a + tb)] dt}

dir.

Ispat. Kismi integrasyon yontemi kullamlarak ve 2 = (ta + (1 — t)b), y = (tb+ (1 — t)a)
degisken degistirmeleri yapilarak

L = f;m[w(b—a)f’]/o tf (ta+ (1 —t)b)dt

aibtf/(ta—i—(l—t)b) o_aib/olf/(ta—i_(l_t)b)dt}

= Foapa(w(b— a)p]{ r gfa; 4 ((CZ)__GJ;Q([)) };

L = Fo\ (b a)) /0 L (1= t)a + tb) dt

= Flalulb - aﬂ{bf . e };

1
L = / PRET (b — a)te)f (ta + (1 — 1)b) di
0

fta+ (1 —=t)p)|

= f;)\+2 [w(b— a)p]{

= tA+1‘FZA+2[w(b — a)’t’]

a—>b 0
— /1 F i [w(b — a)’t?] f (ta ;_(11)_ H)b) dt
fla) 1 fta+(1—t)b)|"

= }_S,A-m[ w(b — a)’]=———

t’\.7-"/;"/\+1[w(b — a)’t’]

a—b a—>b a—>b

0

1 LN oo/ (ta+ (1 —1)b)
+a—b/0t Foaw(b — a)’t’] p— dt

2wl = af)f (0)  Foulwb— aylf (@)
a—>b (b—a)?

e [ (5) Famo-or (22) ] £k
fm+z[ wb=aVlf (@) Fppalwl =l @ | (Fraend) @)
a—>b (b—a)? (b—a)+2
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n= RED (b — el (1= )
0

Fopallo = aVlf ) Fpplo® =l @) (Frsl) @
b—a (b—a)? (b —a)’2
egitlikleri elde edilir ve daha sonra Iy + I, — I3 — I4 islemi yapilip egitligin her iki tarafi
(b—a)?

ile carpilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Sonug 4.2.8 Lemma 4.2.3'te A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse (4.2.30) esitligi
(3.1.27) esitligine indirgenir.

Teorem 4.2.6 [, R’de bir aralik ve f : I — R, I°’de iki kez diferensiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f” € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p,A € RT, w € R,
o(k) € R* (k € Np) smurh bir dizi, ayrica B(a,b) beta fonksiyonu ve

- A+ pk
o1,5(k) = o (k) [(2 +5) (A4 pk + 5 +2)

olmak fizere |f”| fonksiyonu ikinci anlamda s—konveks ise

Sl = IO o d (T ) @4 () 0]

< Lo g lw— oy [|f @] + | ®)]

dir.

+B(2,s—|—1)—B(A+pk+2,s—l—1)]

ispat. Lemma 4.2.3 ve tiggen esitsizligi kullanilarak

raalos - P 1T et (700 ) @ + () O
< Lo [ raluts - ) = P lulb — o) (4231)

' [f”(ta +(1=tb) + £ (1 —t)a+ tb)] ‘dt

S [
(p

f(ta+ (1 —t)b)|dt

M

k=0

b—a2 >

ll

M

\pk
o)l (b — a)” / |6 — | £ (1 = t)a + th)|dt

prd I'(pk + X+ 2)

yazilir. |f"| fonksiyonu s—konveks oldugundan
1

/l(t — M) (ta + (1 — t)b)|dt + / (t — TR (1 — t)a + tb)]|dt

< l/lt”s(l—t”pk)dwr/lt(l—t)s(l APk dt} []f |+}f”b)|] (4.2.32)

[ (A + pk) )]
2+s)A+pk+s+2)

+ B(2,s+1)— B\ +pk +2, s+ 1)} [}f”a)
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olur. (4.2.31) ile (4.2.32) esitsizlikleri birlegtirilerek istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.2.9 Teorem 4.2.6’da s = 1 olarak segilirse p, A > 0, w € R ve

A+ pk
o11(k) = o(k) [m}
olmak tizere
Sraali =t I () (@ + (T ) O]

< Lo prs w— 0| @] + |7 )]

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.10 Sonug 4.2.9'da A = «, ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse
fla) +f(b)  T(a+1)
2 2(b—a)~

(b—a)*a [
da+1)(a+2)

L@ﬂ@+ﬁ4@ﬂ

7@+ 11 o]

esitsizligi elde edilir ki bu esitsizlik o € (0, 1) i¢in Dragomir ve arkadaglar1 [16, Teorem 2]

tarafindan verilen

‘f(a)+f(b> [la+1) [J;f(a)+J§‘+f(b)]'

2 ~2(b—a)®
< <l;_+a1) B@.a+1) f (a)!;rlf ()]

esitsizliginden daha iyidir.

Sonug 4.2.11 Sonug 4.2.10’da o« = 1, ¢(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, aym kogullar

altinda, Sarikaya ve Aktan [56, proposition 2| tarafindan verilen

f@+f®) 1
et R

<O

! 7o)+ 1)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.7 [, R’de bir aralik ve f : I — R, [°’de iki kez diferensiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f” € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p,A € RT, w € R,
o(k) € Rt (k € Np) smurh bir dizi, ayrica B(a,b) beta fonksiyonu ve

1
1 p+1 »
oo(k) = 20 (k) L\—i-pkB ()\_i_pk,p—i—l)}

olmak fizere ¢ > 1 icin zl) + % =1 ve |f”|? fonksiyonu ikinci anlamda s—konveks ise
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raalos - P 1T et (700 @ + () O

(b - a)? £ (@) + | B
2 s+ 1

Frapelw(b —a)’]

dir.

Ispat. Lemma 4.2.3 ve liggen esitsizligi kullanilarak

fla) + f(b) 1 o

Fanalwld = ) EE5 2 = s (T and) (@) (Tonrnf) (O]
< Lo [l - ) - 015 ol - e (42,33
“f@w+a—wm+f%u—wa+wﬂpt
(b—a) s~ o®)wlb b —a)™ [
= 2 ;0 L(pk +X+2) / E= I e (0 =]t
(b—a) s~ o®)wlb b —a)™ [ )
3 ,; C(pk + A +2) / £ =~ e+ 28) e
yazilir. | f”|9 fonksiyonunun s-konveksligi ve Holder esitsizligi kullanilarak
/lt(l AR [}f ta+ (1—t)b)| + | ( 1—ta+tb)\]d (4.2.34)
0
< [/l(t(l AeRy)” ] { [/ £ (ta+ (1 —t)b)] dt]
0
+{ 1 "((1 —t)a + tb) }th} }
0

< [[ra-emra] (2 ) @+ 17 W)

T
= 2|t (B 1)| <j)é[\f”(a)\qﬂf"(b)lq]é

esitsizligi elde edilir. Burada x = t**°* degisken degistirmesi yapilarak

! 1 p+1
tP(1 — MPRYP A = B , +1>
/0 ( ) A+ pk (A+pk:p

olarak hesaplanir. Son olarak (4.2.33) ve (4.2.34) esitsizlikleri birlestirilerek istenilen

sonuca ulagilir.
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Sonug 4.2.12 Teorem 4.2.7’de A =a =1, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Hussain ve

arkadaslar1 [29, Theorem 10] tarafindan verilen

'f ) + f(b) /f

< U 2) I <a>rq+rf”<b>|q} (s+ 1) [Bp+ Lp+ D)

S

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.13 Teorem 4.2.7°de s = 1 olarak segilirse, B(a,b) Beta fonksiyonu ve

”““ZQdm{ujﬁmB<f:;ﬂ”J>r

olmak tlizere

;A+1[w(b - CL)p] f(a) _;_ f(b) - 2(b i a) [( /;TA,b*;wf) <a> + ( P(T,A,aJr;wf) (b)}
b—a) ., o L (@] + £ ()] q
< 9 ]:p,,\+2[w(b_ a)’] { B }

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.14 Sonug 4.2.13’te A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segcilirse, B(a,b) Beta

fonksiyonu olmak iizere

‘ fla)+f(b) 2F(<bo‘_+a§i [Je f(a) + J% f(b)] '

UNEY (f%l,pﬂ)r [!f”(a)!‘“r !f”(b)lqr

(a+1) |« 2

elde edilir, bu ise Dragomir ve arkadaglarmin [16, Theorem 3] verdikleri

‘f(a)Jrf() Pla+1)
2(b - a)e

e () + 2 £ ()] \

(b— a)* [|f”(a)|‘1+|f"(b)lqr

(a+1)

B =

[B(p+1,ap+1)] 5

esitsizliginden daha iyidir.

Teorem 4.2.8 I, R’de bir aralik ve f : I — R, I°’de iki kez diferensiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f” € L[a,b] olsun. Bu takdirde, p,A € Rt w € R,
o(k) € RT (k € Ny) siurh bir dizi, ayrica B(a,b) beta fonksiyonu ve

72ak) = (k) [%F{{(Hm(”pk 1 @

20N+ pk +2 A+ pk+s+2)

1

+(B(2,5+1) — B\ +pk +2,s+ 1)) |f (b))
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+{(B(23+ 1) =B+ pk+2,5+1)|f (a)|

i If"(b)@q}

TG0t ks 12)

olmak tizere ¢ > 1 igin |f”]? fonksiyonu ikinci anlamda s-konveks ise

vl = P T et (700 ) @ + () O

(b= a)?
2

< Fosiallwl(b —a)]

dir.

ispat. Lemma 4.2.3 ve tiggen esitsizligi kullanilarak

b 1
Eaalits IO — s [Tl @ F (Tonarsnf) 0]
< (b—a)2 tfa/\+2[ (b—a)] tA+1f-a>\+2[ (b_a>ptp]
' [f”(ta+ (L—t)b)+ f (1 - t)a—i—tb)] ‘dt (4.2.35)
b—a2ooak|w| b—a)k [! PR ¢ g .
< ’; N / = | £ (ta + (1 = t)b)|dt
b—a2ig k;;::_iz_zpk/ ‘t t)\—i-pk—‘rl‘ (1 = t)a + tb) ‘dt

k=0

esitsizligi elde edilir. |f”|¢ nun s-konveksligi ve Power-mean esitsizligi kullamlarak

/1t(1—t“pk) (17" (ta+ (1= )] + | (1 = o+ t0)] ] at (4.2.36)
0

l /0 l(t — t””’“*l)dt}

+ { /O 1 (t — i) dt}
[ A+ pk } -
2(A+ pk +2)

A k "
X{ [ S1+2) A:/)pk+s+2)|f (a)\q—l—(B(Z,s—l-l)—B()\+pk+2,s+1))\f ( K

o Uol (t — TP | f (ta + (1 — t)b)}th} %

1—1

IN

1

Q=

Q=

Q=

{ B\ + pk + 2, s—l—l))|f”(a)|q+ Atk ! }

(s+2)(A+ pk+s+2) |f (b)]?

|

yazilir. (4.2.35) ile (4.2.36) esitsizlikleri birlegtirilirse
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Tl — ay /IO L B 0+ a0 '
< T ]
x{ {(s+2)(;ipp/f+s+2)|f"(a)lq+ (B(2,5+1) — B+ pk+2,5+1)) |f”(b)|q];
#[BEs 0= B gt 2 PO s (b)‘q}; }
- (b_Ta)Qf;’,mw(b —a)]

olur, boylece istenilen sonug elde edilir.

Sonug 4.2.15 Teorem 4.2.8’de s = 1 olarak secilirse

Atpk 15w
) = ooy

{[3(Ait)gi3)|f//(a)|q 6(&25@%&?;;?3)’f”<b)|q};
s
olmak tizere
Sl = 1T b (T ) @4 (Taen) 0]
< Lo pr e - ay]

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.16 Teorem 4.2.8'de A = o = 1, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse klasik

integraller i¢in Hussain ve arkadaglar1 [29, Theorem 8] tarafindan verilen

flaj+f®) 1
2 B b—a/a f(@)de

o (b-ap [|f”(a)|q+|f"(b)|qr

267 L (s+2)(s+3) ]
- vz (5 @r 1 o))

esitsizligi elde edilir .
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Sonug 4.2.17 Teorem 4.2.8'de s = 1, A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, Dragomir

ve arkadaglar1 [16, Theorem 4] tarafindan verilen

‘f(a) +/0)  Tle+1)

L Fla) + T2 f(B) ]

2(b—a)”
(b—a)’a
ot D(a+2)
200+ 4, a—+95 % 20+ 4, a+5 " é
(3a+9 @'+ 3 rgl (b)|> +(3a+9 O+ 30 (a)’)]

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.9 [, R’de bir aralik ve f : I — R, [°’de iki kez diferensiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b, a,b € I° ve f” € L[a,b] olsun. Bu takdirde, p,A € Rt w € R,
o(k) € Rt (k € Np) smurh bir dizi,

s 2 ])+1 %
= 2q B 1
O e e |

olmak fizere ¢ > 1 igin  + ¢ = 1 ve | f|* fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav ise

vaaloo - I ol (700 @ + () O
(b— CL)2 T4, o ” (l+b
< T Felw—a)l f < 5 ) ’

dir.

ispat. Lemma 4.2.3, tiggen esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilarak

paalots =L et () @)+ () 0
< (6_2“) /0 |6 s o [w(b — @) = T 7 o[w(b — a)Pt7])| (4.2.37)

' [f"(ta +(1=)) + f (1 —t)a+ tb)] ‘dt

[e.e]

b—a2 0k5|w| (b— a)f*

—  T(pk+X+2)

k=0
/‘t t,\+pk+1|[

b — a 2 (f k ’Z)’_‘_ l;\:—(;))f’k |:/ (t B t’\+pk+1)pdt:|
L(p 0

M

(ta+ (1 —t)b)| + | f( 1—ta+tb)ﬂdt

M

k=0

{ UO 7tk @ _t)b)’thr + [/o1 (@ —t)a+tb)|thr}
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elde edilir. |f"|?, s-konkav oldugundan

q

: (4.2.38)

/1|f”((1—t)a+tb)|th < 21|y (a+b)
0

[ s = =l (539
0 2

da < 287!
esitsizlikleri yazilir. Diger yandan Teorem 4.2.7’de oldugu gibi degisken degistirmesi

q

f(ta+ (1 —1t)b)

yapilarak

! 1 1
/ (t — tMPR P = B < P D+ 1) (4.2.39)
0

A+ pk A+ pk
olur. Boylece (4.2.38) ve (4.2.39) esitlikleri (4.2.37) ile birlestirilerek istenilen sonug elde

edilir.

Sonug 4.2.18 Teorem 4.2.9’da s = 1 olarak secilirse

1
1 2 p+1 P

k) = o(k)24 B 1
otk = oth)2 | ;2B (£ 1)

olmak tzere

vaaloo - I P (000 @ + (Taa) O
(b_a)2 04,1 P v (a+b
< B -an|r (%57

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.19 Sonug 4.2.18'de A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse, B(a,b) Beta

fonksiyonu olmak {iizere

‘f(a) +f() Tla+1) [J2 f(a) + J% f(D)] ‘

2 206 —a
o [ (e )] (550)

elde edilir. Ayrica bu esitsizlik, ayni kogullar altinda, Dragomir ve arkadaslari

[16, Theorem 5] tarafindan verilen

‘f (a) —QF O QF((bO‘jaii [T f(a) + J2 f(D)] ‘

(b—a)® 1 nfa+b
(a+1)Bp(1+p,1+ozp)‘f ( 5 )‘

esitsizligine gore daha iyidir.
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Sonug 4.2.20 Teorem 4.2.8'de s =1, A =a =1, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse elde

edilen sonug Hussain ve arkadaglar1 [29, Theorem 9] tarafindan verilen

f()2 b—a/f
" (a;—b)’

(b—a)*
=2

Blp+1,p+ 1)

esitsizligi ile aynidir.

4.2.3 P(I), Q(I), S(X,h) ve r-Konveks Fonksiyon Siniflar1 i¢in
Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu bolimde P(I), Q(I), S(X,h) ve r-konveks fonksiyon simiflar igin genellegtirilmisg

kesirli integral operatorleri yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 4.2.10 I, R’de bir aralik ve f : I — R, Q(/)—smifina ait bir fonksiyon, a < b,
a,b € I°ve f € La,b] olsun. Bu takdirde, p, A € RT, w € R], o(k) € RT (k € Ny) sirh

bir dizi olmak tuzere

e [w(b —a)’)f (a ; b) (4.2.40)

2 o o
< G [(Tnrd) )+ (i) (@)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Her 2,y € I olmak iizere f € Q(I) oldugundan, Tamm 2.1.11’de A = 2 olarak

e <D D o p) 1 s

2
yazilabilir. Bu egitsizlikte z = (ta + (1 — ¢)b) ve y = ((1 — t)a + tb) degisken degigtirmesi

secilerse

=
g

)

=
S

yapilirsa

f (a ;L b) < 2[f(ta+ (1 —1)b) + f((1 — t)a + tb)] (4.2.41)

dir. Esitsizligin her iki tarafi t*‘lng[w(b — a)t?] ile garpihp ¢ degiskenine gore [0, 1]

lizerinden integre edilirse

() [ e - are)
= Fliplw(b—a)lldt (4.2.42)

P

< 2 [/1 P I [w(b — a)?t?) f (ta + (1 — t)b)dt

0
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+ /01 A F [w(b — a)?t?] f(1 — t)a + tb)dt]
[ () o () e
o =) e G5 7

— o [Tl O+ (T f) @)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.21 Teorem 4.2.10'da A = «, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.40)
esitsizligi (3.1.23) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.11 I, R’de bir aralik ve f : I — R, P(I)—swmifina ait bir fonksiyon, a < b,
a,b € I° ve f € La,b] olsun. Bu takdirde, p, A\ € RT, w € R], o(k) € RT (k € Ny) sirh

bir dizi olmak tzere

a T ratwl ) (O) F (T sl ) (@)
d ( ;b) = ( (b@)xf;m[(w(ba)p]) (42.43)

< 2[f(a) + £(b)]

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Her z,y € I icin f € P(I) oldugundan

fOz 4+ (1= Ny) < f(z)+ f(y)

dir. Bu esitsizlikte z = (ta + (1 — £)b), y = ((1 — t)a + tb) degisken degistirmesi ve X = 3

secimi yapilarak

f <“;b> < [f(ta+ (1= 0)b) + F((1 = D)a + tb)] (4.2.44)

elde edilir. Daha sonra esitsizligin her iki tarafi tAflf; y\[w(b—a)Ptr] ile garpilip ¢ degiskenine

gore [0, 1] tzerinden integre edilirse

f (“ ; b) 7 lw(b — a)?] (4.2.45)

1 ag g
< m [(jp,,\,a+;wf) (b) + ( p,,\,b—;wf> (a)}

dir. Boylece (4.2.43) deki birinci esitsizlik ispatlanmig olur. f € P(I) oldugundan

flta+ (1 =0)b) < fla)+ f(b),
f((T=tla+tb) < f(a)+ f(b)
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egitsizlikleri yazilabilir. Bu iki egitsizlik taraf tarafa toplanirsa
flta+ (1 =1)b) + f(1 —t)a +tb) < 2[f(a) + f(b)] (4.2.46)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde (4.2.46) esitsizliginin her iki tarafi t)"l}"; yJw(b—a)rt?]

ile garpilip ¢ degigkenine gore [0, 1] {izerinden integre edilirse
1
/ P (b — a)Pt?] [f(ta + (1 — £)0) + F((1— a+ th)] dt (4.2.47)
0

< 207G+ 0] [ P E - oy

olur. Daha sonra (4.2.42) te yapilan iglemlerden faydalanilarak (4.2.43) teki ikinci esitsizlik

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.22 Teorem 4.2.11'de A = a, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.43)
esitsizligi (3.1.24) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.12 [, R’de bir aralik ve f : [ — R pozitif fonksiyonu [a, b] {izerinde r—konveks,
a<b abel>vel<r<1ign f € Lla,b| olsun. Bu takdirde, p,\ € R, w € R,
o(k) € RT (k € Ny) smurh bir dizi ve

v

pk+ X+ % ’

oo(k) = o(k)B (pk’ il j 1)

o1(k) = o(k)

olmak tlizere

1

oo (Tl O+ (Tap-f) ()] (4.2.48)

—a)*
< Al = o))" [f(@) + [F3lw(b — )] [f(b)]T}r

1
p

+{ [Fralw® —a)’]]" [f(@)]" + [Fxlw(b — a)]]" [f(b)]“}

dir.

ispat. Her t € [0, 1] olmak tizere r > 0 i¢in f fonksiyonu r-konveks oldugundan

frara=0p) < (7@ +a-olor)

S = tat i) < ((1 ) + t[f(b)]’">
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yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplamp daha sonra her iki tarafi t*~* F7, [w(b— a)’t’]
ile garpilarak ¢ degigkenine gore [0, 1] {izerinden integre edilirse

1
/ P (b — a)Pt?] [f(ba + (1 — £)b) + F((1 — a+ th)] dt  (4.2.49)

0
1

< [ - are)(drr +a-oler)

+ [ 0o - el (0 - ol@r + dror ) a

elde edilir. Minkowski esitsizligi kullamlarak

1

| eFwe—are)(df@) + - olrer) a2

0

< { ( / P E b — [f(a)]dt)r
+(

1

P (L= 1) Fyalw(b - a)”t”][f(b)]dt> }

o(K)[wk(b — )] 1 \i s s '
T(pk + \) /oW PR [f(a)]dt)

1

M8 M =~

o (k)[w* (b — a)"*] k1 Al
2 TGk /Ot“’“ (1— ]dt) }
_ { o (k) [w*(b — )
F(pk;+/\) pk+/\+—

ERIL

+

o(R)[w*® —a)"] (
I'(pk 4+ N\)

0 o)}

= {[f;;[w@—a)f)]] [f ()] + [Falw(b—a)]]” [f(b)]}

i

ve

/0 PHFw - ay ] (1= O1f @)+ )) dt (4.251)

< { [Fralw® —a))]" [f(a)]" + [FAlw(b — a)]]" [f(b)]r}

yazilir. Boylece

/1 T F (b — a) ] [f(ta + (L= 1)0) + f((1 = t)a+th)]dt  (4.2.52)
1

- m [<‘7pa,/\,a+;wf) (b) + ( p(f)\,b—;wf) (a)}

oldugundan (4.2.50)-(4.2.52) esitsizlikleri (4.2.49) esitsizliginde yerine yazilarak istenilen

sonuca ulasilir.
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Sonug 4.2.23 Teorem 4.2.12'de A = a, p(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse (4.2.48)
esitsizligi (3.1.26) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.2.13 I, R’de bir aralik ve f : I — R, SX(h,I)—smifina ait bir fonksiyon,
a<b,a,be I’ ve f € Lla,b] olsun. Bu takdirde, p, A € R, w € RS, o(k) € RT (k € Ny)

simirh bir dizi ve
1
os(k) = o (k) / PR+ h(1 — 1)]de
0

olmak tizere

P+ w(b — a)”]

[
h(3)

H"57) = o () O+ (Foasad) @)
< (o) + S0 (F3lulo— o)) (4.253)

N =

dir.

ispat. Tanim 2.1.15’te h—konveks fonksiyonlar i¢in verilen

flax + (1= a)y) < h(a) f(z) + k(1 = a)f(y)

esitsizliginde © = ta + (1 — )b, y = (1 — t)a + tb ve o = 3 olarak secilirse

s (“ u b) < n (%) Flta+(1—1b) +h (%) F(=tatth)  (4.2.54)

= h (%) [f(ta+ (1= 8)b+ f((1 —t)a+tb))]

olur. (4.2.54) esitsizliginin her iki tarafi t*~'F7, [w(b — a)’t] ile carpihp # degiskenine

gore [0, 1] tizerinden integre edilirse

f ( ; b) / P - a 4255)
0

< h(%) /0 P b — @) f(ta + (1 — Dbt

+h (%) /01 ATV w(b — a)?t*) f (1 — t)a + tb)dt

elde edilir. Buradan

f (“ ; b) 7 lw(b — a)’] (4.2.56)
1

<1 (8) e () 0 s o) )

yazilir ve birinci esitsizlik ispatlanmig olur. f € SX(h,I) oldugundan
f(tz+ (1 —t)y) < h(t)f(x) +h(1—1)f(y)
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(L =t)z +ty) <h(1 =) f(x) + h(t)f(y)-

esitsizlikleri gecerlidir. Bu iki egitsizlik taraf tarafa toplanirsa

ftr+ (1 =t)y) + f((1 =)o+ ty) < [a(t) + h(1 = D][f(x) + f(y)] (4.2.57)

olur. Daha sonra x = a ve y = b olarak alinirsa

flta+ (1 —=16)b) + f((1 —t)a+tb) < [h(t) + h(1 —t)][f(a) + f(D)] (4.2.58)
yazilir. Benzer sekilde (4.2.58) esitsizliginin her iki tarafi t*~'F7, [w(b — a)?t*] ile garpilip
t degiskenine gore [0, 1] tizerinden intege edilirse

/1 A F L Jw(b — a)?t?] f (ta + (1 — t)b)dt

0

+ / 1 PFT [w(b— a)? ) f((1 — t)a + th)dt (4.2.59)

< [fla) + FO) / PLES [wo(b — )t (t) + h(1 — £)]dt

elde edilir. Boylece

7 [Tnad) O+ (i) @) (4.2:60)

IN

F(a) + FO)] / PV (b — a)?][A(t) + h(1 — H)dt

0

B TP | i By RSSO SR
— C(pk + ) 0

= [f(a) + f®)] (Falw(b — a)])

olur ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.1 Teorem 4.2.13'te A = «, p(0) = 1 ve w = 0 olarak secilirse (4.2.53) esitsizligi
(3.1.25) esitsizligine indirgenir.

4.3 Genellestirilmis k-Kesirli integraller Yardimiyla Konveks
Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu bolumde genellestirilmis £—kesirli integral operatoriiniin yardimiyla yeni 6zdeslik

ve egitsizlikler elde edilecektir.
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I, R de bir aralik [a,b] C I (0 < a < b < o0) ve f: I — R bir fonksiyon olsun.

f € L>=[a,b] olmak iizere Z¢,  f(x) ve Zy*  f(z) iyi tammh olsun. Bu durumda

a+,9
f(@) = fla+b—2x), x € [a,b] (4.3.1)
ve
F(x):=f(2) + fla+b—2) = f(2) + f(z),  z€[al] (4.3.2)
fonksiyonlar1 tanimlansin. Asgagida taniml fonksiyonlar bu boliim boyunca ispatlarda
kullanilacaktir.
A
" 5 2— s\
AT (5) = {g(b> -9 (§a+ 5 b> ; (4.3.3)
A
" 5. 2—s5 1etem
iji’;ﬁn(s) = [g (51) + a) —g(a) : (4.3.4)

w[>

o [ S 2—5 T o i S 23 P
eo?(s) = [9(b) — g (§a i b> F o |w (g(b) —g <§a + Tb)) ] (4.3.5)

=|>

" [ (s 2—s A s 2—s r
q)p:;{\’g(s) =19 (§b+ 92 (l) - g(CL) ‘Fp:,l\:_l,_k w <g <§b+ 9 CL) — g(a)) :| (436)

Ozel olarak (4.3.5) ve (4.3.6) esitliklerinde s = 1 secilirse

Po3?(1) = {g(b) —9 (“ ; b)} : T [w (g(b) —g (“ ; b))p] ; (4.3.7)

o750 = o (“57) - sta) “rn, (o) ) | sy

Bu boliimdeki integral alma iglemlerinin kolay anlagilmasi agisindan k—gamma fonksi-

dir.

yonunun I'y(z) = k& ~'T (;—”) olarak verilen ozelliginin kullanimi ve integral alma iglemleri

ile ilgili ornekler asagidaki gibi verilecektir.
Ornek 4.3.1

_ k(pkm?;)wﬂ»k)ill_‘ (pk‘m —il;)\ + k‘)

= ]{;pkrz+AI‘ (M + 1)
k
kplmz-‘r)\ pkm—i—)\r (pkm—i—)\)

k k

k
= (pkm + NIy (pkm + X)
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dir.
Ornek 4.3.2

b
/ (x — a)%_lf;f\( [w(x —a)?™ dz

- O'(TTL) m b A—i—pm—l
mzokrk(pkarA) [ /a(x aQ)rde
B S UL

- S EDu(pkm+A) 2+ pm

o0

_ a o o(m) [wb — a)]”
= kb-a) Z < kI (pkm + A+ k)

_ /g(b—a)%}“ o [w(b — a)]™

(3.4.13), (3.4.14), (3.4.15), (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.7) ile verilen tamimlar kullamlarak
genellestirilmig k-kesirli integraller yardimiyla Teorem 3.4.2’de verilen Hermite-Hadamard

esitsizliginin bir bagka versiyonu asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 4.3.1 ¢ : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] fizerinde pozitif, monoton ve artan, (a,b)
iizerinde siirekli ¢/() tiirevine sahip olsun. Bu takdirde k, p, A € RT, w € R} ve o(m) €

R* (m € Np) smurh bir dizi olmak iizere f fonksiyonu [a, b] lizerinde konveks ise

a-+b 1
f( 2 >§ 2k [©737(1) + 739 (1)]

fwerw
o.k,g o.k,g a
<ty P @+ T 0] < TS
dir.
Ispat. f fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks oldugundan
rty\ _ fle)+fly

f( : )s DTG (4, y e fa.b) (4:3.10)

dir. s € [0,1] i¢in
s 2 — b _2-35 . Sb
z=a ve y=-———a+g

nin [a, b] araliginda oldugu agikga goriilebilir. Bu durumda (4.3.10) esitsizligi

2f (‘”Lb) < f (%ﬁ?b) +f (2;8a+§b> (s€[0,1)  (4.3.11)

seklinde yazilabilir. ilk olarak (4.3.11) egitsizliginin her iki tarafi

b—a__ ¢ (5a+%5°0) o s 2-s5\Y
5 1_%]:/)7A w (g —g §a+ 5 b
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ile carpilip s degigkenine gore [0, 1] tizerinden integre edilir ve daha sonra elde edilen ifade

det = Sa+ 22;36 degisken degistirmesi yapilirsa

+ b o o g £
2kf (a 9 > Sppf\’g(l) S jp,i7(aTM)+;wf(b) + jp,i{,7(aTH’)+;wf(b)
= jmkg + F(b)

P (252)

(4.3.12)

elde edilir. Benzer gekilde esitsizliginin her iki tarafi
_ r(sh + 2=s 9 _ 0
b2a g (30 + %%a) I_Af;’f[w(g(gm 2"”@)_9(@)”
9 (50 +%5%a) —g(a)]

ile carpilip s degiskenine gore [0, 1] tizerinden integre edilir ve daha sonra elde edilen

. s 2—g o ve - .
ifadede ¢ = 50 + =5°a degisken degistirmesi yapilirsa

a+b ok.g < Jokg ok,g £
2kf ( 2 > Pox W) S T3 ey (O T oy, () (4.3.13)
il o,k,g
N jp,A,(%’b)_;wF(G)

olur. (4.3.12) ve (4.3.13) esitlikleri taraf tarafa toplanarak

b k,g o.k,g
267 (257 o3 + 253 )

2
<Joed o F(a)+J7 F(b
= ooy O H o fapy T

elde edilir ve boylece (4.3.9) daki birinci esitsizlik ispatlanmig olur.
Tkinci esitsizligin ispati icin f fonksiyonunun [a, b] tizerindeki konveksligi kullamlarak

2—s

10 (sefo.)

fla) +

~
VR
[N VA
S
+
N}
\|
o
~_
VAN
N ®»

ve

f(§b+2;3a) <2 (b)+bf(a) (s € [0,1))

yazilir. Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

/ (§a+ - Sb) T (2 “Cat gb) < fla)+ 1) (s€01) (43.14)

olur. (4.3.14) esitsizliginin her iki tarafi
o /(s bb 2 _ P
bQCL 9 (20,+ 2 ) I_A-/—-Z’/l\{ |:U} (g(b)_g(§a+ QSb)) :|
[9(b) — g (5a+%5%0)]
ile garpihp s degiskenine gore [0, 1] {izerinde integre edilirse
ja,k,g b +ja,k,g r b) = ja,k,g F(b
p,)\,(%“)+;wf( ) p,/\,(aTer)Jr;wf( ) p,)x,(%“’)+;w ( ) (4315)
< kP(1) (f(a) + (b))
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bulunur. Benzer sekilde (4.3.14) esitsizliginin her iki tarafi
b— "(5b+ L2q 2 — p
o g (3b+ %) _ {w(g(gb QSQ)_g(a)H
lg (30 +%5%a) —g(a)]
ile garpilip s degiskenine gore [0, 1] {izerinden integre edilirse

T @+ T @)= T
DA, A

_ F(a)

pA(452) (452) s pA () (4.3.16)
< k®73(1) (f(a) + (1))
olur. (4.3.15) ve (4.3.16) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
JoeI - Fla)+J™ F(b
a5yl (DT (g T (4.3.17)
<k [p030(1) + 23 (1] (f(a) + f(b)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 4.3.1 Teorem 4.3.1’de k = 1 olarak secilirse
a+b 1 ol ol
f( )S o e | TN F@)+ T F()
2 2 (o (1) + @539(1)] L ea(eF?) s pa(552) T (4.3.18)
_ f@)+ 1)
- 2

elde edilir. Ayrica Sonug 4.3.1’"de A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Jleli ve
Samet [31] tarafindan (3.4.9) ile verilen Hermite-Hadamard esitsizliginin yeni bir versiyonu

agagida verilmigtir.

Sonug 4.3.2 Teorem 4.3.1'de A = o, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse

f (a;—b) < F<Oé+1) [ &+;QF<Z)) + &7;917(&)
2 o) =9 (48] + [0 (48 — @) ) 2
< M (4.3.19)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.3 Sonug 4.3.1'de g(t) = t olarak secilirse elde edilen sonug, Budak ve arkadaglar
[12, corollary 1] tarafindan elde edilen (3.3.17) esitsizliginin s = 1 6zel durumu igin elde

edilen sonucu ile aymidir.

Sonug 4.3.4 Teorem 4.3.1’in kogullar altinda k=1, g(t) =t, A=, 0(0) =1 vew =0

olarak segilirse (4.3.9) egitsizligi (3.1.4) esitsizligine indirgenir.

Bundan sonraki kisimda (4.3.5)-(4.3.8) de verilen fonksiyonlari igeren integral esitsizlikleri

agagidaki lemma yardimiyla verilecektir.
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Lemma 4.3.1 g : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] iizerinde monoton, pozitif ve artan; (a,b)
tizerinde siirekli ¢’(x) tiirevine sahip olsun. Ayrica f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) lizerinde
diferensiyellenebilir 6yleki f € L[a,b] olsun. Bu takdirde k, p, A € RT, w € R ve

o(m) € Rt (m € Np) siirh bir dizi olmak iizere

o [T <>+J”{a+b) ] = e £ (450

b—a{/l o’kg Uk,g(s)) f/ <§a+22;8b) ds (4.3.20)
0

! akg ng 1[5 2-s
- [ e e £ (3 250 o

dir.

Ispat. (3.4.14) esitligi ile verilen sol tarafli genellegtirilmiy k—kesirli integral taniminda

xr = b icin
y s +2—s
= —a
2 2

b (0<s<1)

degisken degistirmesi yapilarak

1 (s 2—s
jUfE]L“)Jr' Fb) = b;a/ g (a+ % b) -
" A ° lg(®) b)] (4.3.21)

+ 2
oo e 5 (025

elde edilir. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak

jg7k’g

P (452)
= k {g(b) —9g (a;b)rf;’jﬁk {w (g(b) —9g (a;b)y} F (a;rb>
+b_Tak/ol {g(b) 9 (g‘” - 5 Sbﬂif;’ilk lw <g(b) —g <§a+ 2 3 Sb))?

2_
XF <§CL—|— Tb) ds

F(b) (4.3.22)

yazilir. Benzer sekilde (3.4.15) esitligi ile verilen sag tarafli genellestirilmis k-kesirli integral

taniminda x = a i¢in
. Sb+ 2—35
2 2

degisken degistirmesi yapilarak ve kismi integrasyon yontemi kullanilarak

a (0<s<1)
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jp"’;’é’w)__wF(a) (4.3.23)

— klg (a;b> —g(a)}if,?,’ilk [w (g <a;b> —9<“>ﬂ F<a;b>
_b;ak/ol (g <§b+ 2;sa) _g(a)>if,i’§+k {w <g <§b+ 2;8a> —g(a)>p}

x F’ (gb—l— 2 ; Sa) ds

elde edilir. z € [a,b] olmak fizere F(z) := f(z) + fla +b —x) = f(z) + f(z) esitligi
(4.3.22) ve (4.3.23) esitliklerinde kullanilirsa

T O T FG)]
P2y

2 Yo (232) e (22) "

= foor- o (S)] i [o (s - (422)) ] (252)
[ (550) o) 7z fo (o () ~ot0) ] (52)
+b;a /01 {g(b) y- G“* 2 5 Sb)} Fonr [w <g(b) ~yg (§a+ ° 3 sb))p]

9 _
X F' <—a + st) ds (4.3.24)

2 [ (o500 250) ) 5o 2550 )

bulunur. F'(z) = f'(x) — f'(a + b — x) esitligi dikkate alinarak (4.3.5)-(4.3.8) esitlikleri

>

(4.3.24) egitliginde kullanilirsa istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.3.5 Lemma 4.3.1’de k = 1 olarak secilirse

o (25) 0 (242) 2

b— ! 2 —
= a4 {/ (90;’;’9(3) + @Z:i’g(s)) f <§a + —Sb) ds (4.3.25)
0

i i " o a+b
TN P(b) +‘7p’i’g ~ F(a) =2 (£53(1) +‘1>pji’g(1))f< )

2 2
! o,l,9 o,l,g9 S 2—s
_ : (spp)\ (s) + @7 (s)) f §b—|— 5 al ds

olur.

Sonug 4.3.6 I, f(z) ve Iy f(xz) swrasiyla (3.4.5) ve (3.4.6) daki gibi olmak {izere
Lemma 4.3.1'"de a > 0 igin k = 1, A = a, ¢(0) = 1, w = 0 olarak segilirse
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MNa+1) [,
T{ (T)+;gF(b)+I(a+b);gF(a)] (4.3.26)

(b b ool ()
ALl ),
[ (ol 20T+ G 52) o))

x f! (§b+ 2;3a> ds}

esitligi gecerlidir.

Sonug 4.3.7 Lemma 4.3.1'de k = 1 ve g(t) = t olarak secilirse (4.3.20) esitligi (3.3.17)
esitligine indirgenir. Ayrica k = 1, A = «, g(t) = t, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse

(3.1.6) esitligine indirgenir.

Teorem 4.3.2 g : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] {izerinde monoton, pozitif ve artan; (a,b)
tizerinde siirekli ¢’(x) tiirevine sahip olsun. Ayrica f : [a,b] — R fonksiyonu (a < b) (a,b)
iizerinde diferensiyellenebilir 6yleki f’ € Lla, b] olsun. Bu takdirde k, p, A € RT, w € R,

o(m) € RT (m € Ny) ise smirh bir dizi ve

o1(m) = o(m) /0 (ATE9 (5) + Q%9 (5)) ds (4.3.27)

olmak tizere |f’| fonksiyonu [a, b] lizerinde konveks ise

1 o.k,g o.k,g ok,g ok,g a+ b
% [jp7A’((12+l,)+;wF(b) + jp,A,(‘%”)*;wF(a) — (gpp’A (1) + o7 (1)) f .

< 22 (FR) (£ @)+ 110

(4.3.28)
dir.

Ispat. (4.3.20) esitliginin sol tarafina kisaca £ denilsin. g fonksiyonu [a, b] iizerinde artan,
|f’| fonksiyonu ise [a,b] iizerinde konveks oldugundan Lemma 4.3.1 de mutlak degerin

ozellikleri kullamlarak
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o0 m

b—a o(m)w
< 0.
£ = 4 Z k[ (pmk + X + k) (43.29)

{ / 1 (0 ] (504 25%0) o (slr@i+ 25317 o)) ds

s 22 @) ds
(Sron 23 i)

o (e 22 =) (S 22 )
[ (o(3023%) o) (Gron+ 35
)-oto)

1 . %erm -
+ [ (o (50 25%0) -t (§|f'<a>|+225|f'<b>|)ds}
yazilir.
S 2—s C 2—s, ., e ,
2O+ 220 @ S @+ 22RO = 1 @)+ 176)
oldugundan
b—a , / = o(m)w™
€< @O D et
1 A 24+pm B 24+pm
X/o [(g(b) g <§a—|— %b)) + <g (gb—i- 2 5 Sa) —g(a)> ] ds
b — , y > m ! K oXg
= T (T @ O) X g 7 ) (TR i) b
b— / / K
= (@117 O)1) F e

elde edilir ve istenilen sonuca ulagilir.

Sonug 4.3.8 Teorem 4.3.2 ile aym kosullar altinda & = 1, A = o, 0(0) = 1 ve w = 0

olarak secilsin. Bu takdirde

Moty = ( {g(b) -9 (a ; b)} ) + {g <a ;r b) - g(a)] a) (4.3.30)
o= /01 Kg(b) .y (%a 42 . Sb)f + (g (%b 42 - Sa> - g(a))a] ds (4.3.31)

olmak tlizere

Ila+1) [I?“;b)*;gﬂb) Loy <a>} ~ Mo (a ; b) ‘

b—a
<
- 4
esitsizligi gecerlidir.

(4.3.32)

Tapg (11 @+ 1))
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Sonug 4.3.9 Teorem 4.3.2’de k = 1 ve g(t) = t olarak secilirse (4.3.28) esitsizligi Budak

ve arkadaglarmim [12, Corollary 3] konveks | f’| fonksiyonu i¢in verdikleri

221 i " a+b
= apFpalo(5e] [on(esty ! O F T eyl ] -1 (% )|

w(t
(b—a)F7yalw(*5*)]
AF] s lw(552)7]

esitsizlige indirgenir. Ayrica Teorem 4.3.2°de k = 1, A =, 0(0) =1, w =0ve g(t) =t

(If (@] + 1 @))

olarak secilirse elde edilen sonug Teorem 3.1.4°in ¢ = 1 6zel durumu igin elde edilen sonucu

ile aynidir.

Teorem 4.3.3 ¢ : [a,b] — R fonksiyonu [a, b] {izerinde pozitif, monoton ve artan; (a,b)
tizerinde siirekli ¢'(z) tiirevine sahip olsun. Ayrica, f : [a,b] — R fonksiyonu (a < b) (a, b)
lizerinde diferensiyellenebilir 6yleki f € La,b] olsun. Bu takdirde k, p, A € RT, w € R{,
og(m) € RT (m € Ny) siurh bir dizi ve

oa(m) = o(m) ({/0 (ATE (s ))pds];ﬂL {/0 (5. (s ))pdsr>

olmak tizere ¢ > 1 ve % + % =1 igin |f’| fonksiyonu [a, b] iizerinde konveks ise

1 .k, ok, ok ok, a + b
B {Jmfa;by;wF(b) + jp7A7€T>_;wF(a)} (£739(1) + ©2%9(1)) f( : ) ‘
b—a 1

< Tl [(}l|f’(a)!q+%f’(b)!q)q+Glf’(a)luz\f’(b)!q)q] (43:3)

dir.

Ispat. Lemma 4.3.1, | f/|? fonksiyonunun konveksligi ve Holder esitsizligi kullanilarak

b—a o(m)w™ -
< T.
L= = n;)krk(pmk+A+k) (2 ’)

esitsizligi gecerlidir ki burada

1

1r 9 _ ] P(%“’Pm) »
7, = (/ g(b)—g (ga + 5 Sb) ds)
0 |

1

o) ds)’
(@) ds)é

| ([ (Grwr>
_g(b) .y (ngr 2 ; sa):p(iwm) ds>;</01 (g\f’(bﬂq L2
Iy = (/01 (g (§b+ Q;SG) _g(a))p(i+pm> ds);(/ol (§|f’(a)|"+ 2

Y

Y

1

) ds)’

b



'<a>|q) ds)é
sy Loy

| (i Bror) + i@ fror)
(4 4 1 1
e (i|f’(a)lq + %!f’(b)\q)é + G|f’(a)|q + iyf'(b)\q)é]

= ——F 3]
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

o ([ oo 5o o) (srom

dir. Buradan

o(m)w™

a
L| <
L= =5 ;kf‘k(pmk—i—)\—l—k)

4 P+

Sonug 4.3.10 Teorem 4.3.3te k =1, A = a, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse Teorem
4.3.37in kogullar1 altinda 7y, ifadesi (4.3.30) de verildigi gibi, ayrica

Fpg = /01 :g(b) —g (ga 4 22:1))}}7& ds
Moo= [ o (30 25%0) ot o
<(12+l,)+;gl?(b) + I?Hi);gF(a)} e <“ ‘2* b) ’
< { ) (4) } (4334
x [@f’(aﬂq + Z|f’<b>|q)3 + @ Fa)le+ 4] f’(b)|q> 3]

Sonug 4.3.11 Teorem 4.3.3’te k = 1 ve g(t) = t olarak segilirse elde edilen sonug Budak

ve

olmak tlizere

dir.

ve arkadaglar [12, Corollary 5] tarafindan verilen;

Ch(A,p) = (/Oltxp( - {w (b;a)pt’)})pdt);

olmak tzere

A1 Y . a+b
(b _ a))‘fg)\+1[w<l)_7a)p] |:jp7)\7(0‘2b)_;wf( )+ \7 ( )+ f( ):| f ( 2 ) ‘
(b_a>01( ) / 1 / / 1
(If' @)+ 3]/ ®)) e + (3l f (a)|* + £/ (b))
2%*s Fy ,\+1[w( 2a)p] [ }
< L=aBAD )1 p)
2qu)\+l[ ( )]
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esitsizligi ile aymdir. Ayrica k = 1, g(t) = t, A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 olarak segilirse

elde edilen sonug¢ Teorem 3.1.5te verilen esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.3.4 ¢ : [a,b] — R fonksiyonu [a, ] ilizerinde pozitif ve artan; (a,b) lizerinde
stirekli ¢’(z) tiirevine sahip olsun. Ayrica f : [a,b] — R fonksiyonu (a < b) (a,b) lizerinde
diferensiyellenebilir 6yleki f’ € La,b] olsun. Bu takdirde k, p, A € RT, w € Ry, o(m) €
R* (m € Ny) smurh bir dizi ve

oot =aton( [ 4538 >)1_3

x{[rf'<a>| [ amn@gariror [ agneital s

Q=

' 2-5 11
o [[azsogeciror [ o5 e }

ety =aton( [ e55800)
H /sz g4I /953‘% dsrl (43.36)

o [ oo [ ﬂgmfgsdsr}

olmak tizere ¢ > 1 igin |f’|? fonksiyonu [a, b] tizerinde konveks ise

1 {j”’k’gm)+;wF(b)+J”’k’g _ Fla )} (¢;§9(1)+q>”k9(1))f(a;b>‘

2 Yo (3 o (252)

b—a o
< —— [Foahlwl + FrRi[w]] (4.3.37)

dir.

Ispat. Lemma 4.3.1, iicgen esitsizligi, |f’|? nun konveksligi ve Power-mean esitsizligi
kullanilarak

e} m

b—a o(m)w
L] <
I£] = 4 mZ:Oka(pmk—i-)\—l—k)

(Lol ) s

b—a =
4 Zoka pmk—l—)\—i-k)

(L b o] ™) v

108




elde edilir ki burada
1 s 2—s wtem
e / q —_ —_ —_— -
Ru={Ir@p [ a0 - (Ga+ 250) | jas

1o [ oo (3a+ Q;Sb)}wmgsds};,
Ra={iror [ [or o (Gos 2550)] 7 50
1@l [ [oe—a (o 2;Sb)]i+pm2;5ds}é,
Ro={irar [ fo (e 2550) o] S
ciron [ o (e 25) o] )
re={iron [ o (3+252%) -] Sas
et [ o (3o 250) o] 2w

dir. Boylece

o0

b—a o(m)|w|™ - T
< ok
£l = 4 2 k[ (pmk + A + k) /0 Bpam!(s)

m=0

/ ' o S / ' o — a
x{[waw | azssogasciror [ aze®s )

/ q ' o.k,g S ! q ! o,k,g 2—5s a
o [ gk ir@r | ak e

b—a a(m)|w[™ " ok e
Q7%
T Z k['k(pmk + X + k) /0 o ()

m=0

Q|-

1 1 2 —
x{[|f’<a>|q [ ezsaozas o [ oxnei

1
f ngkvg 2 =3

Hiror [anesas il [ onm®;

b—a ., o
P ] s ]

yazilir ve istenilen sonug elde edilir.

ds} '

—

Sonug 4.3.12 Teorem 4.3.4’te k = 1 ve g(t) = t olarak segilirse oy 1(k) = F% olmak

tizere, Budak ve arkadaslarimin [12, corollary 7] verdikleri

2A—1 b
920 sy T 0] =1 (57 |

(b= @) gy [w(*5)7]
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esitsizligi elde edilir. Ayrica yukaridaki esitsizlik A = «, 0(0) = 1 ve w = 0 igin Teorem

3.1.4’te verilen sonuca ingirgenir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde klasik konveks fonksiyonlar ve konveks fonksiyonlarin ikinci anlamda s-konveks,
p-konveks, q-konveks, h-konveks, m-konveks, (o, m)—konveks, quasi-konveks gibi bazi
farkli siniflar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla elde edilmig 6zdeslik
ve esitsizliklerin farkli kesirli integral operatorleri yardimiyla genellestirmelerinin elde
edilmesi amaclanmigtir. Yazilan teoremlerin sonuclarinin, 6zel kogullar altinda, literatiir-
de yer alan egitsizlikleri sagladigi ve bu yoniiyle de literatiirle uyumlu oldugu goriilmiis-
tiir. Ilgili aragtirmacilar, bu tezde verilen ozdeglikleri kullanarak harmonik konveks,
simetrik konveks gibi bagka konveks fonksiyon siniflar: i¢in de yeni genellestirmeler elde
edebilirler. Ayrica bu tezde kullanilmayan Katugampola, Hadamard, Erdelyi-Kober ve
diger kesirli integral operatorleri i¢in de Hermite-Hadamard, Ostrowski, Simpson, Fejer,
Griiss, Chebshev tipli yeni sonugclar elde edilebilir. ispatlarda kullanilan metodlarda bazi
kiigiik degisiklikler yapilarak daha iyi sonuclar elde edilmesi olast bir durumdur. Bulgular
kisminda verilen sonuclar makale formatina getirilerek cesitli dergilerde yayimlanmigtir.
Birinci boliimde uyumlu kesirli integraller icin verilen sonuclardan

“Some Hermite-Hadamard Type Inequalities For Convex Functions Via Conformable
Fractional Integrals And Related Inequalities” baglikli caligma “Creative Mathema-
tics and Informatics” adli dergide yayimlanmig, “A study on Hermite-Hadamard type
inequalities for s-convex functions via conformable fractional integrals“ baslikli ¢aligma
“Stud. Univ. Babes-Bolyai Math.” adli dergide yaynimlanmig, “Hermite-Hadamard
type inequalities for twice differentiable m—convex functions via Conformable fractional
integrals” baglikli caligma “Far East Journal of Mathematical Sciences”’ adli dergide
yayimlanmig, “Hermite-Hadamard type inequalities for quasi-convex functions via con-
formable fractional integrals” baglikli caligma ise “Xth International Statistics Days
Conference, 2016, Giresun, Turkey” adli uluslararasi konferansta sunulup tam metin
olarak yayimlanmigtir.

Ikinei boliimdeki Genellestirilmis kesirli integraller icin verilen sonuclardan,
“Hermite-Hadamard Type Inequalities For Convex Functions Via Generalized Fractional
Integral Operators” baslikh ¢aligma “International Conference on Mathematics and
Engineering (ICOME-2017)” adli uluslararasi konferansta sunulmus, ayrica “Topo-
logical Algebra and Applications” adli dergide yayimlanmistir, “Generalized Hermite-
Hadamard type inequalities involving fractional integral operators” baglikli caligma “Jour-
nal of Inequalities and Applications” adli dergide yayimlanmig ve “Some new in-
equalities involving generalized fractional integral operators for several class of functions”

baglikli ¢alisma ise “ICANAS 2017, Antalya-TURKEY” adli uluslararasi konfe-
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ransta sunulup tam metin olarak yayimlanmigtir.
Uciineii boliimde Genellestirilmis k-kesirli integraller icin verilen sonuclardan, “Hermite-
Hadamard type inequalities for the generalized k-fractional integral operators” baslikl

caligma ise “Journal of Inequalities and Applications” adli dergide yayimlanmistir.
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