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OZET
FONKSiIYON DiZiLERINIiN iDEAL ES YAKINSAKLIGI
Samet BEKAR

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisii
Matematik Anabilim Dal1, 2018
Yiiksek Lisans Tezi, 72S.

Danisman: Dog. Dr. Cemal BELEN

Bu tez, fonksiyon dizilerinin ideal es yakinsakligi kavramina iligkin son yillarda elde edilmis sonuglar
iceren bir derleme ¢alismasidir.

Tezin ilk boliimii giris boliimii olup bu bdliim tez konusunun bir literatiir 6zeti ile tezin amacin
icermektedir.

Ikinci béliimde ideal, ideal yakinsaklik ve kardinal sayilar kavramlari ile kiime teorisi modelleri
hakkinda temel gosterimler, tanimlar ve sonuglar sunulmustur.

Ucgiincii boliimde ise fonksiyon dizilerinin ideal es yakinsakligi, siizgeg es yakinsaklig1, ideal noktasal
yakinsakligi, ideal diizgilin yakinsakligi gibi kavramlar ele alinmis ve bunlar arasindaki gesitli iligkiler
incelenmistir.

Tezin son boliimiinde ise tiim ¢alismaya ait sonuglar ve oneriler yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Ideal, ideal yakinsaklik, ideal es yakmsaklik, Siizgeg es yakinsaklik,
Kardinal sayilar, Sinirlama sayisi.



ABSTRACT
IDEAL EQUAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUNCTIONS
Samet BEKAR

Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Biology, 2018
MSc. Thesis, 72p.

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Cemal BELEN

This work is a compilation thesis including the recent results related to the concept of ideal equal
convergence of sequences of functions.

The first chapter of the thesis is introduction chapter and it contains a brief overwiew of the study and
the main purpose of the thesis.

In the second chapter we present basic notations, definitions and results related to the concepts of
ideal, ideal convergence and cardinal numbers and also some models of set theory.

In the third chapter we consider some concepts such as ideal equal convergence, filter equal
convergence, ideal pointwise convergence and ideal uniform convergence of sequences of functions.
We also examine some relations between these concepts.

In the final chapter we present some conclusions and recommendations of the whole work.

Key Words: Ideal, Ideal convergence, Ideal equal convergence, Filter equal convergence,
Cardinal numbers, Bounding number.
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1. GIRIS

Klasik anlamda yakinsaklikta yakinsak olan bir dizinin limitinin herhangi bir komgulugu
diginda kalan terimlerinin sayisi sonludur. Dolayisiyla bu indislerden olugan kiimenin
sonlu olmasi sebebiyle dikkate deger bir 6zelligi bulunmaz. Ancak bir ¢ok kez matematigin
kapsamindaki baz1 aragtirmalarda oyle yakinsak olmayan dizilerle karsilasiriz ki bu dizilerin
hemen hemen biitiin terimleri (belirli bir anlamda) yakinsak bir dizinin ézelliklerine sahip-
tir. Buna gore yakinsaklik kavrami tizerine ¢alisildiginda, amacimiza uygun olarak daha
fazla diziyi ele almak gerekebilir ve bunun da bir yolu dogal sayilar kiimesinin belirli bir
anlamda daha “biiyiik” bir alt kiimesine kisitlandiginda yakinsak olan dizileri se¢gmektir.
Ornegin, biiyiik kiimeden kasit dogal sayilar kiimesinin sonlu olmayan bir alt kiimesi
ise bilinen yakinsaklik kavrami ortaya cikar. Eger biiylik kiimeden kasit dogal sayilar
kiimesinin asimptotik yogunlugu sifir olmayan bir alt kiimesi ise o zaman istatistiksel
yakinsaklik fikri ortaya cikar. Aligilmis yakinsaklhigin bir genellesmesi 6zelligine sahip
olup matematigin bir¢ok alaninda onemli uygulamalar: barindiran dizilerin istatistiksel
yakinsakligy fikri genellikle Steinhaus’a (1951) ve Fast’a (1951) atfedilse de bu kavram
ilk olarak birinci baskisi 1935 yilinda Zygmund tarafindan yazilan ”Trigonometric Se-
ries” isimli kitapta hemem hemen yakinsaklik adi altinda ¢aligilmigtir. Diger taraftan,
Furstenberg (1981) tarafindan ele alman monografide bu kavramin ilk kez 1932 yilinda
Koopman ve von Neumann tarafindan “yogunluga gore yakinsaklik” ismiyle caligildig

belirtilmektedir.

Bir kiimenin tiim alt kiimelerinin bir alt ailesi olup kalitsallik 6zelligine ve kiimelerde
birlesim iglemine gore kapalilik 6zelligine sahip olan bir aileye ideal denir. Z, N dogal
sayilar kiimesi iizerinde tiim tek nokta kiimelerini bulunduran bir ideal (uygun ideal) ve
() bir reel say1 dizisi olmak iizere (z,) dizisinin bir = reel sayisinin her e-komsulugu
diginda bulunan tiim terimlerine ait indislerin kiimesi Z idealine ait ise (x,) dizisi x
sayisina ideal yakinsaktir veya kisaca Z-yakinsaktir denir. Hem klasik anlamda yakinsakligin
hem de istatistiksel yakinsakligin genel bir hali olan ideal yakinsaklik kavrami, Cartan
(1937) tarafindan tanimlanan siizge¢ yakinsaklik kavramina denktir. Buna ragmen, son
yillarda bir ¢ok yazar Kostyrko ve ark. (2000) tarafindan ilk kez kapsamlh olarak ince-
lenen ideal yakinsaklik kavramini kullanmay1 tercih etmistir. Bu konuda matematikg¢iler
daha ¢ok klasik anlamda yakinsaklik kullanilarak elde edilen sonuglar1 ideal yakinsaklik

kullanarak genellestirmeyi hedeflemislerdir.

Csaszér ve Laczkovich (1975) fonksiyon dizilerinin eg yakinsakligi kavramini tanimlamigtir.



Bukovska (1991) bu kavrami quasi-normal yakinsaklik adi altinda galigmigtir. Csészar ve
Laczkovich (1975) reel degerli her fonksiyon dizisi igin eg yakinsakhigin diizgiin yakinsakliktan

daha zayif oldugunu ve noktasal yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu gostermistir.

Das ve Dutta (2013) ve Das ve ark. (2014), N iizerindeki bir Z uygun idealini kulla-
narak fonksiyon dizilerinin ideal eg yakinsakhigini (kisaca Z-eg yakinsakligini) ve siizgeg es
yakinsaklhigini (kisaca Z*-eg yakinsaklhigini) tanimlamiglardir ve bu yakinsaklik tiplerinin
baz1 zelliklerini incelemiglerdir. X bog olmayan bir kiime, f, (n € N) ve f, X kiimesi

tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlar olsun. Eger her z € X igin

{neN:|fu(z)-f@) Zzen} €T

olacak sekilde sifira Z-yakinsak olan pozitif reel sayilarin bir (g,,) dizisi varsa (f,,) dizisi f
fonksiyonuna X kiimesi iizerinde Z-es yakinsaktir denir. Ideal eg yakinsaklik tammimdaki
(e,) dizisini bir sifir dizisi alarak, Filipéw ve Szuca (2012) Z-es yakinsakhg farkli bir
bigimde tanimlamiglardir. Filipéw ve Staniszewski (2014), N tizerindeki iki farkli Z ve
J ideallerini kullanarak hem Das ve ark. (2014) tarafindan hem de Filipéw ve Szuca
(2012) tarafindan verilen ideal eg yakinsaklik kavramini kapsayacak gsekilde daha genel bir
tanim elde etmislerdir ve bunu (Z,7)-es yakinsaklik olarak ifade etmislerdir. Ustelik ayni
calismada hem Z ve J idealleri hem de X kiimesinin tizerine cesitli kosullar konularak
yakinsaklik tipleri arasindaki iligkiler incelenmistir. Filipéw ve Staniszewski (2015) diger
bir ¢aligmasinda ise ideal noktasal yakinsakligin ideal eg yakinsakligi gerektirmedigi zaman
bir karekterizasyon ispatlamiglardir ve bu karekterizasyon sinirlama sayisi olarak bilinen

b sayisi ile iligkili olan bir kardinal katsayisi araciligiyla verilmistir.

Bu yiiksek lisans tezi fonksiyon dizilerinin ideal eg yakinsakligina iligkin yukarida belirtilen

caligmalar1 detayl bir sekilde ele alan bir derleme ¢aligmasidir.



2. GENEL BILGILER

Bu boltimde ilk olarak ideal tanimina, 6rneklerine ve ideal yakinsaklik kavramina deginile-
cektir. Sonrasinda ise tezde kullanilan cesitli kiime teorisi sistemlerinden, aksiyomlarindan

ve ayrica ordinal ve kardinal say1 kavramlarindan bahsedilecektir.

2.1 Ideal ve Ideal Yakinsakhk

Tamim 2.1.1 X # () bir kiime ve P (X), X in tiim alt kiimelerinin kiimesi olsun. Bir
Z C P(X) smfi i¢in

(i)0eZ

(i) A,B€Ziken AUB €T

(1ii) A€ Zve BC Aiken B€Z

kogullart saglanirsa bu durumda Z ya X de bir ideal denir. Eger X ¢ 7 ise veya denk
olarak Z # P (X) ise Z ya agikar olmayan (veya 6z) ideal denir (Kuratowski, 1958, syf.
34).

Tamm 2.1.2 X # () bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bos kiimeden farkli bir
F C P (X) simfi agagidaki kogullar: sagliyor ise F ye X de bir siizgeg denir:

(i) 0 ¢ F

(i) A,B € Fiken ANBeF

(1ii) Ae Fve AC Bise Be F (Cartan, 1937).

Lemma 2.1.1 X # () bir kiime ve Z, X iizerinde asikar olmayan bir ideal olsun. Bu
durumda

F(I)={McCX:3AeTicin M =X\ A}

kiimesi X tizerinde bir siizgectir. F (Z) ya Z ile iiretilen siizge¢ denir (Kostyrko ve ark.,

2000).

Tanim 2.1.3 Z, X iizerinde agikar olmayan bir ideal olsun. Eger her z € X i¢in {z} € Z
oluyorsa Z ya bir uygun (admissible) ideal denir (Kostyrko ve ark., 2000).

Tanmim 2.1.4 Z C P (N) asikar olmayan bir ideal ve (x,,) bir reel say1 dizisi olsun. Eger
her ¢ > 0 igin {n € N: |z, — L| > e} € T ise bu durumda (z,) dizisi L sayisina ideal
yakinsaktir (veya Z-yakimsaktir) denir ve Z-limx,, = L veya z, L seklinde yazilir. L

sayisina (z,,) dizisinin Z-limiti denir (Kostyrko ve ark., 2000).



Uyar: 2.1.1 Z uygun bir ideal ve 1i_>rn x, = Lolsun. Budurumda {n € N: |z, — L| > ¢}
kiimesi sonlu yani en az bir ng nE OIO\I i¢cin en fazla {1,2,...,n¢} bigiminde bir kiime
oldugundan Z idealine aittir. Boylece Z- ILm x, = L dir. O halde yakinsak bir dizi
ideal yakinsaktir. Ancak bunun tersi her z;m;on dogru degildir.

Ornegin, A € Z sonsuz bir kiime olmak iizere

|1, neA
S ) né¢A

seklinde tanimh (z,,) dizisini ele alalim. Bu durumda eger e < 1lise {n € N: |z,| > ¢} =
AeZIvee>1lise{neN:|z,|>e}=0¢cZolacagmmdan Z- lim z,, = 0 dir. Ancak (z,)

n—oo

dizisi yakinsak degildir.

Ornek 2.1.1 Z¢, N nin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda Z; bir uygun

idealdir ve Z-yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktir. (Kostyrko ve ark., 2000).

Ornek 2.1.2 A C N, x4 (k), A nn karekteristik fonksiyonu ve d, (A) = LS i xa (k)
olsun.

d(A) =liminfd, (A) ve d(A)=limsupd, (A)

n—00 n—o0
sayilarma sirasiyla A kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu denir. Eger d(A) = d (A)
ise A kiimesi yogunluga sahiptir denir ve d (A) =d(A) sayisina A kiimesinin asimptotik
veya dogal yogunlugu denir. d yogunlugu d () =0, A C Bised(A) < d(B),d(AUB) <
d(A)+d(B) ve d(N\ A) =1 —d(A) 6zelliklerine sahiptir.
Buna gore

T, ={ACN:d(A) =0}

ailesi N de uygun bir ideal olup Z;-yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik olur (Kostyrko ve
ark., 2000).

Ornek 2.1.3 {A; € N:j € N} ailesi N nin bir ayrigmm yani N = (J7Z, A; ve i # j icin
A;NA; =0 olsun (6rnegin, A; = {2771 (2s — 1) : s € N} alinabilir). Buna gore

Z ={A C N:sonlusayida jigin ANA; # 0}
ailesi N de bir uygun idealdir (Kostyrko ve ark., 2000).

Tanim 2.1.5 Eger her ¢ > 0 saywis1i¢gin {n e N: z, <e} € Zveya {n eN:z, > —¢c} €
7 ise (x,) reel say1 dizisi sirasiyla sonsuza veya eksi sonsuza Z-iraksaktir denir ve bu

durum sirasiyla Z-lim x,, = +o00 ve Z-lim x,, = —oo ile gosterilir (Lahiri ve Das, 2003).



Ornek 2.1.4 T # Z; bir uygun ideal ve A € 7 sonsuz bir kiime olmak iizere

] 1, neA
S WY né¢A

seklinde tammh (x,,) dizisi i¢in Z-lim x,, = 400 dur.

Tanim 2.1.6 7 uygun bir ideal olsun. Eger limy_, z,,, = £ olacak sekilde bir M =
{my <my <...<my <...} €F(Z)kiimesi mevcut ise x = (z,,) dizisi £ ye Z*-yakinsaktir

denir. Bu durumu ifade etmek igin kisaca Z*-lim z,, = £ yazilir (Kostyrko ve ark., 2000).

Teorem 2.1.1 7 uygun bir ideal olsun. Z*-limz,, = £ ise Z-limz,, = ¢ dir (Kostyrko ve
ark., 2000).

Asgagidaki 6rnek bu teoremin tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek 2.1.5 7 ideali Ornek 2.1.3’deki ideal olsun. = = (z,) dizisini, n € A; igin x,, = %
(7 =1,2,...) seklinde tammlayalim. Bu durumda Z-lim z,, = 0 dir. Ancak Z*-limx,, # 0

dir. Gercekten, eger Z*-lim z,, = 0 oldugunu kabul edersek

lim 2, =0 (2.1.1)

m—o0,meM

olacak sekilde bir M € F(Z) vardir. H € 7 olmak tizere M kiimesini M = N\ H bi¢iminde

yazabiliriz. Z idealinin tanimina gore
HCAIUAU---UA,

olacak bigimde p € N vardir. Bu durumda A,y C M olup sonsuz coklukta m € M icin
Ty = :z% olur ki bu (2.1.1) ile geligir (Kostyrko ve ark., 2000).

(A; \ B;) U (B; \ A;) simetrik fark: sonlu bir kiime ve | J;©, B; € Z olacak bigimde B; C N
kiimeleri varsa Z C P (N) uygun ideali (AP) kosulunu saglar denir (Kostyrko ve ark.,
2000).

Teorem 2.1.2 7 ideali (AP) 6zelligine sahip oldugunda Z-yakimsaklik ve Z*-yakisaklik
kavramlari denktir (Kostyrko ve ark., 2000).

Tanim 2.1.8 (AP) ozelliginde A; kiimelerinin ayrik olma sartini kaldirinca elde edilen

ozellige (AP") adi verilir (Kostyrko ve ark., 2000).



Tanim 2.1.9 Z N de bir ideal olsun. Eger Z’ya ait kiimelerin her (A,) dizisi ve her
n € Nigin A, \ A, sonlu olacak sekilde bir A, € Z varsa Z idealine bir P-idealdir denir
(Balcerzak ve ark., 2007).

Teorem 2.1.3 Z C P (N) uygun bir ideal olsun. Asagidakiler denktir:
(i) Z bir P-idealdir.

(41) T ideali (AP") 6zelligini saglar.

(73i) Z ideali (AP) 6zelligini saglar (Balcerzak ve ark., 2007).

Tanim 2.1.10 Z, X {izerinde bir agikar olmayan ideal, yani Z # P (X) olsun. Eger 7
idealini kapsayan X {iizerinde tamiml agikar olmayan bir ideal yoksa Z idealine maksimal
ideal denir. N tizerinde tanimh uygun bir idealin maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her A C Nigin A € 7 veya N\ A € 7 olmasidir. Bu sonug herhangi bir X kiimesi tizerinde
tanimli bir Z uygun ideali i¢in de gegerlidir. (Kostyrko ve ark., 2005).

2.2 Kiume Teorisi, Ordinal ve Kardinal Sayilar

Bu kisimda ilk olarak kiimeler teorisi hakkinda bir kisa literatiir 6zeti verilecek daha sonra
ise tezde kullanilan siralama bagintilari, ordinal ve kardinal say1 kavramlar: hakkindaki

temel bilgilere yer verilecektir.

Geometrinin temel sonuglarinin Euclid tarafindan verilen aksiyomlara dayanmasi gibi
Kiime Teorisi'nin de aksiyomatik olarak kurulmasi geregi anlagildiktan sonra, ilk aksiyo-
matik kiime kurami modeli 1908 yilinda Alman matematik¢i Ernst Zermelo tarafindan
verilmigtir (Ergun, 2006). Adolf Fraenkel ise bu kurami daha tutarh hale getirmek igin iki
yeni aksiyom kegfetmigtir ve glintimiizde Zermelo-Fraenkel ya da kisaca ZF modeli denilen
kiimeler kurami modeli ortaya ¢ikmigtir. Bu model dokuz temel aksiyoma dayanir. Diger
taraftan “Bog olmayan kiimelerden olusan bog olmayan bir ailenin kartezyen ¢arpimi bos
degildir” seklinde ifade edilen ve Se¢me Aksiyomu (kisaca C) olarak bilinen 6zellik Zermelo
tarafindan 1904 yilinda ifade edildi. Zermelo bu aksiyomdan yararlanarak ifadesi “Her
kiime iyi siralanabilirdir” seklinde olan “Iyi Siralama Teoremi”ni ispatladi. ZF kiimeler
kuramina se¢gme aksiyomunun da eklenmesiyle elde edilen kurama ya da sisteme ZFC
kiimeler kurami denir. 1935 yilinda Kurt Godel, eger ZF celigkisiz bir sistem ise ZFC
nin de c¢eligkisiz bir sistem oldugunu, 1963’te Paul Cohen ise, segme aksiyomunun kiimeler
kuraminin diger aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu yani eger ZF' ¢eligkisiz bir sistem ise

hem ZFC nin hem de ZF+(—C) nin ¢eligkisiz sistemler oldugunu ispatlamigtir. Bu yiizden



bugiin bircok matematik¢i tarafindan kabul edilen ve kullanilan kiimeler kurami sistemi

ZFC sistemidir.

Tanim 2.2.1 X bir kiime ve <, X tizerinde bir bagint1 olsun. Eger

(P) Higbir z € X i¢in < x olamaz

() z<yvey< zisex < zdir

kogullar1 saglanirsa < bagimtisina X tizerinde bir kismi siralama bagintisy, (X, <) ikilsine
de bir kismi sirali kiime denir. Eger ek olarak

(P;) Her x,y € X iginyaz <y yax =y yaday < z oluyorsa (X, <) ikilisine bir tam

sirali veya lineer sirali kiime denir (Jech, 2003).
Uyar1 2.2.1 i) < bagmtisi bir kismi (tam) siralama bagintisi ise bu durumda,
rly&sr<yveyar =y

ile tanmimh < bagintisi da bir kismi (tam) siralama bagintisi olur. Bu nedenle < bagintisina
kesin kismi siralama bagintisi da denir. Her x € X i¢in x = = oldugundan o zaman (F;)
kosulu

(P): herz € Xi¢inz <z

seklinde degisir (yansima 6zelligi).
i) X kiimesi iizerinde (P)) ve (P,) 6zelliklerine sahip bir < bagmtisina bir pre-siralama

veya quasi-siralama bagintisi denir (Jech, 2003).

Tanim 2.2.2 (X, <) bir tam sirali kiime olsun. Eger X kiimesinin bog olmayan her alt

kiimesinin < bagmtisina gore en kii¢iik elemani (minimumu) varsa, yani,
Jae AVre Aja<zx

ise < bagmtisina X tizerinde bir iyi siralama bagintisi, (X, <) ikilisine de bir iyi sirah

kiime denir (Jech, 2003).

Tanim 2.2.3 « bir kiime olsun. Eger o nin her elemani a nin bir alt kiimesi ise ve «
kiimesi € (elemani olma) bagintisi ile bir iyi sirali kiime ise « kiimesine bir ordinal veya

bir ordinal say1 denir (Jech, 2003).

Tanima gore 3,y € a olmak iizere

<y pBey



seklinde tanimli < bagintist a kiimesi tizerinde bir iyi siralama bagintisidir.

Ornegin, 0 = 0, 1 = {0} = {0}, 2 = {0, {0}} = {0, 1}, ... kiimeleri birer ordinaldir. Genel
olarak w = N olmak iizere her n € w dogal sayis1 bir ordinaldir. Bu ordinallere sonlu

ordinaller denir. Ilk sonsuz ordinal ise w dogal sayilar kiimesidir.
Ordinallerin baz1 ozellikleri agagidaki gibi siralanabilir:

1) Bir ordinalin her elemani da bir ordinaldir.

2) Tim ordinallerin simfi € (veya <) bagntisi ile iyi siralidir.

3) « bir ordinal ise at = a U {a} = « + 1 kiimesi de bir ordinaldir. Bu ordinale «
ordinalinden sonra gelen ordinal denir. Ayrica bir 5 ordinali i¢in a = 8+ 1 ise « ya ardil
ordinal denir. Eger o # 0 ve « bir ardil ordinal degil ise @« = sup {f : 5 < a} seklindedir

ve bu durumda « ordinaline limit ordinal denir.

Tanim 2.2.4 X ve Y iki kiime olsun. Eger X kiimesinden Y kiimesine taniml birebir ve
orten bir fonksiyon varsa o zaman X ve Y kiimeleri arasinda bir egleme vardir denir ve bu
durum X & Y veya | X| = |Y| bigiminde gosterilir. ~ bagmtisi bir denklik bagintisidir. X
kiimesinin &~ bagintisina gore denklik siniflarinin kiimesine ise X kiimesinin kardinal sayisi,
kardinalitesi veya kardinali denir ve |X]| ile gosterilir. Buna gore |X| = Y| & X = YV
olur (Jech, 2003).

Kardinal sayilar iizerinde
|X| < |Y| < X den Y ye birebir bir fonksiyon vardir

ve

X| < |Y| & |X| < [Y] ve X #Y dir

seklinde siralama bagintilar1 tanimlanir.

Not 2.2.1

(i) En az bir n € w i¢in |X| < n ise X kiimesine sonlu kiime denir. X ~ w ise X
kiimesine sayilabilir sonsuz kiime denir. Sonlu veya sayilabilir sonsuz olan bir X kiimesine
de sayilabilir kiime denir.

(ii) [0, 1] kapali arahg ile arasinda bir egleme bulunan kiimelere sayilamayan kiime denir.

Ornegin; R sayilamayan sonsuz bir kiimedir.



(iii) | X| < Y| ve |Y] < |X] ise | X| = |Y| dir (Schroder-Bernstein Teoremi).
(iv) X bir kiime ve P (X) onun kuvvet kiimesi ise |X| < |P (X)| dir (Cantor Teoremi).

ZFC kiimeler kuraminda kardinal say1 tanimi ordinaller kullanilarak agagidaki gibi verilir.

Tanim 2.2.5 « bir ordinal olsun. Eger her f < «a i¢in 8 % « ise o zaman « ordinaline

bir kardinal veya kardinal say1 denir (Jech, 2003).

Her dogal say1 bir kardinaldir ve w dogal sayilar kiimesi bir kardinaldir. Fakat w™ =
w + 1 ordinali bir kardinal degildir. Ciinkii, w = {0,1,2,...} vew +1={0,1,2,..., w}
ordinalleri igin w < w+1 olup, f (0) = w ve diger n € w sayilari i¢in f (n) = n—1 geklinde

tanimh f : w — w + 1 doniisiimi birebir ve ortendir. Yani w ~ w + 1 dir.

Uyar: 2.2.2 Her X kiimesi i¢in X ~ |X| olan tek kardinal | X| dir. Se¢gme aksiyomuna
gore her kiime iyi siralanabilirdir ve bir « ordinaline egleniktir. Eger X =~ « ise bu du-
rumda | X| = min {f < a: X ~ } mevcut ve tektir. O halde, X kiimesinin kardinalitesi,
X kiimesi ile arasinda esleme bulunan ordinallerin en kii¢iigii olarak tanimlanir (Jech,

2003).

Not 2.2.2

(i) Her o kardinali i¢in o kardinalinden biiytik olan bir kardinal vardir.

(ii) « kardinalinin ardih « kardinalinden biiyiik olan en kiiciik kardinaldir ve ot ile
gosterilir.

(iii) Ny = wp := w dir. Kardinaller igin R, ve ordinaller igin w, gosterimi kullanihir.
Npi1 = Watr = RF dir. Eger o bir limit ordinal ise R, = w, = sup{ws : f < a} dir.

(iv) R nin kardinalitesi ¢ (continuum) ile gosterilir. Tiim terimleri 0 veya 1 olan diziler
kiimesi {0, 1}" veya 2 ile gosterilir ve buna Cantor uzay1 denir. |P (N)| = [2V] = 2% =¢
dir. N den N ye tiim fonksiyonlarm kiimesi NV olmak iizere |NN‘ = ¢ dir.

(v) 2% = ¢ oldugundan Cantor teoremine gore Ry < ¢ dir. Acaba, Xy < |X| < ¢ ola-
cak sekilde bir X kiime var midir? Cantor boyle bir kiimenin olmadigini yani N; = ¢
oldugunu tahmin etmistir ancak bu iddiasimi ispatlayamamigtir. Cantor’un bu kestirimi
Stireklilik Hipotezi (continuum hipotezi veya kisaca CH) olarak bilinir. Tipki, se¢me ak-
siyomunda oldugu gibi Godel, kiimeler kuraminin aksiyomlar ile siireklilik hipotezinin
curiitiillemeyecegini, Cohen ise siireklilik hipotezininin varligini kabul eden ve etmeyen

kiimeler kuramlarinin birbirlerinden farkl geligkisiz sistemler oldugunu ispatlamigtir.



(vi) Eger a bir X kiimesine eslenik (izomorfik) olan bir ordinal ise X kiimesinin eleman-
lar1 « ordinalinden kiigiik olan ordinaller ile (o nin elemanlar ile) indekslenebilir. Yani
X ={zs: B < a} seklinde yazilir. Ornegin X sayilabilir bir kiime ise X ~ w oldugundan
X ={z, :n <w}={z,:n € w} seklinde yazilir (Jech, 2003).
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3. IDEAL ES YAKINSAKLIK

3.1 Fonksiyon dizilerinin Z-es yakinsakligi

Bu kisimda Das ve Chandra (2013), Das ve Dutta (2013) ve Das ve ark. (2014) tarafindan
yapilan calismalarda yer alan, bog olmayan bir kiime tizerinde tanimli fonksiyon dizilerinin
Z-noktasal, Z-diizgiin, Z-eg, Z*-eg, Z*-noktasal, Z*-diizgiin, Z*-diizgiin es, Z*-diizgiin ayrik
ve Z*-kuvvetli diizgiin eg yakinsakligi kavramlari verilecek ve bu kavramlar arasindaki
iligkiler ele alimacaktir. Ayrica Z*-hemen hemen diizgiin eg yakinsaklik kavramini igeren

bir Egorov tipi teorem ispatlanacaktir.

Tamim 3.1.1 Z, N de uygun bir ideal, X # () bir kiime, f ve f, (n € N) X {izerinde
taniml reel degerli fonksiyonlar olsun.

(1) Eger her x € X i¢in f, (x) EA f(z) oluyorsa, yani her x € X ve her ¢ > 0 igin en
az bir A € Z var dyleki her n ¢ A i¢in |f,(z) — f(x)| < € oluyorsa veya denk olarak her
x € X vehere>0igin {n e N:|f,(x)— f(x)] >e} €T ise (f,) dizisi f fonksiyonuna
Z-noktasal yakinsaktir denir ve bu durum f, EN f ile gosterilir.

(17) Eger her ¢ > 0 i¢in en az bir A € Z var 6yleki her n ¢ A ve her x € X igin
|fu(z) — f(z)] < e oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna X kiimesi iizerinde Z-diizgiin
yakinsaktir denir ve bu durum f, Ty f ile gosterilir. (Gezer ve Karakus, 2005; Balcerzak
ve ark., 2007).

Tanima gore

P = fa S

ve

fo B & suplfu(e) = ()] 50 (3.1.1)

oldugu aciktir. Ayrica aligilmig anlamdaki diizgiin yakinsaklik Z-diizgiin yakinsaklig
gerektirir (Balcerzak ve ark., 2007).

Uyar: 3.1.1 Siirekli fonksiyonlar dizisinin Z-diizglin limiti siireklidir (Balcerzak ve ark.,

2007).

Tamim 3.1.2 X # () bir kiime, f ve f, (n € N) X iizerinde tanimh reel degerli fonksiy-
onlar olsun. Eger lim,,_,, £, = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarm bir (e,) dizisi ve her
x € X’e karsihk n > ng iken |f, (z) — f (z)] < &, olacak bigimde bir ny = ny(z) sayist

varsa, veya denk olarak her x € X icin {n € N: |f, (z) — f (z)| > e,} kiimesi sonlu ise

11



(f,) dizisi f fonksiyonuna es (equal) yakinsaktir denir ve bu durum kisaca f, = f ile

gosterilir (Cséaszar ve Laczkovich, 1975).

Bu tanim Das ve Chandra (2013) tarafindan ideal kullanilarak su sekilde genellestirilmigtir:

Tanim 3.1.3 Z C P (N) uygun bir ideal, f,, ve f bir X C R kiimesi iizerinde tanimh reel

degerli fonksiyonlar olsun. Eger her z € X icin

{neN:|fu()-f@) Zzen} €T

olacak gekilde sifira Z-yakinsak olan pozitif reel sayilarin bir (e,) dizisi varsa (f,,) dizisi
f fonksiyonuna X kiimesi iizerinde ideal eg yakinsaktir veya kisaca Z-es yakinsaktir denir
ve bu durum f, ¢ f ile gosterilir (Das ve Chandra, 2013; Das ve ark. 2014).

Bu tanim su sekilde de yazilabilir:

I ¢ f (X tizerinde) < Z-lim,, . &, = 0 olacak sekilde pozitif reel sayilarin 6yle bir (e,,)
dizisi meveuttur ki her # € X ve her n € N\ M i¢in |f,, (z) — f (2)| < &, olacak bi¢imde
bir M = M, € T vardir.

Uyar: 3.1.2 Yukarida tanimlanan ideal eg yakinsaklik kavrami Filipéw ve Szuca (2012)
tarafindan da ele alimmistir. Ancak onlarin verdigi tammmin Tanim 3.1.3’den fark: (g,)
dizisinin sifira ideal yakinsak olmasi yerine sifira bilinen anlamda yakinsak olmasidir.
Yakinsak her dizi Z-yakinsak oldugundan Tanmim 3.1.3’de kullanilan ideal eg yakinsaklik
Filipéw ve Szuca (2012) tarafindan verilen ideal eg yakisakliktan daha geneldir. Tleride

(Sonug 3.2.2) P-idealler i¢in bu iki tanimin denk oldugu gosterilecektir.

Not 3.1.1 f, Iy fise fn EX f dir. Gergekten, f, Iy f olsun. Bu durumda sifira
Z-yakimsak olan &yle bir (g,) dizisi mevcuttur ki her z € X ve her n € N\ M igin
|fn () — f (2)| < &, olacak bi¢imde bir M = M, € Z vardir. Ayrica ¢, % 0 oldugundan
her € > 0 sayisina kargilik 6yle bir A € Z vardir ki her n € N\ A i¢in ¢,, < € olur. Béylece
MUA€TZolup her e >0ve herz € X iginn € N\ (MUA) iken |f, (z) — f(z)| < ¢

bulunur. Bu ise f, EA f olmasidir.

Teorem 3.1.1 f, ve f bir X C R kiimesi iizerinde tanimlh reel degerli fonksiyonlar

olsun. f, Ty fise fn ¢ f dir (Das ve ark. 2014).

Ispat. f, = f olsun ve herhangi € > 0 sayisi verilsin. (3.1.1)’den

A= {nGN:sup\fn(ﬂf)—f(ﬂf)\ ze} 1

zeX
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olur.

1
o) neA

En =

sup |fu(2) = f(2)[ + 5, n¢A

zeX

tanimlayalim. % — 0 (n — o0) oldugundan Gyle bir ny vardir ki her n > nyq icin % <e
dur. Béylece, eger n ¢ A ve n > ng ise £, = sup,¢cx | fu(z) — f(x)] + = < 2¢ olacagindan

en = 0 dir. Ayrica her n ¢ Aigin |f,(z) — f(z)| < &, oldugundan f, IS £ elde edilir. O

Asagidaki ornekte f,, ¢ f fakat f, Ly f olacak gekilde f fonksiyonunun ve (f,,) dizisinin

mevcut oldugu gosterilmektedir.

Ornek 3.1.1 7 # T herhangi bir uygun ideal ve C' € T bir sonsuz kiime olsun. z € [0, 1]
olmak iizere
n, necC
m@={m nee

ile tanimh (f,,) dizisini ve

ile tamimh f fonksiyonunu ele alahm. (g,) ise sifira Z-yakinsak bir pozitif reel say1 dizisi
olsun (6rnegin, &, = % alinabilir). x € [0,1) i¢in lim, . 2™ = 0 oldugundan &yle bir
no € N sayist vardir ki her n > ng i¢in 2" < g, dir. Boylece her z € [0,1] ve her
n € (N\ C) N (ng,o0) igin

O<e, x=1

" <e, 0<z<l1

e =1 @)l = {

olur. Yani f, Iy f dir. Diger taraftan f, ler siirekli, f, EA f fakat f stirekli olmadigindan
Uyar1 3.1.1%e gore f, Ty f dir (Das ve Chandra, 2013).

Tanim 3.1.4 (i) Her A € 7 igin A C C} olacak sekilde elemanlar1 Z ya ait ve C; C
Cy C C5 C - -+ ozelligine sahip bir (Cy) dizisi varsa Z ideali zincir kogulunu sagliyor denir
(Farah, 1998).

(77) Z idealinin bir B alt ailesi verilsin. Eger her A € 7 i¢in A C B olacak sekilde en az
bir B € B varsa veya denk olarak

z=|JB

BeB
ise B ailesine Z idealinin bir bazi denir (Farah, 1998).

(#4) G, N nin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. G yi igeren en kiiciik ideale G tarafindan
tiretilen ideal denir. Eger bir ideal sayilabilir bir G ailesi tarafindan tretilirse bu ideale

sayilabilir liretilmig ideal denir. Bir Z idealinin sayilabilir iretilmig olmasi i¢in gerek ve
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yeter sart Z idealinin sayilabilir bir baza sahip olmasidir. Yani Ay, Ao, ... € Z olmak tizere
her A € 7 igin A C A, olacak gekilde bir n € N sayisinin mevcut olmasidir (Filipéw ve
Staniszewski, 2014).

Uyar1 3.1.3 Tamimlara gore, Z idealinin zincir kogulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
7 idealinin sayilabilir bir baza sahip olmasidir. Gercekten, 7 ideali zincir kogulunu saglarsa
her A € 7 icin A C C}, olacak sekilde elemanlar1 Z ya ait ve C; C Cy C C5 C - - - Ozelligine
sahip bir (Cy) dizisi vardir. Eger B ={C} : her k € N i¢in C}, € Z ve C}, C Cyy1} denirse
T =en Ck oldugu yani B ailesinin Z idealinin sayilabilir bir baz1 oldugu goriiliir. Tersine
B ={Cy: k € N}, T idealinin sayilabilir bir baz1 olsun. Eger k € N i¢gin D), = Uflzl C,
olarak alimirsa her k i¢cin Dy C Dy ve Z = UkeN Dy, olacagindan Z ideali zincir kogulunu
saglar.

O halde bir Z idealinin zincir kosulunu saglamasi, sayilabilir bir baza sahip olmasi ve

sayilabilir iiretilmis olmas1 birbirine denk olan kavramlardir.

Ornek 2.1.3’deki ideal zincir kogulunu saglayan agikar olmayan bir ideale érnektir.

Teorem 3.1.2 7 zincir kosulunu saglayan bir ideal ve f, ve f, X C R kiimesi iizerinde
tanimh reel degerli fonksiyonlar olsun. Bu durumda agagidaki kogullar denktir:

(i) £, 55 f dir.

(i7) Oyle X, C X kiimeleri vardir ki X = Uken Xi ve her & = 1,2, .. i¢in X, iizerinde
£, 5 F dir.

(733) Oyle X C X kiimeleri vardir ki X = Uren X X1 € Xp C - veher k =1,2,...
icin X}, tizerinde f, =y f dir.

Eger X bir topolojik uzay ve f,, (n € N) fonksiyonlar: siirekli ise bu durumda (i), (i7) ve
(1) kogullar agagidaki kogula denktir:

(iv) Oyle Xy C X kapal kiimeleri vardir ki X = [Jyony X3, X1 C Xo C -+ ve her
k=1,2,...icin X} tizerinde f, = f dir (Das ve Chandra, 2013; Das ve ark. 2014).

Ispat. (1) = (41) : fy ¢ f olsun. Bu durumda tanim geregince Z-lim,,_,, €, = 0 olacak
sekilde pozitif reel sayilarin bir (e,) dizisi ve her € X igin Oyle bir A, € Z vardir ki
her n € N\ A, i¢in |f, (z) — f (z)| < &, dir. Z zincir kogulunu sagladigindan terimleri Z
idealine ait olan ve C; C Cy C --- dzelligine sahip bir (Cy) dizisi vardir 6yleki her A € 7
icin A C C} olacak bicimde bir £ € N mevcuttur.

Xy ={z € X :¥ne N\ igin |f, (x) — f(x)] <en}
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kiimelerini tanimlayalim. Her k i¢in Cy, C Cj4 oldugundan N\ Cy,; C N\ Cy dir. Boylece
her k i¢in X, C X1 olur. Diger taraftan x € X igin A, yukarida Z-eg yakinsaklik
tanimindaki kiime olmak {tizere zincir kogulundan dolay1 A, C C} olacak bigimde bir
Cy € Z vardir. N\ Cy, C N\ A, oldugundan ve x € X, n € N\ A4, i¢in | f, (z) — f (z)| < &,
oldugundan n € N\ C, iken |f, (z) — f (z)| < &, elde ederiz. Bu ise z € X} olmasidir.
O halde X = J, oy Xk olur. Simdi de X}, iizerinde f, = f oldugunu gosterelim. & > 0
olmak tizere B = {n € N: ¢, > ¢} olsun. Z-lim,, ., &, = 0 oldugundan B € Z dir. Eger
x € Xpyven € (N\Cy)N(N\ B) ise |fn(x)— f(x)] < &, dir. &, < € olacagindan
|fu(x) — f(x)| < eolur. Yanin € N\ (Cy U B) ve x € X}, i¢in | f,, (z) — f (z)] < € olur.
Bu ise Cy U B € 7 olmasindan dolay1 X, iizerinde f, = f olmasidir.

(i) = (1) + X = Upen Xi ve X iizerinde f, 5" f olacak sekilde X, kiimeleri meveut
ful@) = f(2)] =
m = 0 dir. Yani her z € X; icin dyle bir M(i) € T vardir ki her n ¢ M(i) icin
|fu(z) = f(z)] = &ipn ve Z-limey, = 0 dir. Her k& € N i¢in Z-limeg, = 0 oldugundan

n ¢ My iken ey, < % olacak sekilde My C My, ozelligine sahip M € Z kiimeleri

olsun. X iizerinde f, I f oldugunu gosterecegiz. Sabit bir 7 igin sup,.x,

segebiliriz. (e,,) dizisini

( 1, n e M2
£ — T, € My \ My
1
n? n ¢ U Mk
\ keN

seklinde tanimlayalm. n & (J,oy My iken e, = = — 0 (n — 00) oldugundan Z-lime,, = 0
dir. Eger n ¢ M (i) U M; ise her x € X; i¢in |f, (z) — f (2)| < & < T = &, olacagindan
£, 55 f dir.

Simdi X bir topolojik uzay ve f,,n = 1,2, ... stirekli olsun. (iv)nin (ii7)’yi gerektirdigi

agiktir. (¢)'nin saglandigini kabul edelim. & € N igin
Xe={rx e X :Ym,neN\Cyicin |f, (z) = f (2)] < em+en}

kiimelerini tanimlayalim ve daha 6nceki gibi (Cy), Z nimn bir ait dizisi olmak tizere Z nin
zincir kogulunu sagladigini kabul edelim. X; C Xy C X3 C --- oldugu agiktir. Ayrica
fn ler siirekli oldugundan X (k = 1,2,...) kapahdir. Gergekten, X,, X; kiimesinin
yigilma noktalar1 kiimesi olmak tizere, eger x € X ,; ise z; = = (j — o0) olacak sekilde
terimleri X ya ait olan bir (z;) dizisi vardir. f,, siirekli oldugundan her n € N icin
fn(zj) = fu(z) (j — 00) olur. Diger taraftan z; € Xj, oldugundan her n,m € N\ C} i¢in
|fo (x5) = fin (z5)] < el + 2@ dir. Béylece her n,m € N\ C} ve yeterince biiyiik j’ler
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icin

|fn (I) - fm (ZL‘)| = |fn(l') - fn(zj) + fn(xj) - fm(xj) + fm(:pj) - fm($)|
< fales) = (@) 4+ [ fnlzs) = fin(25)] + | fin(25) = fin(2)]

< e4+eW+el) re=¢, +en

olur. O halde z € X yani X; kapahdir. Buna gore x € X ise (i) = (iti) ispatinda
oldugu gibi en az bir k € Ni¢in 2 € X}, yani X = [J, .y Xk ve her bir X, kiimesi iizerinde
fo 5" f elde ederiz. Béylece (iv) ispatlanmir. Sonug olarak (i), (ii) ve (iii), (v)’ye denktir.
O

Ornek 3.1.2 Bu érnekte f, EN f fakat f, L f olacak sekilde f ve f, (n = 1,2,...)
fonksiyonlarimin varligin gosterecegiz. Z # Z; zincir kosuluna sahip uygun bir ideal ve
C' € 7 sonsuz bir kiime olsun. @ rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir oldugundan Q =

{rg : k € NU{0}} bi¢iminde yazabiliriz.

[0, =x2zeR\Q
f(l“)—{ 2k p=r k=1,2,...

fonksiyonunu alalim. f fonksiyonu R {izerinde siireksiz bir fonksiyondur. Gergekten,

_1
2k 41

x € (w9 — 6,20+ 0) N (R\ Q) iken | f (z) — f (w)| = [0 — 27%| = 27% > L~ olur.

2F4+1
Eger zp € R\Qise her 6 > 0igin x € (zg—9,29+)NQ iken |f () — f (x0)| = ’2_’“ — 0’ =

_1
2k 41

aksine f nin siirekli oldugunu kabul edelim. ¢ = > 0 ve xg € Q ise her > 0 igin

2% > = ¢ olur. Boylece f her x5 € R noktasinda stireksizdir. Bu nedenle kabuliimiiz
yanligtir.

Her n € N\ C igin 6, < 27" olacak sekilde pozitif bir 4, sayis1 secelim Gyleki i, =
0,1,2,...,n vei# jiken 9, < % |7; — 7| olsun.

Bir (f,) dizisini n € N\ C iken

0, ZL’ER\U(Ti—(SZ’,T’Z‘—F(Si)
1=0
fo(z) =14 277, r=r;, 1=0,1,...n
L R .
271 — 5 s xe(n—éi,m—{—éi), 220,1,...,’)7,

ile ve n € C iken f,(x) = n ile tammlayalim.

R iizerinde f,, f ye noktasal yakinsak olmamasina ragmen f, EN f dir. Cinkii Vz € R
ven € N\C € F(Z) igin f,(x) — f(z) dir. Ancak f, EAq f dir. Gercekten eger
fn ¢ f oldugunu kabul edersek Teorem 3.1.2'ye gore Ej lar kapali kiime olmak tizere
R = Upen Ex ve her & = 1,2,... igin Ej iizerinde f, = f olmalidir. Bu durumda

Baire Kategori Teoremi’'ne gore Ey # () olacak sgekilde en az bir & mevcut olmalidir. Yani
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la,b] C Ej olacak sekilde a ve b a < b sayilar1 vardir. Diger taraftan [a,b] tizerinde
fn = f ve her bir f, siirekli oldugundan f fonksiyonuda [a,b] C R de siirekli olmalidir.
Fakat bu f nin siireksiz bir fonksiyon olmasi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanhstir (Das

ve Chandra, 2013).

Sonug 3.1.1 Kesin olarak
fo F =S = S
gerektirmeleri gergeklenir (Das ve ark., 2014).

Tamim 3.1.5 (i) Eger f fonksiyonu ( f,,, (z))ren alt dizisinin noktasal limiti olacak sekilde
bir M ={m; <mo <...<my <...} € F(Z) varsa f ye (f,) dizisinin Z*-noktasal limiti
denir. Bu durum f, 2 f ile gosterilir (Gezer ve Karakus, 2005; Das ve ark. 2014).

(i7) Eger f fonksiyonu (f,, (%))ren alt dizisinin diizgiin limiti olacak sekilde bir
M={m <ms<...<myp<...}eFT

varsa f ye (f,) dizisinin Z*-diizgiin limiti denir ve bu durum f, g f biciminde gosterilir
(Gezer ve Karakusg, 2005; Das ve ark. 2014).

(173) Eger f fonksiyonu (fy,, (7))ren alt dizisinin es limiti olacak sekilde bir
M={m <myg<...<my<...}eF0TI)

varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna Z*-eg yakinsaktir veya siizge¢ es yakimsaktir denir ve bu

durum f, g f bi¢iminde gosterilir (Das ve ark. 2014).

Uyar1 3.1.4 Siirekli fonksiyonlar dizisinin Z*-diizgiin limiti de siireklidir (Gezer ve Karakus,

2005).

Teorem 3.1.3 Z bir P-ideal, f, f, (n = 1,2...) X {izerinde reel degerli fonksiyonlar
olsun. Bu durumda asagidaki kogullar denktir.

(1) X tizerinde f, Ty f dir.

(1) X = Upeny Xk veher k = 1,2, ... i¢in X, lizerinde f, e f olacak sekilde X}, kiimeleri
vardir.

(4i1) X = Upen Xiy X1 C Xy C --- ve her k i¢in X, iizerinde f, = f olacak sekilde
X C X kiumeleri vardir.

Eger X topolajik uzay ve f,, ’ler siirekli ise bu durumda (i), (i7) ve (iii) kosullar (iv)’e
denktir.

(iv) X = Upen X& X1 C Xy C -+ ve her k i¢in X}, iizerinde f, iy f olacak sekilde
Xi C X kapali kiimeleri vardir (Das ve ark. 2014).
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Ispat. (i) = (iii) : X tizerinde f, 5° f olsun. Bu durumda her z € X icin f(z)
fonksiyonu (f,,) dizisinin eg-limiti olacak sekilde bir M = {p; <ps <p3 <---} € F(I)
kiimesi vardir. Buna gore (e, ) pozitif reel sayilarin bir sifir dizisi olmak tizere her x € X

ve her n > k icin | f,, (z) — f (x)] < ¢,, olacak sekilde k € N vardir.
Xp={re X :Vn>kicn |f,, () — f(z)] <ep,}

kiimelerini tamimlayalim. X; C Xy C --- oldugu agiktir. Ayrica x € X icin v € X
olacak bicimde en az bir & € N vardir. Yani X = |J, oy X olur. Ayrica Teorem 3.1.2'nin
ispatina benzer sekilde f, g f oldugu gosterilebilir.

(173) = (i) - Agiktar

(17) = (i) : Xx C X, X = |J X ve her k i¢in X}, iizerinde f, T35 f olsun. Buna gbre,
sabit bir ¢ i¢in Syle bir (p}) = M; € F (I) ve lim,_, €}, = 0 olacak sekilde (¢!, ) dizisi
vardir ki her z € X; i¢in n > k(i) iken |f, (z) — f ()| < & dir. Z, P-ideal oldugundan
her ¢ igin (N\ M;) \ (N\ My) = My \ M sonlu olacak sekilde My € F (Z) vardir. Bu
nedenle eger My = {p; < ps < p3s < ---} dersek M 1n sonlu sayida elemani hari¢ diger
pn elemanlar1 ve her x € X igin, lim,_,o¢,, = 0 olmak iizere, |f,, (z) — f (z)] < &,
esitsizligi saglanir. Boylece X iizerinde f, e f olur. O halde (i) ispatlanir. Dolaysiyla
(1), (it) ve (i) denktir.

(1) = (iv) : k € Nigin

Xy ={r € X :Vm,n > kicin [f,, (x) — fp, ()] <&p, +€p,. }
kiimelerini tanimlarsak ve Teorem 3.1.2’nin bu kismindaki ispat yonteminden yararlanirsak

k € Nicin X kiimelerinin kapali, X = UkeN X Xy C Xy C--- veherkigin X, tizerinde
fn gy f oldugu gosterilebilir. [J

Ornek 3.1.3 T # Z; uygun bir ideal, C' € T sonsuz bir kiime, Q = {ry : k € NU{0}} ve
f fonksiyonu Ornek 3.1.2’deki gibi olsun. (f,,) dizisini ise n € N\ C' iken

07 l’ER\U(TZ—(SZ,TZ—l—(;Z)
=0
fo (@) =14 279, r=r;,i=01...n
— [z — 1y .
2\ , € (ri—08,ri+6), i=0,1,...,n

i

ile ve n € C' iken f,, = 0 ile tamimlayalim. Her z € R i¢in

lim  fo(z) = f(2)

neN\C,n—oo

oldugundan f, z f dir. Ancak f, o f dir. Gergekten eger f, e f oldugunu kabul

edersek Teorem 3.1.3’e gére Ej lar kapali kiime olmak iizere R = J, .y Ex ve her k =
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1,2, ... i¢cin F} iizerinde f, e f olmalidir. Buna gore Ej tizerinde her bir f, siirekli
oldugundan Uyar1 3.1.4’e gore f fonksiyonu da Ej, iizerinde stirekli olmahdir. Fakat bu f
nin siireksiz bir fonksiyon olmasi ile geligir. O halde kabuliimiiz yanhgtir (Das ve Chandra,

2013).

Teorem 3.1.4 7 uygun bir ideal olsun. Eger f, s fise fy Iy f dir (Das ve ark. 2014).

ispat. fn e f olsun. Bu durumda f fonksiyonu bir (f,,,) alt dizisinin eg limiti olacak
sekilde M = {my,mo,...} € F(Z) vardir. f fonksiyonu (f,,,) alt dizilerinin es limiti
oldugundan limy_, €,,, = 0 olacak sekilde bir (e,,,) pozitif reel say1 dizisi ve her z € X

icin k > kg iken | fp,, () — f(z)| < em, olacak sekilde bir kq sayisi vardir. Bu durumda

{neN:|fu(x)— f(z)| >em} C (N\ M) Uimkl,mki...,mko};

€T €l

ve Z-lime,,, = 0 oldugundan f, I f bulunur. OJ

Teorem 3.1.5 g, g f fakat g, 15 f olacak sekilde bir Z C P (N) uygun ideali ve bir
(gn) dizisi vardir (Das ve ark. 2014).

Ispat. X iizerinde f, - f ve herhangi n € N icin f, # f olacak sekilde bir (fn)
fonksiyonlar dizisini ve bir f fonksiyonunu ele alalim. ¢ > 0 verilsin. Bu durumda &yle
bir m € N vardir ki her x € X ve her n > micin | f,(x) — f(z)| < edur. {A; CN:j e N}
ailesi N nin bir ayrigimi yani N = (J;2, A; ve i # j igin A;NA; = 0 olsun. 7 ideali olarak
Ornek 2.1.3’deki ideali alalim. {9, } dizisini n € A, iken g, = f; olarak tanimlayalim. Bu
durumda her x € X igin

{neN:|g,(z)— f(x)| >e} CAUAU---UA, €T

oldugundan {n € N: |g,(z) — f(x)| > e} € Z olur. O halde g, ' f ve béylece Teorem
3.1.1’den g, Iy f olur. Simdi, g, e f oldugunu kabul edelim. Bu durumda g,,, — f
olacak sekilde M = N\ H = {my,my---} € F(Z) vardir. Z nmin tammindan dolay:
HCAUAyU---UA, olacak sekilde p € N vardir. Fakat o zaman Ay, CN\ H =M

olur. A,;; sonsuz kiime oldugundan sonsuz ¢oklukta k ve her x € X igin

|9mi (2) = f(2)] = [fpr1(z) = f(2)] = gp4a > 0
olur ki bu g, e f olmasi ile celigir. Dolayisiyla ispat biter. [J

Teorem 3.1.6 X sayilabilir bir kiime ve Z bir P-ideal olsun. Bu durumda f, ¢ f iken

fu 55 f dir (Das ve ark. 2014).
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Ispat. f, ¢ f oldugundan (&,),en pozitif reel sayilarin e, L0 kogulunu saglayan
bir dizisi olmak iizere her x € X i¢in 6yle bir M(z) € F(Z) vardirki her n € M (z) igin
|fu(z) — f(x)] < &, olur. Z, P-ideal oldugundan &, % 0 iken ¢, 25 0 dir. Bundan dolay1
(€n)pea — 0 olacak sekilde A € F(T) kiimesi vardir. X sayilabilir bir kiime oldugundan X
kiimesinin elemanlarimi X = {x1,xs, ...} bigiminde yazabiliriz. Hipoteze gore her z; € X
icin dyle bir M; = M(z;) € F(Z) kiimesi vardir ki n € M; iken |f,(z;) — f(x;)] < €
dur. Z, P-ideal oldugundan her ¢ igin My \ Mi sonlu olacak sekilde My € F(Z) vardir.
Mo\ Mi sonlu oldugundan, sonlu sayida elemanlar hari¢ diger tiim elemanlar i¢gin My = M;
olur. Bdylece My N A kiimesine ait sonlu sayida indis hari¢ diger tiim n indisleri i¢in

|fu(x) — f(x)] < &, olur. Dolayisiyla f, ¢ rdir. O

Teorem 3.1.7 Eger Z-es ve Z*-eg yakinsaklik gakigiyorsa o zaman Z bir P-idealdir (Das
ve ark., 2014).

Ispat. X iizerinde f, % f ve herhangi n € N icin f, # f olacak sekilde bir (fn)
fonksiyonlar dizisini ve bir f fonksiyonunu ele alalim. ¢ > 0 verilsin. Bu durumda 6yle
bir m € N vardir ki her z € X ve her n > m icin |f,(z) — f(z)] < € dur. (An),cn

elemanlar1 bog kiimeden farkli, aralarinda ayrik ve Z idealine ait kiimeler ailesi olsun. Bir

(gn) dizisini
e { fj, n c A]‘
" f7 n §é Aj

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda A = Ay U A, U---U A,, € Z dir ve ayrica verilen
her € > 0 sayws1 igin n € N\ A iken |g,(z) — f(x)| < € dur. O halde g, = f olmasi
In ¢ f olmasimi gerektirir. Boylece varsayimdan g, e f elde edilir. Dolayisiyla oyle
bir B€ Zvardr ki M = N\ B ={m<mg<---<mp<---} € F() ve gm, — f
dir. 7 € Nigin B; = A; N B olsun. Bu durumda her j icin B; € Z olur. Ayrica
BNnU;Z, 4; € B dir. Dolaywisiyla (J)2, Bj € Z olur. gy, 5 f oldugundan sabit j icin
A; C (AN B)U{my, ma,...,my} olacak sekilde ky € N vardir. Boylece A; A B; =
A;\ Bj C {my,ms,...,my,} yani A; A B; sonludur. Dolayisiyla Z bir P-idealdir. OJ

Tanim 3.1.6 Her x € X igin

{neN:[fulx) - f(x)] = en}

kiimesinin kardinalitesi en fazla k olacak sekilde bir £ € N sayis1 ve pozitif reel sayilarin
sifira yakimsak bir (e,,) dizisi varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin eg yakimsaktir denir

ve bu durum kisaca f, =5 f ile gosterilir (Papanastassiou, 2002).
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Tanim 3.1.7 Eger her z € X i¢in [{n € M : |f.(x) — f(z)| > e,}| < k olacak sekilde
pozitif reel sayilarin sifira yakinsak bir (g,,) dizisi, bir M = M(e,,) € F(Z) kiimesi ve bir
k = k(e,) sayist varsa (f,) dizisi f fonksiyonuna Z*-diizgiin eg yakinsaktir denir ve bu

durum kisaca f,, T f ile gosterilir (Das ve ark., 2014).

Tanimlar dikkate alindiginda, Z*-eg yakinsakligin, Z*-dizgiin es yakinsakliktan ve Z*-
diizgiin eg yakinsaklhigin ise Z*-diizgiin yakinsakliktan daha zayif oldugu anlagilir. Bu ise
sembolik olarak

LR =R =0y

seklinde gosterilebilir.

Asagidaki ornekler yukaridaki gerektirmelerin terslerinin her zaman dogru olmadigini

gostermektedir.

Ornek 3.1.4 T # Ir, N de bir uygun ideal ve A € 7 sonsuz bir kiime olsun. (A,)nem a
ailesi R nin bog olmayan ve aralarinda ayrik alt kiimelerinin bir ailesi olsun (Ornegin,

A, = [n,n+ 1] almabilir). R iizerinde tanimh bir (f,) fonksiyon dizisi ise

£ = X4,, hern e N\ Aicin
"], her n € A i¢in

ile tamimlansin. Her n igin sup,.g |fn(z)| = 1 oldugundan (f,) dizisi f = 0 sabit
fonksiyonuna Z*-diizgiin yakinsak olamaz. Diger taraftan (e,), pozitif reel sayilarin sifira
yakinsak bir dizisi olmak iizere her x € R i¢in {n € N\ A : f,(z) > ¢,} kiimesinin kardi-
nalitesi en fazla 1 dir. Dolaysiyla ( f,,) dizisi f = 0 fonksiyonuna Z*-diizgiin eg yakinsaktir.
Bunun yani sira, A sonsuz bir kiime oldugundan (f,,) dizisi, f = 0 fonksiyonuna diizgiin

es yakinsak degildir ve boylece eg yakinsak da degildir (Das ve Dutta, 2013).

Ornek 3.1.5 Her m € N icin [m, m + %] (j=1,2,...,m — 1) bigimindeki araliklar1 g6z
ontine alahm ve (f;) ile bu araliklarin karakteristik fonksiyonlarimin dizisini gosterelim. Z
uygun bir ideal ve A € Z olsun. O halde M = N\ A € F(Z) dir ve Z uygun bir ideal

oldugundan M sonsuz bir kiimedir. M = {n; < ny < ...} olsun. Jimdi R {izerinde

Vk € Aigin g, = 1,
Vi € Nigin g,, = f;

bi¢iminde taniml (gy) dizisini ele alalim. Bu durumda (g) dizisi sifir fonksiyonuna Z*-eg

yakinsaktir. Gergekten, (g;) pozitif reel sayilarin herhangi bir sifir dizisi ve k& € M, yani
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gk = gn, = fi olsun. x € R igin i¢ > x olacak sekilde bir 7y € N segelim. Bu durumda her
i > g i¢in |gn, ()] = | fi (z)] = 0 < &; olur. Bu ise gy 570 olmasidur.

Diger taraftan, (g,) bir sifir dizisi olmak iizere her z € N igin [{n € M : |g,(z)| > e, }| =
x — 1 olur ki bu = degiskenine gore artandir. Ayrica x, N de degistiginde n’lerin timu
M kiimesini verir. O halde (gy) dizisi f = 0 fonksiyonuna Z*-diizglin eg yakinsak olamaz

(Das ve Dutta, 2013).

I*-ue

Teorem 3.1.8 f,,f : X — R (n € N) olsun. f, "= [ olmasi igin gerek ve yeter
sart pn |fn — f] 2% 0 olacak sekilde sonsuza Z-iraksak bir (p,) pozitif tamsay1 dizisinin

mevcut olmasidir (Das ve Dutta, 2013).

Ispat. f, = f olsun. Bu durumda (g,,) pozitif reel sayilarm bir sifir dizisi olmak tizere

her z € X i¢in

{neM:|fu(z) - f(z)| Z ent| <k (3.1.2)

olacak bigimde bir M = M(e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(e,,) € N sayis1 vardir. Simdi
(pn) dizisini

|4 n¢ M
olarak tammlayalim. (p,) sonsuza Z-iraksaktir. Bundan dolay1 (3.1.2)’den, her z € X
i¢in
{n € M:pnl|falz) = flx)] = Ver}| <k

olur ki bu da p, |f, — f] 2% 0 olmasimt gerektirir.
Tersine, (p,) sonsuza Z-iraksak bir pozitif tamsay1 dizisi olmak tizere p, | f, — f| e

olsun. Bu durumda (\,) pozitif reel sayilarin bir sifir dizisi olmak tizere her z € X i¢in

{n e M:pnlfule) = f(z)] = A} <k

olacak bi¢imde bir M = M (\,,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(),) € N sayis1 vardur.
Bir (0©,,)nen dizisini

An
—, neM
Pn

O, =
1
— M
n’ n¢

ile tamimlayalim. lim, ©, = 0 olup her z € X i¢in [{n € M : |f.(x) — f(z)]| > ©,}| < k

dir. O halde ispat tamamlanmig olur. [J
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Lemma 3.1.1 f, : X — R (n € N) olsun. f, T 0 ise o halde f2 %0 dur (Das ve

Dutta, 2013).

Ispat. Tammdan (g,) pozitif reel sayilarm bir sifir dizisi olmak iizere her z € X i¢in
{ne M |fu@)] > en}] < b

olacak bigimde bir M = M(e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(g,) € N sayws1 vardir. O
halde her z € X icin
[{neM: | fu()]? > e2}| <k

ve buradan her x € X icin
{ne M |£2)] = 2} <k
olur. Bu ise f2 =% 0 olmasidir. O

Lemma 3.1.2 f,,f: X — R (n € N) olsun. Eger f smirh ve f, =5 f ise fof *=° 2
dir (Das ve Dutta, 2013).

Ispat. Her z € X icin |f(x)| < B olacak sekilde bir B pozitif reel sayisi mevcut olsun.

fn T f oldugundan, (&,) pozitif reel sayilarin bir sifir dizisi olmak iizere her z € X i¢in

{n € M:|fu) — f(@)] = en}] < k

olacak bigimde bir M = M (e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(e,,) € N sayis1 vardir.

[f@)| [ falz) = f(@)] = |(fa-)(2) — f2(2)]
oldugundan her x € X igin
{neM:|(fuf)e) ~ P@|} C fneM:f@)]|fux) ~ f(x)] > 2,B)
C {neM:|fu(r) - f(z)] = en}

dir. Boylece her z € X igin [{n € M : |(f.f.)(z) — f?(x)| > €,.B}| < k olur. Bu ise

T*-ue

fo-f 7= f? olmasidir. O

Lemma 3.1.1 ve Lemma 3.1.2 kullanilip

(fn + gn)2 - (fn - gn)2
4

fngn =

esitligi dikkate alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.1.9 f, T f ve g, T g ise fngn T fg dir (Das ve Dutta, 2013).
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X bog kiimeden farkli bir kiime olmak tizere X iizerinde tanimlh fonksiyonlarin herhangi
bir simnifin1 ¢ ile gosterelim. & smifina ait olan fonksiyonlarin dizilerinin Z-es ve Z*-
diizgiin es limiti olan X iizerinde tanimh fonksiyonlarin sinifin1 da sirasiyla ®2¢ ve $Z -ue

ile gosterelim.

Tanim 3.1.8 (i) Eger ® tiim sabitleri igerir ve f, g € ® i¢gin max (f, g) € ® ve min (f, g) €
® ise @ ye bir latis denir.

(17) Eger ® bir latis ve f € &, c € Rigin f + ¢ € ® ise ® ye bir dteleme latisi denir.

(7i7) Eger ® bir dteleme latisi ve f € ® icin —f € ® ise ® ye bir es latis denir.

(1v) Eger @ bir eg latis ve C' C (0, 00) smurl olmayan bir kiime olmak tizere f € &, c € C
icin cf € ® ise ® ye bir zayif afin latis denir.

(v) Eger ® bir eg latis ve f € ®, ¢ € C i¢in c¢f € ® ise @ ye bir afin latis denir.

(vi) Eger ® bir latis ve f,g € ® igin f — g € ® ise ® ye subtractive latis denir.

(vii) Eger ® bir subtractive latis ve f, g € ® i¢in f.g € ® ve ayrica her z € X i¢in f(x) # 0
olan bir f € ® i¢in 1/f € ® oluyorsa ® ye bir adi (ordinary) simf denir. (Csdszér ve
Laczkovich, 1979).

Teorem 3.1.10 Eger @ bir adi simif ise ®7¢ de bir adi siiftir (Das ve ark., 2014).

Ispat. Ideal eg yakinsaklik tanimimdan ®7¢ simfinin bir subtractive latis oldugu kolayca
goriilebilir. Varsayalm ki f,g € ®2¢ olsun. Bu durumda ® smifina ait dyle (f,) ve (g,)
dizileri ve bir A, € T vardir ki her € X ve her n € A5 =N\ A, i¢in |f,(z) — f(z)| < =
ve |ga(x) — g(x)| < 55 dir. Eger ng = max {2{|g(x)[ + 1], 2[|f(2)[]} (Burada [|f]], f nin
tam degeridir) dersek, n ¢ A, U{1,2,3,...,n0} igin

[fa(@)gn(x) = f(2)g(@)] < [falz) = F(@)]|gn(2)] + [f(2)]gn(2) — 9()]

1 1
< L (lg@)] + 1)+ 5 ()
< 1n+1n_1

n22 n22 n

bulunur. Bu nedenle f.g fonksiyonu (f,.g,) dizisinin Z-eg limitidir. Bundan dolay1 f.g €
dZ< dir. Simdi de f € ®¥¢ ve her z € X icin f(x) # 0 olsun. Bu durumda f? € ®Z
olur. Buna gore Oyle bir (f,) C & dizisi ve bir A, € Z vardir ki her n € A¢ i¢in
|fulx) — f2(2)] < # olur. Eger g, = max{fn, %} olarak alrsak g, € ® ve g, > % dir.
Ayricang =2 [f (:v)fQ} +1 olmak tizere her n ¢ A,U{1,2,3,...,no}i¢in |g,(z) — f?(z)] <
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-5 tir. Boylece h, = g, * i¢in h,, € ® dir ve her n ¢ A, U{1,2,3,...,n0} i¢in

(@) = £ @72 = Jga(@) = @] (@) || £@) 2] < —nn = =

elde ederiz. Boylece f=2 € ®¥¢ dir. Bundan dolay1 f~! = f.f~2 € ®%° bulunur. Sonuc
olarak, ®%¢ bir adi smiftir. [J

Teorem 3.1.11 &, X iizerindeki fonksiyonlarin bir sinifi olsun. Eger ® bir latis, bir
oteleme latisi, bir eg latis, bir zayif afin latis, bir afin latis veya bir subtractive latis ise bu
durumda ®%¢ simifida ayni 6zelliklere sahiptir. Ayrica f € ®17-% siirh ise f2 € ¢ ue
dir (Das ve Dutta, 2013).

Ispat. @ bir latis olsun. ® tiim sabit fonksiyonlar icerdiginden ®%-%¢ sabit fonksiyon-
lar1 igerir. Simdi f,g € ®T¥¢ i¢in max (f,g) € ®X ¢ ve min (f,g) € ®T“¢ oldugunu
gosterelim. f, Toye f olsun. (g,) pozitif reel sayilarin lim, e, = 0 6zelligine sahip bir

dizisi olmak tizere her x € X igin

{neM:|fu(z) - f(z)| Z en}| <k

olacak sekilde bir M = M(e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(g,) € N sayist vardir.
L fn(@)| = [f(@)I] < [fn(x) = f(2)] oldugundan her = € X i¢in

{n e M:||ful (x) = |f (2)] = en}| <k

I*-ue

yani |f,| "= |f| dir. Simdi f, Tope fs gn Toge gvea,B €Rise af, + Bgn = af + Bg
oldugunu gosterelim. Tanimdan (g,) ve (\,) pozitif reel sayilarm iki sifir dizisi olmak

lizere her x € X i¢in
[{n € My :[fulz) = f(2)] = en}| < ny
ve
[{n € My : |gn(z) — g(2)| = en}| < ny
olacak sekilde My, M, € F(I) kiimeleri ve ny = ns({e,}), ny = ny({\n}) € N sayilar

vardir. @, = max {2|a|e,,2|6| \n} ve k = ny + n, oldugunu varsayalim. Dolayisiyla

{ne My My :fo(fu—f)(2) + B(gn — 9)(2)] = Qu}| <k

olur ve burada M;NM, € F(Z) ve lim,, @, = 0 dir. Bundan dolay1 o f,, + 3¢, Toye af+Bg
dir. Buna gore f,g € ®X v, f, = fve gn = g ise

fn+gn |fn_gn| T*-ue f+g |f_g’
5 T g T3

elde edilir. Bu ise max(f,g) € ®X ¢ olmasidir. Benzer sekilde min(f, g) € ®X % oldugu

= max(f, g)

gosterilebilir. Boylece ®X-¢ bir latistir. Diger iddialarm ispatlari ise aciktir. Ayrica son

iddianin dogrulugu Lemma 3.1.2’den cikar. [J
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Teorem 3.1.12 &, X iizerindeki fonksiyonlarmm bir adi smufi, f € &% smrh bir
fonksiyon ve her o € X icin f(z) # 0 olsun. Eger X iizerinde ¢ smulh ise € ¢ dir
(Das ve Dutta, 2013).

Ispat. 1 /f fonksiyonunun X iizerinde simirh oldugunu varsayalim. Bu durumda her
x € X igin f2(z) > X olacak sekilde A\ > 0 sayis1 vardir. Teorem 3.1.11°e gore, f € ®Lue
ve f smirh oldugundan f? € ®2¢ olmahdir. Bundan dolay1 ® smifina ait 6yle bir (f,)
dizisi, M € F(Z) kiimesi ve k € N sayis1 vardir ki her z € X i¢in

HneM: | fulz) = f2(2)| > %}' <k

dir. = € X i¢in g, (z) = max { f,(2), £} olsun. Bu durumda her n € N i¢in g, € ® dir.
Bundan dolay1

{n & M gu(e) = fal@), |on() — ()] 2 i}\ <k

n3

ve

yazabiliriz. Boylece k' = [%] + 1 olmak tizere

{TLEM:gn(l’) :%7‘gn<x>_f2($)’ > %}‘ Skl+k:k1

dir. Dolayisiyla,

{neariiot - peiz 5} = {nedon@ = no)lnt - £l 2 2}
o{ne M ) = Llanlo) - ) 2 o

oldugundan

HnEM: |90 (z) — f2(z)| > %}' <k 4k =k
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bulunur. O halde

HnEM:

Zi'”'l}’ N {"EM‘@( ))IIfQ(())||2ni %H

< {ne M : |gn(x) = f2(2)] > %H

< ky

elde edilir. Bundan dolay1 f=2 € ®X"-¢ ve boylece f.f~2 = f~1 € &I olur.

Dolayisiyla ispat biter. [J

Agagidaki tanim Papanastassiou (2002) tarafindan verilen diizgiin ayrik yakinsaklik

kavraminin Z* benzeridir.
Tanim 3.1.9 Eger her x € X icin
{n € M :|fu(z) — f(z)] > 0} <k

olacak sekilde M € F(Z) kiimesi ve k € N sayis1 varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna Z*-
diizgiin ayrik yakinsaktir denir ve bu durum f, Tl f ile gosterilir (Das ve Dutta, 2013).

® simifina ait olan fonksiyon dizilerinin Z*-diizgiin ayrik limiti olan X iizerinde tanimh

fonksiyonlarin smifi ®2° %4 ile gosterilecektir.

Tanim 3.1.9 ve Teorem 3.1.11°deki ispat yontemi kullanilarak agagidaki teorem kolayca

ispatlanabilir.

Teorem 3.1.13 ®, X deki tiim fonksiyonlarin sinifi olsun. Eger & bir latis, bir 6teleme
latisi, bir eg latis, bir zayif afin latis, bir afin latis veya bir subtractive latis ise bu durumda

PL-ud gimifida aym ozelliklere sahiptir (Das ve Dutta, 2013).

Teorem 3.1.14 ®, X iizerinde tanimhl fonksiyonlarin bir adi sinifi olsun. Bu durumda
f,g € ®Tdise f.g € ®Tud dir. Ayrica f, X smifina ait sifirdan farkhi bir fonksiyon

ve X iizerinde 1 7 sinirh ise + € @7 dir (Das ve Dutta, 2013).

Ispat. f,g € ® olsun. O zaman ® smufina ait oyle (fn) ve (gn) dizileri vardir
ki f, Tyd f ve gn Tyd g dir. Z*-dizgin ayrik yakinsaklik tanimi kullanilarak Teorem
3.1.9daki gibi f,.gn Ty f.g oldugu gosterilebilir. f, ®2 %4 simfina ait sifirdan farkli bir
L siirh olsun. Her x € X igin f2(x) > pu > 0 olacak sekilde bir

f
w sayist secelim. (f,) ise ® sinifina ait f, Tryd f ozelliginde bir dizi olsun. ® bir adi simf

fonksiyon ve X {izerinde

27



oldugundan her n € N igin f2 € ® dir. (\,) pozitif reel sayilarin sifira yakinsak bir dizisi
ve g, = max {f2 \,} olsun. Bu durumda g, € ® dir. f, Tyd f oldugundan tanimdan
her x € X i¢in

{neM: fo(x)# f(x)} <k

olacak sekilde M € F(Z) ve k € N sayist vardir. f? ! £2 gldugundan her 7 € X icin

{neM:f2@) + 1> @)}| <k

ve boylece her x € X i¢in

[{neM:g,(z) #max {f*(x), M\ }}| <k

olur. Buradan ise her x € X igin

1 1
gn () 7 max { 2 (z), )\n}}‘ <k (3.1.3)

elde edilir. Diger taraftan lim,, A\, = 0 oldugundan 6yle bir & € N vardir ki n > &’ olacak

{nEM:

sekildeki her n € M icin A\, < p dur. Boylece her x € X i¢gin

1 1 /
M <k
e e rells
olur. O halde (3.1.3) ve (3.1.4)’den her z € X i¢in

H”GM‘gnlw ’ f21<a:>H kR

bulunur. Bu durumda f=2 € &% ve sonuc olarak f.f=2 = f~! € &7 bulunur.

(3.1.4)

Boylece ispat biter. [J

Tamm 3.1.10 Eger > 7 e, < oo olacak sekilde pozitif reel sayilarmm bir (g,) dizisi,

bir M = M(e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(e,) € N sayis1 var oyleki her z € X
icin [{n € M :|f,(x) — f(z)| > e,}| < k oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna Z*-kuvvetli

I*-sue

diizgiin eg yakimsaktir denir ve bu durum f,, — f biciminde gosterilir (Das ve Dutta,
2013).
® simifina ait olan fonksiyon dizilerinin Z*-kuvvetli diizgiin ayrik limiti olan X iizerinde

(I,I*—sue

taniml fonksiyonlarin sinifi ile gosterilecektir.

Ornek 3.1.6 Z uygun bir ideal olsun. Béylece sonsuz bir M € F (Z) kiimesi vardir. R

tizerinde tamiml fonksiyolarin bir (f,,) dizisi her € R i¢in

1

— M
fn(x) _ n’ n e

0, n¢ M
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bi¢giminde tanimlansin. ¢, = \/Lﬁ aliirsa

e ars 1)l 2l = {nears 2> 2 <

olacagindan f, T f =0 dir. Fakat ¢, herhangi bir pozitif reel say1 dizisi olmak iizere

{nEM:|fn(x)|:%25n}‘ < ko

ise her n > ko i¢in &, > I olacagindan ) &, serisi yakmsak olamaz. O halde (f,) dizisi

sifira Z*-kuvvetli diizgiin eg yakinsak degildir (Das ve Dutta, 2013).

Uyar1 3.1.5 Tamimdan ve yukaridaki ornekten Z*-kuvvetli diizgiin eg yakinsakligin Z*-

diizgiin eg yakinsakliktan daha kuvvetli oldugu soylenebilir.

T*-diizgiin eg yakinsaklik durumunda oldugu gibi agagidaki sonuclar kolayca ispatlanabilir.

Lemma 3.1.3 n € N igin f, : X — R olsun. Eger f, 250 0 ise I2 2% ) dur (Das ve
Dutta, 2013).

Lemma 3.1.4 n € Nigin f, : X — R olsun. Eger f sinirh ve f, I*-sye Fise f,.f T*-sye P

dir (Das ve Dutta, 2013).

T*-sue

Teorem 3.1.15 Eger f, Trosye fve g, Tosye g ise f ve g sinirh oldugunda f,,.g, — f.g
dir (Das ve Dutta, 2013).

Teorem 3.1.16 ¢, X iizerindeki fonksiyonlarin bir sinifi olsun. Eger & bir latis, bir
oteleme latisi, bir eg latis, bir zayif afin latis, bir afin latis veya bir subtractive latis ise bu

durumda ®7-5“¢ simifida aym ozelliklere sahiptir (Das ve Dutta, 2013).

Ispat. @ bir latis olsun. ® tiim sabit fonksiyonlar1 icerdiginden ®Z"“¢ sabit fonksiyonlar:
igerir. f, Tooye f olsun. Buradan ) > &, < oo olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir
(€,) dizisi ve her x € X icin |[{n € M : |f, (z) — f(z)] > e,}| < k olacak sekilde bir
M = M(e,) € F(Z) kiimesi ve bir k = k(e,) € N sayis1 vardir. |f,| |[(z) — | f(2)]] <
|fu(z) — f(x)| yazilabildiginden her z € X igin

{n e M :[ful [(x) = [f(@)]| = en}] <k,

yani | f,| Tlye |f| dir. Eger f, Tosye I gn Tosye gvea,p €Rise af, + Bgn Tosye af + Bg
oldugunu gosterelim. Tammdan Y 7 &, < 0o, Y~ A\, < oo olacak sekilde (g,) ve (\,)

dizileri vardir oyleki her x € X igin
{n € My |fulz) = f(z)| = en} <y
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ve
[{n € My : |gn(x) = g(2)] = A} < ny
saglanacak bigimde My, M, € F(Z) kiimeleri ve ny = ns({e,}), ny, = ny({\}) € N

sayilar1 meveuttur. 6, = max{2|a|e,,2|5| \,} ve k = ny + n, olsun. Dolayisiyla

{ne My My :fo(fu = f)(2) + Blgn — 9)(@)] = On} < k

dir. Burada
D 0, =) max{2|ale,, 2|8 A} <D (2]alen + 2|8 An) < 0o
n=1 n=1 n=1

I*-sue

ve MyNM, € F(Z) dir. Bundan dolay1 af,,+ 89, — af+Bg dir. Boylece f,g € ®F-sue,

T*-sue

T*-sue
fn —> f ve g, — g olmasi

fn+gn |fn_gn| I*-ue f+g ‘f_g’
—
2 + 2 2 + 2

= max(f, g)

olmasmi gerektirir. Yani max(f,g) € ®F ¢, Benzer sekilde min(f,g) € ®Z % oldugu
gosterilebilir. Boylece & *“¢ bir latistir. Geriye kalan iddialarin dogrulugu da kolayca

gosterilebilir. [

Not 3.1.2 X bir kiime ve S, X kiimesinin alt kiimelerinin bog olmayan bir ailesi olsun.
Eger
(i) X € S, (1) Ae S=X\AeS, (i7i) Her n € Nigin A, € S =, .y An € S

ozellikleri varsa S ye bir o-cebir denir. S bir o-cebir olmak tizere bir p : S — [0, 00|,

neN

fonksiyonu, p () = 0 ve aralarinda ayrik sayilabilir her {A,, : n € N} ailesi i¢in

§ (U An) = u(Ay)

neN neN
ozelligine sahip ise p ye bir dl¢ii denir. (X, S, ) tglistine de bir 6lgii uzayr denir.
(X, S, p) bir 6lgii uzayr ve f : X — R bir fonksiyon olmak iizere eger her a € R igin
{r e X : f(x)>a} € S oluyorsa f fonksiyonuna o6lgiilebilir bir fonksiyon denir (Kol-

mogorov ve Fomin, 1970)

Asgagidaki iki tanim ve teoremde (X, S, p) ile bir 6l¢ii uzay: gosterilecek ve (f,,), f fonksiy-

onlarinin X tizerinde tanimh reel degerli olgiilebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilecektir.

Tanim 3.1.11 Eger pozitif reel sayilarin bir (g,) sifir dizisi ve bir M € F(Z) kiimesi
mevcut Oyleki her 6 > 0 igin p (As) < 0 olan bir A; € S ve bir k = k((e,,) ,6) € N sayis1
her z € X \ A icin

{neM:|fu(z) = f(z)| Z en}| <k

30



saglanacak bi¢imde varsa o zaman (f,,) dizisi f fonksiyonuna Z*-hemen hemen diizgiin eg
yakinsaktir denir (Das ve ark., 2014).
X tizerinde her n igin f,,, f dlgiilebilir fonksiyonlar ve (&,) pozitif reel sayilarim bir dizisi

olsun.

Ag((gn))M = {n€ M: |fn($) _f($)‘ Zen}v McCN rzeX
Bl((ea))u = {weX:|AL((e))u| >k}, MCN, k=1,2,...

kiimelerini tammlayahm. Burada |Af((e,))a| gdsterimi AZ((g,))y kiimesinin kardinal
say1st anlamina gelmektedir. Sabit bir M C Nigin k; < ko iken B,fl ((en))py 2 B,’; ((en)) s
olacagindan {B}: ((en)) M}keN olgiilebilir kiimelerin azalan bir dizisidir. Ayrica, M; C M;
ise her x € X, k=1,2,...icin

Al((en))an € AL((En))ass BL((en))an © BL((En))ass
dir.

Tanim 3.1.12 limy p (B,{ (en) M) = 0 olacak bicimde lim,, ,, = 0 6zelliginde pozitif reel
sayilarin bir (g,) dizisi ve bir M € F(Z) varsa (f,) dizisi f ye gore Z*-quasi sifirlama

kisitlamasim saglar denir (Das ve ark., 2014).

(X, S, p) bir 6l¢ii uzay1 ve E C S, u(E) < oo olan 6lgiilebilir bir kiime olsun. (f,,) dizisi
E de o6lgiilebilir reel degerli fonksiyonlarm bir dizisi olsun. Eger (f,) dizisi reel degerli ve
olgiilebilir olan f fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsak (yani olgiisii sifir olan
kiime diginda noktasal yakinsak ise) her ¢ > 0 sayist i¢in p (£ \ E.) < ¢ ve E. iizerinde
(fn) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olacak sekilde bir £, C E kiimesi vardir. Bu

teorem Egorov (Egoroff) teoremi olarak bilinir.

Asagidaki teorem bir Egorov tipi teoremdir.

Teorem 3.1.17 Asagidakiler denktir:
(1) (fn) dizisi f fonksiyonuna Z*-hemen hemen diizgiin eg yakinsaktir.
(17) (fn) dizisi f fonksiyonuna Z*-es hemen hemen heryerde yakimsaktir ve pozitif reel

sayilarin bir (v,) sifir dizisi, bir M € F(Z) kiimesi ve bir my € N vardir dyleki

1 (Bl (yn)ar) < o0

dur.

(1ii) (fn) dizisi f ye gore Z*-quasi sifirlama kisitlamasii saglar (Das ve ark., 2014).
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Ispat. (i) = (i) : (f,) dizisi f fonksiyonuna Z*-hemen hemen diizgiin es yakimsak olsun.
Yani pozitif reel sayilarn bir (e,,) sifir dizisi ve bir M € F(Z) kiimesi mevcut dyleki her
d > 0igin p (As) < 0 olan bir As € S ve bir k = k((e,,),9) € N sayist her z € X \ A i¢in

{n e M:[fu(x) = f(z)] = en}| < k((en) ,0)

saglanacak sekilde vardir. Yani her z € X \ A; igin [AL((,))m| < k dir. Dolayisiyla
Bl}:((an),é) ((en))a C As ve boylece (Bl]:((en),é) ((5n))M> < u(As) < 0 dir. O halde (i7) 'nin
ikinci kismi kanitlanmig olur. Ilk kismi ispatlayalim. (f,,) dizisi f fonksiyonuna Z*-hemen
hemen diizgiin eg yakinsak ise (e,,) pozitif reel sayilarin bir sifir dizisi ve M € F(Z) olmak
tizere her n € N ig¢in p(A,) < 1/n olan bir A, € S ve bir k = k((e,),n) saysi, her
re X\ A, icn

{ne M| ful@) — f2)] > en}] <& (3.1.5)
saglanacak gekilde vardir. A = (°_, A, dersek her n i¢in A, € S ve S bir o-cebir
oldugundan A € § dir. Ayrica her n i¢in pu(A) < p(A,) < 1/n oldugundan p(A) =0
olur. Eger z € X \ Aise en az bir n € N igin z € X \ A4, dir. Bu durumda (3.1.5)’den
her n € M \ P, i¢in |f.(x) — f(z)| < e, saglanacak sekilde sonlu bir P, C M kiimesi
mevcuttur. Bu ise (f,) dizisinin f fonksiyonuna Z*-eg hemen hemen heryerde yakimsak
olmasidir.
(1) = (i4i) : (ii)’deki kogullarin saglandigim kabul edelim. Bu durumda p(G) = 0
olacak sekilde bir G € S kiimesine kargilik pozitif reel sayilarin bir (g,,) sifir dizisini, bir
M, ({e,}) € F(Z) kiimesini ve her z € X \ G i¢in 6yle bir sonlu P, C M; kiimesini
bulabiliriz ki her n € M, \ P, i¢in |f,(z) — f(x)| < &, saglamir. \,, = max {e,, v,} olarak
belirleyelim. Bu durumda 0 < ¢,, 7, < A, ve lim, A\, = 0 dir. Buna gore, z € X \ G
oldugunda her n € M;\ P, i¢in

|fn($) - f(l’)| < )‘n (3.1.6)

olur. Her n € N i¢in A\, > v, > 0 oldugundan

{neM:|fu(z) = f(z)| 2 A} C{n e M :[fu(z) = f(2)] = m}

olur. Bu ise her k = 1,2,... icin B{(A\)sr C B} (7ya)y olmasmi gerektirir. Burada
M € F(I) kiimesi varsayimmimizdan gelen kiimedir. Ayrica yine varsayimimiza gore
1 (B, (vn)m) < oo olacak sekilde mg € N vardir. Boylece p (B, (Ay)m) < oo olur.
My = M N M, dersek My € F(Z) olur. Ayrica Bfno()\n)MO C B};O (An)ar oldugundan dolay:
1 (B, (An)am,) < oo olmahdir. Ayrica (3.1.6) her n € My \ P, icin |f,(z) — f(2)] < A,
oldugu agiktir. Buna gore |P,| = [ () dersek,

{n € Mo : |fulz) = f2)] =2 A} < 1(2)
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olur. Yani x ¢ Bljzm)()\n)Mo dir ve bu nedenle x ¢ (22, B! (A)as, dir. Bu her z € X \ G
icin dogru oldugundan (22, B! (Ay)a, C G bulunur. Béylece 1 (G) = 0 oldugundan
I (020:1 Bl (\) Mo) = 0 olur. Ancak (B,J: (An) M0>k€N olciilebilir kiimelerin azalan bir

dizisi ve p (B,fno (M) Mo) < o0 oldugundan olgiimiin stireklilik 6zelligine gore

tim (4 (B{ () ) ) = w (ﬁ B,{(An)MO) -0

elde edilir.

(i7i) = (i) Son olarak (f,,) dizisinin f ye gore Z*-quasi sifirlama kisitlamasim sagladigin
kabul edelim. Yani limy, z (B,{ (gn)M) — 0 olacak bicimde lime, = 0 &zelliginde pozitif
reel sayilarin bir (g,,) dizisi ve bir M € F(Z) kiimesi mevcut olsun. Dolayisiyla § > 0
verildiginde (B,]: (€n) M) < § olacak gekilde bir k € N bulabiliriz. As = BJ(e,) alirsak
1 (As) < 6 olur. Ayrica eger z € X \ A ise & ¢ Bj(e,)y ve bundan dolay

{n € M :|fule) — f(@)] = en}] < k

dir. Bu (f,,) dizisinin f ye Z*-hemen hemen diizgiin eg yakinsak oldugunu gosterir. [J

Tanim 3.1.13 NN {izerinde

f<ge{n: f(n)>g(n)} sonlu

seklinde tanimli <* bagintis1 bir pre-siralama bagintisidir. Bu durumda

b =min{|F|: F C N ve F, NV de simrsiz}
= min {|F]: F C NY ve —(3ge NV, VfeF, f<g)}
kardinal sayisina smirlama sayisi (bounding number) denir. NY kiimesinin kendisi <*
bagintisina gore sinirsiz oldugundan b sayis1 mevcuttur. Diger taraftan 8; < b < ¢
gecerlidir.
Gergekten, |NN‘ = ¢ oldugundan b < ¢ dir. ¥N; < b oldugunu gosterelim. A =
{ f,eNV:neN } C NN sayilabilir ailesini alahm. Her k € N icin

g(k) = max { fu(k) : n < k}

dersek g fonksiyonu A ailesi i¢in bir tist simirdir. Ciinkii, ¢ € N olmak tizere her k£ > i i¢in
g(k) = max {f,(k) : n <k} > fi(k) olup {k € N: f,, (k) > g (k)} kiimesinin eleman say1si
en fazla ¢ olur. Diger bir ifadeyle her n € N i¢in f, <* g olur. Sonug olarak sayilabilir
olan A ailesi sinirsiz olamaz. Bu, 8y < b oldugu anlamina gelir. Dolaysiyla 8; < b dir

(Bukovsky, 2011, sh.196).
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Teorem 3.1.18 7 bir AP-ideal ve |S| < b olmak tizere X = J, 4 X olsun. Eger her

ses
X, kiimesi tizerinde (f,) dizisi f fonksiyonuna Z-eg yakinsak ise X {izerinde de Z-eg

yakinsaktir.

ispat. s € S olmak tizere X, kiimesi iizerinde f, ¢ f olsun. Bu durumda Z-es
yakinsakhigin gergeklendigi sifira Z-yakinsak (e7) dizisi mevcuttur. Z, AP-ideal oldugundan
(e2) dizisi sifira Z*-yakinsaktir. Dolayisiyla (g7) dizisini pozitif reel sayilarin azalan bir

dizisi olacak sekilde secebiliriz. Simdi

1
hs(k’):min{nENzﬁfLS k+1,n>hs(k‘—1)}

tanmimlayalim. {hs: s € S} ailesinin kardinalitesi b den kiiciik oldugu i¢in 6yle bir g :
N — N fonksiyonu vardir ki {n € N : h, (n) > g (n)} kiimesi sonludur. Ustelik g nin kesin

artan bir fonksiyon oldugunu varsayabiliriz. Simdi
1, n<g(l)

1
— k) <n<g(k+1
s g <n<gl)
dizisini tanimlayalim. Eger x € X ise en az bir s € S i¢in x € X, olur. X iizerinde
fn ¢ f oldugundan

A={neN:|ful2) - f@) 2} €T

dir. Sonug olarak N\ A € F(Z) dir ve n € N\ A iken |f,(z) — f(z)| > & dir. Ayrica
her n > k i¢in hg (n) < g (n) olacak sekilde k € N vardir. (&) dizisinin sifira Z*-yakinsak
oldugundan (g;,), 5. sifira yakinsak olacak sekilde B, € F(Z) kiimesi vardir. Buna gore,
eger n € (N\A)N By ven > g(k)ise en az bir | > kigin g(I) < n < g(I+1) dir.
g(l) > hg(l) oldugundan |f,(z) — f(z)] < & < 1%1 < g, olur. Boylece X kiimesi
tizerinde f, ¢ f olur. U

3.2 Fonksiyon dizilerinin (Z,J)-eg yakinsakhigi

Bu kismin ana fikri, birinci kisimda verilen tamimlari ve sonuclar1 N iizerinde tanimh Z
ve J ideallerini kullanarak genellegtirmek olup burada Filipéw ve Staniszewski (2014)

tarafindan elde edilen kavramlar ve sonuclar kullanilacaktir.

Bu kisimda ele alinan biitiin ideallerin tiim sonlu kiimeleri igerdigi yani bir uygun ideal
oldugu kabul edilecektir. Ayrica F (Z) siizgeci yerine kisalik olsun diye Z* gdsterimi

kullanilacaktir.
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Tanim 3.2.1 7 ve J, N de iki ideal olsun. Ay, As, ... € Z herhangi kiimeler olmak iizere
eger her n i¢in A, \ A € J olacak sekilde A € 7 varsa Z ya bir P(J)-ideal denir (Filipw
ve Staniszewski, 2014).

Ozel olarak P (Zf)-ideal, Tanmm 2.1.9’da verilen P-ideal kavram ile ¢akigir. Ayrica her n
i¢cin A, \ 0 € Z oldugundan her Z ideali bir P(Z)-idealdir.

Tanim 3.2.2 7 ve J, N de iki ideal ve (x,) bir reel say1 dizisi olsun. Eger (z,),.p
alt dizisi x sayisima J-yakinsak olacak sekilde bir F' € Z* varsa (z,) dizisi x sayisina
(Z*, J)-yakinsaktir denir. Bu durum z, D 4 ile gosterilir (Filipéw ve Staniszewski,

2014).

Ozel olarak (7*,T r)-yakinsaklhk Z*-yakinsaklik ile gakigir.

Teorem 3.2.1 7 ve J, N de iki ideal olsun. Asagidakiler denktir.

. el z ’ ANV
(1) Her (z,,) reel say1 dizisi i¢in x,, — x ise z, Ly

(77) Z bir P(J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

x dir.

Tanim 3.2.3 7 ve J, N de iki ideal, f, (n € N) ve f, bir X kiimesi {izerinde tanimh reel

degerli fonksiyonlar olsun. Eger her z € X i¢in

{neN:|fulz) - f(z)| Zen} €1

olacak bicimde &, 7.0 kogulunu saglayan bir (g,,) pozitif reel say1 dizisi varsa (f,) dizisi
f ye (Z,J)-es yakinsaktir denir. Bu durum f, (LTke f biciminde gosterilir (Filipéw ve
Staniszewski, 2014).

Bu tanmimda 6zel olarak Z = J = Z; almirsa Tanim 3.1.2 ile verilen eg yakimsaklik tanim
elde edilir. Ayrica (Z,7)-es yakinsaklik Tamim 3.1.3 ile verilen ideal eg yakinsaklik ile
(Z-eg yakinsaklik ile), (Z,Zy)-es yakinsaklik ise Uyar:1 3.1.2°de belirtilen Filipéw ve Szuca
(2012) anlaminda ideal eg yakinsaklik ile gakigir.

Teorem 3.2.2 (f,), bir X kiimesi iizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. Zy,Zy, Jo, J1 ise N tizerinde idealler olsun.

(i) Zop C Z; ise bu durumda f, (o, T Je f iken f, (T e f dir.

(@) Jo C T ise fu 220 £ iken £, BT £ dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

To T\ f ise her z € X igin

Ispat. (i) f,
{neN:[fulr) = f(2)| Z en} € Lo
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olacak sekilde porzitif reel sayilarin g, 750 ozelliginde bir (g,) dizisi vardir. Zy C 7
oldugundan {n € N : |f,(z) — f(x)| > e,} € I, ve boylece f, T e f dir.

(17) Jo C J; olsun. f, (T.Tope f ise e, % 0 olmak fizere her 7 € X icin

{neN:[fulz) - f(z)| Zen} €1

dir. g, 2% 0 oldugundan her ¢ > 0 sayis1 i¢in {n € N:¢g, >} € Jy ve boylece
{neN:¢g, >e} € J; dir. O halde ¢, 745 0 olur. Boylece f, (L f dir. O

Teorem 3.2.3 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N iizerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Agagidakiler denktir.
(i) fo BT fise £, B £ dir.

(17) J C I dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i)= (ii): (i) nin saglandigim kabul edelim ve A € J olsun.

W@ ={ g nsh

ile taniml (f,,) dizisini alahm. Bu durumda her z € X i¢in f(x) = 0 olmak {izere

fn LTk f dir. Gercekten,

2, neA
E, =
" 1
A
1 "

ile tamimh (g,,) dizisi i¢in €, ~Z 0 olup her z € X icin {n:|fulx)—f(z)|>e}=0€Z
dir. Boylece hipotezden f, (I’i);e f dir. Boylece n, L5 0 olmak iizere her z € X icin
{n:|fu(z) — f(x)| > n,} € Z dir. Budurumda B={n:n, > 1} € Z dir. Ayrica A\ B C
{n:|fu(z) — f(z)| > ny} oldugundan A\ B € T dir. Béylece A C (A\ B)UB =AUB €T
yani A € Z dir.

(i1) = (7) : Teorem 3.2.2'nin (i7) sikkindan agiktir. O

Bu kisimda ele aldigimiz ideallerin N nin tiim sonlu alt kiimelerini icerdigini varsaydigimiz

icin agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1 Z, N de bir ideal ve (f,), bir X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiy-

onlarin bir dizisi olsun. Eger f, (Iﬁ—I))_ fise fn (I’i);e f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Teorem 3.2.4 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N {izerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Agagidakiler denktir.
(i) fo B2 fise £, BT £ dir.

(17) Z bir P(J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).
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Ispat. (i) = (ii): By € T, k € N, olsun. A; = By ve k > 1 icin

Ak:Bk\(BlLJUBk,l)

olsun. Bu durumda Ay kiimeleri aralarinda ayrik, her k € Ni¢in A, € Z ve A; U Ay - - -

AL, =By UBy---U By, olur.
1
kE+1’
falw) =3 *F
0, Vkiginn¢ Ay

Jk igin n € Ay

ile f, : X — R fonksiyonlarini tammlayalim ve her z € X i¢in f(x) = 0 olsun.

durumda f, (I’i);e f dir. Gergekten,
1 ..
o Jk igin n € Ay

1
o Vk i¢in n ¢ Ay

Bu

ile tanimh (e,,) dizisi i¢in £, — 0 olup {n : |fa(z) — f(x)| > €.} = 0 € T dir. Boylece

Z,9)-e

varsayimimizdan f, (—> f dir. Dolayisiyla n, 75 0 olmak fizere her 7 € X i¢in

{n:|fu(z) — f(x)| > np} € T olur. Sabit bir z € X elemanin alalim ve

A:{n|fn(x)_f<x)| Znn} SA

olsun. Bu durumda her k& € N i¢in

Ak\A:{neAk:|fn(x)—f(a:)|<77n}:{neAk:%_H<nn}Gj

dir. O halde By\ A=A4,\A € J ve

Bi\NAC (A UAy---UAY\A=[ A\ A)eT

i=1

olur. Béylece Z bir P (J)-idealdir.

(17) = (i) : Z bir P(J)-ideal ve f, (T2 f olsun. Bu durumda £, — 0 olmak iizere
her x € X icin {n: |f.(x) — f(x)] > e€,} € Z olur. Z, P(J)-ideal oldugundan Teorem

(

3.2.1den ¢, 00 dur, Dolayisiyla (g,)

ner
(1) dizisini
En, NEF
M =
1
— F
" #
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda 7, 750 oldugu agiktir. Ayrica her z € X i¢in
{n:lfal@) = f@)| Zm} ={n€F:|fulz) = f@) Z e} U{n ¢ F:|fulz) - flz)| = 1}

C{neN:|fu(z) = f(z)| Z en} UN\ F)

dir. Yukaridaki icermenin sag tarafindaki iki kiime Z idealine ait oldugundan

{n . ’fn(x) —f(iL‘)’ > nn} €1

e

olur. Boylece f, (I’—>j)_ f dir. O

Teorem 3.2.1’de J = Iy almirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.2 X bog olmayan bir kiime, Z, N de bir ideal ve (f,), X kiimesi {izerinde
taniml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
() fo B2 pise £, 2L f dir.

(77) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Bu sonuca gore Das ve ark. (2014) tarafindan tanimlanan Z-eg yakinsaklik ile Filipéw
ve Szuca (2012) tarafindan tanimlanan Z-eg yakinsakligin denk olmasi igin gerek ve yeter

sart Z nmin bir P-ideal olmasidir.

Onerme 3.2.1 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N {izerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) fu =5 fise f, 225 f dir.

(77) Z bir P (J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (ii): By € Z, k € N, olsun. A; = By ve k > 1 icin
Aszk\(BlLJ”'UBk_l)

olsun. Bu durumda Ay kiimeleri aralarinda ayrik, her k£ € Nicin A, € Z ve A; U Ay -+ - U
A, =B UBy---UDBy olur.

b

fu () = k+1

0, Vk icin n ¢ Ay

Jk igin n € Ay

ile f, : X — R fonksiyonlarim1 tammlayalim ve her z € X igin f(x) = 0 olsun. Bu
durumda f, Ealy f dir. Gergekten, herhangi ¢ > 0 sayisi i¢in Oyle bir K € N vardir ki

her £ > K igin k+r1 < g olur. Bu durumda her z € X i¢in {n: |f.(z) — f(x)] > e,} C
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AU A U U A, €T dir. Yani f, e f dir. Boylece varsayimimizdan f, LI )e

f
olur. Dolayisiyla Teorem 3.2.4’tin ispatindaki gibi ilerleyerek Z nin bir P (7 )-ideal oldugu
gosterilir.

(i1) = (i) : Z bir P (J) ve f, % f olsun. Bu durumda Teorem 3.1.1°den f, (Lo f dir.

Boylece Teorem 3.2.4’ten f, (L—Wﬂ_e fdir. O

Sonug 3.2.3 X bos olmayan bir kiime, Z, N de bir ideal ve (f,), X kiimesi {izerinde
taniml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) fu Z% fise f X F dir.

(77) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Agagidaki 6rnek (Z, J)-es yakinsakligin genel olarak Z-diizgiin yakinsakhig gerektirmedigini

gostermektedir.

Ornek 3.2.1 7 ve J, N iizerinde iki ideal ve X sonsuz bir kiime olsun. n € N olmak

tizere x,, € X, X kiimesinin farkh elemanlar1 olsun. (f,) dizisini z € X olmak tizere

1, dniginz ==z,
0, Vnicin z # x,

o) = e (1) = §

seklinde tamimlayalim ve her z € X i¢in f () = 0 olsun. A € J olmak {izere

2, neA
E, =
" 1
A
— "¢

ile tanmimh (g,,) dizisi igin €, 750 olup her x € X i¢in

{n:|fulx) = flz)|>e}=0€Z

e

dir. Boylece f, (I’i); f dir. Diger taraftan ¢ = 1/2 ve x = x,, igin

{n:lfu() = f(z)| >} =N¢Z
dir. O halde f, % f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Onerme 3.2.2 X bos olmayan bir kiime, Z ve 7, N iizerinde iki ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) fo 5 fise f, I f dir.

(17) J C T dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).
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Ispat. (i) = (ii): A€ J olsun. z € X ve n € Nicin (f,) dizisi

1, neA
Jn (@) = { 0, n¢g A
seklinde tamimlansin ve x € X igin f(z) = 0 olsun. Bu durumda Teorem 3.2.3’iin

ispatindan f, (I’i);e f dir. O halde varsayimdan dolay1 f,, N f dir. Buna gore ¢ = % ve

re Xign A= {n:|f.(z) — f(zx)| > e} € T dir. Béylece J C T olur.

(17) = (i) : f (LT f olsun. Bu durumda e, -+ 0 olacak sekilde bir (€n) dizisi vardir
oyleki her z € X igin A, = {n: |f.(z) — f(x)| > €.} € Z olur. Sabit bire >0 ve z € X
alalm. B. ={n:¢e, >¢c} € J C I dir. {n:|fu(x)— f(z)| >} C A, U B. oldugundan
£, = f dir. O

Sonug 3.2.4 7 ve J, N de iki ideal ve (f,), bir X kiimesi iizerinde taniml reel degerli
fonksiyonlarin bir dizisi olsun.
(1) Eger f, T fise fn N f dir.

(17) Eger f, (Iif)fe fise f, N f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Sonug 3.2.5 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N iizerinde iki ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(1) Eger f, Ry fise f, (LT ke f ve eger f, e fise f, N f dir.

(1) J C T ve T bir P(J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ornek 3.1.2°de Z sayilabilir {iretilmis bir ideal (veya zincir kogulunu saglayan bir ideal)
oldugunda Z-yakinsak olan fakat Z-eg yakinsak olmayan bir ( f,,) dizisinin varligi gdsterilmisti.
Asagidaki 6rnekte ise bu durumun Z nin herhangi bir ideal olmasi durumunda da gegerli

oldugu gosterilmigtir.

Ornek 3.2.2 |X| > ¢, T ve J, N iizerinde iki ideal, J C Z ve N ¢ Z olsun. Bu durumda
X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin 6yle bir (f,,) dizisi vardir ki f;, N f

ve - ( £, BTke f> dir (Filipow ve Staniszewski, 2014).

Ispat. <, 75 0 olacak sekilde tiim (g,,) pozitif reel say1 dizilerinin kiimesinin kardi-

nalitesi ¢ oldugundan bu kiimeyi (s,),_. bigiminde indeksleyebiliriz. z, € X, a < ¢, X

a<c

in farkli elemanlar1 olsun. f, : X — R fonksiyonlarim

~f sa(n), Ja<cicinz =2z,
fulz) = { 0, diger yerlerde

seklinde tanimlayalim. Her x € X i¢in f () = 0 olsun. Bir o < ¢ igin s, (n) = ¢, 7.0

oldugundan ¢ > 0 olmak iizere her z € X i¢in {n : f,(z) > et ={n:so(n) >c} e J CT
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e

olur. Bdylece f, N f dir. Simdi (f,), @.J)

fn (Z’—>‘7)_e f olsun. Buradan her x € X icin

f olmadigini gosterelim. Varsayalim ki

{neN:|fulx)—f(x)|>e}={n:e,>e,} €T

olacak bicimde ¢, 750 kogulunu saglayan bir (g,) pozitif reel say1 dizisi vardir. a < ¢

olmak tizere s, = (&,) ise

{n:|fu(ze) — flxa)| > ent=n:e, >, N&T

olur ki bu bir geligkidir. O halde kabuliimiiz yanlstir, yani (f,) dizisi f fonksiyonuna
(Z, J)-es yakinsak degildir. O

Teorem 3.1.2'nin (ii) sikkinda kullamlan yakinsaklik kavrami o-Z-diizgiin yakimsaklik

olarak ifade edilebilir:

Tanim 3.2.4 7, N de bir ideal ve f,, (n € N) ve f, X kiimesi iizerinde taniml reel degerli
fonksiyonlar olsun. & € N igin X; C X kiimeleri mevcut éyleki X = |J, oy Xi ve her
k € N i¢in X, lizerinde f, I f ise bu durumda (f,) dizisi f fonksiyonuna o-Z-diizgiin

yakinsaktir denir ve f, 7y f seklinde yazihir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Uyar1 3.2.1 (i) Tammmda Z = Z; alinirsa Csészar ve Laczkovich (1979) tarafindan
tanimlanan o-diizgiin yakinsaklik kavrami elde edilir ve f, Uﬂ)u f yerine f, &% f
gosterimi kullanilir.

(17) fn Ealy fise fu EaN f ve boylece Teorem 3.1.2’den f,, = f olur. Ayrica f, 7Ly f
ise f, N f dir. Gergekten, x € X ise hipotezden en az bir k icin x € X, dir. Xj
tizerinde f, Ry f ve boylece f, N f oldugundan her € > 0 sayis1 ve her x € X
i¢gin {n € N: |f.(x) — f(z)] > e} € Z olur. Boylece her e > 0 ve her x € X sayis1 igin
{n €N:|fu(z) — f(z)| > e} €T elde edilir. O halde f, —= f dir.

Cséaszér ve Laczkovich (1979) eg yakinsaklik ile o-diizgiin yakinsakhigin denk oldugunu
gostermistir. Teorem 3.1.2°de ise her Z ideali i¢in f, Ly f ise fn (TDye f oldugu
gosterilmigti. Agagidaki teoremde ise (Z,J)-es yakinsaklik ile o-Z-diizglin yakinsaklik

arasindaki iligki verilmigtir.

Onerme 3.2.3 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N {izerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) fo T2 fise f, BT £ dir.

(17) Z bir P(J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).
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Ispat. (i)= (ii): By €I, keN, Ay =By vek>1icin Ay, = B, \ (ByU---U Bj_1)

olsun. Bu durumda Ay kiimeleri aralarinda ayrik, her £ € Nicin A, € Z ve A; U Ay -+ - U
A, =By UBy---UDBy olur.

L

fu () = k+1

0, VE igin n ¢ Ay

Jk icin n € Ay

ile f, : X — R fonksiyonlarim tanimlayalim ve her 2 € X icin f (z) = 0 olsun. Onerme
3.2.1’den f, Ry f oldugunu biliyoruz. O halde f,, 7Ty f ve boylece varsayimdan f, (I’—>j)_e
f dir. Buna gore Teorem 3.2.4’in ispatinda oldugu gibi Z nin bir P(J)-ideal oldugu
gosterilir.

(17) = (i) : Z bir P(J)-ideal ve f,, ZIY ¢ olsun. Teorem 3.1.2°den f, 1)

Teorem 3.2.4’den f, (Ii)_e f olur. [J

e

f dir. O halde

Sonug 3.2.6 X bos olmayan bir kiime, Z, N de bir ideal ve (f,), X kiimesi {izerinde
tanimhi reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
() fo 75 fise f, L 7 dir.

(17) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Teorem 3.1.2’de, Z sayilabilir tiretilmig bir ideal oldugunda Z-eg yakinsakligin o-Z-diizgiin
yakinsaklig1 gerektirdigi gosterilmisti. Asagidaki teoremde ise bu gerektirmenin bir genelles-

tirmesinin J C Z kosulunu saglayan idealler i¢cin miimkiin oldugu gosterilmistir.

Teorem 3.2.5 |X| > ¢, Z ve J, N tizerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi tizerinde tammh
reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(1) Eger f, (LTe fise fn 7Ly f dir.
(77) Z sayilabilir iiretilmis bir ideal ve J C Z dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).
Ispat. (i) = (ii) : T={A,:a <c} olsun. z, € X , a < ¢ olmak iizere X in farkh
elemanlar1 olsun. f, : X — R fonksiyonlarin

1, dJa<cicinne A, ve z =z,

falx)=4¢ 0, Ja<cicinn ¢ A, ve x =z,

0, diger yerlerde
ile tanimlayalim ve her z € X i¢in f(x) = 0 olsun. Bu durumda f, (LTke f dir. Boylece
varsayimdan f, 7Ly f dir. Dolayisiyla k € N olmak tizere oyle X, C X kiimeleri vardir
ki X =J,cy Xk ve her k € N i¢in X, iizerinde f, Iy f dir. Her k € N igin

Cr = {n 3z € X igin |fu(z) — f(2)] = %}
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kiimelerini tanimlayalim. X} kiimeleri tizerinde f, Iy f oldugundan her k£ € N ic¢in
Cy € Z dir. Eger Z nin {C}, : k € N} ailesi tarafindan tretildigini gosterirsek Z nin
sayilabilir iiretilmig bir ideal oldugu gosterilmig olur. A € 7 ve a < ¢ olmak iizere
A = A, olsun. k € N sayisi ise z, € X, olacak sekilde belirlensin. Bu durumda
A={n: fu(z,) =1} C Cy olur. Dolayisiyla Z ideali sayilabilir olan {C} : k € N} ailesi

fn (Z’—>‘7)_e f iken f, Ly f ise f, (I’i);e f iken f, N f olur. Boylece Onerme 3.2.2’den
J C 7 dir.
(1) = (i) : {Cx : k € N} € T olmak tizere her A € 7 ve k € N i¢in A C Cj ve ayrica

fn (I’—>J)-€ f olsun. (g,) pozitif reel sayilarin sifira Z-yakinsak bir dizisi olmak tizere her

r e X igin A, = {n:|fu(x) — f(z)] > €,} € Z dir. O halde her k € N igin X}, lizerinde
£, 2=% £ dir. k € N icin

Xy ={z € X :hern e N\ Cy i¢in |f.(x) — f(x)| < en}
kiimelerini tanimlayalim. z € X olsun. Bu durumda A, C C}, olacak bigimde en az bir
k € N vardir. Eger n € N\ A, ise |f,(z) — f(z)| < &, dir. N\ C, C N\ A, oldugundan
n € N\ Cy iken |f,(z) — f(z)| < &, olur. Yani x € X}, dir. Boylece X = J; oy X dir.

Son olarak her bir X, kiimesi tlizerinde f,, Ry f oldugunu gosterelim. £ € N, e > 0 ve

. ={n:e, >¢ec} € J CZolsun. Bu durumda her z € X}, i¢in
{n:lfule) = f@)l Z et ={n:|fulz) = fl@)[ 2 e e>en}
U{n : |fn(l‘) - f($)| >e,e< 5n}
C Ck UB. e’
olur. Dolayisiyla her k i¢in X}, iizerinde f, Ry fdir. O
Sonug 3.2.7 |X| > c olsun. Z, N de bir ideal ve (f,,), X kiimesi izerinde tanimh reel
degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asgagidakiler denktir.
(i) Eger f, =25° fise f, 53 f dir.

(17) Eger f, (Lorfe fise fn 7Ly f dir.

(i73) Z sayilabilir iiretilmis bir idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Uyar: 3.2.2 Eger X sayilabilir bir kiime ise noktasal yakinsakligin o-Z-diizgiin yakinsaklig
gerektirdigi ve neticesinde de bu iki yakinsaklik tiirtiniin denk oldugu s6ylenebilir. Gergekten,

X sayilabilir ve f, N f olsun. X sayilabilir oldugundan X = {xj : k € N} bi¢iminde

yazilir ve boylece X = J,cny Xr = Upen {2} olur. Bu durumda her € > 0 sayis1 igin

{n sup |fule) — f@)] 2 } Cn: lfule) - f@) 2 e} €T

$€Xk
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dir. O halde her bir X} kiimesi tlizerinde f, Ry f olur. Sonug olarak f, 7Ly f dir

(Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Bu uyar1 ve Onerme 3.2.2 dikkate alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.2.4 X sayilabilir bir kiime, Z ve 7, N iizerinde iki ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Agagidakiler denktir.
(i) fo 2 fise £, TV £ dir.

(17) J C I dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Tanim 3.2.5 7 ve J, N iizerinde iki ideal ve (f,,), X kiimesi iizerinde tanimh reel degerli

fonksiyonlarin bir dizisi olmak iizere eger (f,) T ) f olacak sekilde bir F' € Z*

neF

kiimesi varsa (f,,) dizisi f : X — R fonksiyonuna (Z*, J)-es yakinsaktir denir. Bu durum

o 22 £ ile gosteriliv (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Filipéw ve Staniszewski (2014), Teorem 3.1.3 (ii)’de ifade edilen yakinsakhg o-Z*-diizgiin

yakinsaklik olarak adlandirmigtir.

Tanim 3.2.6 Z, N de bir ideal ve f,, (n € N) ve f, X kiimesi iizerinde tanimh reel degerli
fonksiyonlar olsun. &k € Nigin X; € X olmak iizere X = |J, oy Xi ve her k& € N i¢in
X, tizerinde f,, Iy f ise bu durumda (f,,) dizisi f fonksiyonuna o-Z*-diizgiin yakinsaktir

denir ve f, g f seklinde yazihir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Onerme 3.2.5 X bos olmayan bir kiime, Z ve 7, N iizerinde iki ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger f, Iy fise f, TLT)e f

dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. f, Iy folsun. O halde (f,),cp
ideal oldugundan Onerme 3.2.1’den (f,,)
dir. O

— f olacak gekilde F' € Z* vardir. Z; bir P (J)

I¢,J)-€ . SJ)-e
e (ﬁﬁ f dir ve bundan dolay1 f, (1;72 f

Asagidaki 6rnek bu 6nermenin tersinin her zaman dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.2.3 X bog olmayan bir kiime, Z ve J, N tizerinde iki ideal olmak tizere Z C J
ve Z # J olsun. Bu durumda f, (Iﬂ_e f olan fakat f, Iy f olmayan X kiimesi iizerinde

taniml reel degerli fonksiyonlarin bir (f,) dizisi vardir.
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Ispat. A€ J\Z ven €N olmak iizere
1

1, neA

né¢A

ile f, : X — R fonksiyonlarim tanimlayalim ve her € X i¢in f (z) = 0 olsun. f, (Iﬂ_e f

dir. Gergekten F' =N ve
1

——, neA
n+1

Ep =
2, n¢A

ile tanimh (e,,) dizisi i¢in €, 5 0 olup her z € X icin {neF:|fux)— flx)] >en} =

0 € Z; dir. O halde f, (Iﬂ_e f dir. f, Iy f olmadigin gosterelim. G € Z* ve ¢ = %

olsun. A ¢ 7 oldugundan G N A € Z* dir. Ayrica G N A sonsuz bir kiime oldugundan

her N € N sayisina karsihk Oyle bir n > N, n € G N A vardir ki her x € X icin

|fu(z) — f(z)] =1 > € olur. Buise f, % f olmadigm gosterir. O

Onerme 3.2.6 X bos olmayan bir kiime, Z herhangi bir ideal ve [J, bir P-ideal ol-
sun. (f,), X kiimesi tizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olmak {izere
asagidakiler denktir.

(@) fo 2T fise £, 2 f dir.

(@) £ T2 Fise £, 55 dir

(i7i) J C T dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (iii) ve (ii) = (i) : A € J olsun. (f,) dizisi z € X ve n € N i¢in

1, ne A
Jn (@) = { 0, n¢ A
seklinde tanimlansin ve her z € X i¢in f(z) = 0 olsun. Bu durumda (g,), &, N

0 olan herhangi bir pozitif reel say1 dizisi olmak tizere her x € X ve her n ¢ A i¢in
|fu(z) — f(z)] = 0 < g, olacagindan f, (T f dir. Béylece birinci durumda (7)’den
fn EAN f olur. O halde her x € X igin

} c1,

olacak gekilde bir F' € Z* vardir. A C (A\(N\F))U(N\F) = AU ((N\F) € T
oldugundan A € Z olur. Ikinci durumda, (i7)’den f, Ay f dir. Buna gore k € N olmak

AmF:A\(N\F):{neF:|fn<x>—f<x>! >

DO | —

iizere oyle X; C X kiimeleri vardir ki X = UkeN X ve her £ € N icin X, tizerinde

fn Iy fdir. e =1 ve k € Nolsun. k € N icin X}, iizerinde (f, —5 f olacak sekilde
2 nekr
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F € T* vardwr. Dolaywsiyla © € X, iken ANF = {n € F:|f,(z) — f(z)| > 3} € Iy elde
edilir. Buradan yine A € 7 olur.
(idi) = (i) ve (iti) = (id) : f, =2

icin

f olsun. F' € T* ve ¢, 75 0 olmak iizere her z € X

{neF:|f.(z)— flx)] >en} €Iy (3.2.1)

dir. J bir P-ideal oldugundan ¢, 755 0 dur. Boylece (gn),eqar — 0 olacak sekilde
M € J vardir. J C Z oldugundan M € Z olur. Buradan G = N\ M € Z* olmak tizere
(en)pee — 0 dir. O halde FNG € I* olup (fa),cpne — [ dir. Buradan f, L felde
edilir. Boylece (i) ispatlanir.

k € N olmak tizere X, = {xr € X thern >k, n€ FNG i¢in |f,(z) — f(z)| < &,} olsun.
Stizge¢ tammina gore F' N G # () oldugundan (3.2.1)’den her z € X igin dyle bir &k € N
vardir ki her n > k, n € FNG icin |f.(z) — f(x)] < e, dir. Buradan en az bir k
i¢cin # € Xj ve boylece X = J, oy Xy olur. Xy iizerinde (fy),cpne 5 £ oldugunu
gostermeliyiz. € > 0 ve k € N olsun. (&,),. — 0 oldugundan dyle bir N € N vardir ki
her n > N, n € G igin €, < € dur. Buradan her n > max{k, N}, n € FNG ve x € X,
icin |f.(z) — f(z)] < € olur. O halde f, g f dir. Boylece (i) ispatlanir. [

Teorem 3.2.6 X bos olmayan bir kiime, Z, N iizerinde bir ideal, [ bir P-ideal, J C Z ve
(fn), X kiimesi iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarm bir dizisi olsun. Agagidakiler
denktir.

(3) fo 725" Fise £ 00 F dir

(17) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (ii) : k € Nicin A, € T ve 0 # X;, € X, X kiimesinin bir ayrigimi olsun

olsun. n € N olmak iizere f,, : X — R fonksiyonlarini

fn($)={ 1, z€ X,vene A

0, x € Xyven¢ Ay

seklinde tanimlayalim ve her x € X igin f (z) = 0 olsun. N\ Ay € Z* olup her ¢ > 0
sayisi, her n € N\ A ve her z € X}, igin |f, () — f(x)] = 0 < & oldugundan her
k € N icin X} iizerinde f, Iy f ve boylece f, A f olur. Dolayisiyla varsayimdan
fo
{neF:|fulx)— f(x)] > e} € Iy dir. J bir P-ideal oldugundan ¢, T 0drve g CT
oldugundan (e,), ., — 0 olacak sekilde G € Z* vardir. A = N\ (FNG) ve k € N igin
x € X olsun. Buna gére A, NF NG ={ne FNG:|f.(x)— f(z)] >e,} € Iy elde
ederiz. Buradan A, N F NG = Ay \ A € Iy ve boylece Z bir P-ideal olur.

(17) = (i) : fa “Z5 f olsun. Bu durumda X = Uren Xk olacak sekilde X € X (k € N)

f dir. O halde 6yle bir F' € Z* ve ¢, 75 0 olan oyle bir (5n) dizisi vardir ki
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kiimeleri ve her k € N igin X}, tizerinde (f,) —5 £ olacak sekilde Fj, € T* kiimeleri

neFy

vardir. Z bir P-ideal oldugundan her k£ € Nicin F'\ F}, € Zy olacak bi¢gimde F' € Z* kiimesi

mevcuttur. F'\ Fy sonlu ve F' = (F\ F;) U F} oldugundan (f,)
(Zy.Zf)-e
—

neF Z% f dir. Buradan

(fa)pep — f veya denk olarak (f,) f olur. O halde Teorem 3.2.2'nin (i7)

neF
Z¢,TJ)-€ * _e

sikkinda 7 = Zy almirsa (fy,),cp ( f—>) f yani f, @9 f elde edilir. O

J = Iy almp Onerme 3.2.6 ve Teorem 3.2.6 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonug

elde edilir.

Sonug 3.2.8 X bog olmayan bir kiime, Z, N iizerinde bir ideal ve (f,,), X kiimesi tizerinde
taniml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.
(i) fu T f o g I i,

(74) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Onerme 3.2.7 X bos olmayan bir kiime, Z, N tizerinde bir ideal ve (fn), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Agagidakiler denktir.

(i) fo 55" fise f, = f dir.

(17) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (1) = (i) : k € Nigin Ay, Xy ve n € Ni¢in f ve f,, Teorem 3.2.6'nin ispatindaki
gibi olsun. Bu durumda f, L f dir. Boylece varsayimimiza gore f, AN f olur.
Dolayisiyla (fn),cp — f olacak sekilde F' € Z* vardir. k € N igin # € Xj, olsun. Buna
gore {n € F:|fu(z)— f(z)] > 1} € Zp dir. A=N\F dersek A4, \ A=A, NF €Iy ve
boylece Z bir P-ideal olur.

(i1) = (i) : Z bir P-ideal ve f, I35 f olsun. Bu durumda X = Uren Xi olacak
sekilde X C X kiimeleri ve oyle Fj, € Z* kiimeleri vardir ki her £ € N icin X}, iizerinde
(fa)ner, — f dir. Z bir P-ideal oldugundan her k € N i¢in F'\ F}, € Z; olacak sekilde
F € T* vardir. X} iizerinde ( fn)nEFk 5 f yakinsakligi Teorem 3.1.3’den dolayr X
tizerinde ( f”)neFk %+ f olmasma denktir. Béylece X iizerinde ( Jn)nerr — f olur. O

halde her € > 0 sayis1 ve her x € X igin

{ne FU(F\Fy):[fulr) = f2)] 2 et ={n e F:|fulz) - f(x)] 2 e} € I}

olur. O halde f, = f dir. O

Diziler i¢gin Z*-yakinsakligin Z-yakinsakligi gerektirdigi Kostyrko ve ark. (2000) tarafindan

gosterilmisti. Benzer diigtince ile f, Iy fise f, N f oldugu ve f, oL f ise f, iy
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f oldugu gosterilebilir. Asagidaki 6nerme, Z bir P-ideal oldugunda bu gerektirmelerin

terslerinin dogru oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.2.8 X bog olmayan bir kiime, Z, N iizerinde bir ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidakiler denktir.

(i) fo =5 fise f, =% f dir.

(id) f, 25 fise f, 25" f dir.

(i73) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (iii) ((#1) = (i4)) : n € N olmak iizere y, y, € R ve y, L y olsun.
f, fo : X = R (n €N) olmak iizere her x € X i¢in f, () = y,, f(x) = y olarak
tammmlayalim. Bu durumda acik olarak f, I f(fn 7Ly f ) dir. Boylece varsayimdan
fn Iy f(fa A f ) dir. Bundan dolay1 v, EaN y dir. Teorem 3.2.1’den Z bir P-ideal
olur.

(131) = (i) = fn I% £ ve k € N olsun. Bu durumda 6yle Ay € T vardir ki her n € N \ Ag
ve her x € X i¢in |f,(z) — f(z)| < 1/ (k+ 1) dir. Z bir P-ideal oldugundan A, \ A € Z;
olacak sekilde A € Z vardir. F' = N\ A olsun ve ¢ > 0 sayisini sabitleyelim. 1/ (k+1) <e

olacak sekilde k£ vardir. Buradan

{neF:herzeXicn |fo(z)— f(z)] > e} CANF = A, \(N\A) = A\ AeZ;
elde ederiz ve bu nedenle f, Iy f dir.
(1ii) = (i1) : fn ZIY f olsun. k € Nicin X C X olmak tizere X = Uren Xi ve her k € N
icin X iizerinde f, =% f dir. Bu ise (i43) = (i) dir. Buradan her k € N i¢in X}, tizerinde
£, 2% f dir. O halde f, "=5" f elde ederiz. O

X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi i¢in eger f, =z f ise

£ -2 f dir.

Onerme 3.2.9 X bog olmayan bir kiime ve Z N iizerinde bir ideal olsun. (f,), X kiimesi
tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olmak tizere agagidakiler denktir.
(1) Eger f, N fise fn AN f dir.

(17) Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

ispat. (i) = (ii) : n € N olmak iizere y, y, € R ve y, N yolsun. f, f, : X - R
(n € N) olmak tizere her z € X i¢in f, () = yn, f () = y olarak tammlayalim. f, N f

oldugunu gostermek kolaydir. O halde varsayimdan f, =z f dir. Bundan dolay1 y, =z Y
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olur ve boylece Teorem 3.2.1’den Z nin bir P-ideal oldugunu elde ederiz.

(1) = (i) : X ={ap : k € N} ve f, L, f olsun. Her k,I € N icin

Agp = {n: | fu(zr) = f(z)| > l—i—%} €l

alabiliriz. Z bir P-ideal oldugundan Ay, \ A € Z; olacak sekilde A € Z vardir. FF =N\ A

olsun ve £ > 0 sayisinmi sabitleyelim. O halde l%l < ¢ olacak gekilde [ € N vardir. Buradan
{neF:|fulxy) — flap)] > en} = Ay N F = Ay \ A € Zy olur ve bu nedenle f, =z f

dir. OO

Uyar1 3.2.3 Onerme 3.2.9'daki (77) = (i) gerektirmesi genellestirilebilir. Eger 7 , N
tizerinde bir ideal ve | X| < add* (Z) ise (i) saglanir. Burada add* (Z),

add* (Z) = min{|A| : A CZ ve her X € 7 igin A\ X sonsuz olacak sekilde A € A vardir }

seklinde tanimlanan bir kardinaldir ve P-idealler i¢in add* (Z) > w dir (Hernandez-
Hernéndez ve Hrusak, 2007).

Simdi, | X| < add* (Z) oldugunda (i)'nin dogrulugunu gosterelim. Eger f, N f ise her
x € X ve her € > 0 sayis1 igin B, = {n:|fu(z) — f(x)| > e} € T dir. |X| < add* (T)
oldugundan her x € X icin B, \ B € Z; olacak sekilde B € Z vardir. Bu durumda
G = N\ B olmak iizere her z € X ve her ¢ > 0 sayws1 igin {n € G : |fu.(x) — f(z)| > e} =
B, NG = B, \ B € I; dir. Boylece f, RN f olur.

Onerme 3.2.10 X kiimesi icin | X| > ¢ olsun. Z, N iizerinde bir ideal ve (f,), X kiimesi
tizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olmak iizere agagidakiler denktir.
(i) fo 25 f ise fu —> f dir.

(i1) A € T ise F'N A sonlu olacak gekilde F' € Z* vardir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (ii) : T ={Aq:a <c} olsun. « < ¢ olmak iizere z, € X, X in farkh
elemanlar1 olsun. f, : X — R fonksiyonlarini
1, ne A, ver =1,

falx) =< 0, n¢ A, vex =z,
0, diger yerlerde

ile tamimlayalim ve her x € X igin f(x) = 0 olsun. Her z € X ve her ¢ > 0 igin
(n:|fulz) = f(z)| > e} = Ay € T oldugundan f, — f dir. Béylece (i)'den f, — f
dir. O halde bir F' € Z* icin (f,,),,cp — f dir. Sabit bir A € 7 segelim. O zaman bir a < ¢
i¢cin A = A, € Zolur. (f, (24)),cp — 0oldugundan FNA, = {n € F: f,(z,) = 1} € Iy
dir.
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(17) = (i) : A € T iken F'N A sonlu olacak sekilde bir F' € Z* mevcut olsun. Eger f, L f
ise her € > 0 saysi igin {n € F': |f,(x) — f(x)| > €} € Z; olacagindan f, L fdir. O

Teorem 3.1.4°de (f,,), bir X kiimesi lizerinde tanmiml reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi
I*Iys)-e . I.Zy)-e o .. . o .
olmak iizere f, ( —f>) f iken f, (—f)> f oldugu gosterilmisti. Asagidaki sonug bunu

genellegtirmektedir.

Onerme 3.2.11 7 ve J, N iizerinde iki ideal ve (fn), X kiimesi iizerinde taniml reel
degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger f, (Iﬂ_e fise f, (I’i);e f dir (Filipéw ve
Staniszewski, 2014).

I*7\7_
(T*,J)-e

Ispat. fn f olsun. F € I* ve g, 75 0 olmak iizere her z € X icin

{neF:|fux)— f(x)] > e,} € Zy dir. Bu durumda her z € X i¢in

{neN:|fulr) - @)l Zen} C{n e F:|fulz) - f(2)] Z e} UN\F) €T

e

dir. Boylece f, (I’—>j)_ f olur. J

Agagidaki 6nerme ise Teorem 3.1.7'nin bir genellegtirmesidir.

Onerme 3.2.12 X sonsuz bir kiime ve Z ve J, N fizerinde iki ideal olsun. Eger X
kiimesi tizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin her bir (f,,) dizisi i¢in f, (LTke f iken

o I £ ise T bir P(J)-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. &k € N olmak iizere Ay € Z olsun. Her k € N i¢in Ay \ A € J olacak sekilde
A € T oldugunu gosterecegiz. k € N olmak tizere xp € X , X in farkl elemanlar: olsun.
0, n¢ Ay vex =u5, k€N

falx) =R 1, ne A, vex=ua, keN
0, diger yerlerde

ile f, : X — R fonksiyonlarmi tamimlayahm ve her z € X i¢in f(x) = 0 olsun.
Buna gore f, (Z’—>‘7)_e f dir. Gercekten g, = #2 secilirse &, 74 0 olur. Eger = €

X\{xr: ke N}ise {n:|fu(x) — f(x)]=0>¢,} =0 € Z dir. Eger bir k € Nigin z = xy
ise {n:|fu(x) — f(x)] > e€,} = Ar € T olur. Boylece f, T T)e f dir. O halde hipotezden
fn ELT)e f olur. Dolaysiyla (f,) Ty

pozitif reel sayilarin 7, 750 ozelliginde bir (n,,) dizisi vardir ki her z € X i¢in B, =
{neF:|fu(x)— f(z)] >n,}sonluolur. A=N\F € ZdiyelimveC={n:n,>1}eJ
olsun. Bu durumda A, \ (AUC) C {n € F:|fu(zx) — f(zx)| > nn} = B, ve boylece
A \NACCUB,, € J olur. O

neF f olacak sekilde F' € 7* vardir. Buna gore
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Sonug 3.2.9 X sonsuz bir kiime ve Z, N tizerinde bir ideal olsun. Eger X kiimesi iizerinde
taniml reel degerli fonksiyonlarm her bir (f,) dizisi igin f, (Iﬂ_e f iken f, (Iﬂg_e f ise

Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Sonug 3.2.10 X sonsuz bir kiime ve Z, N iizerinde bir ideal olsun. Eger X kiimesi
tizerinde tamiml reel degerli fonksiyonlarin her bir ( f,,) dizisi i¢in f, T f iken f, (Z@_e
f ise Z bir P-idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

, e e L 5 ZD)-e ,. (T*Ty)-e
Teorem 3.1.6’da X sayilabilir bir kiime ve Z bir P-ideal oldugunda f,, — fise f,

f oldugu gosterilmigti. Asagidaki onerme X sayillamayan bir kiime oldugunda bu sonucun

gecerli olamayacagini gostermektedir (Ayrica Uyar1 3.2.5’e bakimiz).

Onerme 3.2.13 7 ve J, N iizerinde iki ideal, X, kardinalitesi |X| < add* (T) kosuluna
sahip bir kiime ve (f,), X klimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. Eger f, 275 fise £, T2 £ dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

(I’—>j)_e f olsun. Buradan ¢, i> 0 olmak tizere her x € X icin A, =

Ispat. fn
{n:|fu(z) — f(z)| > e,} € Z dir. |X| < add* (Z) oldugundan her x € X igin A, \ A € Z;

olacak gekilde A € Z vardir. FF =N\ A € Z* olsun. « € X olmak {izere
{neF:|fux) = f@)] =2 ey C A\ AT
olur. Bundan dolay1 f, T fdir. O

Sonug 3.2.11 Z, N iizerinde bir ideal, X, kardinalitesi | X | < add* (Z) koguluna sahip bir
kiime ve (f,,), X kiimesi tizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

fo P pse £, “IE £ dir (Filipow ve Staniszewski, 2014).

Sonug 3.2.2 ve Sonug 3.2.11°den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.12 7, N iizerinde bir P-ideal, X, kardinalitesi | X| < add* (Z) kosuluna sahip
bir kiime ve (f,,), X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

-e I*If)-e . e . .
Eger f, L) fise fn ey f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Not 3.2.1 P (N) ~ 2% oldugundan 2" Cantor uzaymm alt kiimeleri iizerinde bir ideal
tanimlanabilir. Sayilabilir sayida agik kiimelerin kesigimi seklinde yazilabilen kiimelere G
tipli kiime denir. Eger bir Z ideali 2 nin G tipli bir altkiimesinin siirekli bir goriintiisii

ise Z idealine analitik ideal denir (Farah, 2000)
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Uyar1 3.2.4 Todorcevic (1996), analitik P-idealleri i¢in wy < add* (Z) = ¢ olmasinin ZFC
ile tutarli oldugunu ispatlamigtir. Buna gore, Z analitik bir P-ideal, | X| =w; < ¢ ve X

- T*Tp)-e ,
kiimesi tizerinde f, ©I) f ise bu durumda f, ( —f>) f sonucu ZFC ile tutarhdir.

Teorem 3.2.7 X bir kiime ve | X| > ¢ olsun. Ayrica Z ve J, N {izerinde iki ideal, J C Z
ve J bir P-ideal olsun. (f,), X kiimesi {izerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin bir
dizisi olmak iizere agagidakiler denktir:

(i) fo BT fise £, T2 £ dir,

(i) A € T ise F'N A sonlu olacak gekilde F' € Z* vardir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Ispat. (i) = (ii):Z ={A,: @ < ¢} ve a < ¢ olmak iizere z, € X, X in farkl elemanlari

olsun. f, : X — R fonksiyonlarini

1, da<cicinn € A, ve x = x,
falx) =% 0, Ja<ciginn ¢ A, ve z =z,
0, diger yerlerde

-e

ile tamimlayalim ve her z € X i¢in f(z) = 0 olsun. Bu durumda f, @) f dir.
1

Gercekten ¢, = - olsun. Buradan ¢, 75 0 dir. Her a < ¢ igin © # x, ise

{n:|fu(x) — f(z)| > e} =0 € Z dir. Eger her a < ¢ i¢in 2 = z,, ise

{n:[fulz) = f(@)] Z en} = A0 €1

olur. (¢)’den (f,), ToT)e f dir. Boylece F € T* ve &, -2+ 0 olmak iizere her z € X
i¢cin {n € F : |f.(x) — f(x)| > &,} kiimesi sonludur. Teorem 3.2.1°den (e,,),,c; — 0 olacak
sekilde H € J* vardir. Bu durumda G = {n EH: e, < %} e J* dir. J C 7 oldugundan
G € J* olur. Boylece FNG € J* olur. (FNG) N A nin sonlu olugunu gostermeliyiz.
(FNG)NA € Zoldugundan A, = (F'N G)N A olacak sekilde o < ¢ vardir. Bu durumda

neF |fu(za) = f(@a)| 2 en} D {n€FNG:|fulz)— f(@)] >en}
> ;{47? € Aot [fulz) — f(@)] = €n}

dir. {n € F:|f.(xa)— f(za)| > €,} kiimesi sonlu oldugundan A, kiimesi de sonludur.
(17) = (i) : A € T iken FFNA sonlu olacak gekilde bir F' € Z* mevcut olsun. Eger f, (LT f
ise £, —2+ 0 olmak iizere her z € X icin A, = {n € F :|fulxa) — f(za)] > en} € T dur.
Buradan her x € X i¢in {n € F: |f.(zo) — f(za)| > €n} = F N A, sonludur. Boylece
o a0

Sonug 3.2.13 X kardinalitesi en az ¢ olan bir kiime ve Z, N iizerinde bir ideal olsun.
Asagidakiler denktir:
() fo 2L fise £, TEEYC  dir

(i) A € T ise F'N A sonlu olacak gekilde F' € Z* vardir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).
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Sonug 3.2.14 X kardinalitesi en az ¢ olan bir kiime ve Z, N {izerinde bir P-ideal olsun.
Asagidakiler denktir:
(@) fo B Fise £, P F din

(i1) A € T ise F'N A sonlu olacak sekilde F' € Z* vardir (Filipéw ve Staniszewski, 2014).

Uyar1 3.2.5 Her sonsuz A C N kiimesi i¢in B C A olacak sekilde sonsuz bir B € 7 varsa
7 ya N iizerinde yogun ideal denir. Eger Z bir yogun ideal ise her F' € 7% icin A C F
olacak gekilde sonsuz bir A € Z vardir. Dolayisiyla her yogun P-ideal igin kardinalitesi en

az ¢ olan bir X kiimesi {izerinde tanimli 6yle (f,,) dizisi mevcuttur ki f, (Lo f dir fakat
(T*/Is)-e

fo #— fdir.

3.3 Z-noktasal ve (Z,7)-es yakinsakligin karsilagtirilmasi

Bu kisimda bir X kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin ideali Fin (X)) ile gosterilecek ve
X = N oldugunda Fin (N) yerine Fin yazlacaktir. Ayrica Z, X iizerinde bir ideal olsun
denildiginde bu idealin X kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerini kapsadigi yani bir uygun

ideal oldugu varsayilacaktir.

Tanim 3.3.1 X herhangi bir kiime ve Z ve J, X iizerinde idealler olsun. Eger A € 7 ve
X\ A € J olacak bigimde A C X varsa Z ve J ideallerine X iizerinde ortogonaldir denir
(Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ornek 3.3.1

(1) Iki farkhh maksimal ideal ortogonaldir.

(17) Eger T C J ise Z, J ortogonal idealler degildir.

(7i1) Eger X sonlu ise X iizerindeki ideallerin hicbiri ortogonal degildir (Filipow ve

Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) Z ve J, bir X kiimesi iizerinde farkh maksimal idealler olsun. Eger A € 7 ise
7 maksimal oldugundan Uyar1 2.1.10’a gore X \ A ¢ Z dir. J, Z dan farkl bir maksimal
oldugundan X \ A € J olur. Béylece Z ve J idealleri X {izerinde ortogonaldir.
(17) Eger A € T ise A € J ve boylece X \ A ¢ J olacaktir. Yani Z C J oldugunda Z ve
J ortogonal idealler degildir.
(77i) Her 7 ideali i¢in Fin (X) C Z kabuliinden dolay1 (i7)’den elde edilir. O
Ornek 3.3.2 Zve J sirasiyla X ve Y tizerinde idealler olsun.
IToP(Y) ={ACcXx{0juY x{1}:{x e X :(z,0) € A} €T}
PX)aJ ={BCcXx{0juY x{1l}:{yeY :(y,1) e B} €T}
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idealleri ortagonaldir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. {z € X :(2,0)€Y x{1}} =0 € Z oldugundan A =Y x {1} e Z® P (Y) dir.
Buradan (X x {0} UY x {1}))\ A= X x {0} € P(X) T dir.
Cinkii{y €Y : (y,1) e X x {0}} =0 € J dir. O

Ornek 3.3.3

(1) Eger Z bir P-ideal ise Z, her J i¢in P (J)-idealdir.

(i1) Eger T ve J ortogonal idealler ise Z bir P (J)-idealdir (ve J bir P (Z)-idealdir).
(143) Eger T C J ise T bir P (J)-idealdir (6zel olarak her Z bir P (Z)-idealdir) (Filipéw
ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) ve (i) agiktir. (ii)’yi gosterelim. Z ve J ortogonal idealler yani bir A € T
icin X \ A € J olsun. Fakat Z bir P (J)-ideal olmasm. O zaman A,, € Z olmak tizere her
AeZicin A, \ A¢ J olur. Fakat bu A, \ A C X\ Ave X\ A€ J olmas ile geligir. [

Tanim 3.3.2 7 ve J, X iizerinde idealler olsun. {4, : n € N} C J, X kiimesinin her-
hangi bir ayrigimi olmak {izere her n € N igin A, NS € T olacak gekilde bir S ¢ Z mevcut
ise Z ve J idealleri W (Z,J) 6zelligini gergekler denir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ornek 3.3.4

(1) Eger Z ve J ortogonal olmayan idealler ve ayrica J bir P (Z)-ideal ise W (Z,J) 6zelligi
gerceklenir.

(17) Eger Z ve J farkli maksimal idealler ise Z bir P (J)-idealdir fakat W (Z,J) ozelligi
gergeklenmez.

(1ii) W(Z,Z), W (Fin,J) ve W (Z, Fin) ozellikleri daima gergeklenir.

() Eger J C T ise W (Z,J) gergeklenir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) {4,:neN} C J, X kiimesinin bir ayrigum olsun. J bir P (Z)-ideal
oldugundan A,, \ A € Z olacak sekilde A € J vardir. Z ve J ortogonal olmayan idealler
oldugundan X \ A ¢ Z dir. S = X \ A dersek 4, NS € J olur.

(17) Z ve J farkh iki maksimal ideal olsun. Bu durumda Z ve J ortogonal olur. Bu
durumda Ornek 3.3.3 (i3)’den Z bir P (J)-idealdir. Kabul edelim ki W (Z,J7) ozelligi
gergeklenir. O zaman {4, : n € N} C J, X kiimesinin herhangi bir ayrigimi olmak tizere
her n € Nigin A, NS € T olacak sekilde bir S ¢ Z mevcuttur. Z ve J farkh iki maksimal
ideal oldugundan S € J olur. Buradan A, NS € J olur. Ancak bu durumda hem
A, NS eZ hemde A,NS € J olur ki buZ ve J nin farkl iki maksimal ideal olmas: ile
geligir.

(1i) ve (iv) agiktir. O
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Ornek 3.3.5 Eger T ve J sayilabilir X kiimesi iizerinde ortogonal idealler ise W (Z,7)

ozelligi gergeklenmez (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. A € J olmak iizere X \ A € Z olsun. Bu durumda {A} U {{b} :be X \ A}

gerekli olan ayrigimdir. [J

Asagida Ornek 3.3.5’in tersinin dogru olmadig gosterilmektedir.

Ornek 3.3.6 T ve J, N iizerinde idealler olmak tizere N x N {izerinde

0xZ ={ACNxN:herneNign {k:(n,k)e A} €T},
Ix0 ={ACNxN:{n:{k:(nk)e A} #0} € J}
ideallerini tammmlayalim. () x Z ve J X () idealleri ortogonal degildir ve W (0 x Z,7 x 0)

gergeklenmez (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. Eger A€ J x 0 olsun. N ¢ 7 oldugundan en az bir n € Nicin {k : (n,k) € A} =
() olur. Yani en az bir n € N igin AN ({n} x N) = tur. Dolayisiyla en az bir n € N igin
{k:(nk)e A} e ZTveya{k: (n,k) e Nx N\ A} ¢ Z dir. Bunedenle NxN\ A ¢ () xZ
olur. Boylece ) x Z ve J x () ortogonal degildir. Simdi W () x Z,7 x ) 6zelliginin

gerceklenmedigini gosterelim. n € N igin A, = {n} x N olsun. Bu durumda
{m :{k:(m,k) e {n} xN} #0} ={n} e g

oldugundan her ni¢in A,, € J x @ olur. AyricaNxN =[] _ A, oldugundan {A,, : n € N}
gerekli olan ayrisimdir. Gergekten, herhangi bir S C N x N kiimesine karsilik her n € N
i¢gin A, NS € ) x Z olsun. O halde her n € Ni¢in {k : (n,k) € S} € Z, buradan S € ) x Z

dir. OO

neN

Tanim 3.3.3 7 ve J sirasiyla X ve Y kiimeleri tizerinde idealler olsun. Eger her A € J
igin 7' [A] = {r € X :¢(x) € A} € T olacak sekilde birebir ve orten bir ¢ : X —
Y doniigiimii varsa Z ideali J idealinin izomorfik bir kopyasimi igerir denir (Filipéw ve

Staniszewski, 2015).

Onerme 3.3.1 Z ve J , N iizerinde idealler olsun. Eger W (Z,J) gergeklenmez ise ya Z,
J idealleri ortogonaldir ya da Z, () x Fin idealinin izomorfik bir kopyasini igerir (Filipéw

ve Staniszewski, 2015).

Ispat. {A,, :n € N} C J, N nin bir parcalanigi olsun &yleki S ¢ Z ise bir n € N igin
SNA,¢&Tolsun. A= {n: A, sonsuz} kiimesini tammlayalim.

A nin sonlu oldugunu varsayalim. B = |J{A4,, : n € A} € J diyelim. N\ B € 7 oldugunu
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gosterecegiz. S = N\ B ¢ Z oldugunu kabul edelim. Bu durumda en az bir n € N\ A
icin SN A, ¢ Z dir. Fakat eger n € N\ A ise A,, sonlu ve boylece S N A,, sonludur. Bu
ise geligkidir.

Simdi A nin sonsuz oldugunu kabul edelim. A nin birebir olan bir dizilisi A = {a,, : n € N}

seklinde olsun. ¢ : N — N x N birebir ve orten dontigimiini

qs[AaouU{An;neN\A}] — {0} x N

ven > 1igin ¢ [A,,] = {n} x N geklinde tamimlayalm. Her B € () X Fin i¢in ¢~ [B] €
oldugunu gosterelim (Bu Z idealinin () x Fin idealinin izomorfik bir kopyasim igerdigini
gosterecektir).

B € ) X Fin olsun. Eger n € N\ A ise A, N¢ '[B] C A, € Fin C Z dir. Simdi de
n € A oldugunu varsayalim. O zaman n = a; olacak sekilde & € N vardir. Her i € N i¢in

B; ={m: (i,m) € B} € Fin olsun. Bu durumda

A,N¢ 1Bl =A,N¢" [U {i} x Bz} = A, NUo¢ ' [{i} x B
— A, N [k} x Byl Co ' [{k} x B eFincT

olur. Boylece her n € N i¢in A, N ¢~ [B] € Z ve buradan ¢! [B] € Z bulunur. [

Uyar: 3.3.1 Onerme 3.3.1’in tersi dogru degildir. Ornegin, Z = J = @ x Fin icin Z
ideali, () x Fin idealinin izomorfik bir kopyasim igerir fakat W (Z,J) gergeklenir.

Tanim 3.3.4 7 ve J, N {izerinde tamiml idealler ve x bir kardinal say1 olsun. B (Z, 7, k)
ile agagidaki ozellik gosterilir:
n#kve a < kigin EX N EY = () olmak iizere her {E% :n € Nya < k} C T ailesi igin N

nin 6yle bir {A, : n € A} C J ayrigimu vardir ki her a < k igin

U (AnmUE;*> €z

neN i<n

dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Onerme 3.3.2

(1) B(Z,J,0) daima gergeklenir.

(17) Eger k < Xise B(Z,J,\) = B(Z,J,k).

(1ii) Eger A > cise B(Z,J,\) < B(Z,J,¢).

(iv) Her k i¢in B(Z,J,¢) < B(Z,J,k).

(v) Eger B(Z,J,1) gergeklenir ise her £ < W igin B(Z,J, k) gergeklenir (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).
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Ispat. (i), (ii) ve (iv) acik oldugundan (iii)’yi ve (v)’i gosterelim.
(#17) 1k olarak B(Z,J,)\) = B(Z,J,¢) oldugunu gésterelim. n # k ve a < ¢ icin
ESNEY = 0 olmak tizere {ES :n € N,aw < ¢} C T olsun. Bir {F? : n € N,a < A} ailesini
a < ¢igin F* = E% ve ¢ <a <\ igin F* = EY geklinde tamimlayalim. B (Z, 7, \)
ozelliginden dolay1 N nin dyle bir {4, : n € A} C J ayrigimi vardir ki her o < A i¢in

U (AnﬂUF;“> el

neN i<n

dir. Buradan her a < ¢ icin

U (AnmUEf‘> = (AnmUFﬁ> el
neN i<n neN i<n

olur. Boylece B (Z,J,¢) ozelligi gerceklenir. Simdi de B (Z,J,¢) = B(Z,J,\) gerek-
tirmesinin dogrulugunu gosterelim. n # k ve a < A i¢in ESNE = () olmak iizere herhangi
bir {E2 :n € N;a < A\} C Z ailesini alahm. |P (N)| = ¢ oldugundan P (N) iginde ¢ =
¢ sayida dizi mevcuttur. Bu durumda {ES:n € N,a < A} ailesi {F/:n €N, <}
seklinde yeniden indekslenebilir (Burada, tekrarlanan diziler atildiginda geriye kalanlarin
kardinalitesi ¢ den biiyiik degildir). Dolayisyla B (Z,J,¢) 6zelliginden dolay1 her § < ¢
icin U, en (An NUi<n Ff ) € T olacak sekilde N nin bir {A,, : n € A} C J ayrigim vardir.
O halde aym ayrigim ve her a < \ i¢in

U (An nUJ Ef‘) €z

neN i<n
olacagindan B (Z, 7, \) ozelligi gerceklenir.
(v) (i7)’den B(Z,J,Rq) ozelliginin gergeklendigini gostermek yeterlidir. o < Ny, n # k
i¢cin E¢ N Ef = () olmak tizere {ES : n € N, a < Ny} C 7 ailesini alahm. n € N i¢in

r=UUe\U~x

a<ni<n i<n

kiimelerini tammlayalim. n € N i¢in F,, € Z dir ve n # k i¢in F,, N F;, = () dir. Boylece
B (Z,J,1) ozelliginden dolay1 N nin éyle bir {A,, : n € N} C J ayrigimi mevcuttur ki

U (An N U E) €I

neN i<n
dir. §imdi ise her o < Ry icin (J,, oy (An Ny E.a) € T oldugunu gosterelim. a < N

1<n 1

olsun. Her n > « icin Uz‘gn EX C Uz‘gn F; oldugunu gormek kolaydir. Boylece

U (AnﬂUEf‘> = <AnﬂUEf“>UU (AnmUE) ez

neN i<n nlo i<n n>a i<n

olur. O halde ispat biter. [
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Onerme 3.3.3 Eger J; C J; ise her & icin B(Z, 1, k) = B(Z,J, ) dir (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).

ispat. Tanmimdan agiktir. [J

Asagidaki 6rnek, Onerme 3.3.3’deki gerektirmenin Z; C Z, oldugunda gecerli olmadigim

gostermektedir.

Ornek 3.3.7 7, = J =Fin ve I, P-ideal olmayan herhangi bir ideal olsun. Onerme
3.3.5'den B (I, J,1) gerceklenir fakat B (Z,, J, 1) gergeklenmez.
(Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Agagidaki ornekte ise Z; C Zy oldugunda B (Z,, J, k) ozelliginin B (Z;,J, k) Ozelligini

gerektirmedigi gosterilmektedir.

Ornek 3.3.8 7, = Fin ve 7, ile J farkl iki maksimal idealler olsun. Bu durumda Ornek
3.3.4 (ii)’den W (T, J) gerceklenmez. Boylece Onerme 3.3.4'ten B (Z,, 7, ¢) gerceklenir.
Diger taraftan Onerme 3.3.7’den B (Zy, J, ¢) gerceklenmez (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

J1 C J3 oldugunda benzer durum gecerlidir.

Ornek 3.3.9 Z, P-ideal olmayan herhangi bir ideal olsun. J; = Fin ve J5 = Z alinirsa
Onerme 3.3.5°den B (Z, 75, 1) gerceklenir fakat B (Z, Ji,1) gerceklenmez (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).

Onerme 3.3.4 Her  kardinali icin B (Z,J, ) 6zelliginin gerceklenmesi icin gerek ve

yeter sart W (Z, J) ozelliginin gergeklenmemesidir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (=) Aralarinda ayrik kiimelerin her {E, : n € N} C T ailesini {{E® : n € N} : a < ¢}
seklinde indeksleyelim. B (Z, J,¢) ozelliginden dolayr N nin dyle bir {A, :n e N} C Z
ayrigim vardar ki her oo < ¢ igin |J,, oy (4, N Uiz B) € Z dur. Simdi W (Z, J) 6zelliginin
gerceklenmedigini gosterelim. Her n € N i¢in A, NS € Z olacak gekilde S C N alalim.

a < ¢ kardinali her n € N icin EY = A,, N .S ozelliginde olsun. Buradan

S=JA.nE) (AnﬂUE?> el

neN neN i<n

olur. O halde S ¢ Z dir ve boylece W (Z, J) 6zelligi gerceklenmez
(<) Eger W (Z,J) ozelligi ger¢eklenmiyorsa N nin 6yle bir {A, :n € N} C J ayrigim

o8



mevcuttur ki her S ¢ 7 i¢in A, NS ¢ T olacak bicimde n € N vardir. x herhangi bir
kardinal olmak tizere o < ¢, n # kigin ESNEY = () 6zelligine sahip {E2 : n € N, a < ¢} C
7 ailesini alalim. Her a < & igin

U (An nUJ Ef‘) €T

neN i<n
oldugunu géstermek istiyoruz. Aksine bir a <  i¢in S = oy (An N U<y E) ¢ T
oldugunu varsayalim. W (Z,7) 6zelligi saglanmadigindan 6yle bir ny € N vardir ki A,,, N
S ¢ T dir. Diger taraftan n # ng icin A,,NA, = 0 oldugundan A,,,NS = A4,,NU,.,, E* €
Z olur ki bu bir geligkidir. Dolayisyla B (Z, 7, k) 6zelligi gergeklenir. OJ

1<ng

Onerme 3.3.5 B (Z,J,1) ozelliginin gergeklenmesi icin gerek ve yeter sart Z nin bir
P (J)-ideal olmasidir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (=) E, € Z olsun. Genelligi bozmadan n # k i¢in E, N E, = () oldugunu
varsayalim. B (Z,J,1) gergeklendiginden N nin 6yle bir {A,, : n € N} C J ayrigimi vardir
ki

E=J (AHOUEi) ez

neN i<n

dir. Her n € Nigin E, \ F € J oldugunu gosterelim (Bundan dolay1 Z bir P (J)-ideal
olur). [ € E,\ E ve m € N sayisi1 | € A,, olacak gekilde segelim. [ ¢ E oldugundan
l ¢ U<, Ei dir. Béylece m < n olur. Dolayisiyla en az bir i < n i¢in x € A; olacagindan
E,\E Cl;., A €J olur.

(<) {E, :n € N} C Z bir ayrik aile olsun. Z bir P (J)-ideal oldugundan her n € N i¢in
E, \ E € J olacak sekilde E' € Z vardir. N\ (UnZl E,\E) ={l,:n €N} ven e Nicn
A, = (Ep \ E)U{l,} € J olsun. Buradan {A4,, : n € N} C J, N nin bir ayrigimiolup

U <An a UE> - U (((EnH\E) U{l.})N UEZ)

neN i<n
_ U ({ln}mUEZ) CE,UEEeT
neN i<n

olur. Dolaywsiyla B (Z, J,1) gergeklenir. [

Sonug 3.3.1 B (Z,Fin, 1) gergeklenir < Z bir P idealdir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Onerme 3.3.5 ve Onerme 3.3.2 (v)’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.2 Her k < N i¢in B (Z,J, k) gerceklenir < Z bir P (J)-idealdir (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).
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Onerme 3.3.6 Eger Z bir P (J)-ideal ise her k igin B (Z,Z,r) = B (Z,J, r) dir (Filipéw
ve Staniszewski, 2015).

Ispat. o < K, n # k icin E> N EY = () olmak iizere {E2 :n € N, a < k} C Z olsun.
B (Z,Z,r) ozelliginden dolay1 N nin &yle bir {A,, : n € N} C Z ayrigimi vardir ki her o < &
igin

U (AnﬁUEf‘> el

neN i<n

dir. 7 bir P(J)-ideal oldugundan her n € N igin A, \ A € J olacak gekilde A =
{an : n € N} € Zvardir. Hern € Nigin B,, = (A, \ A)U{a,} tanimlayahm. {B,, : n € N} C

J , N nin bir ayrigimidir. a < & olsun. Bu durumda

U (BWUE?> Ny (((An\A)U{an})ﬂUE?>

neN i<n neN i<n
c AulJ (AnmUEf‘> €z
neN i<n

olur. Dolaywsiyla B (Z, J, k) gergeklenir. [J

Onerme 3.3.6 ve Onerme 3.3.3’den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.3 Z bir P ideal olsun. Bu durumda B (Z,Z, k) gerceklenir < Her k igin
B (Z,Fin, k) gergeklenir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Agagidaki 6nermede kullanilan b kardinali Tanim 3.1.13 de verilen sinirlama sayisidir.

Onerme 3.3.7 J herhangi bir ideal ise B (Fin, J, k) gegerlidir < k < b dir (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).

Ispat. (=) Aksine x > b olsun. Her o < b icin f, <* g olacak sekilde g € NV fonksiy-
onunun mevcut olmadigi { fa€NV:ia < b} ailesini secelim. Genelligi bozmadan her bir
fo min kesin artan oldugunu varsayabiliriz. Her o < b i¢in Ef = {i e N:i < f, (1)}
ven > 1igin EY = {ieN: f,(n) <i< fy(n+1)} kilmelerini tanimlayalim. & >
b oldugundan Onerme 3.3.2 (ii)'den B (Fin,7,b) gecerlidir ve boylece N nin Gyle bir
{4, :n € N} C J ayrigimi mevcuttur ki her a < b igin

U (An n E{") € Fin
neN i<n
dir. A, kiimeleri aralarinda ayrik oldugundan her v < b i¢in oyle bir N, € N vardir ki

buna gore, n > N, i¢in A, N, E* = 0 dir. (k,) ile A, kiimelerinin bogtan farkh

i<n 1
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oldugu tiim indislerin artan dizisini gosterelim. Her n € N i¢in ay, € Aj, noktasini
segelim ve g(n) = ag, ile ¢ : N — N fonksiyonunu tanimlayalm. Her o < b igin
fa <* g oldugunu iddia ediyoruz (bu f, nin secimi ile gelisecektir ). « < b olsun.
Uicn 27 = {i € N:i < fo (R + 1)} ve her n > N, igin A, N, Ef* = 0 ve boylece her
n > N, icin A, NU,c, B = 0 oldugundan her n > N, i¢in g (n) > fo (n+1) > fo (n)
olur. O halde kabuliimiiz yanhsgtir.
(<) Kk <bolsun. n # k igin ES N EY =0 ve a < k olmak tizere {ES :n € Nya < k} C
Fin olsun. Her o < £ i¢in fo : N = N, f, (n) = max (., B U{0}) tammlayahm.
k < b oldugundan her a < « icin f, <* g olacak bicimde g : N — N vardir. Genelligi
bozmadan ¢ nin kesin artan oldugunu varsayabiliriz. Ag = {i e N:i<g(1)} ven > 1
icin A, = {ieN:g(n)<i<g(n+1)} olsun. Bu durumda {A, :n € N}, N nin bir
ayrigimidir A,, € Fin C J dir. Her a < & igin

U (An nlJ Ef") € Fin

neN i<n
oldugunu iddia ediyoruz (bu B (Fin, J, k) ézelliginin gergeklendigini gosterecektir). o < k
olsun. f, <* g oldugundan her n > N igin f, (n) < g(n) olacak sekilde N € N vardr.
fo (n) = max (Uzgn E&U{0}) ve g (n) < min A, oldugundan n > N icin

A0 JE =0
i<n

olur. Boylece

U (AnﬂUEf‘) = (AnﬂUEf‘> e Fin
neN i<n n<N i<n
elde edilir. (I

Onerme 3.3.8 Eger Z bir P-ideal ve J keyfi bir ideal ise her x < b i¢in B(Z,J,k)

gergeklenir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. s < bolsun. n # k icin E*NEY = ve a < kolmak tizere {EY :n € Nya < k} C
7 olsun. Z bir P-ideal oldugundan her o < & igin oyle bir £, € Z vardir ki her n € N
icin E¢ \ E, sonludur. Her a < k i¢in f, : N = N, f, (n) = max (U,.,, E® \ E. U{0})

tanimlayalim. x < b oldugundan her a < k icin f, <* ¢ olacak bicimde g : N —

i<n

N vardir. Genelligi bozmadan g nin kesin artan oldugunu varsayabiliriz. n > 1 icin
A, ={ieN:i<g(l)} ve A, = {ieN:g(n)<i<g(n+1)} olsun. Bu durumda
{A,, : n € N}, N nin bir ayrigimidir ve A,, € Fin C J dir. Her a < & igin

U (AnmUEf> €z

neN i<n
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oldugunu iddia ediyoruz (bu B (Z, Fin, k) 6zelliginin gegerli oldugunu gosterecektir). a <
K olsun. f, <* g oldugundan her n > N i¢in f,(n) < g (n) olacak bigimde N € N vardir.
fn (n)=max (Uzgn E&\ E,U{0}) ve g (n) < min A, oldugundan n > N icin

Anﬁ<UE§"\Ea> =0

dir. Boylece

nLEJN<A ngnEa> C %(Anﬂ<gEf\Ea>>uE

dir. OO

Simdi de Z ve J, N iizerinde idealler olmak tizere
b(Z,J) =min ({¢"} U{s: B(Z,TJ, k) gerceklenmez})
kardinal katsayisini tanimlayalim.

Onerme 3.3.9

(i) b(Z,J)=1veya b(Z,J) >N, dir.

(17) b(Z,J) =1 < T bir P(J)-ideal degildir.

(1ii) b(Z,J) > Ny < 7 bir P (J)-idealdir.

(iv) b(Z,T) =t < W (Z,J) gergeklenmez.

(v)b(Z,TJ) <ce W(Z,J) gergeklenir.

(vi) Xy < b(Z,J) < ¢ & Z bir P(J)-idealdir ve W (Z,J) gerceklenir (Filipéw ve
Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) sikki Onerme 3.3.2 (i)’den ve Onerme 3.3.2 (v)'den elde edilir. (i) sikk
Onerme 3.3.5'den ve Onerme 3.3.2 (i)’den elde edilir. (#44) sikki Sonuc 3.3.2’den elde
edilir. (i) sikki Onerme 3.3.4” ten ve Onerme 3.3.2 (i47)’den elde edilir. (v), (iv)’ten elde
edilir. (vi) sikk ise (éi7)’den ve (iv)’ten elde edilir. O

Asagidaki 6nermeler sirasiyla Onerme 3.3.3’den ve Onerme 3.3.6’dan elde edilir.

Onerme 3.3.10 Eger J; C J, ise b(Z,71) < b(Z,J) dir (Filipéw ve Staniszewski,
2015).
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Onerme 3.3.11 Eger Z bir P (J)-ideal ise b (Z,Z) < b (Z, J) dir (Filipéw ve Staniszewski,
2015).

Sonug 3.3.4 Eger Z bir P-ideal ise

(1) b<b(Z,J) dir.

(i7) b < b(Z,Fin) = b(Z,Z) < ¢ dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) sikki Onerme 3.3.8'den elde edilir. (ii)’deki ilk esitsizlik Onerme 3.3.8’den,
esitlik Sonuc 3.3.3'den ve ikinci esitsizlik Onerme 3.3.9 (v)’den ve W (Z,Z) 6zelliginin

gergeklenmesinden elde edilir. [J

Onerme 3.3.12 Her J ideali icin b (Fin, J) = b dir. Ozel olarak b (Fin, Fin) = b dir
(Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. Onerme 3.3.7°den elde edilir. O

Uyari 3.3.2 7, N iizerinde bir ideal olsun. N iizerinde

f<Fge{n:f(n)>gn)} el

ile tanimli <% bagmtisin ele alalim. Farkas ve Soukup (2009) smirlama sayisinin ideal

versiyonunu asagidaki gibi tanimlamigtir:
b(Z) =min{|F|: FCN', =(Ige NV, vfeF, f<'g)}

b < b(Z) oldugu agiktir.
Her n € Nigin f~1 ({n}) ters goriintiisii sonlu olacak sekilde bir f € N¥ mevcut éyleki

AcTe fH(A)eg

oluyorsa o zaman Z <gp J dir denir. <gp tiim idealler tizerinde bir pre-siralama olup bu
siralamaya Rudin-Blass siralamasi denir Farkas ve Soukup (2009), Z <gp J iken b (Z) =
b(J) oldugunu, bunun sonucu olarak, Z analitik bir P-ideal ise b(Z) = b oldugunu
ispatlamigtir. Buna gore Onerme 3.3.12’ten analitik P-idealleri icin b (Fin,J) = b <
b (J) ve boylece b (Fin, J) = b (J) olur (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Teorem 3.3.1 7 ve J, Niizerinde idealler olsun. Her X kiimesi i¢in asagidakiler denktir:
(1) B(Z,J,|X|) gerceklenir.
(17) X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin her (f,,) dizisi i¢in eger f,, N f

ise f, 27X £ dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).
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Ispat. (i) = (ii) : fa L folsun. K = | X| olmak tizere X kiimesini X = {z, : a < k}
bigiminde yazalm. Her a < k ve n € N i¢in €% = |f, (za) — f (24)] + 1/n olarak
tammlayalim. Ef = {n:ef >1} ve k > 1igin Ef = {n:1/(k+1) <&} <1/k} ol-
sun. Bu durumda Ef € Z ve k # [ i¢in E¢ N EYX = () dir. B(Z,J, k) gergeklendiginden
N nin 6yle bir {Ay, : k € N} C J parcalamisi vardir ki her o < k igin

B.=J <AmUE;*) €T

keN i<k

olur. n € Ay, i¢in i, = 1/ (k + 1) olsun. Bu durumda 7, 25 0 dir. Her o < & icin

{neN:|fo(za) = f(@a)l Znu} CBa €T

-e

oldugu gosterilirse f,, LI) f olacaktir. n € N igin |f, (zo) — f (za)| > 1n olsun. Eger
n € B, ise durum agiktir. n € N\ B, oldugunu varsayalim. ky, € N igin n € Ay, olsun
(Buna gore n, =1/ (ko + 1) olur). Buradan n ¢ (J,;,, 5 ve boylece ey < 1/ (ko + 1) = 5,
olur. Dolayisiyla |f,, (za) — f (x4)] > €& olur ki bu bir geliskidir.

(it) = (i) : kK = |X]| olmak lizere X = {z,: a <k} olsun. n #k, a <k igin ELNEF =0
olmak tizere {ES :n € Nya < k} C Z olsun. f, : X — R fonksiyonlarim

1 @ o b o
w1 1€ By ve bir a <k igin

fo(z) =
0, diger yerlerde

seklinde tamimlayalim. f : X — R fonksiyonu ise sifir fonksiyonu olsun. Bu durumda

fn N f olup hipotezden f, (LTke f saglanir. O halde her o < k igin

{neN:|fulza) = flza)l Zen} €T

olacak bicimde ¢, 70 kogulunu saglayan bir (e,) pozitif reel say1 dizisi vardir. Ay =
{nie,>1/2yvek>1igin A, ={n:1/(k+2) <e, <1/(k+1)} olsun. Bu durumda
A € T, Upen Ax = N ve n # m igin A, N A, =0 dir. Her a < & icin

U (AkﬂUE?> €z

k>1 i<k

oldugunu géstermek istiyoruz. (J, oy (Ax N Uik Ef) = (AgNEY)U U1 (Ap N Uik EY)
ve Ag N E§ C Ef oldugundan | J,-, (Ap N Ui<s Ef) € T oldugunu gostermek yeterlidir.
n € Ups (Ap N Ui<w Ef)ise k> 1vei < kiginn e AyNE® olsun. O zaman n € E¢
iken f,(xs) = 1/(i+ 1) olur. Diger taraftan n € Ay iken ¢, < 1/(k+1) dir. i < k

oldugundan

1 1

|fu(2a) = f(za)| = Z—i——l > k——i-l > e,
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dir. Boylece

U (AkﬁUE?) C{neN:|fulra) — flza)| > cn} €7

E>1 i<k

olur. OJ

Teorem 3.3.2 N iizerindeki Z ve J idealleri igin W (Z, J) gergeklensin. Her X kiimesi

fn (LTke f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

ispat. Onerme 3.3.4’ten ve Teorem 3.3.1°den elde edilir. O

Teorem 3.3.3 Z ve J, N iizerinde W (Z, J) ozelligine sahip idealler olsun. Asagidakiler
denktir:

(1) | X| < b(Z,T) dir.

(77) X kiimesi iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin her (f,,) dizisi igin f, N f ise

o 225 £ dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) = (ii) : Bger |X| < b(Z,J) ise b(Z,J) gerceklenir. Buna gore Teorem
3.3.1’i uygulamak yeterlidir.

(i1) = (i) : Teorem 3.3.1’den B(Z,J,|X|) gerceklenir. Iki durum séz konusudur. Eger
1X| < cise b(Z,7) > |X|" > |X| dir. Simdi gésterelim ki ikinci durum yani | X| > ¢
olamaz. Eger | X| > cise b (Z,J) = ¢ ve bundan dolay: | X| < ¢* olur ki bu bir geligkidir.
O

Sonug 3.3.5 Z ve J, N iizerinde W (Z, J) ozelligine sahip idealler olsun. |X| > ¢ olan
her X kiimesi igin X iizerinde tammh reel degerli fonksiyonlarin &yle bir (f,,) dizisi vardir

(Zvj)'e
ki f, == f ve f, /— f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. Eger W (Z,J) gerceklenir ise Onerme 3.3.9’dan b (Z,J) < ¢. Béylece Teorem
3.3.3 uygulandiginda istenen sonug elde edilir. [

Sonug 3.3.6 X bosg olmayan bir kiime olsun. Z ve J, N iizerinde idealler olsun ve Z bir
P (J)-ideal olmasin. Bu durumda X iizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarin 6yle bir

(Z,T)-e
(f,) dizisi vardir ki f, — f ve f, +— f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. Onerme 3.3.5°den B (Z,J,1) gerceklenmez. Boylece Onerme 3.3.2 (i4)’den her
k> 1igin B (Z,J, k) gegerli degildir. O halde Teorem 3.3.1’den istenen sonug elde edilir.
O
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Ornek 3.3.4 (iv)’den eger J C T ise W (Z,J) gerceklenir. Bu durumda Sonuc 3.3.5

uygulanirsa Ornek 3.2.2 tekrar elde edilmis olur.

Teorem 3.3.3 ve Sonug 3.3.4’ten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.7 |X| > ¢ ve Z, N tizerinde bir P-ideal olsun. X iizerinde tanimh reel degerli

fonksiyonlarm her (f,,) dizisi i¢in f, Z, £ ise fo (Iﬂ-e

2015).

f dir (Filipéw ve Staniszewski,

7 = J =Fin alinip Teorem 3.3.3 uygulandiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.8 Asagidakiler denktir.
(1) | X| < b dir.
(17) X ktimesi tizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlarn her (f,,) dizisi i¢in f,, — f ise

fn = f dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Onerme 3.2.2, Teorem 3.3.3 ve Ornek 3.3.4 (iv)’den agagidaki sonuc cikar.

Sonug 3.3.9 7 ve J, N iizerinde idealler olsun. Asagidakiler denktir.

(1) X kiimesi tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlarin her (f,,) dizisi i¢in f, LTke f
ise f, N f dir ve X fizerinde tamimlh reel degerli fonksiyonlarin 6yle bir (f,,) dizisi
mevcuttur ki f, N fve f, (27&)_6 f dir.

(i1) J C Zve|X|>b(Z,J) dir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Bu kisimda son olarak ideal eg limitlerin tekligine iligkin bir karekterizasyon agagidaki gibi

verilmigtir.

Teorem 3.3.4 7 ve J, Niizerinde idealler ve X bog olmayan bir kiime olsun. Asagidakiler
denktir.
(i) Bger fo I8¢ fve £, I gise £ = g dir.

(17) Z ve J idealleri ortogonal degildir (Filipéw ve Staniszewski, 2015).

Ispat. (i) = (ii) : Varsayahm ki Z ve J idealleri ortogonal olsun. A € Z elemanim
N\ A € J olacak sekilde segelim. Her n € N ve z € X igin f,(z) = 0 ve f(z) = 0 olsun.
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e

Acgikga f, LI% f dir. Her € X i¢in g(x) = 1 olsun. Buradan

1

, n€eA
n+1

En =

2, neN\A

ile tanmml (z,) dizisi icin &, —+ 0 olup her z € X i¢in {n € N: |fu(z) — f(z)| > &,} =
A € T dir. Boylece f, (LTe g ve g # f olur ki bu bir celigkidir.

= (i) = = (i1) : (f,) bir dizi ve f, g iki farkh fonksiyon olmak {izere f,, (LTe fvefn (LTe
g olsun. f(xg) # g(wo) olacak sekilde o € X alahm ve ¢ = |f,(xo) — g(xo)| /3 > 0

secelim. 7, 50 ve Cn 74 0 olmak iizere

Ay = {n € N:|fulwo) — flao) =} €T

ve

Ac={n eN: [fu(z0) — f(xo)| = G} €T
dir. Buradan B, = {neN:n,>¢c} € J ve B, = {neN:(, >¢c} € J elde ederiz.
B = B,UB; € J olsun. Simdi N\ B C A, UA, € Z oldugunu gosterelim (BuZ ve J nin
ortogonal oldugunu gosterir). n € N\ B alahm ve n ¢ A, ve n ¢ A oldugunu varsayalim.

Buradan |f,(zo) — f(z0)| < mn < € ve |fu(xo) — g(x0)] < (n < € dur. Bundan dolay:
[ (z0) = g(wo)| < [f(20) = fulzo)| + [fulw0) — g(0)] < 2 olur. Bu f (o) # g (o) olmas:

ile celigir. O halde kabultimiiz yanhstir. [J
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, fonksiyon dizilerinin ideal eg yakinsakligi kavrami ve bununla iligkili olan kavram-
lar ayrintil olarak incelenmistir. Genel olarak, Das ve Chandra (2013), Das ve Dutta
(2013), Das ve ark. (2014), Filipéw ve Staniszewski (2014) ve Filipéw ve Staniszewski
(2015) tarafindan elde edilen sonuglar incelense de bu c¢aligmalarda yer alan 6rneklerin
¢oziimii ve teoremlerin ispatlari daha anlasilir bir matematiksel dil yardimiyla yorum-
lanmigtir. Das ve ark. (2014), Ornek 3.1.2°de, T sayilabilir iiretilmig bir ideal oldugunda
Z-noktasal yakinsakligin Z-eg yakinsakligi gerektirmedigini gostermis, fakat Z herhangi bir
ideal oldugunda bu sonucun gecerli olup olmayacagini agik bir problem olarak vermistir.
Filipéw ve Staniszewski (2014) ise Ornek 3.2.2'de kardinalitesi | X| > ¢ olan bir X kiimesi
tizerinde tanimh fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi i¢in bu sonucun dogrulugunu gostermistir.
Das ve ark. (2014), Teorem 3.1.2 de Z sayilabilir iiretilmig bir ideal oldugunda Z-eg
yakinsakligin o-Z-diizgiin yakinsakligi gerektirdigini ispatlamis ve burada bu sonucun
herhangi bir Z ideali i¢in gegerli olup olamayacagi sorusunu sormuslardir. Filipéw ve
Staniszewski (2014), Sonug 3.2.7’de kardinalitesi |X| > ¢ olan X kiimesi tizerinde tanimh
ve ark. (2014), Teorem 3.1.6’da X sayilabilir bir kiime oldugunda P-idealler igin ideal eg
yakinsakligin siizgeg es yakinsakligi gerektirdigini ispatlamig ve burada bunun sayilamayan
bir X kiimesi tizerinde tanimli fonksiyon dizileri i¢in gecerli olup olmayacagi sorusunu
sormuglardir. Filipéw ve Staniszewski (2014), bu sorunun olumlu cevabi yine | X| > ¢
Diger taraftan Filipéw ve Staniszewski (2015), ozellikle yeni tanimladiklar kardinaller
ve ideallerin baz1 6zellikleri araciligr ile Z-noktasal yakimsaklik ile (Z, J)-es yakinsaklik

arasindaki iligki iceren yeni sonuclar elde etmislerdir.

Buna gore, fonksiyon dizilerinin yakinsaklik tipleri iizerine olan ¢aligmalarda fonksiyon-
larin taniml oldugu kiimenin kardinalitesi tizerine gesitli kogullar konuldugunda daha iyi
sonuglarin elde edilebilecigini soyleyebiliriz. Ayrica tiglincii boliimiin, ikinci ve tiglincii
kisminda oldugu gibi yakinsakligin genellestirilmesi ile ilgili problemlerin ¢oziimlerinde
kiime teorisi metotlarinin kullanilimi bu alanda aragtirma yapan matematikcilere yeni ve

onemli sonuclar elde etmeye olanak saglayacaktir.
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