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SIMGELER ve KISALTMALAR

N - Dogal sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi, yani (—oo, +00) aralig1
R, [0, 00) araligs

R™ . m-boyutlu Reel sayilar kiimesi, m € N

C :  Kompleks sayilar kiimesi

<.,.> - Ig-carpim fonksiyonu

Sp(A),a(A) : A operatorlerinin spekturumu

Af() . f fonksiyonunun diverjansi

L[a, b] . [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar sinifi
H—H : Hermite-Hadamard

R . Reel sayilar kiimesi

B(H) * H'dan H' ya sinirli operatorlerin kiimesi

B(H)* *H'dan H' ya pozitif siirli operatorlerin kiimesi

B(H)3, * H'dan H' ya pozitif sinirli 6zeslenik operatérlerin kiimesi

\1



1. GIRIS

Elster ve Neshse [1], konveksel fonksiyonlar simifini, yani f : S C R" — R™ fonksiyonu

i¢in z,y € S ve X € [0, 1] olmak fizere

fz) < AM(@)+ 1 =MNf(y) (1.0.1)

esitsizligini saglayan z € .S noktalarini igeren fonksiyonlara konveksel denir, incelemislerdir.
Eger S bir konveks kiime ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f’nin konveksel
oldugu acgiktir. Ashinda Elster ve Nehse konveksel matematiksel programlama i¢in optimal
sart altinda bir eyer(biikiim) noktasi elde etmiglerdir.

Hayaski ve Komiya [2] hem konveksel fonksiyonlar1 hem de konveksel fonksiyonlar igin
bir Gordan tipi teorem geligtirmigler. Ilaveten, konveksel programlar icin Lograngion du-
alligini aragtirmiglardir.

Hanson [4], her z,y € S C R i¢in

fl@) = flu) > [n(z,w)]"Vf(u) (1.0.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyona sahip f : S C

R — R diferansiyellenebilir fonksiyonlarini géz oniine almigtir. Burada ”A” sembolii
diverjansi gostermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafindan inveks olarak isim-
lendirilmistir. Bu terim ise ”invariant convex” ifadesinden kisaltilmistur.

Craven ve Glover [5], Ben-Israel ve Mond [6], ayrica Martin [7] invex fonksiyonlar sinifinin,

sabit noktasi (f'(z) = 0) global minimum olan fonksiyonlar simifina denk olsugunu gostermislerdir.
Ben-Israel ve Mond [6], Hanson ve Mond [8] daha genel olan yani, S iizerinde diferan-

siyellenmeyen fonksiyonlarin, her z,u € S ve A € [0, 1] i¢in

flu+M(z,u)) < Af(z)+ (1 =) f(u) (1.0.3)

esitsizligini saglayacak sekilde bir n-boyutlu n(z,u) vektor fonksiyonunun varhgini ispat
etmiglerdir. ayrica diferansiyellenebilen fonksiyonlarin hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)’i
sagladigini gostermigerdir. Bu kogullar altinda (1.0.3) esitsizligini saglayan bu fonksiyon-
lara V. Jeyakumar tarafindan ”pre-invex” ismi verilmigtir. Ayrica, f : S C R" — R™
m-boyutlu vektor degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eger f’nin bilegenlerinin her
biri, n-ya gore S lizerinde pre-invex ise, bu f’ye n’ya gore S iizeinde preinvextir denir.
Her z,u € S ve X € [0,1] i¢in
u+ An(z,u) €S



olup, buradan preinvex fonksiyonlar konvekseldir.

Yukaridaki agiklamalardan da anlagilacag: iizere, invekslik ve preinveksligin nasil ortaya
giktiginin 6zetini verdik. Simdi bu fonksiyon sinifinin "neden” ortaya ciktigini kisaca
soyleyelim. Konveksligin bu yeni genellestirmesi, optimizasyon poblemleri, statik ve di-
namik problemleri, Pareto veya coklu-amag programlama problemleri vb. konularinin
daha iyi anlagilmasi ve ¢oziilmesi icin matematikgciler tarafindan elde edilmistir. Bu tezin,
bir ¢ok uygulama alanina sahip olan preinveks fonksiyonlar siifini literatiirde var olan
ve temel kaynak olarak kullandigimiz Ghazanfari'nin [9], [14], [26] bilimsel ¢aligmalarini
ayrintili bir sekilde inceleyip, operator preinvekslik alaninda ¢alisma yapmak isteyen bilim

insanlarina Tirkce bir kaynak olacagini diigiiniiyoruz.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. + : L x L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
A) L + iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Ligin x4+ (y + z) = (v + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in © 4+ 0 = § 4+ x = x olacak gekilde 0 € L vardir.

G4. Her z € L i¢in « + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardir.
G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + « dir.

B) x,y € L ve o, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. ax € L dir.

L2, a.(x +y) = a.x + oy dir.

L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.

L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemamdir). F' = R ise L ye reel lineer uzay,

F = C ise L ye karmagik lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F bir cisim ve V ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
c € I olmak tizere T': V — W dontigimii,
aT(u+v)=T(u)+T(v)

b T(cu) = ¢I'(u) sartlarini saghyorsa T' ye V iizerinde lineer déniigiim denir .

Tanmim 2.0.4 (Ig-carpim uzay1): F(RveyaC) olmak iizere, X bir vektor uzay1 olsun.

7

(,.) : X x X — F doniigimi agagidaki ozelliklere sahip ise ” (.,.)” dontigimiine X

tizerinde bir i¢-carpim, (X, (.,.)) ikilisine de ”ig-garpim” uzay1 denir:

1. Vz € X i¢in (z,2) > 0 ve (z,2) =0 <— o = Ox;



2. Va,y € X icin (z,y) = (y, 2);
3. Vx,y € X ve a € F igin (ax,y) = a(z,y);
4. Vr,y,z € X i¢gin (v +y,2) = (z,y) + (v, 2).

Remark 2.0.1 F = R olmasi halinde 2. ézellik (z,y) = (y,z) olur. I¢-carpim tanimimi

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.

1. Vx,y,z € X ve Vo, f € F i¢in (ax + By, 2) = a(x,y) + 5y, 2),
2. Vz,y € X ve Va, € F i¢in (x,ay) = a(x,y);
3. Va,y € X ve Vo, B € F icin (z,ay + 2) = a(z,y) + B(y, 2).
Tanim 2.0.5 (Norm): (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 olsun. Bir x € X vektér normu
= ll= (2,2)2 (20.1)
seklinde tanimlanan reel sayiya denir.

Tanim 2.0.6 (Hilbert Uzay1): (X, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger bu i¢-¢arpim
uzay1 (2.0.1) normuna gore tam ise, yani (X, (.,.)) i¢-carpim uzay1 igindeki her Cauchy

Dizisi (2.0.1) norma gore yakinsak ise bu i¢ garpima bir "Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.7 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her x € X i¢in
Az = x ise A operatoriine birim(6zdeglik) operator denir. I, E ve Iy sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.8 (Simirli Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve goriintii kiimesi R(A) C Y olan bir operatér olsun. Eger A operatorii D(A)
‘min X’ de simurh her kiimesi R(A)'min Y de sinirh bir kiimesine kargilik getiriyorsa A’ ya

"simirlt bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az |ly<c| @ ||lx, her z € D(A)

olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”smurl bir operator” denir.

Tanim 2.0.9 (Lineer Operator): X ve Y aym F' cismi tizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
Aoz + By) = aA(z) + BA(y), Yz,y € D(A) ve Yo, B € F

ise A’ya ”lineer operator” denir.



Tanim 2.0.10 (Eslenik ve (")z-e§lenik Operator): A, H Hilbert uzayinda siirh lineer
bir operator olsun. Eger her f, g € D(A) C H igin

(Af,g) = (f,A%g)

saglaniyorsa A* a A'nin ”eglenik operatorii” denir.

Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6zeglenik operator denir.

Tanim 2.0.11 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayi ve A : D(A) C H — H bir lineer

operator olsun.

p(A) :={ e C:(A-\E)" € L(X)}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak tizere R(\; A) = (A — A\E)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tas1” veya ”¢oziicii operatori” adi verilir.
Tanim 2.0.12 (Spektrum): H bir Hilbert uzayi olsun.
Sp(A) = a(A) := C\ p(A)
kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.

Asagidaki esitsizligi, a < b, a,b € R ve R iizerinde tanimlanan herhangi bir konveks

f fonksiyonu icin yazabiliriz.

f(“*b) <1 /  fayd < L@ HI0) (2.02)

2 “b—a 2

Buradaki iki esitsizlik eger yon degistirirse [a, b] iizerinde konkav olur. (2.0.2) esitsizligi
literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Biz Hermite Hadamard esitsizligini,
Jensen egitsizliginden ve konvekslik tanimindan kolayca elde edebiliriz. Klasik Hermite-
Hadamard esitsizligi f : [a,b] — R siirekli bir konveks fonksiyonun ortalama degerini
verir. Dragomir ve Agarwal [15] konveks fonksiyonlari igeren Hermite-Hadamard esitsizliginin

sag tarafini elde etmislerdir.



Teorem 2.0.1 [15] Kabul edelim ki a,b € R, a < b ve f : [a,b] — R, (a,b) lizerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f', [a, ] iizerinde konveks bir fonksiyon ise

flo) + 1) b_a/ ] < OO @ ILO) 203

esitsizligi saglanir.
Tamim 2.0.13 [27] Bazi s € (0, 1] sabiti i¢in, eger her z,y € Ry ve X € [0, 1] i¢in
fOz 4+ (1= Ny) <A f(2) + (1= A f(y) (2.0.4)

esitsizligi saglaniyorsa f : Ry — R fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks denir.

Dragomir ve Fitzpatrick [23] ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin Hadamard esitsizliginin

ispatin1 yaptilar.

Teorem 2.0.2 [23] Kabul edelim ki f : Ry — Ry ikinci anlamda s-konveks fonksiyon
olsun. Eger f € Lla,b] ise, o zaman s € (0,1}, a < b ve a,b € Ry i¢in

L (a+Db f(a) + [ (b)
251 < <" "7 2.0.5
f( 2 ) r - s+1 ( )
esitsizligi saglanir. Buradaki ﬁ sabiti (2.0.5) esitsizligi igin bulunabilecek en iyi sabittir.

Alomori ve ark.[22] s-konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard esitsizliginin sol yanim elde

ettiler.

Teorem 2.0.3 [22] f : I C Ry — R, [ iizerinde diferansiyellenbilir bir doniigiim ve
a,b € I, a < bicin f € L[a,b] olsun. Eger |f'|, s € (0,1] sabiti icin [a,b] iizerinde

s-konveks ise, o zaman

() o

esitsizligi saglanir.

[If( a)l +2(s + DI (432 + £ ()]
s—l—l) 2(s+2)

T| <5

Kirmaci ve ark.[29] s-konveks fonksiyonlar igin Hermite Hadamard esitsizliginin sag tarafim

elde ettiler.



Teorem 2.0.4 [22] f : I C Ry — R, [ {izerinde diferansiyellenbilir ve a,b € I, a < b
olsun. f' € La, b] ve |f’], s € (0, 1] sabiti i¢in [a, b] lizerinde s-konveks ise, o zaman

fla) + f( b—a)( 2600 + 1) T f (a)] + | £ (b)]
2 /f z| = 25(s+1)(s+2) { 2 ]

(2.0.6)

esitsizligi saglanir.

Kikikanty [28], Banach uzaylarinin geometrisinde Hermite-Hadamard esitsizligini elde
etmistir. Konveks fonksiyonlarin 6zel bir genellegtirmesi olan inveks ve preinvekslik, Han-

son [3] tarafindan ¢aligilmigtir.

X bir vektor uzay1 ve z,y € X, x # y olsun. t € [0, 1] i¢in
[z,y] = (1 —t)z +ty

parcasini tanimlayalim.

f i [z,y] — R fonksiyonunu ve

g(xz,y): [0,1] — R

9(z,y)(t) == f((1 = t)z + ty), t €[0,1]

fonksiyonunu diistinelim.

f in, [z, y] tzerinde konveks olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul g(z,y) nin [0, 1]
tizerinde konveks olmasidir. Bir [z,y] € X pargasi iizerinde tamimlanan herhangi bir

konveks fonksiyon igin, g(z,y) : [0,1] — R konveks fonksiyonundan

T+y f(z) + )
f( ) / f((1=t)x + ty)dt < — (2.0.7)

Hermite-Hadamard integral esitsizligini yazabiliriz. Dragomir[24],[25] operator preinveks
ve operator konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin operator versiy-

onunu elde etmigtir.

Simdi, simirli 6zeglenik operatorlerin siirekli foksiyonlari igin bir (H, (., .)) Hilbert uzay
lizerinde tiim simirh lineer operatorlerin kiimesi olan B(H) da operatorlerde siralamayi
inceleyelim. A, B € B(H) 6zeslenik operatorleri ve her x € H vektorii igin eger (Ax, x) <

(Bx,z) ise, o zaman A < B yazabiliriz. Buna operatorlerde siralama denir.



A, bir (H;(.,.)) kompleks Hilbert uzay1 iizerinde siirli 6zeslenik bir operator ol-
sun. Gelfand doniigiimii, A tarafindan iiretilen C*(A) C*-cebiri, H iizerinde 1y birim
operator, Sp(A) olarak gosterilen A nin spektrumu iizerinde tanimlanan kompleks degerli
tiim fonksiyonlarin C'(Sp(A)) kiimesi arasinda @ izomorfizm *-izometrigi ile sekilde ku-

ruldu. Herhangi f, g € C(Sp(A)) ve herhangi a, 8, € C icin, ([19], 5.3)
(i) ©(arf + Bg) = a®(f) + BP(g);
(i1) ®(fg) = 2(f)2(g) ve O(f*) = O(f)";
(idi) [|R(A) = [1f]] = suprespin | f(E)];
(iv) (fo) = 1y ve ®(f1) = A, burada t € Sp(A) igin fo(t) = 1ve fi(t) = t;
yazabiliriz.

Bu notasyonla, biz tiim f € C(Sp(A)) i¢in

f(4) = 3(f) (2.0.8)
tanimlayabiliriz ve bu da bize bir A sinirli 6zeslenik operatorlertintin bir f-fonksiyonu

altindaki gortintiisiiniin ne anlama geldigini gosterir.

Eger A, smurh 6zeglenik bir operator ve f, Sp(A) tizerinde reel degerli stirekli bir
fonksiyon ise, o zaman herhangi bir t € Sp(A) i¢in f(t) > 0 olmasi, f(A) > 0 demektir,
yani f(A), H tizerinde pozitif bir operatordiir. Dahasi, f ve g, Sp(A) {izerinde reel degerli
stirekli iki fonksiyon olsun. Her ¢ € Sp(A) i¢in

(P) f(t) <g(t)

ise, o zaman B(H) daki operator siralamasina gore f(A) < g(A) dir. Spektrumlar1 / C R
de olan her A, B € B(H) i¢in

(0C) f(1=XNA+AB) < (2)(1—-A)f(A)+Af(B)

esitsizligi saglaniyorsa, I C R araligi tizerinde f reel degerli siirekli bu fonksiyona operator

konveks(operator konkav) denir.

Operator konveks (operator konkav) ve operatéor monoton fonksiyonlar tizerinde bazi

temel sonuclar [19] de verilmistir.



Dragomir [18] operator konveks fonksiyonlar i¢in agagidaki sekilde Hermit-Hadamard

tipi esitsizligi ispatlamigtir.

Teorem 2.0.5 [18] f: I C R — R fonksiyonu [ aralig iizerinde operator konveks olsun.

O halde spekturumlar1 I’da olan her 6zeglenik A ve B operatorleri icin

(D) <) CP) (577 e

/f (1 —1)A +tB)dt
%[ <A+B> )+f(B)]<§f(A)+f(B))

IN

esitsizligi saglanir.

Tanmm 2.0.14 [26] I, Ry da bir aralik ve S C B(H)™ 1 konveks bir alt kiimesi olsun.
Eger tim A € [0,1] ve s € [0, 1] i¢in spektrumlar1 /-da olan S spekturumunda her A ve

B porzitif operatorleri icin
FOAA+ (1 —=XN)B) < X f(A)+ (1 —=X)°f(B) (2.0.10)
ise, f: I — R stirekli fonksiyonuna I iizerinde operator s-konveks denir.

Teorem 2.0.6 [26] f : [ C Ry — R, S C B(H)* operatorleri i¢in I araligy tizerinde
s € (0, 1] sabiti i¢in operator s-konveks bir fonksiyon olsun. O halde, I da S spekturumu
icinde tiim A ve B pozitif operatorleri igin

25‘1f(A+B> /f (1-1) )+tB)dt<w (2.0.11)

esitsizligini yazabiliriz.



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Operator Preinveks Fonksiyonlar icin H-H Tipli Esitsizlikler

Bu kisim hazirlanirken Ghazanfari'nin [9], [14] ¢alismasindan faydalanilmigtir.

3.1.1 Operator Preinveks Fonksiyonlar
Tanim 3.1.1 X bir reel vektor uzayi, S C X bir kiime olsun. Eger her x,y € S ve
t €[0,1] i¢in
y+in(z,y) €S (3.1.1)
ise S kiimesine 7 : S x S — X doniigiimiine gore invekstir. Her konveks kiime
n(r,y) =x—y

doniigimiiyle invekstir. Fakat her inveks kiime konveks degildir [13]. S, n: S x S = X
doniigimiine goére inveks bir kiime olsun. Her z,y € S igin x ve v := x + n(y, ) olmak
tizere, P,, n-yolu

Powi=z:z=x+tn(y,x): t€l0,1]

seklinde tammmlanir. Eger her z,y € S ve ¢t € [0, 1] i¢in

(C) n(y,y +tn(x,y)) = —tn(z,y) (3.1.2)

n(x,y +in(z,y)) = (1 —t)n(z,y) (3.1.3)

ise 7 doniigiimi (C') kogulunu saglar denir. Eger 1, (C') kogulunu saglarsa, her z,y € S
ve \V/tl, tQ S [0, 1} 1(;111

n(y +ton(x,y),y +tin(z,y)) = (t2 — t1)n(z,y) (3.1.4)

esitligi saglanir. Bunun ispati igin [20] ve [21]’ye bakabilirsiniz.

Tanim 3.1.2 S C B(H),, kiimesi 7 : S x S — B(H),, ya gore inveks bir kiime olsun.
Eger, her A, B € S ve t € [0,1] igin siirekli olan f : R — R fonksiyonu

f(A+1tn(B, A) < (1 —1)f(A) +tf(B) (3.1.5)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona S iizerinde n ya gore operator preinvekstir denir.
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Her operator konveks fonksiyon n(A, B) = A — B dontigiimiine gore operator preinvekstir
fakat tersi dogru degildir. Simdi 7 déntigtimiine gore (C') kogulunu saglayan bazi operator

preinveks fonksiyon ve inveks kiime ornekleri verelim.

Ornek 3.1.1 Varsayalim 15 H Hilbert uzay1 iizerinde bir birim operatorii,

T:=(-3x1yg,—1x1y) = {A€B(H)yW:-3x1y<A<—-1x1y}
UZ:(lH,4X1H) = {AEB(H)sa21H<A<4X1H}
S:=TUU C B(H)

ven 1S xS — B(H)s, fonksiyonu

B A BeU
B, A BeT
ly— B, ABeT
—1ly—B, AceUBeT

A —
A —

nl(Aﬂ B) -

olsun. 7;’in (C') kogulunu sagladigr ve S kiimesinin r; fonksiyonuna gore inveks oldugu
agiktir. f(t) = t* reel fonksiyonu S kiimesi tizrinde 7; e gore preinvekstir. Fakat a,b € R

icin g(t) = a + bt fonksiyonu S kiimesi {izerinde n; e gore preinveks degildir.

Ornek 3.1.2 V := (=2x15,0), W := (0,2x 1), S := VUW C B(H)s veny : Sx S —
B(H)s, fonksiyonu

A—B, A BeV veya A, BeW
(A4, B){ 0 d?ger

seklinde tamimlansin. 79, (C') kogulunu saglar ve S kiimesi 1, ye gore invekstir. a € R

icin f(t) = a sabit fonksiyonu S iizerinde 7, ye gore sadece preinveks fonksiyondur.

Ornek 3.1.3 f(t) = — | t | fonksiyonu

A—B, A/B>0 veya A,B<0
(4, B>{ B — A, diger

fonksiyonuna gore konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur.

Onerme 3.1.1 S C B(H),, kiimesi n : S x S — B(H),, ye gore inveks bir kiime ve
f : R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki n, S iizerinde C' kosilunu saglasin.
O halde her A, B € Sve V = A+ n(B,A) igin f fonksiyonun P4y 71 yolu {izerinde 7 ye

gore preinveks olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her x € H, || = ||= 1 igin

pz.a8(t) = (f(A+1tn(B, A))r, ) (3.1.6)
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seklinde tanimlanan ¢, 4 5 :

[0,1] — R fonksiyonunun [0, 1] iizerinde konveks olmasidir.

Ispat. =" Kabul edelim ki z € H, || z ||= 1 ve ¢, a5, [0, 1] iizerinde konveks olsun.

Ch
ve
Cs

A € [0, 1] olmak {izere (3.1.6) ile

(f(C1+ Mn(Cy, Ch))z, x)

A+t17](B,A> - PAV

A+t27](B,A> € Pay

(fF(A+ (L = Nt1 + Xo)n(B, A))z, )
Ve ap((1 =Nty + Ma)

(1 = N)a,a8(t1 + Apza,5(t2))

(1 =X (f(Cr)z, ) + A(f(Co)z, x)

(3.1.7)

Boylece f fonksiyonu P4y 7 yolu iizerinde 7 ye gore operator preinvekstir.

7<«<" Tersine, A, B € S ve f fonksiyonu P4y 7 yolu tizerinde 1 ye gore operator operator

preinveks ve ty,ty € [0, 1]

@m,A,B((l — )\)tl + )\tg)

A‘Pw,A,B (t2>

olsun. O halde her A € [0,1], x € H, || z ||=1 i¢in
fA+ (1=

Mty + Ma)n(B, A))z, x) (3.1.8)

+ (1 =N{f(A+ti(B, Az, z)
+ (1 = N)za5(t1)

elde edilir. Boylece ¢, 4 p fonksiyonu [0, 1] tizerinde konvekstir.

Teorem 3.1.1 S C B(H)g, n: SxS — B(H)s, doniigiimiine gore inveks bir kiime ve 7,
(C) kogulunu saglasin. Eger her A, B € SveV =A+n(B,A) igin f: I — R fonksiyonu

A ve V operatorleriyle P4y 7 yolu tizerinde n ye gore preinveks ise agsagidaki egitsizlik

saglanir.
A+V

F5)

IN

IA

IN

i

[ 3A+V (3.1.9)

A+3V)}

1
5 )+ f( 1
/ (A+tn(B,A))dt

(ALY, S+ S0

(A)+f( )

1
2
f
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Ispat. : (Az,z) € Sp(A), (Va,z) € Sp(V) olmak iizere z € H, || z ||= 1 ve t € [0,1] icin
(A+tn(B,A))x,x) = (Azx,z) + t{n(B, A)z,z) € I (3.1.10)

yazabiliriz. f fonksiyonunun siirekliliginden ve (3.1.10) esitliginden

1
/ F(A+ (B, A))dt
0
operator degerli integrali vardir. 7, (C') kogulunu sagladigindan her ¢t € [0, 1] igin

A+ %n(B, A) = A+ (B, A) + %n(A + (1= t)(B, A), A+ tn(B,A)).  (3.1.11)

esitligi dogrudur. f fonksiyonu n’ye gore preinveks oldugundan

A+ n(B.A) < Sf(A+t(BA)+ f(A+(1—On(B.A)  (3112)

S0 = () + t(B)] + S[t(A) + (1 - )/ (B)]

f(A) + f(B)
2

IN

IN

Buradan (3.1.12) 'nin her iki tarafini [0, 1] {izerinde t’ye gore integrali alinir ve dogru olan

/1 F(A+tn(B, A))dt = /l F(A+ (1 — t)n(B, A))dt (3.1.13)

integral esitligini kullanirsak

f(A + (A+7}(B,A))>

: < [ st

f(A) + f(B)

<
- 2

egitsizligini elde ederiz. Boylece her A, B C I Ozeslenik operatorler ve preinveks fonksiy-
onlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligini elde ederiz.

Reel degerli ¢, 45 : [0,1] — R fonksiyonu

prap(t) = (f(A+1in(B,A))z, )

seklinde tanimlansin. Bir onceki onermeden ile f operator preinveks oldugundan ¢, 4 5,
[0,1] {izerinde konveks fonksiyondur. Reel degerli konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligini kullanirsak

R R
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Burada a = 0,0 = % alirsak

() as) < 2 [ st < (LI,

esitsizligini elde ederiz.

Eger a = %,b = 1 olarak secersek

ey < 2 [ enstom < JOHED,

Yukaridaki (3.1.14) ve (3.1.14) egitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

(Y (52 er) = [utoim s

(sl 50+ F o)

esitsizligini elde etmisg oluruz. Son olarak f fonksiyonunun siirekliliginden

/01<f(A+t77(B,A))x,x>dt = </01f(A—|—tn(B,A))dtx,x>

ve (3.1.11) esitliginden

f<A12LV> < %[f(gAZV>+f<A—ZSV)] < f(A) + f(B)

Boylece ispat tamamlanir. Bu teoremin bir sonucu olarak

Sonug 3.1.1 Teorem 3.1.1°in varsayimlar: altinda,

! ATV _fA)+ V) [
0 < A B, A))dt — < — A B, A))d
< /Of( +1n(B, A))dt f( 5 ) 5 /Of( +n(B, A))dt
esitsizligini elde ederiz.

Ornek 3.1.4 Ornek (3.1.1) deki sartlar altinda Her A, B € S ve V.= A+ (B, A) icin

(555) < %E(?’AI 5 ()]
| s aypa
(550 + ()
A? + B?

2

IN

IN

IN
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saglanir. Asagida verecegimiz Teorem, [14] deki Teorem 3.1’in genellegmis halidir.

Teorem 3.1.2 f: I — RT siirekli bir fonksiyon, S C B(H ), kiimesin : Sx S — B(H)sa
ye gore inveks bir agik kiime ve 1, (C') kogulunu saglasin. Her A, B € Sve V = A+n(B, A)
icin f fonksiyonu, spektrumlar1 I'da olan A ve V operatorleri ile P4y 71 yolu tizerinde n
ye gore operator preinveks olsun. O zaman her a,b € (0,1),a <bveherx € H, || z ||=1

‘%</Oa f(A+ Sn(B,A))dsx,x> + %< /Obf(A+ sn(B,A))dsx,x>

- bia/ab</0tf(A+$77(B,A))dsx,x>‘

P LA+ an(B, A))a,a) + (F(A +bn(B, A))a,2))

<

(3.1.14)

I3 [t s, anse, )+ 5( [ 504+ on(, s, )

_ bia/ab</Otf(A+sn(B,A))dsx,m>H

b_T“ | F(A+an(B, A)) + f(A+bn(B, A)) ||

b—a
- 8

IN

I F(A+an(B, A)) [| + || F(A+0n(B, A)) ]

(3.1.15)

esitsizligi saglanir.

Ispat. A, Be Svea,be (0,1),a<bolsun. s,t€[0,1]vez e H, || z|=1 i¢in

o(t) == </0tf(A+ 377(B,A))dsx,x>

seklinde ¢ : [0,1] — R fonksiyonunu tanimlayalim. f fonksiyonunun, i¢ garpim fonksiy-

onunun stirekliligini ve operator degerli fonksiyonlarin integral ozelliklerini kullanarak

</Otf(A+sn(B,A))dsx,x>:/Ot<f(A+sn(B,A))dsa:,:v>

f(A+sn(B,A)) > 0 oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in (t) > 0 dir.
Her ¢t € (0,1) i¢in

/

p (1) = (f(A+sn(B, A))x,x) > 0
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Béylece | ¢ () |= ¢ (t). f fonksiyonu P4y 7 yolu 1 yoluna gére preinveks oldugundan ve

Onerme 1 den ¢’ fonksiyonu konvekstir. (??) numarali egitsizligine gore ¢ fonksiyonu

SOLTON By g R

ve (3.1.14) elde edilir. Her z € H, || z ||= 1 igin (3.1.14) esitsizliginin her iki tarafinin
supremumu almirsa (3.1.15) esitsizligi elde edilir. Eger Teorem 3.1.1 de n(B,A) = B— A
olarak distiniiliirse o zaman f : I — R bir operator konveks fonksiyon ve V' = B olabilir.
Boylece Teorem 3.1.2 {in sonucundan Teorem 2.0.5 hesaplanabilir. Teorem 3.1.27in bir
uygulamasi olarak agsagida, [14] de Teorem 2.1’in bir genellegtirmesi olan teoremi yazabil-

iriz.

Teorem 3.1.3 f: I — R fonksiyonu I aralig1 tizerinde bir operator konveks fonksiyon

olsun. O halde spektrumlar1 I’da olan her 6zeslenik A, B operatérleri ve a,b € (0,1),a < b

icin
’%</Oaf((1—s)A+sB)ds:c,x>+%</Obf((1—s)A+sB)dsx,w>
_ bia/ab</0tf((1—s)A+sB)dsx,x>‘
< YTOR (- @) A+ aB)e 2 + (F((1L - B)A+ bB),2))
(3.1.16)
H%</Oaf((1—s)A+sB)dsx,x>+%</Obf((1—s)A+sB)dsx,x>
- bia/ab</0tf((1—s)A—l—sB)dsx,a:>H
< (0 - A+aB) = f(1-DA+B) |
< DU A1 - @A+ aB) |+ F( - 5)A+B) ]
(3.1.17)

esitsizlikleri elde edilir.

3.2 Operator a-Preinveks Fonksiyonlar igin H-H Tipli Esitsizlikler

Bu kismin yazilmasinda Wang’in [11] ¢aligmasinan faydalanilmigtir.
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3.2.1 Operator a-Preinveks Fonksiyonlar

Tamim 3.2.1 I, Ry da bir aralik ve S C B(H){, kiimesi n : S x S — B(H){, ye gore
inveks bir kiime olsun. Eger her ¢t € [0,1] , o € [0, 1] ve spektrumlar1 /’da olan her pozitif

A, B operatorleri i¢in
f(A+tn(B,A) < (1-1%)f(A)+t*f(B) (3.2.1)

esitsizligi saglaniyorsa siirekli f : I — R fonksiyonuna 7 ye gore a-preinveks fonksiyon

denir.

Her operator 1-preinveks fonksiyon operator preinvekstir ve (A, B) = B— A doniigiimiine

gore her operator a-preinveks fonksiyon operator a-konvekstir.

Tamim 3.2.2 I, Ry da bir aralik olsun ve her ¢ € [0, 1], « € [0, 1] olsun. Bu durumda her
A, B € B(H)}, pozitif operatorleri igin

f@A+(1—-t)B) < t*f(A)+ (1 —t%)f(B) (3.2.2)
esitsizligi saglaniyorsa stirekli f : I — R fonksiyonuna operator a-konveks fonksiyon denir.

Lemma 3.2.1 S C B(H)/ kiimesi n : S x S — B(H){, ye gore inveks bir kiime ve
f I C Ry — R siirekli bir fonksiyon olsun. Varsayalim 7, S {izerinde (C') kosilunu
saglasm. O halde her A, B € S, a € [0,1] ve V = A+ (B, A) i¢in f fonksiyonun P,y
1 yolu iizerinde 7 ye gore operator a-preinveks olmasi igin gerekli ve yeterli kogul her

v € Hl2]| = 1 igin

seklinde tanimlanan ¢, 4 g : [0, 1] = R fonksiyonunun a-konveks olmasidir.

Ispat. =" 2 € H, a € [0,1] ve ¥z a8, [0,1] iizerinde a-konveks olsun.
C, = A+ tﬂ](B,A) € Pay
ve

Cy = A+t27](B,A>€PAV
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A € [0, 1] olmak iizere (3.2.3) ile

(f(Cy + Mn(Cy, CY))x, x) (F(A+((1 =Nty + M2)n(B, A))z, ) (3.2.4)
= QO%A’B((l — )\)tl + )\t2)
< (1= XY ap(tt + A0z a.8(t2))

= (L= AN)(f(C)z, z) + A" (f(Co)z, x)

seklinde yazabiliriz. Boylece f fonksiyonu P4y 1 yolu iizerinde tizerinde n ye gore operator
a-preinvekstir. <" Tersine, A, B € S ve f fonksiyonu P4y 7 yolu tlizerinde tizerinde n
ye gore operator a- preinveks ve ti,ts € [0,1], @ € [0,1] olsun. O halde her A\ € [0, 1],
re€H | x]|=1ign

Coap((1—=Nt1 +AM2) = f(A+((1— Nt + M2)n(B, A))z, z) (3.2.5)
= (f(A+tim(B,A)+ n(A+tm(B, A)), A+ tin(B, A))z, x)
< XY(f(A+ tan(B, Az, z) + (1 — X)(F(A + typ(B, Az, 2)

= Apap(ta) + (1 =Xz a5(t1)

elde edilir. Bu ise ¢, 4 p fonksiyonunun [0, 1] {izerinde a-konveks oldugunu gosterir.

3.2.2 Operator a-Preinveks Fonksiyonlar igin H-H Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.2.1 S C B(H)7, kiimesi n: S x S — B(H){, ye gore inveks bir kiime ve f :
I C Ry — R siirekli bir fonksiyon olsun. n’'nin S iizerinde (C') kogilunu sagladigini kabul
edelim. O halde her A,B € S, a € [0,1] ve V. =A+n(B,A) igineger f : I CRy —» R

fonksiyonu P4y 7 yolu tizerinde 1 ye gore operator a-preinveks ise her x € H i¢in

A+V ! af(A)+ f(B)
< < 2.
(=) = /0 F(A+ (B, A))dt < 2 (3.2.6)
esitsizligi saglanir.
Ispat. : Her z € H ve t € [0,1] i¢in
(At (B, A)a,5) = (Ar,a)+tln(B, Ay, ) € 1 (3:2.7
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yazabiliriz. Burada (Az,z) € Sp(A) C I ve (Vx,z) € Sp(V) C I. f fonksiyonun
stirekliliginden ve (3.2.7) esitsizliginden fol f(A+tn(B, A)) integrali vardir. 1, (C) kogulunu
sagladigindan ve f fonksiyonu 7 ye gore a-preinveks oldugundan her ¢ € [0, 1] igin

f(A+ %77(3714)) (3.2.8)
— f(A+ (B, A)+ %n(A + (1= (B, A), A+ tn(B, 4)))

S (1= o) f(A+ (B, A)) + o f(A+ (1~ t)n(B, A))

< {1-e s - -0}

b e - - 05(3))

esitsizligi elde edilir. (3.2.8) esitsizliginin her iki tarafinin ¢ € [0, 1]’ye gore integrali alinirsa

(3.2.6) esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlamr. Ayrica bu ispati yaparken

/ F(A+ tn(B, A) / F(A+ (1— (B, A))dt (3.2.9)

esitligide kullanilmigtir.

Remark 3.2.1 Yukarida verilen Teoremde v = 1 alimirsa Teorem 77 elde edilir. aq, as €
[0,1] igin f: I C Ry — R operatér ay-preinveks ve g : I C Ry — R operator as-preinveks
fonksiyon olsun. Her A, B pozitif operatorleri ve x € H igin H iizerinde M (A, B) ve
N(A, B) fonksiyonlarimi tanimlayalim;

M(A, B)(z) = (f(A)z,2)(g(A)x, z) + (f(B)z,2)(9(B)z,z) (3.2.10)
N(A B)(x) = (f(A)z,z)(g(B)z,z) + (f(B)z,z){9(A)z,z)

Teorem 3.2.2 S C B(H)! kiimesi n : S x S — B(H)!, ye gore inveks bir kiime ve
f I C Ry — R siirekli bir fonksiyon olsun. n'nin S {izerinde (C) kosulunu sagladigim
kabul edelim. Eger her A, B € S, oy, a0 € [0,1] ve V = A+ n(B, A) igin strekli f: I C

Ry — Rve g: I C Ry — R fonksiyonlar1 P4y 1 yolu tizerinde n ye gore sirasiyla operator
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aq, ag-preinveks ise bu durumda her x € H ve (3.2.10) de verilen M (A, B), N(A, B) igin

/01<f(A +tn(B, A))x,x)(g(A + tn(B, A))z, z)dt (3.2.11)

10 — 1
(a1 +1)(az +1)

0421—1— 1 (f(A)z,z){9(B)x, )
1

(f(A)z, z)(g(A)x, x)

_|_

(f(B)z, z){g(A)x, z)

+Oél+1
1

+—
op +az+1
esitsizligi dogrudur.

Ispat. : Her z € H ve t € [0,1] i¢in
(A+tn(B,A)x,x) = (Az,z)+t(n(B,A)x,z) €. (3.2.12)

Burada (Az,z) € Sp(A) C Ive (Vax,z) € Sp(V) C I. f, g fonksiyonlarmn siirekliliginden
fol f(A+tn(B, A)),fo1 g(A+in(B, A)) ve fol fg(A+tn(B, A)) integralleri vardir. f: 1 — R
operator ajg-preinveks ve g : I — R operator ag-preinveks oldugundan aq, s € [0, 1] ve
t €10,1] i¢in

(f(A+tn(B, A)x,z)(9(A+tn(B,A))x,x) (3.2.13)

< (=) (1 =) (f(A)z, z)(g9(A)z, x)

+(1 =t (f(A)x, x)(g(B)x, x)

Fton (1 —12)(f(B)x, z){g(A)z, x)

HO T (f(B)x, x)(g(B)x, x)

)
%)

dogru olan esitsizligini yazabiliriz. (3.2.13)'n her iki tarafinin ¢ € [0, 1]’ye gore integrali

aliirsa ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1 Teorem 3.2.2’nin kosullar1 altinda

(i) oy = ag = « olarak segilirse,

/0 F(A + (B, A, 2){g(A + tn(B, A))z, 2)dt (3.2.14)

a—1

< (A2 (A, )
1 «
Tt MAB O+ e

N(A, B)(x)
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esitsizligi elde edilir.

(ii) a1 = ag = 1 olarak segilirse,

/O (F(A + (B, A))a, o) (g(A + tn(B, Az, )dt (3.2.15)

2M (A, B)(z) + N(A, B)(x)
- 6

esitsizligini yazabiliriz.
Sonug 3.2.2 Teorem 3.2.2'nin kosullar1 altinda n(B, A) = B — A alinirsa o zaman,

/Ol(f(tB + (1 —=t)n(B,A))x,z)(9(tB+ (1 —t)n(B, A))x,z)dt (3.2.16)
o — 1
(1 + 1)z + 1)

a21+ 1 (f(A)z,z)(9(B)x, x)
1

(f(A)z, z)(g(A)x, x)

+

+—(f(B)a,a)g(A)a,)

1

+m[M(A, B)(z) — N(A, B)(v)]

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.3 S C B(H)! kiimesin: S xS — B(H)! ye gore inveks bir kiime ve 7,
S tizerinde (C) kosilunu saglasim. Eger her A, B € S, oy, a0 € [0,1] ve V = A+ n(B, A)
icin f: I CRy — R ve g: I — R stirekli fonksiyonlari sirasi ile P4y 1 yolu tizerinde n ye
gore operator aq, ao-preinveks ise her x € H icin

Fry ¢ () o)

< [ A+ B A oA+ (B, A, )t

+(2011 — 1(;[(12; 1_ 1)+ 1 (f(A)x,2)(g(B)x,x)
+ i (f(B)z,z)(g(A)x, x)

(200 —1)(2%2 — 1) + 1

esitsizligi saglanir.
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ispat. D, € [0, 1] i¢in f : I € Ry — R fonksiyonu operator ay-preinveks ve g : I — R

fonksiyonu operator as-preinveks oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in

<f<Aerv>x>x><9(A;v>%x> (3.2.18)

f<A+tn(B,A)+%n(A+(1—t) (B, A), A +tn(B, A)) m>

S

)
><g<A+t77(B,A)+%n(A+(1—t) (B,A), A+ tn(B, A)) )a:x>

< <[<1—2%>f(A+tn(B A))+—f(A+ (1~ (B, A))] . x)
<([(1- 5 )ota + (B, A))+2ig(A+ L (B, A))| )

< (1- 2%) (1- 2%) F(A+ (B, Az, 2) x (g(A + tn(B, A)), z)
Vs A+ (1= (B, A, )

x{g(A+ (1= t)n(B, A))x, x)

(1= o) g (A, ) (B, )
1= 5) 5 F(B), 2 g(A)a, )

esitsizligini yazabiliriz. Buradan (3.2.18)’nin ¢ € [0, 1]’ye gore heriki tarafinin integralini

alirsak ispat tamamlanir. Burada ispat1 yaparken
1
| A (B )5 oA+ (B A )
0

= /0 (F(A+ (1 =t)n(B, A))z,x) x (g(A+ (1= )n(B, A))z, v)dt

esgitsizliginden de faydalandik.

Sonug 3.2.3 Teorem 3.2.3 kosullar1 altinda

(i) a3 = as = « segilirse

(=LA F P

/0 (f(A+tn(B,A))z,x){(g(A+tn(B,A))x, z)dt

a—1
+W<N(A, B)x, :L'>

IN

esitsizligi saglanir. Burada N (A, B), (3.2.10)’da tanimlanmigtir.
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(i) a1 = ay = 1 segilirse

2<K<Agv>w,x><g(14_gv)x,x> (3.2.20)
< / (F(A + tn(B, A))z, 2){g(A + tn(B, A))z, z)dt

esitsizligi saglanir.
Sonug 3.2.4 Teorem 3.2.3’te eger n(B, A) = B — A olarak alinirsa

e I I (] Ca I L P 2.2

< /1<f(tB + (1= ) A)z, 2)(g(tB + (1 — £) B)a, 2)dt

+(2041 — 10;(12;2 1_ 1)+1 (f(A)x,z)(g(B)x,z)
+ ay — 1 <f(B)$, :E><g(A)x7 :B>

(200 —1)(202 — 1) + 1

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.2.5 Teorem 3.2.3'in kogullar1 altinda

(201 — 1)(210“2 —-1)+1 [2a1+a2<f<A —i2_ v)“’$> (3.2.22)

<(o(F5 )

— (= DAz, 2){g(B)z,x) — (a2 = )(f(B)xz, z)(g(A)z, x)

IN

/01<f((1 A+ tB), 2)g((1 — ) A + tB)a, x)dt

109 — 1
(Oél + 1)(0&2 + 1)

oz21+ 1 (f(A)z,z){9(B)z, )
1

IN

(f(A)x, x)(g(A)x, x)

+

(f(B)z,z){9(A)z,z)

[M(A, B)(x) = N(A, B)(x)]

+Oél—|—1
1

S
()41—1-&2—1-1

esitsizligini yazabiliriz. Burada N(A, B) ve M (A, B) (3.2.10) numarali denklemde tanimlanan

fonksiyonlardir.
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3.2.3 Operator s-Preinveks Fonksiyonlar igin H-H Tipli Esitsizlikler

Tezin bu kismii hazirlarken Wang[12]'in ¢aligmasindan faydalandik.

Tamim 3.2.3 I, Ry da bir aralik ve S C B(H)f,n: SxS — B(H){, déniigtimiine gore
inveks bir kiime s € (0, 1] olsun. Sprekturumlar: /-da olan her A ve B pozitif operatorleri

ve tiim ¢ € [0, 1] igin,
f(A+1in(B,A)) < (1 —1)°f(A) +1°f(B) (3.2.23)

esitsizligi saglanmiyorsa, f : I — R stirekli fonksiyonuna n-ya gore operator s-preinveks

denir.

Agikga gorebiliriz ki, her operator 1-preinveks fonksiyon, operator preinveks ve her op-

erator s-konveks fonksiyon n(A, B) = A — B doniigiimiine gore operator s-preinvekstir.

Lemma 3.2.2 [31] A,B € B(H)" olsun. Ry iizerinde negatif olmayan tiim operator
monoton [ fonksiyonlar i¢in f(A + B) < f(A) + f(B) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul
AB + BA-nin pozitif olmasidir.

Simdi operator s-preinveks fonksiyonun bir ornegini verelim.
Ornek 3.2.1 Kabul edelim ki, 15, H Hilbert uzay1 iizerinde birim operator ve
S = (1H;51H) = {A € B(H):a 1y < A< 51H}

olsun. n : S x S — B(H)! doniigiimiini, tim A > B > 0 i¢in n(A,B) = A — B
seklinde tanimlayalim. O halde p-nin (C') kogulunu sagladigi ve S-nin n-ya gore inveks
bir kiime oldugu agiktir. Lemma 3.2.2 ve [9]-de Teorem 1.7 nin (1.12) den f(¢) = t*(0 <
s < 1) stirekli fonksiyonu C'(H) igindeki operatorler igin S iizerinde 7 ya gore operator

s-preinvekstir.

Asagidaki Lemma, [9] de Onerme 1 in bir genisletilmesidir.

Lemma 3.2.3 S C B(H)f, n: S xS — B(H)! doniisimiyle bir inveks kiime ve
f: 1 C Ry — R, I araligi iizerinde siirekli bir fonksion olsun. n-nmn S {izerinde (C')
sartin sagladigini kabul edelim. Bu durumda her A, B € S,V = A+n(B, A) ve s € (0, 1]
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sabiti i¢in f siirekli fonksiyonun, P4y m-yolu iizerinde 7n ya gore operator s-preinveks

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul
Pa,n,8(t) == (f(A+tn(B,A))z,z) (3.2.24)

seklinde tanmimlanan ¢, 4 5 : [0,1] — R fonksiyonunun, her = € H, ||z|| = 1 i¢in [0, 1]

uzerinde s-konveks olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki her z € H ||z|| = 1 ve w5 : [0,1] — R s € (0,1] sabiti icin
[0, 1] tizerinde s-konveks olsun. Her C) := A+ t1n(B, A) € Py, Cy := A+ tan(B, A) €
Py, A € [0,1] ve (3.2.24) ten

(f(C1+ An(Ca, Ch))z, ) (fIA+ (T = N)t1 + Mo)n(B, A))v,z)  (3.2.25)
= ©uap((1 =Nt + Ata)
< (1= XNpuap(t) + N, ap(ts)

: (1 B )‘)S<f(01)'r7 fL’> + AS(f(OQ)I7‘T>

yazabiliriz. Dolayisiyla, f, P4y n-yolu iizerinde 1 ya gore operator s-preinvekstir.

Tersine, A,B € S ve s € [0,1] sabiti i¢in Pay n-yolu iizerinde n ya gore operator

s-preinveks ve t1,ty € [0,1] olsun. O zaman her A € [0,1] ve z € H, ||z|| = 1 i¢in
SO:D,A,B((l — /\)tl + /\tg) (3226)
< (1=N(f(A+tin(B,A))zx,z) + N (f(A+tan(B, A))x, x)
= (1= A)’pua5(t1) + Nsa5(t2)

yazabiliriz. Dolayisiyla, ¢, 4 g, [0, 1] tizerinde s-konvekstir. Yani Lemma 3.2.3 nin ispatim

tamamlamig oluruz.

Agagidaki teorem, operator s-preinveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin

bir geniglemesidir.

Teorem 3.2.4 S C B(H)!,n:S xS — B(H)! dontigiimiiyle inveks bir kiime ve n, S

tizerinde (C') sartinm saglasin. Eger her A, B € S,V = A+n(B, A) ve s € (0, 1] sabiti i¢in

f I C Ry — R stirekli fonksiyonu, P4y n-yolu iizerinde n ya gore operator s-preinveks

ise, o zaman

F(4) + f(B)
s+1

25‘1f<A ;r V) < /01 f(A+tn(B, A))dt < (3.2.27)

esitsizligini yazabiliriz.
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Ispat. < Az,z >c Sp(A) C I ve < Va,xz > Sp(V) C I oldugu icin z € H, ||z|| =1 ve
t €[0,1] icin

(A+tn(B,A))x,x) = (Azx,z) + t(n(B, A)z,z) € I (3.2.28)

esitligini yazabiliriz. f nin siirekliligi ve (3.2.28) esitliginden fol f(A+tn(B, A))dt operator

degerli integral vardir.

n, (C) sartim sagladigi ve f, her ¢t € [0, 1] i¢in n-ya gore s-preinveks oldugu i¢in

f(A + %n(B,A)) (3.2.29)

IN

%f(A +tn(B, A)) + %f(A + (1 =t)n(B, A))

%[(1 —t)° + °][f(A) + f(B)]

IN

yazabiliriz.

(3.2.29)’un her iki tarafini ¢ ye gore [0, 1] izerinde integral alip,

1 1
| s i = [ a0 ons,a)a
0 0
esitligini gz Oniine alirsak, (3.2.27) esitsizligini elde etmis oluruz. Boylece Teorem 3.2.4

in ispatini tamamlamig oluruz.

Remark 3.2.2 Sirasiyla Teorem 3.2.4’te s = 1 ve nj(A, B) = B — A segersek, biz [9]-daki

Teorem 1.7 ve [26]-teki Teorem 1.9 u elde ederiz.

Simdi Hilbert uzayinda ozeslenik operatorlerin s-preinveks konveks fonksiyonlar icin Her-

mit Hadamard tipli esitsizliginin iki yanini elde edelim.

Teorem 3.2.5 f:1 C Ry — Rsiirekli bir fonksiyon, S C B(H)%,,n: SxS — B(H){,
doniigimiiyle inveks bir kiime ve 7, S iizerinde (C') sartini saglasin. Eger her A, B € S,
V =A+4+n(B,A) ve s € (0,1] sabiti i¢in, f fonksiyonu P4y n-yolu iizerinde n ya gore

operator s-preinveks ise, o zaman her a < b, a,b € (0,1) ve x € H, ||z|| = 1 i¢in

!
- bia/ab</Otf(A+u77(B,A))dua:,x>dt‘

b—a
4(s+1)(s+2) {(f(A +an(B, A))z, )

v 2 n(s(a+

(a+b)
2

f(A+un(B, A))duz, :13> (3.2.30)

IN

a+b

n(B, A)>:v, x> + (f(A+n(B, A)x, )

26



(a+b)

H |7 A s = /ab /Ot F(A+un(B, A))dudt” (3.2.31)

b—a {H f(A+an(B, A)) || +2(s + DIIF(A+ 52n(B, A))l| + [1/(A+ bn(B, A))|
2(s+1) 2(s +2)

esitsizliklerini yazabiliriz.

Ispat. A, Be Svea,be (0,1),a<bolsun. = € H, ||z|| = Licin ¢ : [a,0] C [0,1] — Ry

fonksiyonunu X
o(t) := </0 f(A+un(B,A))dux,x>

seklinde tanimlayalim.

f nin siirekliligini, i¢ carpiminin stireklilik ozelligini ve operator degerli fonksiyonlarin

integral ozelliklerini kullanarak,
1 1
([ e+ uns, myause) = [(tsa+ = ons )w.aja
0 0
esitligini yazabiliriz.

f(A+un(B,A)) > 0 oldugundan her t € [a,b] i¢in p(t) > 0 dir. Agkga goriildiigi
gibi her ¢ € [a, b] i¢in,
@ (t) = (f(A+tn(B, A)z,z) > 0

yazabiliriz. Bu yiizden, | ()| = ¢ ().

f, s € (0,1] sabiti igin P4y n-yolu iizerinde 1 ya gore operator s-preinveks oldugu

icin, Lemma 3.2.3 ten ¢, s-konvekstir.

¢ fonksiyonuna [22]-deki Teorem 1.3 uygulayarak

‘so((a - b>> - ! > /abgo(t)dt‘ (3.2.32)
i [P @2+ 106 () 6 0)

esitsizligini elde ederiz ve boylece (3.2.30) esitsizligini elde ederiz. (3.2.30) esitsizligini,
her x € H, ||z]| = 1 i¢in iki yanimin supremumunu alirsak (3.2.31) esitsizligini elde etmig

oluruz. Boylece Teorem 3.2.5 1n ispat1 tamamlanir.
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Sonug 3.2.6 Teorem 3.2.5 iin sartlar1 altinda,

(a+b)
2

’</ F(A+un(B, A))dum,x> (3.2.33)

b—a </0 f(A+un(B, A))duz, x>dt’

(22~ s+1) (b—a) [( (A+an(B,A))z,z) + (f(A+bn(B, A))z,x)
2s+1)(s+2) 2

(a+b)
' /0 A (B, A (3.2.34)
b pt
" bia/ /0 f(A+un(B,A))dudtH
(22_5 +1)(b —a) {H f(A4an(B, A) || +||f(A+bn(B, A))|
2(s+1)(s+2) 5
yazabiliriz.

ispat. Teorem 3.2.5 ispati gibi, ¢ nin ve (3.2.32) in s-konveksligini kullanarak Sonug

3.2.6 i ispatlamig oluruz.

Sonug 3.2.7 Teorem 3.2.5 in sartlar1 altinda, eger s = 1 olarak segilirse, o zaman

(a+b)
2

‘< /0 (A +u77(B,A))dux,:z:> (3.2.35)

- bia/ab</Otf(A+un(B,A))dua:,x>dt'

< =0 [(f(A +an(B, A))z, ) + 4(f(A + 5Pn(B, A))z,x) + (f(A + by(B, A))z, wq
- 4 6

ve
(o) 1 bt
‘ /O F(A+ un(B, A))du — H/ /0 (A +un(B, A))dudtH (3.2.36)
(b—a) {H Jf(A+an(B,A)) || +4 || f(A+%2n(B, A)) | +IIf(A+ bﬁ(BaA))H]
- 4 6
yazabiliriz.
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Sonug 3.2.8 Teorem 3.2.5 {in sartlan altinda, eger n(B, A) = B — A ise, o zaman

(a+b)
2

‘< /0 (A +un(B,A))dux,x> (3.2.37)

- bia/ab</Otf(A+u77(B,A))dux,:c>dt'

(- a
4(s +1)(s +2) [(f((l —a)A+aB)zx, z)

+ 2(s+1)<f(2_g_bA+ a;bB)x,x>+<f((1—b)A+bB)x,x>}

IN

(a+b)

H/ f(1—u)A+uB)du — —a//f (1 —u)A+uB) dudtH (3.2.38)
(b—a) [llf((l—a)A+CLB)||+2(5+1)I|f(2 o bA+“+bB)||+||f((1—b)A+bB)||]
2(s+1) 2(s +2)

yazabiliriz.

Remark 3.2.3 Sonug 3.2.6, Sonug 3.2.7, Sonug 3.2.8, sirasiyla [22] deki Teorem 5 ve [32]

deki Teorem 2.2 nin genellestirmesidir.

Teorem 3.2.6 f: 1 C Ry — Ry siirekli fonksiyon, S C B(H)Y,, n:S xS — B(H):,
doniigiimiine gore inveks bir kiime ve ), S tizerinde (C') sartini saglasin. Eger her A, B € S,
V =A+4+n(B,A) ve s € (0,1] sabiti i¢in, f fonksiyonu P4y n-yolu iizerinde 1 ya gore

operator s-preinveks ise, o zaman her a < b, a,b € (0,1) ve x € H, ||z|| = 1 i¢in
1 a
‘§</ f(A+un(B,A))durr,x> (3.2.39)
0
1 b
+ §</ f(A+ un(B,A))dux,x>
0

- bia/ab</Otf(A+un(B,A))du;c,x>dt’

(b—a)(25Tt + 1) {(f(A +an(B, A))z,z) + (f(A+ (B, A))z, )
25(s+1)(s+2) 2
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ve

Hl/af(A+un<B,A))du+E/bf(Aﬂn(B,A))du (3.2.40)
_a/ / f(A+un(B, A)) dudtH
(b—a)(2" + {H F(A+an(B, A) || +|If(A+bn(B,A)|

< FTIEED ;

esitsizliklerini yazabiliriz.
Ispat. [29]-de Teorem 1.4 deki (1.5) esitsizligi ile Teorem 3.2.5 nin ispatina benzer bir
yaklagimla ispat1 tamamlanir.
Sonug 3.2.9 Teorem 3.2.6 iin sartlar altinda, eger s = 1, o zaman
1 a
‘§</ f(A+u77(B,A))dua:,93> (3.2.41)
0
1 b
+ §</ f(A+ m](B,A))dux,x>
0

y ﬁ/@b</Otf(A+un(B,A))duw,x>dt’

5(b—a) {(f(A +an(B, A))z,z) + (f(A+ bn(B, A))z, x)}

- 12 2

H%/O(lf(AnLun(B,A))dunL%/Obf(A+un(B,A))du (3.2.42)

%a /ab /Otf(AJr un(B,A))dudtH

5(b - a) {IIf(A +an(B, A+ [I/(A+ bn(B,A))II]
- 12 2

esitsizliklerini yazabiliriz.
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Sonug 3.2.10 Teorem 3.2.6 iin sartlar altinda, eger n(B, A) = B — A ise, o zaman

B</Oaf((1 —u)A+uB)dux,:c> (3.2.43)

+ %</Obf((1—u)A+uB)du:v,x>
- bia/ab</Otf((l—U)A+uB)du:c,a:>dt’

(b—a)(25Tt +1) [(f((l —a)A+aB)x,z) + (f((1 —b)A+bB)x,x)
25(s+1)(s+2) 2

IA

ve

H /f (1 —u)A+uB)du+ - /f (1 —u)A+uB)du (3.2.44)

— —//f 1—uA—|—quudtH

(b—a)(25T +1) [Hf((l—a)A%—aB x|+ ||f((1 —b)A+bB)x, x|
25(s+1)(s+2) 2

esitsizliklerini yazabiliriz.
Remark 3.2.4 Sonug 3.2.9 ve Sonug 3.2.10 sirasiyla [29]-de Teorem 1.4 {in genelegtirmesidir.
s1, 82 € (0,1] sabitleri i¢in, f : I C Ry — R operator s;-preinveks bir fonksiyon ve

g : I — R, operator so-preinveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her A, B € B(H)*

operatorleri icin

M(A, B)(z) = (f(A)z,2)(g(A)z, z) + (f(B)r, a){(g(B)a,x), v € H,  (3.2.45)
N(A, B)(z) = (f(A)z, 2)(g(B)a, ) + ((B)z,x) (g(A)a,x), @ € H

esitlikleriyle, H tizerinde M (A, B) ve N(A, B) reel foksiyonlar1 tanimlayabiliriz. Beta

fonksiyonu x > 0, y > 0 icin

Blx,y) = /01 "1 — )Yt (3.2.46)

seklinde tanimlanir.

Asgagidaki iki teorem, sirasiyla [26]-teki Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 nin genellegtirilmesidir.
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Teorem 3.2.7 S C B(H)!,n:S xS — B(H)! donigiimiiyle inveks bir kiime ve 7,
S tizerinde (C) sartim saglasin. Eger her A, B € S,V = A+ n(B,A) ve s € (0,1] sabiti

icin, f,g: I C Ry — R stirekli fonksiyonlar1 P4y n-yolu iizerinde sirasiyla operator s;

ve sp preinveks olsun. O zaman her x € H, ||z|| = 1 i¢in
1
[t B, Ay o)A + (B A ) (3.2.47)
0
1

PP {M(A, B)(x) + s518(s1,82 + 1)N (A, B)(x)

esitsizligini yazabiliriz. Buradaki M (A, B) ve N(A, B) (3.2.45) te ve Beta fonksiyonu
(3.2.46) da tammladik.

Ispat. < Az,z >€ Sp(A) C I ve < Va,x > Sp(V) C I oldugu icin z € H, ||z|| =1 ve
t €10, 1] i¢in

(A+tn(B,A))x,x) = (Az,z) + t(n(B, A)z,z) € I (3.2.48)
esitligini yazabiliriz.

f, g nin siirekli ve (3.2.48) esitliginden fol f(A+tn(B,A))dt, fol g(A+1tn(B, A))dt ve
! f9)(A+tn(B, A))dt operator degerli integral vardir.
Jo

s1,82 € (0,1] sabitleri i¢in f : I — R, operator s;-preinveks bir fonksiyon ve ¢ :

I — R, operator sy-preinveks bir fonksiyon oldugundan her ¢ € [0, 1] i¢in
(f(A+tn(B, A)x,x)(g(A+tn(B, A))z, z)dt (3.2.49)
< (1= 0P (F( A, ) g(A)z, ) + (1 — )8 (F(A)z, 2) (g(B)a, 2)

+ (1 =) (f(B)z, a)(g(A)x, x) + 7772 (f(B)x, 2){g(B)z, )

esitsizligini yazabiliriz. (3.2.49)-u t-ye gore [0, 1] iizerinde integralini alirsak, istenilen

(3.2.47)-in ispat1 tamamlanir.

Sonug 3.2.11 Teorem 3.2.7 iin sartlar altinda, eger s; = sy = s ise, 0 zaman

/O (F(A + ty(B, A, o) (g(A + tn(B, Az, )dt (3.2.50)

1
<
- 2s5+1

[M(A, B)(x)+ sB(s,s +1)N(A, B)(z)
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ve eger s; = So = 1 ise, 0 zaman

/O (F(A + (B, A))a, o) (g(A + tn(B, Az, )dt (3.2.51)

2M (A, B)(z) + N(A, B)(x)
- 6

esitsizliklerini yazabiliriz.
Sonug 3.2.12 Teorem 3.2.7 {in sartlar1 altinda, eger n(B, A) = B — A ise, o zaman

/1<f((1 C A+ tB)a, 2)g((1 — £)A + tB)z, 2)dt (3.2.52)

1

P—— {M(A, B)(x) + s518(s1,52 + 1)N (A, B)(x)

yazabiliriz.

Teorem 3.2.8 S C B(H)!,n:S xS — B(H)! doniigiimiiyle inveks bir kiime ve 7,
S tzerinde (C) sartin saglasm. Eger her A, B € S,V = A+ n(B, A) ve s € (0,1] sabiti
icin, f,g: I C Ry — R stirekli fonksiyonlar1 P4y n-yolu iizerinde sirasiyla operator s;

ve sy preinveks olsun. O zaman her x € H, ||z|| = 1 igin

251+82+1<f(A;V)x,x><g<A;V)x,x> (3.2.53)

< [ A+ B A o(A + (B A, a)a

1
81+82+1

{M(A, B)(z) + s18(s1, 82 + 1)N(A4, B)(x)}

esitsizligini yazabiliriz. Buradaki M (A, B) ve N(A, B) (3.2.45) ve Beta fonksiyonu (3.2.46)

de tanimladik.
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Ispat. s1,s, € (0, 1] sabitleri i¢gin f : I — R, operator s;-preinveks bir fonksiyon ve

g: I — R, operator sy-preinveks bir fonksiyon oldugu igin, her ¢ € [0, 1] i¢in

(o))

: S (At (B, A) + f(A+ (1 = 1)n(B, A))]z, z)

<

< L
x5 lo(A+ tn(B, A)) + g(A+ (1~ (B, )]z, )

< gl A+ (B, A))r,2) (oA + (B, A, )

b A+ (L= (B, A))e,2)(g(A + (1~ (B, A, )

b 0+ (= (A, @) (B, 2) + (f(B)z, 2) (g(A)a, )]
b= 0 4 20— (A, 2)g(Ar, ) + (F(B)a, 2 g(B)r, )

esitsizligini yazabiliriz. 3.2.54-i t-ye [0, 1] tizerinde integralini alir ve agagidaki esitligi
kullanirsak istenilen (3.2.53) esitsizligini elde etmisg oluruz. Boylece ispat tamamlanmig

olur.
/0 (F(A+ (B, A, 2){g(A + tn(B, A))z, 2)dt

- / (F(A+ (1= tyn(B, Az, 2){g(A+ (1 — tyn(B, A))z, z)dt

Sonug 3.2.13 Teorem 3.2.8 lin sartlar1 altinda, eger s; = s = s ise, 0 zaman

228_1<f<A—5V)x,x><g(A—i2_v)w,x> (3.2.55)

< / (A + (B, A))a,2) (g(A + tn(B, A))e, )t
1
s+ 1

+ IN(A, B)(x) + sp(s,s + 1)N(A, B)(z)]

ve eger s; = So = 1 ise, 0 zaman

YD) e

< / (A + (B, A))e, ) (g(A + t(B, A))z, )t

2M(A, B)(x) + N(A, B)(z)
6

esitsizliklerini yazabiliriz.

34



Sonug 3.2.14 Teorem 3.2.8 iin sartlar altinda, eger n(B, A) = B — A ise, o zaman

(W)

/0 F((L— D) A + 1B, A, 2){g((1 — ) A+ (B, Az, 2)dt

1

—— [M(A, B)(x) + s18(s1, 52 + 1) N (A4, B)(w)]

esitsizligini yazabiliriz.

(3.2.57)

Sonug 3.2.15 Teorem 3.2.8 iin sartlar1 altinda, eger n(B, A) = B — A ise, o zaman

(252 (452)

< /1<f((1 —t)A+tB)x,x){g((1 —t)A + tB)x,x)dt

1

. ) [M(A, B)(z) + s18(s1, 82 + 1)N(A, B)(:v)}

esitsizligi yazabiliriz.
Sonug 3.2.16 Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.8 sart1 altinda, biz

{042

- ﬁ [M (A, B)(x) + s18(s1, s2 + 1)N(4, B)(x)}

_ /01<f((1 ~ A+ tB)z,2) (g((1 — )A + tB)x, x)dt

1

P—— {M(A, B)(x) + s18(s1,50 + 1) N (A4, B)(x)}

esitsizligini yazabiliriz.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismas: literatiirde var olan operatoér preinveks [9], operatér a-preinveks
[11] ve operator s-preinveks [12] bilimsel galigmalarinin ayrintili bir gekilde incelenip
yazilmasiyla meydana gelmistir. Bu ¢aligmalarda elde edilen yeni tanim, lemma, teorem
ve egitsizlikler 15181 altinda Hilbert uzayinda sinirhi 6zeslenik operatorlerin stirekli fonksiy-
onlari i¢in operator preinveks sinifi alaninda ¢aligmak isteyen bilim insanlarina Tiirkge bir

kaynak olacagini diigtintiriiz.
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