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1. GİRİŞ

Elster ve Neshse [1], konveksel fonksiyonlar sınıfını, yani f : S ⊆ Rn → Rm fonksiyonu

için x, y ∈ S ve λ ∈ [0, 1] olmak üzere

f(z) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (1.0.1)

eşitsizliğini sağlayan z ∈ S noktalarını içeren fonksiyonlara konveksel denir, incelemişlerdir.

Eğer S bir konveks küme ve f de konveks bir fonksiyon ise, bu durumda f ’nin konveksel

olduğu açıktır. Aslında Elster ve Nehse konveksel matematiksel programlama için optimal

şart altında bir eyer(büküm) noktası elde etmişlerdir.

Hayaski ve Komiya [2] hem konveksel fonksiyonları hem de konveksel fonksiyonlar için

bir Gordan tipi teorem geliştirmişler. İlaveten, konveksel programlar için Lograngion du-

alliğini araştırmışlardır.

Hanson [4], her x, y ∈ S ⊆ R için

f(x)− f(u) ≥ [η(x, u)]T∇f(u) (1.0.2)

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir n-boyutlu η(x, u) vektör fonksiyona sahip f : S ⊆

R → R diferansiyellenebilir fonksiyonlarını göz önüne almıştır. Burada ”∆” sembolü

diverjansı göstermektedir. Bu tarz fonksiyonlar Craven [4] tarafından inveks olarak isim-

lendirilmiştir. Bu terim ise ”invariant convex” ifadesinden kısaltılmıştır.

Craven ve Glover [5], Ben-Israel ve Mond [6], ayrıca Martin [7] invex fonksiyonlar sınıfının,

sabit noktası (f ′(x) = 0) global minimum olan fonksiyonlar sınıfına denk olsuğunu göstermişlerdir.

Ben-Israel ve Mond [6], Hanson ve Mond [8] daha genel olan yani, S üzerinde diferan-

siyellenmeyen fonksiyonların, her x, u ∈ S ve λ ∈ [0, 1] için

f(u+ λη(x, u)) ≤ λf(x) + (1− λ)f(u) (1.0.3)

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir n-boyutlu η(x, u) vektör fonksiyonunun varlığını ispat

etmişlerdir. ayrıca diferansiyellenebilen fonksiyonların hem (1.0.2) yi hem de (1.0.3)’ü

sağladığını göstermişerdir. Bu koşullar altında (1.0.3) eşitsizliğini sağlayan bu fonksiyon-

lara V. Jeyakumar tarafından ”pre-invex” ismi verilmiştir. Ayrıca, f : S ⊆ Rn → Rm

m-boyutlu vektör değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, eğer f ’nin bileşenlerinin her

biri, η-ya göre S üzerinde pre-invex ise, bu f ’ye η’ya göre S üzeinde preinvextir denir.

Her x, u ∈ S ve λ ∈ [0, 1] için

u+ λη(x, u) ∈ S
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olup, buradan preinvex fonksiyonlar konvekseldir.

Yukarıdaki açıklamalardan da anlaşılacağı üzere, invekslik ve preinveksliğin nasıl ortaya

çıktığının özetini verdik. Şimdi bu fonksiyon sınıfının ”neden” ortaya çıktığını kısaca

söyleyelim. Konveksliğin bu yeni genelleştirmesi, optimizasyon poblemleri, statik ve di-

namik problemleri, Pareto veya çoklu-amaç programlama problemleri vb. konularının

daha iyi anlaşılması ve çözülmesi için matematikçiler tarafından elde edilmiştir. Bu tezin,

bir çok uygulama alanına sahip olan preinveks fonksiyonlar sınıfını literatürde var olan

ve temel kaynak olarak kullandığımız Ghazanfari’nin [9], [14], [26] bilimsel çalışmalarını

ayrıntılı bir şekilde inceleyip, operatör preinvekslik alanında çalışma yapmak isteyen bilim

insanlarına Türkçe bir kaynak olacağını düşünüyoruz.
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2. GENEL BİLGİLER

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir.

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : L×L→
L ve . : F × L → L işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir.

A) L + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,

G1. Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2. Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + zdir.

G3. Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak şekilde θ ∈ L vardır.

G4. Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak şekilde −x ∈ L vardır.

G5. Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F omak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır:

L1. αx ∈ L dir.

L2. α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.

L3. (α + β)x = α.x+ β.x dir.

L4. (αβ)x = α(β.x) dir.

L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanıdır). F = R ise L ye reel lineer uzay,

F = C ise L ye karmaşık lineer uzay adı verilir.

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.

Tanım 2.0.3 F bir cisim ve V ve W , F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u, v ∈ V ve

c ∈ F olmak üzere T : V →W dönüşümü,

a T (u+ v) = T (u) + T (v)

b T (cu) = cT (u) şartlarını sağlıyorsa T ye V üzerinde lineer dönüşüm denir .

Tanım 2.0.4 (İç-çarpım uzayı): F (RveyaC) olmak üzere, X bir vektör uzayı olsun.

(., .) : X × X → F dönüşümü aşağıdaki özelliklere sahip ise ” (., .)” dönüşümüne X

üzerinde bir iç-çarpım, (X, (., .)) ikilisine de ”iç-çarpım” uzayı denir:

1. ∀x ∈ X için (x, x) ≥ 0 ve (x, x) = 0←→ x = 0X ;
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2. ∀x, y ∈ X için (x, y) = (y, x);

3. ∀x, y ∈ X ve α ∈ F için (αx, y) = α(x, y);

4. ∀x, y, z ∈ X için (x+ y, z) = (x, y) + (y, z).

Remark 2.0.1 F = R olması halinde 2. özellik (x, y) = (y, x) olur. İç-çarpım tanımını

kullanarak aşağıdaki eşitliklerin doğruluğunu kolayca görebiliriz.

1. ∀x, y, z ∈ X ve ∀α, β ∈ F için (αx+ βy, z) = α(x, y) + β(y, z),

2. ∀x, y ∈ X ve ∀α,∈ F için (x, αy) = α(x, y);

3. ∀x, y ∈ X ve ∀α, β ∈ F için (x, αy + βz) = α(x, y) + β(y, z).

Tanım 2.0.5 (Norm): (X, (., .)) bir iç çarpım uzayı olsun. Bir x ∈ X vektör normu

∥ x ∥= (x, x)
1
2 (2.0.1)

şeklinde tanımlanan reel sayıya denir.

Tanım 2.0.6 (Hilbert Uzayı): (X, (., .)) bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu iç-çarpım

uzayı (2.0.1) normuna göre tam ise, yani (X, (., .)) iç-çarpım uzayı içindeki her Cauchy

Dizisi (2.0.1) norma göre yakınsak ise bu iç çarpıma bir ”Hilbert Uzayı” denir.

Tanım 2.0.7 (Birim Operatör): A : X → X operatörü verilsin. Eğer her x ∈ X için

Ax = x ise A operatörüne birim(özdeşlik) operatör denir. I, E ve IX sembollerinden

biriyle gösterilir.

Tanım 2.0.8 (Sınırlı Operatör): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanım kümesi

D(A) ⊂ X ve görüntü kümesi R(A) ⊂ Y olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)

’nın X’ de sınırlı her kümesi R(A)’nın Y de sınırlı bir kümesine karşılık getiriyorsa A’ ya

”sınırlı bir operatör” denir. Başka bir deyişle

∥ Ax ∥Y≤ c ∥ x ∥X , her x ∈ D(A)

olacak şekilde sabit bir c > 0 sayısı varsa, A’ya ”sınırlı bir operatör”denir.

Tanım 2.0.9 (Lineer Operatör): X ve Y aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y operatörü verilsin. Eğer D(A), X’ in bir alt uzayı ve

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ F

ise A’ya ”lineer operatör”denir.
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Tanım 2.0.10 (Eşlenik ve Öz-eşlenik Operatör): A, H Hilbert uzayında sınırlı lineer

bir operatör olsun. Eğer her f, g ∈ D(A) ⊂ H için

(Af, g) = (f,A∗g)

sağlanıyorsa A∗ a A’nın ”eşlenik operatörü”denir.

Eğer D(A) = D(A∗) ve A = A∗ ise bu A’ ya özeşlenik operatör denir.

Tanım 2.0.11 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayı ve A : D(A) ⊂ H → H bir lineer

operatör olsun.

ρ(A) := {λ ∈ C : (A− λE)−1 ∈ L(X)}

kümesine A operatörünün ”regüler değerler kümesi” veya ”rezolvent kümesi” denir.

λ ∈ ρ(A) olmak üzere R(λ;A) = (A− λE)−1 operatorüne A operatorünün ”rezolven-

tası” veya ”çözücü operatörü” adı verilir.

Tanım 2.0.12 (Spektrum): H bir Hilbert uzayı olsun.

Sp(A) = σ(A) := C \ ρ(A)

kümesine A operatörünün ”spektrumu ” denir. A operatörünün spektrum kümesi ”σ(A)”

veya ”Sp(A)” ile göstereceğiz.

Aşağıdaki eşitsizliği, a < b, a, b ∈ R ve R üzerinde tanımlanan herhangi bir konveks

f fonksiyonu için yazabiliriz.

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
(2.0.2)

Buradaki iki eşitsizlik eğer yön değiştirirse [a, b] üzerinde konkav olur. (2.0.2) eşitsizliği

literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir. Biz Hermite Hadamard eşitsizliğini,

Jensen eşitsizliğinden ve konvekslik tanımından kolayca elde edebiliriz. Klasik Hermite-

Hadamard eşitsizliği f : [a, b] −→ R sürekli bir konveks fonksiyonun ortalama değerini

verir. Dragomir ve Agarwal [15] konveks fonksiyonları içeren Hermite-Hadamard eşitsizliğinin

sağ tarafını elde etmişlerdir.
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Teorem 2.0.1 [15] Kabul edelim ki a, b ∈ R, a < b ve f : [a, b] → R, (a, b) üzerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer f
′
, [a, b] üzerinde konveks bir fonksiyon ise∣∣∣f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤ (b− a)(|f ′

(a)|+ |f ′
(b)|)

8
(2.0.3)

eşitsizliği sağlanır.

Tanım 2.0.13 [27] Bazı s ∈ (0, 1] sabiti için, eğer her x, y ∈ R0 ve λ ∈ [0, 1] için

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λsf(x) + (1− λ)sf(y) (2.0.4)

eşitsizliği sağlanıyorsa f : R0 −→ R fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks denir.

Dragomir ve Fitzpatrick [23] ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar için Hadamard eşitsizliğinin

ispatını yaptılar.

Teorem 2.0.2 [23] Kabul edelim ki f : R0 −→ R0 ikinci anlamda s-konveks fonksiyon

olsun. Eğer f ∈ L[a, b] ise, o zaman s ∈ (0, 1], a < b ve a, b ∈ R0 için

2s−1f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

s+ 1
(2.0.5)

eşitsizliği sağlanır. Buradaki 1
s+1

sabiti (2.0.5) eşitsizliği için bulunabilecek en iyi sabittir.

Alomori ve ark.[22] s-konveks fonksiyonlar için Hadamard eşitsizliğinin sol yanını elde

ettiler.

Teorem 2.0.3 [22] f : I ⊆ R0 −→ R, I üzerinde diferansiyellenbilir bir dönüşüm ve

a, b ∈ I, a < b için f
′ ∈ L[a, b] olsun. Eğer |f ′|, s ∈ (0, 1] sabiti için [a, b] üzerinde

s-konveks ise, o zaman∣∣∣∣f(a+ b

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ b− a

2(s+ 1)

[ |f ′
(a)|+ 2(s+ 1)|f(a+b

2
)|+ |f ′

(b)|
2(s+ 2)

]
eşitsizliği sağlanır.

Kırmacı ve ark.[29] s-konveks fonksiyonlar için Hermite Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafını

elde ettiler.
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Teorem 2.0.4 [22] f : I ⊆ R0 −→ R, I üzerinde diferansiyellenbilir ve a, b ∈ I, a < b

olsun. f
′ ∈ L[a, b] ve |f ′|, s ∈ (0, 1] sabiti için [a, b] üzerinde s-konveks ise, o zaman∣∣∣∣f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (b− a)(2(s+1) + 1)

2s(s+ 1)(s+ 2)

[
|f ′

(a)|+ |f ′
(b)|

2

]
. (2.0.6)

eşitsizliği sağlanır.

Kikikanty [28], Banach uzaylarının geometrisinde Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde

etmiştir. Konveks fonksiyonların özel bir genelleştirmesi olan inveks ve preinvekslik, Han-

son [3] tarafından çalışılmıştır.

X bir vektör uzayı ve x, y ∈ X, x ̸= y olsun. t ∈ [0, 1] için

[x, y] := (1− t)x+ ty

parçasını tanımlayalım.

f : [x, y] −→ R fonksiyonunu ve

g(x, y) : [0, 1] −→ R

,

g(x, y)(t) := f((1− t)x+ ty), t ∈ [0, 1]

fonksiyonunu düşünelim.

f in, [x, y] üzerinde konveks olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul g(x, y) nin [0, 1]

üzerinde konveks olmasıdır. Bir [x, y] ∈ X parçası üzerinde tanımlanan herhangi bir

konveks fonksiyon için, g(x, y) : [0, 1] −→ R konveks fonksiyonundan

f

(
x+ y

2

)
≤

∫ 1

0

f((1− t)x+ ty)dt ≤ f(x) + f(y)

2
(2.0.7)

Hermite-Hadamard integral eşitsizliğini yazabiliriz. Dragomir[24],[25] operatör preinveks

ve operatör konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin operatör versiy-

onunu elde etmiştir.

Şimdi, sınırlı özeşlenik operatörlerin sürekli foksiyonları için bir (H, ⟨., .⟩) Hilbert uzayı
üzerinde tüm sınırlı lineer operatörlerin kümesi olan B(H) da operatörlerde sıralamayı

inceleyelim. A,B ∈ B(H) özeşlenik operatörleri ve her x ∈ H vektörü için eğer ⟨Ax, x⟩ ≤
⟨Bx, x⟩ ise, o zaman A ≤ B yazabiliriz. Buna operatörlerde sıralama denir.
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A, bir (H; ⟨., .⟩) kompleks Hilbert uzayı üzerinde sınırlı özeşlenik bir operatör ol-

sun. Gelfand dönüşümü, A tarafından üretilen C∗(A) C∗-cebiri, H üzerinde 1H birim

operatör, Sp(A) olarak gösterilen A nın spektrumu üzerinde tanımlanan kompleks değerli

tüm fonksiyonların C(Sp(A)) kümesi arasında Φ izomorfizm ∗-izometriği ile şekilde ku-

ruldu. Herhangi f, g ∈ C(Sp(A)) ve herhangi α, β,∈ C için, ([19], s.3)

(i) Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g);

(ii) Φ(fg) = Φ(f)Φ(g) ve Φ(f ∗) = Φ(f)∗;

(iii) ∥Φ(f)∥ = ∥f∥ := supt∈Sp(A)|f(t)|;

(iv) Φ(f0) = 1H veΦ(f1) = A, burada t ∈ Sp(A) için f0(t) = 1 ve f1(t) = t;

yazabiliriz.

Bu notasyonla, biz tüm f ∈ C(Sp(A)) için

f(A) := Φ(f) (2.0.8)

tanımlayabiliriz ve bu da bize bir A sınırlı özeşlenik operatörlerünün bir f -fonksiyonu

altındaki görüntüsünün ne anlama geldiğini gösterir.

Eğer A, sınırlı özeşlenik bir operatör ve f , Sp(A) üzerinde reel değerli sürekli bir

fonksiyon ise, o zaman herhangi bir t ∈ Sp(A) için f(t) ≥ 0 olması, f(A) ≥ 0 demektir,

yani f(A), H üzerinde pozitif bir operatördür. Dahası, f ve g, Sp(A) üzerinde reel değerli

sürekli iki fonksiyon olsun. Her t ∈ Sp(A) için

(P ) f(t) ≤ g(t)

ise, o zaman B(H) daki operatör sıralamasına göre f(A) ≤ g(A) dir. Spektrumları I ⊆ R

de olan her A,B ∈ B(H) için

(OC) f((1− λ)A+ λB) ≤ (≥)(1− λ)f(A) + λf(B)

eşitsizliği sağlanıyorsa, I ⊆ R aralığı üzerinde f reel değerli sürekli bu fonksiyona operatör

konveks(operatör konkav) denir.

Operatör konveks (operatör konkav) ve operatör monoton fonksiyonlar üzerinde bazı

temel sonuçlar [19] de verilmiştir.
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Dragomir [18] operatör konveks fonksiyonlar için aşağıdaki şekilde Hermit-Hadamard

tipi eşitsizliği ispatlamıştır.

Teorem 2.0.5 [18] f : I ⊆ R→ R fonksiyonu I aralığı üzerinde operatör konveks olsun.

O halde spekturumları I’da olan her özeşlenik A ve B operatörleri için((
f(

A+B

2
)
)
≤

)1
2

[
f
(3A+B

4

)
+ f

(A+ 3B

4

)]
(2.0.9)

≤
∫ 1

0

f((1− t)A+ tB)dt

≤ 1

2

[
f
(A+B

2

)
+

f(A) + f(B)

2

](
≤ f(A) + f(B)

2

)

eşitsizliği sağlanır.

Tanım 2.0.14 [26] I, R0 da bir aralık ve S ⊆ B(H)+ ın konveks bir alt kümesi olsun.

Eğer tüm λ ∈ [0, 1] ve s ∈ [0, 1] için spektrumları I-da olan S spekturumunda her A ve

B pozitif operatörleri için

f(λA+ (1− λ)B) ≤ λsf(A) + (1− λ)sf(B) (2.0.10)

ise, f : I −→ R sürekli fonksiyonuna I üzerinde operatör s-konveks denir.

Teorem 2.0.6 [26] f : I ⊆ R0 −→ R, S ⊆ B(H)+ operatörleri için I aralığı üzerinde

s ∈ (0, 1] sabiti için operatör s-konveks bir fonksiyon olsun. O halde, I da S spekturumu

içinde tüm A ve B pozitif operatörleri için

2s−1f

(
A+B

2

)
≤

∫ 1

0

f((1− t)A) + tB)dt ≤ f(A) + f(B)

s+ 1
(2.0.11)

eşitsizliğini yazabiliriz.
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3. YAPILAN ÇALIŞMALAR

3.1 Operatör Preinveks Fonksiyonlar için H-H Tipli Eşitsizlikler

Bu kısım hazırlanırken Ghazanfari’nin [9], [14] çalışmasından faydalanılmıştır.

3.1.1 Operatör Preinveks Fonksiyonlar

Tanım 3.1.1 X bir reel vektör uzayı, S ⊆ X bir küme olsun. Eğer her x, y ∈ S ve

t ∈ [0, 1] için

y + tη(x, y) ∈ S (3.1.1)

ise S kümesine η : S × S → X dönüşümüne göre invekstir. Her konveks küme

η(x, y) = x− y

dönüşümüyle invekstir. Fakat her inveks küme konveks değildir [13]. S, η : S × S → X

dönüşümüne göre inveks bir küme olsun. Her x, y ∈ S için x ve v := x + η(y, x) olmak

üzere, Pxv η-yolu

Pxv := z : z = x+ tη(y, x) : t ∈ [0, 1]

şeklinde tanımlanır. Eğer her x, y ∈ S ve t ∈ [0, 1] için

(C) η(y, y + tη(x, y)) = −tη(x, y) (3.1.2)

η(x, y + tη(x, y)) = (1− t)η(x, y) (3.1.3)

ise η dönüşümü (C) koşulunu sağlar denir. Eğer η, (C) koşulunu sağlarsa, her x, y ∈ S

ve ∀t1, t2 ∈ [0, 1] için

η(y + t2η(x, y), y + t1η(x, y)) = (t2 − t1)η(x, y) (3.1.4)

eşitliği sağlanır. Bunun ispatı için [20] ve [21]’ye bakabilirsiniz.

Tanım 3.1.2 S ⊆ B(H)sa kümesi η : S × S → B(H)sa ya göre inveks bir küme olsun.

Eğer, her A,B ∈ S ve t ∈ [0, 1] için sürekli olan f : R→ R fonksiyonu

f(A+ tη(B,A)) ≤ (1− t)f(A) + tf(B) (3.1.5)

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona S üzerinde η ya göre operatör preinvekstir denir.
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Her operatör konveks fonksiyon η(A,B) = A−B dönüşümüne göre operatör preinvekstir

fakat tersi doğru değildir. Şimdi η dönüşümüne göre (C) koşulunu sağlayan bazı operatör

preinveks fonksiyon ve inveks küme örnekleri verelim.

Örnek 3.1.1 Varsayalım 1H H Hilbert uzayı üzerinde bir birim operatörü,

T := (−3× 1H ,−1× 1H) = {A ∈ B(H)sa : −3× 1H < A < −1× 1H}

U := (1H , 4× 1H) = {A ∈ B(H)sa : 1H < A < 4× 1H}

S := T ∪ U ⊆ B(H)sa

ve η1 : S × S → B(H)sa fonksiyonu

η1(A,B) =


A−B A,B ∈ U
A−B, A,B ∈ T
1H −B, A,B ∈ T
−1H −B, A ∈ U,B ∈ T

olsun. η1’in (C) koşulunu sağladığı ve S kümesinin η1 fonksiyonuna göre inveks olduğu

açıktır. f(t) = t2 reel fonksiyonu S kümesi üzrinde η1 e göre preinvekstir. Fakat a, b ∈ R

için g(t) = a+ bt fonksiyonu S kümesi üzerinde η1 e göre preinveks değildir.

Örnek 3.1.2 V := (−2×1H , 0), W := (0, 2×1H), S := V ∪W ⊆ B(H)sa ve η2 : S×S →
B(H)sa fonksiyonu

η2(A,B)

{
A−B, A,B ∈ V veya A,B ∈ W

0, diğer

şeklinde tanımlansın. η2, (C) koşulunu sağlar ve S kümesi η2 ye göre invekstir. a ∈ R

için f(t) = a sabit fonksiyonu S üzerinde η2 ye göre sadece preinveks fonksiyondur.

Örnek 3.1.3 f(t) = − | t | fonksiyonu

η3(A,B)

{
A−B, A,B ≥ 0 veya A,B ≤ 0
B − A, diğer

fonksiyonuna göre konveks olmayan fakat preinveks olan bir fonksiyondur.

Önerme 3.1.1 S ⊆ B(H)sa kümesi η : S × S → B(H)sa ye göre inveks bir küme ve

f : R→ R sürekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki η, S üzerinde C koşılunu sağlasın.

O halde her A,B ∈ S ve V = A + η(B,A) için f fonksiyonun PAV η yolu üzerinde η ye

göre preinveks olması için gerekli ve yeterli koşul her x ∈ H, ∥ x ∥= 1 için

φx,A,B(t) = ⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩ (3.1.6)
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şeklinde tanımlanan φx,A,B : [0, 1]→ R fonksiyonunun [0, 1] üzerinde konveks olmasıdır.

İspat. ”⇒” Kabul edelim ki x ∈ H, ∥ x ∥= 1 ve φx,A,B, [0, 1] üzerinde konveks olsun.

C1 := A+ t1η(B,A) ∈ PAV

ve

C2 := A+ t2η(B,A) ∈ PAV

λ ∈ [0, 1] olmak üzere (3.1.6) ile

⟨f(C1 + λη(C2, C1))x, x⟩ = ⟨f(A+ ((1− λ)t1 + λt2)η(B,A))x, x⟩ (3.1.7)

= φx,A,B((1− λ)t1 + λt2)

≤ (1− λ)φx,A,B(t1 + λφx,A,B(t2))

= (1− λ)⟨f(C1)x, x⟩+ λ⟨f(C2)x, x⟩

Böylece f fonksiyonu PAV η yolu üzerinde η ye göre operatör preinvekstir.

”⇐” Tersine, A,B ∈ S ve f fonksiyonu PAV η yolu üzerinde η ye göre operatör operatör

preinveks ve t1, t2 ∈ [0, 1] olsun. O halde her λ ∈ [0, 1], x ∈ H, ∥ x ∥= 1 için

φx,A,B((1− λ)t1 + λt2) = f(A+ ((1− λ)t1 + λt2)η(B,A))x, x⟩ (3.1.8)

= ⟨f(A+ t1η(B,A) + λη(A+ t2η(B,A)), A+ t1η(B,A))x, x⟩

≤ λ⟨f(A+ t2η(B,A)x, x⟩+ (1− λ)⟨f(A+ t1η(B,A)x, x⟩

= λφx,A,B(t2) + (1− λ)φx,A,B(t1)

elde edilir. Böylece φx,A,B fonksiyonu [0, 1] üzerinde konvekstir.

Teorem 3.1.1 S ⊆ B(H)sa, η : S×S → B(H)sa dönüşümüne göre inveks bir küme ve η,

(C) koşulunu sağlasın. Eğer her A,B ∈ S ve V = A+ η(B,A) için f : I → R fonksiyonu

A ve V operatörleriyle PAV η yolu üzerinde η ye göre preinveks ise aşağıdaki eşitsizlik

sağlanır.

f(
A+ V

2
) ≤ 1

2

[
f(

3A+ V

4
) + f(

A+ 3V

4
)
]

(3.1.9)

≤
∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt

≤ 1

2

[
f(

A+ V

2
) +

f(A) + f(V )

2

]
≤ f(A) + f(B)

2
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İspat. : ⟨Ax, x⟩ ∈ Sp(A), ⟨V x, x⟩ ∈ Sp(V ) olmak üzere x ∈ H, ∥ x ∥= 1 ve t ∈ [0, 1] için

⟨(A+ tη(B,A))x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ t⟨η(B,A)x, x⟩ ∈ I (3.1.10)

yazabiliriz. f fonksiyonunun sürekliliğinden ve (3.1.10) eşitliğinden∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt

operatör değerli integrali vardır. η, (C) koşulunu sağladığından her t ∈ [0, 1] için

A+
1

2
η(B,A) = A+ tη(B,A) +

1

2
η(A+ (1− t)η(B,A), A+ tη(B,A)). (3.1.11)

eşitliği doğrudur. f fonksiyonu η’ye göre preinveks olduğundan

f(A+
1

2
η(B,A)) ≤ 1

2
f(A+ tη(B,A)) +

1

2
f(A+ (1− t)η(B,A)) (3.1.12)

≤ 1

2
[(1− t)f(A) + tf(B)] +

1

2
[tf(A) + (1− t)f(B)]

≤ f(A) + f(B)

2

Buradan (3.1.12)’nin her iki tarafını [0, 1] üzerinde t’ye göre integrali alınır ve doğru olan∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt =

∫ 1

0

f(A+ (1− t)η(B,A))dt (3.1.13)

integral eşitliğini kullanırsak

f
(A+ (A+ η(B,A))

2

)
≤

∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt

≤ f(A) + f(B)

2

eşitsizliğini elde ederiz. Böylece her A,B ⊆ I özeşlenik operatörler ve preinveks fonksiy-

onlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde ederiz.

Reel değerli φx,A,B : [0, 1]→ R fonksiyonu

φx,A,B(t) = ⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩

şeklinde tanımlansın. Bir önceki önermeden ile f operatör preinveks olduğundan φx,A,B,

[0,1] üzerinde konveks fonksiyondur. Reel değerli konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard eşitsizliğini kullanırsak

φ
(a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

φ(s)ds ≤ φ(a) + φ(b)

2
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Burada a = 0,b = 1
2
alırsak

⟨
f
(3A+ V

4

)
x, x

⟩
≤ 2

∫ 1
2

0

φx,A,B(t)dt ≤
⟨f(A) + f(A+V

2
)

2
x, x

⟩
eşitsizliğini elde ederiz.

Eğer a = 1
2
,b = 1 olarak seçersek

⟨
f
(A+ 3V

4

)
x, x

⟩
≤ 2

∫ 1

1
2

φx,A,B(t)dt ≤ ⟨
f(V ) + f(A+V

2
)

2
x, x⟩

Yukarıdaki (3.1.14) ve (3.1.14) eşitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

⟨1
2

[
f
(3A+ V

4

)
+ f

(A+ 3V

4

)]
x, x

⟩
≤

∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

≤
⟨1
2

[
f(

A+ V

2
) +

f(A) + f(V )

2

]
x, x

⟩
eşitsizliğini elde etmiş oluruz. Son olarak f fonksiyonunun sürekliliğinden∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩dt =
⟨∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dtx, x
⟩

ve (3.1.11) eşitliğinden

f
(A+ V

2

)
≤ 1

2

[
f(

3A+ V

4
) + f(

A+ 3V

4
)
]
≤ f(A) + f(B)

2

Böylece ispat tamamlanır. Bu teoremin bir sonucu olarak

Sonuç 3.1.1 Teorem 3.1.1’in varsayımları altında,

0 ≤
∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt− f
(A+ V

2

)
≤ f(A) + f(V )

2
−
∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt

eşitsizliğini elde ederiz.

Örnek 3.1.4 Örnek (3.1.1) deki şartlar altında Her A,B ∈ S ve V = A+ η1(B,A) için(A+ V

2

)2

≤ 1

2

[(3A+ V

4

)2

+
(A+ 3V

4

)2]
≤

∫ 1

0

(A+ tη1(B,A))2dt

≤ 1

2

[(A+ V

2

)2

+
(A2 + V 2

2

)]
≤ A2 +B2

2
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sağlanır. Aşağıda vereceğimiz Teorem, [14] deki Teorem 3.1’in genelleşmiş halidir.

Teorem 3.1.2 f : I → R+ sürekli bir fonksiyon, S ⊆ B(H)sa kümesi η : S×S → B(H)sa

ye göre inveks bir açık küme ve η, (C) koşulunu sağlasın. Her A,B ∈ S ve V = A+η(B,A)

için f fonksiyonu, spektrumları I’da olan A ve V operatörleri ile PAV η yolu üzerinde η

ye göre operatör preinveks olsun. O zaman her a, b ∈ (0, 1), a < b ve her x ∈ H, ∥ x ∥= 1

için ∣∣∣1
2

⟨∫ a

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩
+

1

2

⟨∫ b

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩∣∣∣

≤ b− a

8
{⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩}

(3.1.14)

ve ∥∥∥1
2

⟨∫ a

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩
+

1

2

⟨∫ b

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩∥∥∥

≤ b− a

8
∥ f(A+ aη(B,A)) + f(A+ bη(B,A)) ∥

≤ b− a

8
[∥ f(A+ aη(B,A)) ∥ + ∥ f(A+ bη(B,A)) ∥]

(3.1.15)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. A,B ∈ S ve a, b ∈ (0, 1), a < b olsun. s, t ∈ [0, 1] ve x ∈ H, ∥ x ∥= 1 için

φ(t) :=
⟨∫ t

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩

şeklinde φ : [0, 1] → R fonksiyonunu tanımlayalım. f fonksiyonunun, iç çarpım fonksiy-

onunun sürekliliğini ve operatör değerli fonksiyonların integral özelliklerini kullanarak⟨∫ t

0

f(A+ sη(B,A))dsx, x
⟩
=

∫ t

0

⟨f(A+ sη(B,A))dsx, x⟩

f(A+ sη(B,A)) ≥ 0 olduğundan her t ∈ [0, 1] için φ(t) ≥ 0 dır.

Her t ∈ (0, 1) için

φ
′
(t) = ⟨f(A+ sη(B,A))x, x⟩ ≥ 0
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Böylece | φ′
(t) |= φ

′
(t). f fonksiyonu PAV η yolu η yoluna göre preinveks olduğundan ve

Önerme 1 den φ
′
fonksiyonu konvekstir. (??) numaralı eşitsizliğine göre φ fonksiyonu∣∣∣φ(a) + φ(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

φ(s)ds
∣∣∣ ≤ (b− a)(φ

′
(a) + φ

′
(b))

8

ve (3.1.14) elde edilir. Her x ∈ H, ∥ x ∥= 1 için (3.1.14) eşitsizliğinin her iki tarafının

supremumu alınırsa (3.1.15) eşitsizliği elde edilir. Eğer Teorem 3.1.1 de η(B,A) = B −A

olarak düşünülürse o zaman f : I → R bir operatör konveks fonksiyon ve V = B olabilir.

Böylece Teorem 3.1.2 ün sonucundan Teorem 2.0.5 hesaplanabilir. Teorem 3.1.2’ün bir

uygulaması olarak aşağıda, [14] de Teorem 2.1’in bir genelleştirmesi olan teoremi yazabil-

iriz.

Teorem 3.1.3 f : I → R+ fonksiyonu I aralığı üzerinde bir operatör konveks fonksiyon

olsun. O halde spektrumları I’da olan her özeşlenik A,B operatörleri ve a, b ∈ (0, 1),a < b

için ∣∣∣1
2

⟨∫ a

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩
+

1

2

⟨∫ b

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩∣∣∣

≤ b− a

8
{⟨f((1− a)A+ aB)x, x⟩+ ⟨f((1− b)A+ bB)x, x⟩}

(3.1.16)

ve ∥∥∥1
2

⟨∫ a

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩
+

1

2

⟨∫ b

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f((1− s)A+ sB)dsx, x
⟩∥∥∥

≤ b− a

8
∥ f((1− a)A+ aB) + f((1− b)A+ bB) ∥

≤ b− a

8
[∥ f((1− a)A+ aB) ∥ + ∥ f((1− b)A+ bB) ∥]

(3.1.17)

eşitsizlikleri elde edilir.

3.2 Operatör α-Preinveks Fonksiyonlar İçin H-H Tipli Eşitsizlikler

Bu kısmın yazılmasında Wang’ın [11] çalışmasınan faydalanılmıştır.
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3.2.1 Operatör α-Preinveks Fonksiyonlar

Tanım 3.2.1 I, R0 da bir aralık ve S ⊆ B(H)+sa kümesi η : S × S → B(H)+sa ye göre

inveks bir küme olsun. Eğer her t ∈ [0, 1] , α ∈ [0, 1] ve spektrumları I’da olan her pozitif

A,B operatörleri için

f(A+ tη(B,A)) ≤ (1− tα)f(A) + tαf(B) (3.2.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa sürekli f : I → R fonksiyonuna η ye göre α-preinveks fonksiyon

denir.

Her operatör 1-preinveks fonksiyon operatör preinvekstir ve η(A,B) = B−A dönüşümüne

göre her operatör α-preinveks fonksiyon operatör α-konvekstir.

Tanım 3.2.2 I, R0 da bir aralık olsun ve her t ∈ [0, 1], α ∈ [0, 1] olsun. Bu durumda her

A,B ∈ B(H)+sa pozitif operatörleri için

f(tA+ (1− t)B) ≤ tαf(A) + (1− tα)f(B) (3.2.2)

eşitsizliği sağlanıyorsa sürekli f : I → R fonksiyonuna operatör α-konveks fonksiyon denir.

Lemma 3.2.1 S ⊆ B(H)+sa kümesi η : S × S → B(H)+sa ye göre inveks bir küme ve

f : I ⊆ R0 → R sürekli bir fonksiyon olsun. Varsayalım η, S üzerinde (C) koşılunu

sağlasın. O halde her A,B ∈ S, α ∈ [0, 1] ve V = A + η(B,A) için f fonksiyonun PAV

η yolu üzerinde η ye göre operatör α-preinveks olması için gerekli ve yeterli koşul her

x ∈ H,∥x∥ = 1 için

φx,A,B(t) = ⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩ (3.2.3)

şeklinde tanımlanan φx,A,B : [0, 1]→ R fonksiyonunun α-konveks olmasıdır.

İspat. ”⇒” x ∈ H, α ∈ [0, 1] ve φx,A,B, [0, 1] üzerinde α-konveks olsun.

C1 := A+ t1η(B,A) ∈ PAV

ve

C2 := A+ t2η(B,A) ∈ PAV
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λ ∈ [0, 1] olmak üzere (3.2.3) ile

⟨f(C1 + λη(C2, C1))x, x⟩ = ⟨f(A+ ((1− λ)t1 + λt2)η(B,A))x, x⟩ (3.2.4)

= φx,A,B((1− λ)t1 + λt2)

≤ (1− λα)φx,A,B(t1 + λαφx,A,B(t2))

= (1− λα)⟨f(C1)x, x⟩+ λα⟨f(C2)x, x⟩

şeklinde yazabiliriz. Böylece f fonksiyonu PAV η yolu üzerinde üzerinde η ye göre operatör

α-preinvekstir. ”⇐” Tersine, A,B ∈ S ve f fonksiyonu PAV η yolu üzerinde üzerinde η

ye göre operatör α- preinveks ve t1, t2 ∈ [0, 1], α ∈ [0, 1] olsun. O halde her λ ∈ [0, 1],

x ∈ H ∥ x ∥= 1 için

φx,A,B((1− λ)t1 + λt2) = f(A+ ((1− λ)t1 + λt2)η(B,A))x, x⟩ (3.2.5)

= ⟨f(A+ t1η(B,A) + λη(A+ t2η(B,A)), A+ t1η(B,A))x, x⟩

≤ λα⟨f(A+ t2η(B,A)x, x⟩+ (1− λα)⟨f(A+ t1η(B,A)x, x⟩

= λαφx,A,B(t2) + (1− λα)φx,A,B(t1)

elde edilir. Bu ise φx,A,B fonksiyonunun [0, 1] üzerinde α-konveks olduğunu gösterir.

3.2.2 Operatör α-Preinveks Fonksiyonlar İçin H-H Tipli Eşitsizlikler

Teorem 3.2.1 S ⊆ B(H)+sa kümesi η : S × S → B(H)+sa ye göre inveks bir küme ve f :

I ⊆ R0 → R sürekli bir fonksiyon olsun. η’nın S üzerinde (C) koşılunu sağladığını kabul

edelim. O halde her A,B ∈ S, α ∈ [0, 1] ve V = A + η(B,A) için eğer f : I ⊆ R0 → R

fonksiyonu PAV η yolu üzerinde η ye göre operatör α-preinveks ise her x ∈ H için

f
(A+ V

2

)
≤

∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt ≤ αf(A) + f(B)

α+ 1
(3.2.6)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. : Her x ∈ H ve t ∈ [0, 1] için

⟨(A+ tη(B,A))x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ t⟨η(B,A)x, x⟩ ∈ I (3.2.7)
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yazabiliriz. Burada ⟨Ax, x⟩ ∈ Sp(A) ⊆ I ve ⟨V x, x⟩ ∈ Sp(V ) ⊆ I. f fonksiyonun

sürekliliğinden ve (3.2.7) eşitsizliğinden
∫ 1

0
f(A+tη(B,A)) integrali vardır. η, (C) koşulunu

sağladığından ve f fonksiyonu η ye göre α-preinveks olduğundan her t ∈ [0, 1] için

f
(
A+

1

2
η(B,A)

)
(3.2.8)

= f
(
A+ tη(B,A) +

1

2
η(A+ (1− t)η(B,A), A+ tη(B,A))

)
≤ (1− 1

2α
)f(A+ tη(B,A)) +

1

2α
f(A+ (1− t)η(B,A))

≤
{
1− tα +

1

2α
[tα − (1− t)α]

}
f(A)

+
{
tα − 1

2α
[tα − (1− t)α]f(B)

}

eşitsizliği elde edilir. (3.2.8) eşitsizliğinin her iki tarafının t ∈ [0, 1]’ye göre integrali alınırsa

(3.2.6) eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır. Ayrıca bu ispatı yaparken∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt =

∫ 1

0

f(A+ (1− t)η(B,A))dt (3.2.9)

eşitliğide kullanılmıştır.

Remark 3.2.1 Yukarıda verilen Teoremde α = 1 alınırsa Teorem ?? elde edilir. α1, α2 ∈

[0, 1] için f : I ⊆ R0 → R operatör α1-preinveks ve g : I ⊆ R0 → R operatör α2-preinveks

fonksiyon olsun. Her A,B pozitif operatörleri ve x ∈ H için H üzerinde M(A,B) ve

N(A,B) fonksiyonlarını tanımlayalım;

M(A,B)(x) = ⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩ (3.2.10)

N(A,B)(x) = ⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

Teorem 3.2.2 S ⊆ B(H)+sa kümesi η : S × S → B(H)+sa ye göre inveks bir küme ve

f : I ⊆ R0 → R sürekli bir fonksiyon olsun. η’nın S üzerinde (C) koşulunu sağladığını

kabul edelim. Eğer her A,B ∈ S, α1, α2 ∈ [0, 1] ve V = A + η(B,A) için sürekli f : I ⊆

R0 → R ve g : I ⊆ R0 → R fonksiyonları PAV η yolu üzerinde η ye göre sırasıyla operatör
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α1, α2-preinveks ise bu durumda her x ∈ H ve (3.2.10) de verilen M(A,B), N(A,B) için∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.11)

≤ α1α2 − 1

(α1 + 1)(α2 + 1)
⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α2 + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
1

α1 + 1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α1 + α2 + 1
[M(A,B)(x)−N(A,B)(x)]

eşitsizliği doğrudur.

İspat. : Her x ∈ H ve t ∈ [0, 1] için

⟨(A+ tη(B,A))x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ t⟨η(B,A)x, x⟩ ∈ I. (3.2.12)

Burada ⟨Ax, x⟩ ∈ Sp(A) ⊆ I ve ⟨V x, x⟩ ∈ Sp(V ) ⊆ I. f, g fonksiyonlarının sürekliliğinden∫ 1

0
f(A+tη(B,A)),

∫ 1

0
g(A+tη(B,A)) ve

∫ 1

0
fg(A+tη(B,A)) integralleri vardır. f : I → R

operatör α1-preinveks ve g : I → R operatör α2-preinveks olduğundan α1, α2 ∈ [0, 1] ve

t ∈ [0, 1] için

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩ (3.2.13)

≤ (1− tα1)(1− tα2)⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+(1− tα1)tα2⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+tα1(1− tα2)⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+tα1+α2⟨f(B)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

doğru olan eşitsizliğini yazabiliriz. (3.2.13)’n her iki tarafının t ∈ [0, 1]’ye göre integrali

alınırsa ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.1 Teorem 3.2.2’nin koşulları altında

(i) α1 = α2 = α olarak seçilirse,∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.14)

≤ α− 1

α + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

2α + 1
M(A,B)(x) +

α

(α + 1)(2α + 1)
N(A,B)(x)
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eşitsizliği elde edilir.

(ii) α1 = α2 = 1 olarak seçilirse,∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.15)

≤ 2M(A,B)(x) +N(A,B)(x)

6

eşitsizliğini yazabiliriz.

Sonuç 3.2.2 Teorem 3.2.2’nin koşulları altında η(B,A) = B − A alınırsa o zaman,∫ 1

0

⟨f(tB + (1− t)η(B,A))x, x⟩⟨g(tB + (1− t)η(B,A))x, x⟩dt (3.2.16)

≤ α1α2 − 1

(α1 + 1)(α2 + 1)
⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α2 + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
1

α1 + 1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α1 + α2 + 1
[M(A,B)(x)−N(A,B)(x)]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.2.3 S ⊆ B(H)+sa kümesi η : S × S → B(H)+sa ye göre inveks bir küme ve η,

S üzerinde (C) koşılunu sağlasın. Eğer her A,B ∈ S, α1, α2 ∈ [0, 1] ve V = A + η(B,A)

için f : I ⊆ R0 → R ve g : I → R sürekli fonksiyonları sırası ile PAV η yolu üzerinde η ye

göre operatör α1, α2-preinveks ise her x ∈ H için

2α1+α2

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
×

⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.17)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

+
α1 − 1

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
α2 − 1

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

eşitsizliği sağlanır.
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İspat. : α1, α2 ∈ [0, 1] için f : I ⊆ R0 → R fonksiyonu operatör α1-preinveks ve g : I → R

fonksiyonu operatör α2-preinveks olduğundan her t ∈ [0, 1] için⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.18)

=
⟨
f
(
A+ tη(B,A) +

1

2
η(A+ (1− t)η(B,A), A+ tη(B,A))

)
x, x

⟩
×g

(
A+ tη(B,A) +

1

2
η(A+ (1− t)η(B,A), A+ tη(B,A))

)
x, x

⟩
≤

⟨[(
1− 1

2α1

)
f(A+ tη(B,A)) +

1

2α1
f(A+ (1− t)η(B,A))

]
x, x

⟩
×
⟨[(

1− 1

2α2

)
g(A+ tη(B,A)) +

1

2α2
g(A+ (1− t)η(B,A))

]
x, x

⟩
≤

(
1− 1

2α1

)(
1− 1

2α2

)
⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩ × ⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩

+
1

2α1+α2
⟨f(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩

×⟨g(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩

+
(
1− 1

2α1

) 1

2α2
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
(
1− 1

2α2

) 1

2α1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

eşitsizliğini yazabiliriz. Buradan (3.2.18)’nin t ∈ [0, 1]’ye göre heriki tarafının integralini

alırsak ispat tamamlanır. Burada ispatı yaparken∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

=

∫ 1

0

⟨f(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩ × ⟨g(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩dt

eşitsizliğinden de faydalandık.

Sonuç 3.2.3 Teorem 3.2.3 koşulları altında

(i) α1 = α2 = α seçilirse

4α

(2α − 1)2 + 1

⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.19)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

+
α− 1

(2α − 1)2 + 1
⟨N(A,B)x, x⟩

eşitsizliği sağlanır. Burada N(A,B), (3.2.10)’da tanımlanmıştır.
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(ii) α1 = α2 = 1 seçilirse

2
⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.20)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

eşitsizliği sağlanır.

Sonuç 3.2.4 Teorem 3.2.3’te eğer η(B,A) = B − A olarak alınırsa

2α1+α2

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
×

⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.21)

≤
∫ 1

0

⟨f(tB + (1− t)A)x, x⟩⟨g(tB + (1− t)B)x, x⟩dt

+
α1 − 1

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
α2 − 1

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 3.2.5 Teorem 3.2.3’in koşulları altında

1

(2α1 − 1)(2α2 − 1) + 1

[
2α1+α2

⟨
f
(A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.22)

×
⟨
g
(A+ V

2

)
x, x

⟩
− (α1 − 1)⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩ − (α2 − 1)⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

]
≤

∫ 1

0

⟨f((1− t)A+ tB)x, x⟩⟨g((1− t)A+ tB)x, x⟩dt

≤ α1α2 − 1

(α1 + 1)(α2 + 1)
⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α2 + 1
⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+
1

α1 + 1
⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩

+
1

α1 + α2 + 1
[M(A,B)(x)−N(A,B)(x)]

eşitsizliğini yazabiliriz. BuradaN(A,B) veM(A,B) (3.2.10) numaralı denklemde tanımlanan

fonksiyonlardır.
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3.2.3 Operatör s-Preinveks Fonksiyonlar İçin H-H Tipli Eşitsizlikler

Tezin bu kısmını hazırlarken Wang[12]’ın çalışmasından faydalandık.

Tanım 3.2.3 I, R0 da bir aralık ve S ⊆ B(H)+sa, η : S×S −→ B(H)+sa dönüşümüne göre

inveks bir küme s ∈ (0, 1] olsun. Sprekturumları I-da olan her A ve B pozitif operatörleri

ve tüm t ∈ [0, 1] için,

f(A+ tη(B,A)) ≤ (1− t)sf(A) + tsf(B) (3.2.23)

eşitsizliği sağlanıyorsa, f : I −→ R sürekli fonksiyonuna η-ya göre operatör s-preinveks

denir.

Açıkça görebiliriz ki, her operatör 1-preinveks fonksiyon, operatör preinveks ve her op-

eratör s-konveks fonksiyon η(A,B) = A−B dönüşümüne göre operatör s-preinvekstir.

Lemma 3.2.2 [31] A,B ∈ B(H)+ olsun. R0 üzerinde negatif olmayan tüm operatör

monoton f fonksiyonlar için f(A + B) ≤ f(A) + f(B) olması için gerek ve yeter koşul

AB +BA-nın pozitif olmasıdır.

Şimdi operatör s-preinveks fonksiyonun bir örneğini verelim.

Örnek 3.2.1 Kabul edelim ki, 1H , H Hilbert uzayı üzerinde birim operatör ve

S := (1H , 5.1H) = {A ∈ B(H)+sa : 1H < A < 5.1H}

olsun. η : S × S −→ B(H)+sa dönüşümünü, tüm A > B ≥ 0 için η(A,B) = A − B

şeklinde tanımlayalım. O halde η-nın (C) koşulunu sağladığı ve S-nın η-ya göre inveks

bir küme olduğu açıktır. Lemma 3.2.2 ve [9]-de Teorem 1.7 nin (1.12) den f(t) = ts(0 <

s ≤ 1) sürekli fonksiyonu C(H) içindeki operatörler için S üzerinde η ya göre operatör

s-preinvekstir.

Aşağıdaki Lemma, [9] de Önerme 1 in bir genişletilmesidir.

Lemma 3.2.3 S ⊆ B(H)+sa, η : S × S −→ B(H)+sa dönüşümüyle bir inveks küme ve

f : I ⊆ R0 −→ R, I aralığı üzerinde sürekli bir fonksion olsun. η-nın S üzerinde (C)

şartını sağladığını kabul edelim. Bu durumda her A,B ∈ S, V = A+η(B,A) ve s ∈ (0, 1]
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sabiti için f sürekli fonksiyonun, PAV η-yolu üzerinde η ya göre operatör s-preinveks

olması için gerekli ve yeterli koşul

φx,A,B(t) := ⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩ (3.2.24)

şeklinde tanımlanan φx,A,B : [0, 1] −→ R fonksiyonunun, her x ∈ H, ||x|| = 1 için [0, 1]

üzerinde s-konveks olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki her x ∈ H ||x|| = 1 ve φx,A,B : [0, 1] −→ R s ∈ (0, 1] sabiti için

[0, 1] üzerinde s-konveks olsun. Her C1 := A + t1η(B,A) ∈ PAV , C2 := A + t2η(B,A) ∈
PAV , λ ∈ [0, 1] ve (3.2.24) ten

⟨f(C1 + λη(C2, C1))x, x⟩ = ⟨f(A+ ((1− λ)t1 + λt2)η(B,A))x, x⟩ (3.2.25)

= φx,A,B((1− λ)t1 + λt2)

≤ (1− λ)sφx,A,B(t1) + λsφx,A,B(t2)

= (1− λ)s⟨f(C1)x, x⟩+ λs⟨f(C2)x, x⟩

yazabiliriz. Dolayısıyla, f , PAV η-yolu üzerinde η ya göre operatör s-preinvekstir.

Tersine, A,B ∈ S ve s ∈ [0, 1] sabiti için PAV η-yolu üzerinde η ya göre operatör

s-preinveks ve t1, t2 ∈ [0, 1] olsun. O zaman her λ ∈ [0, 1] ve x ∈ H, ||x|| = 1 için

φx,A,B((1− λ)t1 + λt2) (3.2.26)

= ⟨f(A+ t1η(B,A) + λη(A+ t2η(B,A), A+ t1η(B,A)))x, x⟩

≤ (1− λ)s⟨f(A+ t1η(B,A))x, x⟩+ λs⟨f(A+ t2η(B,A))x, x⟩

= (1− λ)sφx,A,B(t1) + λsφx,A,B(t2)

yazabiliriz. Dolayısıyla, φx,A,B, [0, 1] üzerinde s-konvekstir. Yani Lemma 3.2.3 nin ispatını

tamamlamış oluruz.

Aşağıdaki teorem, operatör s-preinveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin

bir genişlemesidir.

Teorem 3.2.4 S ⊆ B(H)+sa, η : S×S −→ B(H)+sa dönüşümüyle inveks bir küme ve η, S

üzerinde (C) şartını sağlasın. Eğer her A,B ∈ S, V = A+ η(B,A) ve s ∈ (0, 1] sabiti için

f : I ⊆ R0 −→ R sürekli fonksiyonu, PAV η-yolu üzerinde η ya göre operatör s-preinveks

ise, o zaman

2s−1f

(
A+ V

2

)
≤

∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt ≤ f(A) + f(B)

s+ 1
(3.2.27)

eşitsizliğini yazabiliriz.
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İspat. < Ax, x >∈ Sp(A) ⊂ I ve < V x, x >∈ Sp(V ) ⊂ I olduğu için x ∈ H, ||x|| = 1 ve

t ∈ [0, 1] için

⟨(A+ tη(B,A))x, x⟩ = ⟨Ax, x⟩+ t⟨η(B,A)x, x⟩ ∈ I (3.2.28)

eşitliğini yazabiliriz. f nin sürekliliği ve (3.2.28) eşitliğinden
∫ 1

0
f(A+tη(B,A))dt operatör

değerli integral vardır.

η, (C) şartını sağladığı ve f , her t ∈ [0, 1] için η-ya göre s-preinveks olduğu için

f

(
A+

1

2
η(B,A)

)
(3.2.29)

≤ 1

2s
f(A+ tη(B,A)) +

1

2s
f(A+ (1− t)η(B,A))

≤ 1

2s
[(1− t)s + ts][f(A) + f(B)]

yazabiliriz.

(3.2.29)’un her iki tarafını t ye göre [0, 1] üzerinde integral alıp,∫ 1

0

f(A+ tη(B,A))dt =

∫ 1

0

f(A+ (1− t)η(B,A))dt

eşitliğini göz önüne alırsak, (3.2.27) eşitsizliğini elde etmiş oluruz. Böylece Teorem 3.2.4

in ispatını tamamlamış oluruz.

Remark 3.2.2 Sırasıyla Teorem 3.2.4’te s = 1 ve η(A,B) = B−A seçersek, biz [9]-daki

Teorem 1.7 ve [26]-teki Teorem 1.9 u elde ederiz.

Şimdi Hilbert uzayında özeşlenik operatörlerin s-preinveks konveks fonksiyonlar için Her-

mit Hadamard tipli eşitsizliğinin iki yanını elde edelim.

Teorem 3.2.5 f : I ⊆ R0 −→ R sürekli bir fonksiyon, S ⊆ B(H)+sa, η : S×S −→ B(H)+sa

dönüşümüyle inveks bir küme ve η, S üzerinde (C) şartını sağlasın. Eğer her A,B ∈ S,

V = A + η(B,A) ve s ∈ (0, 1] sabiti için, f fonksiyonu PAV η-yolu üzerinde η ya göre

operatör s-preinveks ise, o zaman her a < b, a, b ∈ (0, 1) ve x ∈ H, ||x|| = 1 için∣∣∣∣⟨ ∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.30)

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ b− a

4(s+ 1)(s+ 2)

[
⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩

+ 2(s+ 1)

⟨
f

(
A+

a+ b

2
η(B,A)

)
x, x

⟩
+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩

]
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ve ∥∥∥∥∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))du− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dudt

∥∥∥∥ (3.2.31)

≤ b− a

2(s+ 1)

[∥ f(A+ aη(B,A)) ∥ +2(s+ 1)||f(A+ a+b
2
η(B,A))∥+ ∥f(A+ bη(B,A))∥

2(s+ 2)

]

eşitsizliklerini yazabiliriz.

İspat. A,B ∈ S ve a, b ∈ (0, 1), a < b olsun. x ∈ H, ||x|| = 1 için φ : [a, b] ⊆ [0, 1] −→ R0

fonksiyonunu

φ(t) :=

⟨∫ 1

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
şeklinde tanımlayalım.

f nin sürekliliğini, iç çarpımının süreklilik özelliğini ve operatör değerli fonksiyonların

integral özelliklerini kullanarak,⟨∫ 1

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
=

∫ 1

0

⟨f(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩dt

eşitliğini yazabiliriz.

f(A + uη(B,A)) ≥ 0 olduğundan her t ∈ [a, b] için φ(t) ≥ 0 dır. Açıkça görüldüğü

gibi her t ∈ [a, b] için,

φ
′
(t) = ⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩ ≥ 0

yazabiliriz. Bu yüzden, |φ′
(t)| = φ

′
(t).

f , s ∈ (0, 1] sabiti için PAV η-yolu üzerinde η ya göre operatör s-preinveks olduğu

için, Lemma 3.2.3 ten φ
′
, s-konvekstir.

φ fonksiyonuna [22]-deki Teorem 1.3 uygulayarak∣∣∣∣φ((a+ b)

2

)
− 1

b− a

∫ b

a

φ(t)dt

∣∣∣∣ (3.2.32)

≤ b− a

4(s+ 1)(s+ 2)

[
φ

′
(a) + 2(s+ 1)φ

′
(
a+ b

2

)
+ φ

′
(b)

]

eşitsizliğini elde ederiz ve böylece (3.2.30) eşitsizliğini elde ederiz. (3.2.30) eşitsizliğini,

her x ∈ H, ∥x∥ = 1 için iki yanının supremumunu alırsak (3.2.31) eşitsizliğini elde etmiş

oluruz. Böylece Teorem 3.2.5 ın ispatı tamamlanır.
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Sonuç 3.2.6 Teorem 3.2.5 ün şartları altında,∣∣∣∣⟨ ∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.33)

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ (22−s + 1)(b− a)

2(s+ 1)(s+ 2)

[
⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩

2

]

ve ∥∥∥∥∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))du (3.2.34)

− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dudt

∥∥∥∥
≤ (22−s + 1)(b− a)

2(s+ 1)(s+ 2)

[
∥ f(A+ aη(B,A) ∥ +∥f(A+ bη(B,A))∥

2

]

yazabiliriz.

İspat. Teorem 3.2.5 ispatı gibi, φ nin ve (3.2.32) in s-konveksliğini kullanarak Sonuç

3.2.6 i ispatlamış oluruz.

Sonuç 3.2.7 Teorem 3.2.5 ün şartları altında, eğer s = 1 olarak seçilirse, o zaman∣∣∣∣⟨ ∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.35)

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

4

[⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩+ 4⟨f(A+ a+b
2
η(B,A))x, x⟩+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩
6

]

ve ∥∥∥∥∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))du− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dudt

∥∥∥∥ (3.2.36)

≤ (b− a)

4

[∥ f(A+ aη(B,A)) ∥ +4 ∥ f(A+ a+b
2
η(B,A)) ∥ +∥f(A+ bη(B,A))∥

6

]
.

yazabiliriz.
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Sonuç 3.2.8 Teorem 3.2.5 ün şartları altında, eğer η(B,A) = B − A ise, o zaman∣∣∣∣⟨ ∫ (a+b)
2

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.37)

− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)

4(s+ 1)(s+ 2)

[
⟨f((1− a)A+ aB)x, x⟩

+ 2(s+ 1)

⟨
f

(
2− a− b

2
A+

a+ b

2
B

)
x, x

⟩
+ ⟨f((1− b)A+ bB)x, x⟩

]

ve ∥∥∥∥∫ (a+b)
2

0

f((1− u)A+ uB)du− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f((1− u)A+ uB))dudt

∥∥∥∥ (3.2.38)

≤ (b− a)

2(s+ 1)

[∥f((1− a)A+ aB)∥+ 2(s+ 1)∥f(2−a−b
2

A+ a+b
2
B)∥+ ∥f((1− b)A+ bB)∥

2(s+ 2)

]

yazabiliriz.

Remark 3.2.3 Sonuç 3.2.6, Sonuç 3.2.7, Sonuç 3.2.8, sırasıyla [22] deki Teorem 5 ve [32]

deki Teorem 2.2 nin genelleştirmesidir.

Teorem 3.2.6 f : I ⊆ R0 −→ R0 sürekli fonksiyon, S ⊆ B(H)+sa, η : S × S −→ B(H)+sa

dönüşümüne göre inveks bir küme ve η, S üzerinde (C) şartını sağlasın. Eğer her A,B ∈ S,

V = A + η(B,A) ve s ∈ (0, 1] sabiti için, f fonksiyonu PAV η-yolu üzerinde η ya göre

operatör s-preinveks ise, o zaman her a < b, a, b ∈ (0, 1) ve x ∈ H, ||x|| = 1 için∣∣∣∣12
⟨∫ a

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.39)

+
1

2

⟨∫ b

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)(2s+1 + 1)

2s(s+ 1)(s+ 2)

[
⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩

2

]
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ve ∥∥∥∥12
∫ a

0

f(A+ uη(B,A))du+
1

2

∫ b

0

f(A+ uη(B,A))du (3.2.40)

− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dudt

∥∥∥∥
≤ (b− a)(2s+1 + 1)

2s(s+ 1)(s+ 2)

[
∥ f(A+ aη(B,A)) ∥ +∥f(A+ bη(B,A))∥

2

]

eşitsizliklerini yazabiliriz.

İspat. [29]-de Teorem 1.4 deki (1.5) eşitsizliği ile Teorem 3.2.5 nin ispatına benzer bir

yaklaşımla ispatı tamamlanır.

Sonuç 3.2.9 Teorem 3.2.6 ün şartları altında, eğer s = 1, o zaman∣∣∣∣12
⟨∫ a

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
(3.2.41)

+
1

2

⟨∫ b

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ 5(b− a)

12

[
⟨f(A+ aη(B,A))x, x⟩+ ⟨f(A+ bη(B,A))x, x⟩

2

]

ve ∥∥∥∥12
∫ a

0

f(A+ uη(B,A))du+
1

2

∫ b

0

f(A+ uη(B,A))du (3.2.42)

− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f(A+ uη(B,A))dudt

∥∥∥∥
≤ 5(b− a)

12

[
∥f(A+ aη(B,A))∥+ ∥f(A+ bη(B,A))∥

2

]

eşitsizliklerini yazabiliriz.
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Sonuç 3.2.10 Teorem 3.2.6 ün şartları altında, eğer η(B,A) = B − A ise, o zaman∣∣∣∣12
⟨∫ a

0

f((1− u)A+ uB)dux, x

⟩
(3.2.43)

+
1

2

⟨∫ b

0

f((1− u)A+ uB)dux, x

⟩
− 1

b− a

∫ b

a

⟨∫ t

0

f((1− u)A+ uB)dux, x

⟩
dt

∣∣∣∣
≤ (b− a)(2s+1 + 1)

2s(s+ 1)(s+ 2)

[
⟨f((1− a)A+ aB)x, x⟩+ ⟨f((1− b)A+ bB)x, x⟩

2

]

ve ∥∥∥∥12
∫ a

0

f((1− u)A+ uB)du+
1

2

∫ b

0

f((1− u)A+ uB)du (3.2.44)

− 1

b− a

∫ b

a

∫ t

0

f((1− u)A+ uB)dudt

∥∥∥∥
≤ (b− a)(2s+1 + 1)

2s(s+ 1)(s+ 2)

[
∥f((1− a)A+ aB)x, x∥+ ∥f((1− b)A+ bB)x, x∥

2

]

eşitsizliklerini yazabiliriz.

Remark 3.2.4 Sonuç 3.2.9 ve Sonuç 3.2.10 sırasıyla [29]-de Teorem 1.4 ün geneleştirmesidir.

s1, s2 ∈ (0, 1] sabitleri için, f : I ⊆ R0 −→ R operatör s1-preinveks bir fonksiyon ve

g : I −→ R, operatör s2-preinveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda her A,B ∈ B(H)+

operatörleri için

M(A,B)(x) = ⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩, x ∈ H, (3.2.45)

N(A,B)(x) = ⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩, x ∈ H

eşitlikleriyle, H üzerinde M(A,B) ve N(A,B) reel foksiyonları tanımlayabiliriz. Beta

fonksiyonu x > 0, y > 0 için

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt (3.2.46)

şeklinde tanımlanır.

Aşağıdaki iki teorem, sırasıyla [26]-teki Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 nin genelleştirilmesidir.
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Teorem 3.2.7 S ⊆ B(H)+sa, η : S × S −→ B(H)+sa dönüşümüyle inveks bir küme ve η,

S üzerinde (C) şartını sağlasın. Eğer her A,B ∈ S, V = A + η(B,A) ve s ∈ (0, 1] sabiti

için, f, g : I ⊆ R0 −→ R sürekli fonksiyonları PAV η-yolu üzerinde sırasıyla operatör s1

ve s2 preinveks olsun. O zaman her x ∈ H, ||x|| = 1 için∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.47)

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

eşitsizliğini yazabiliriz. Buradaki M(A,B) ve N(A,B) (3.2.45) te ve Beta fonksiyonu

(3.2.46) da tanımladık.

İspat. < Ax, x >∈ Sp(A) ⊆ I ve < V x, x >∈ Sp(V ) ⊆ I olduğu için x ∈ H, ||x|| = 1 ve

t ∈ [0, 1] için

⟨(A+ tη(B,A))x, x⟩ = ⟨(Ax, x⟩+ t⟨η(B,A)x, x⟩ ∈ I (3.2.48)

eşitliğini yazabiliriz.

f , g nin sürekli ve (3.2.48) eşitliğinden
∫ 1

0
f(A+ tη(B,A))dt,

∫ 1

0
g(A+ tη(B,A))dt ve∫ 1

0
(fg)(A+ tη(B,A))dt operatör değerli integral vardır.

s1, s2 ∈ (0, 1] sabitleri için f : I −→ R, operatör s1-preinveks bir fonksiyon ve g :

I −→ R, operatör s2-preinveks bir fonksiyon olduğundan her t ∈ [0, 1] için

⟨f(A+ tη(B,A)x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.49)

≤ (1− t)s1+s2⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩+ (1− t)s1ts2⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

+ ts1(1− t)s2⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩+ ts1+s2⟨f(B)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩

eşitsizliğini yazabiliriz. (3.2.49)-u t-ye göre [0, 1] üzerinde integralini alırsak, istenilen

(3.2.47)-in ispatı tamamlanır.

Sonuç 3.2.11 Teorem 3.2.7 ün şartları altında, eğer s1 = s2 = s ise, o zaman∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.50)

≤ 1

2s+ 1

[
M(A,B)(x) + sβ(s, s+ 1)N(A,B)(x)

]
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ve eğer s1 = s2 = 1 ise, o zaman∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt (3.2.51)

≤ 2M(A,B)(x) +N(A,B)(x)

6

eşitsizliklerini yazabiliriz.

Sonuç 3.2.12 Teorem 3.2.7 ün şartları altında, eğer η(B,A) = B − A ise, o zaman∫ 1

0

⟨f((1− t)A+ tB)x, x⟩⟨g((1− t)A+ tB)x, x⟩dt (3.2.52)

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

yazabiliriz.

Teorem 3.2.8 S ⊆ B(H)+sa, η : S × S −→ B(H)+sa dönüşümüyle inveks bir küme ve η,

S üzerinde (C) şartını sağlasın. Eğer her A,B ∈ S, V = A + η(B,A) ve s ∈ (0, 1] sabiti

için, f, g : I ⊆ R0 −→ R sürekli fonksiyonları PAV η-yolu üzerinde sırasıyla operatör s1

ve s2 preinveks olsun. O zaman her x ∈ H, ||x|| = 1 için

2s1+s2+1

⟨
f

(
A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.53)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

eşitsizliğini yazabiliriz. BuradakiM(A,B) veN(A,B) (3.2.45) ve Beta fonksiyonu (3.2.46)

de tanımladık.
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İspat. s1, s2 ∈ (0, 1] sabitleri için f : I −→ R, operatör s1-preinveks bir fonksiyon ve

g : I −→ R, operatör s2-preinveks bir fonksiyon olduğu için, her t ∈ [0, 1] için⟨
f

(
A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.54)

≤ 1

2s1
⟨[f(A+ tη(B,A)) + f(A+ (1− t)η(B,A))]x, x⟩

× 1

2s2
⟨[g(A+ tη(B,A)) + g(A+ (1− t)η(B,A))]x, x⟩

≤ 1

2s1+s2
[⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ η(B,A))x, x⟩

+ ⟨f(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩⟨g(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩]

+
1

2s1+s2
{[ts1+s2 + (1− t)s1+s2 ][⟨f(A)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩]

+ [ts1(1− t)s2 + ts2(1− t)s1 ][⟨f(A)x, x⟩⟨g(A)x, x⟩+ ⟨f(B)x, x⟩⟨g(B)x, x⟩]}

eşitsizliğini yazabiliriz. 3.2.54-ü t-ye [0, 1] üzerinde integralini alır ve aşağıdaki eşitliği

kullanırsak istenilen (3.2.53) eşitsizliğini elde etmiş oluruz. Böylece ispat tamamlanmış

olur. ∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

=

∫ 1

0

⟨f(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩⟨g(A+ (1− t)η(B,A))x, x⟩dt

Sonuç 3.2.13 Teorem 3.2.8 ün şartları altında, eğer s1 = s2 = s ise, o zaman

22s−1

⟨
f

(
A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.55)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

+
1

s+ 1
[N(A,B)(x) + sβ(s, s+ 1)N(A,B)(x)]

ve eğer s1 = s2 = 1 ise, o zaman

2

⟨
f

(
A+ V

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+ V

2

)
x, x

⟩
(3.2.56)

≤
∫ 1

0

⟨f(A+ tη(B,A))x, x⟩⟨g(A+ tη(B,A))x, x⟩dt

+
2M(A,B)(x) +N(A,B)(x)

6

eşitsizliklerini yazabiliriz.
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Sonuç 3.2.14 Teorem 3.2.8 ün şartları altında, eğer η(B,A) = B − A ise, o zaman

2s1+s2−1

⟨
f

(
A+B

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+B

2

)
x, x

⟩
(3.2.57)∫ 1

0

⟨f((1− t)A+ t(B,A))x, x⟩⟨g((1− t)A+ t(B,A))x, x⟩dt

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

eşitsizliğini yazabiliriz.

Sonuç 3.2.15 Teorem 3.2.8 ün şartları altında, eğer η(B,A) = B − A ise, o zaman

2s1+s2−1

⟨
f

(
A+B

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+B

2

)
x, x

⟩
(3.2.58)

≤
∫ 1

0

⟨f((1− t)A+ tB)x, x⟩⟨g((1− t)A+ tB)x, x⟩dt

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

eşitsizliği yazabiliriz.

Sonuç 3.2.16 Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.8 şartı altında, biz

2s1+s2−1

⟨
f

(
A+B

2

)
x, x

⟩⟨
g

(
A+B

2

)
x, x

⟩
(3.2.59)

− 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]
−

∫ 1

0

⟨f((1− t)A+ tB)x, x⟩⟨g((1− t)A+ tB)x, x⟩dt

≤ 1

s1 + s2 + 1

[
M(A,B)(x) + s1β(s1, s2 + 1)N(A,B)(x)

]

eşitsizliğini yazabiliriz.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışması literatürde var olan operatör preinveks [9], operatör α-preinveks

[11] ve operatör s-preinveks [12] bilimsel çalışmalarının ayrıntılı bir şekilde incelenip

yazılmasıyla meydana gelmiştir. Bu çalışmalarda elde edilen yeni tanım, lemma, teorem

ve eşitsizlikler ışığı altında Hilbert uzayında sınırlı özeşlenik operatörlerin sürekli fonksiy-

onları için operatör preinveks sınıfı alanında çalışmak isteyen bilim insanlarına Türkçe bir

kaynak olacağını düşünürüz.
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Inequalities, Monograhs in Inequalities, Element, Zagreb.

[20] Mohan S. R., Neogy S. K., 1995 On invex sets and preinvex function, J. Math. Anal.

Appl., 189: 901-908; Available online at http://dx.doi.org/10.1006/jmaa. 1995-1057.

[21] Yang X. M., Li D. 2001 On properties of preinvex functions, J. Math. Anal. Appl.,

256: 229-241

[22] Alomori M.W., Darus M., Kirmaci U. S., 2011 Some inequalities of Hermite-Hadamard

type for s-convex functions, Acta Math. Sci. Ser. B Engl. Ed., 31, 1643-1652.

[23] Dragomir S. S., Fitzpatrick S. , 1999 The Hadamard’s inequality for s-convex fuctions

in the second sense, Demonstratio Math., 32: 687-696.

[24] Dragomir S. S., 2002 An inequality improving the first Hermite Hadamard inequality

for convex functions defined on linear spaces and applcations for semi-inner products,

J. Inequal. Pure Appl. Math., 3: 8 pages.

38



[25] Dragomir S. S., 2002 An inequality improving the second Hermite Hadamard in-

equality for convex functions defined on linear spaces and applcations for semi-inner

products, J. Inequal. Pure Appl. Math., 3: 8 pages.

[26] Ghazanfari A. G., 2014 The Hermite Hadamard’s type inequality for operator s-

convex fuctions in the second sense, J. Adv. Res. Pure Math., 6: 52-61.

[27] Hudzik H., Maligranda L., 1994 Some remaks on s-convex fuctions, Anequtiones

Math., 48: 100-111.

[28] E. Kikianty, 2010 Hermite Hadamard inequality in the geometry of Banach spaces,

Victoria University.
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