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TANJANT DEMET iCERISINDE YAPILAR VE BUNLARA UYGULANAN
KOVARYANT TUREVLER

SELIN ALTI
ORDU UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI 32 SAYFA

TEZ DANISMANTI: Dr. Ogr. Uyesi Siileyman SENYURT
IKINCI TEZ DANISMANI: Dr. Ogr. Uyesi Hasim CAYIR

Bu calisma alt1 boliim halinde diizenlenmistir. Giris boliimiinde ¢alismanin amaci ve
konunun ele alinma nedeni tartisildi. Onceki calismalar boliimiinde tanjant demet
lizerinde yapilan caligmalara ve genel bilgilere yer verildi. Materyal ve metod
b6liminde tanjant demette dikey (vertikal) ve tam (komple) lift ile ilgili temel
kavramlar anlatilmistir.

Bulgular boliimii ¢alismamizin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde almost
kontakt ve almost parakontakt yapilar tanimlanarak bunlarin T (M) tanjant demeti

tzerindeki X© ve X" ye gore kovaryant tirevleri incelendi. Ek olarak, elde edilen
bu kovaryant tiirevler almost kontakt ve almost parakontakt yapida baz1 6zel degerler
i¢cin hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: Almost Kontakt Yapilar, Almost Parakontant Yapilar,
Dikey Lift, Kovaryant Tirev, Tam Lift, Tanjant demeti



ABSTRACT

STRUCTURES AND THE COVARIENT DERIVATIVES APPLIED THEM
ON TANGENT BUNDLE

SELIN ALTI
ORDU UNIVERSITY INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED
SCIENCES
MATHEMATICS

TYPE OF THE THESIS, 32 NUMBER OF PAGE
SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Siileyman SENYURT
CO-SUPERVISOR: Assist. Prof. Dr. Hasim CAYIR

This work is arranged in six different parts. In the introductory part, the purpose of
this work and the reason why theme was dealt with are discussed. In the previous
works parts, general information about tanjant bundle and works done on this field
appears.

In the materials and method part, basic concepts about vertical and complete lifts in
tanjant bundle are explained. The findings parts forms the original setion of this
work. In this part, almost contact and almost paracontact structures are identified
and their covarient derivatives according to X © and X" on tangent bundle T(M).
In addition, these obtained covarient derivatives are examined for some special
rates in almost contact and almost paracontact structures.

Keywords: Almost Contact Structure, Almost Paracacontact Sturcture,
Complete Lifts, Covarient Derivative, Tangent Bundle, Vertical Lifts
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1.GIRIS

17. ylizyilda Descartes ve Fermat tarafindan kesfedilen koordinat metodu ile ortaya
¢ikan ve onemi gittikge artan diferensiyel geometri, diferensiyel ve integral hesabini
kullanarak ¢oziim elde etmeye ¢alisan matematigin bir alt bilim dalidir. Duzlem,
uzay egrileri ve ylizey teorisi 18. ve 19. yiizyillarda bu alanlarin temellerini
olusturmustur. 19. yilizyihn sonlarinda ise diferensiyel geometri daha c¢ok
diferensiyellenebilir manifoldlar ve bu manifoldlar iizerine insa edilen geometrik

yapilarla ilgilenilmistir.

Diferensiyel geometride énemli bir yere sahip olan tensér kavrami fizikgi Woldemar

Veoight tarafindan ilk defa 1898 yilinda caligilmistir.

Diferensiyel geometride lift kavrami “genisleme” anlaminda kullanilmstir.
Geometrik objelerin tensér demetlere genislemeleri diferensiyel geometrinin en
onemli alana sahip problemlerinden biridir. Ozel bir tensor demet olan tanjant demet
ilk kez 1958 yilinda Sasaki tarafindan calisilmistir. Daha sonra 1962 yilinda
Dombrowski tarafindan tanjant demetteki geometrilerin genislemesi saglanmis ve ilk
calisma 1965 yilinda yapilmistir. Tanjant Demette Tensér Alanimnin ve
Konneksiyonlarmm Tam (complete) ve Dikey (vertical) Liftleri ” adligalisma

Kobayashi ve Yano tarafindan yapilmistir.

Hazirlanan bu tez ¢aligmasinda tanjant demette tam ve dikey liftler yardimiyla ifade
edilen almost kontakt ve almost parakontakt yapilar ile bunlara uygulanan kovaryant
tirevler lizerinde durulmus ve bu dogrultuda bazi genel bagintilar elde edilmistir.
Daha sonra bu genel bagintilar i¢cin almost kontakt ve almost parakontakt yapinin
ozelligi kullanilarak bu bagintilarin 6zel halleri elde edilmis ve sik¢a bahsedilecek

olan alan kavramlarinin tanimlar1 da yapilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Tanjant demet ve lizerindeki yapilarla ilgili yapilmis olan bircok ¢aligsma mevcuttur:

Sasaki, (1958), M diferensiyellenebilir manifoldunun T(M) tanjant demetinde

Riemannian metrigi yardimiyla yeni bir metrik elde etmistir.
Kandatu, (1966), lineer olmayan bir manifoldda tanjant demetini tanimlamistir.

Yano ve Ishihara, (1967), tanjant demette konneksiyonlarin ve tensor alanlarinin

yatay liftleri ile ilgili teoriyi gelistirmislerdir.

Yano ve Ishihara, (1973), tanjant ve kotanjant demette dikey, tam, yatay ve diagonal

lifftlerle ilgili 6enmli sonuglar elde etmistir.

Talantove ve Shirokov, (1975), tanjant demetile dual cebir izerine kurulan holomof
manifoldlar arasinda bir baginti elde etmistir. Bu bagmt1 ile birlikte Synectic Lift

kavrami incelenmeye baslanmistir.

Vishnevsky, (1983), tanjant demet Uzerinde incelenen yapilar1 yarim tanjant demet

iizerinde incelemistir.

Cayir, (2016), T(M) tanjant demeti tizerindeki X © ve X" ye uygulanan Tachibana

ve Vishnevsky operatorlerini incelemistir.

Cayir ve Koseoglu, (2016), tanjant demet icerisindeki almost kontakt ve almost

parakontakt yapilar ile bunlara uygulanan Lie tiirevlerini incelemistir.



2.1. Genel Bilgiler
Tamm 2.1.1. X bir Hausdorff uzay: olmak tizere U < X agik kiimesinden V < R"

kiimesine taniml

p:U->V

homeomorfizm doniisiimiine X de n boyutlu koordinat sistemi ya da harita adi
verilir. U kiimesine de ¢ haritasinin koordinat komsulugu ya da koordinat bdlgesi

adi verilir ve (U,(D) seklinde ifade edilir. X €U olmas1 durumunda ise
o(X)=(x,%%,..,x") eR"

olur. X*,..., X" reel say1 degerlerine ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 adi
verilir.

Tamm 2.1.2. X Hausdorff uzayindan - boyutlu ¢, haritalarmm U, bdlgelerinin

bu uzayi 6rtmesi durumunda, yani

X ={JU,, (A-indisler kimesi)

achA

olmast durumunda X uzayma n-boyutlu topolojik manifold yada yalnizca

N-boyutlu manifold adi verilir.

Tamm 2.1.3. X bir Hausdorff uzay:1 ve k da 0<k sartim1 saglayan bir tam say1
degeri olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan {(U,z ,§0a)3 aeAU, cC X} lokal
koordinatlar ailesine X (izerinde C* smifindann- boyutlu atlas denir

(Yano ve Ishihara, 1973).

1. Lokal haritalarn U , bolgesi X ‘i orter, yani X, n—boyutlu topolojik manifolddur.
2.Keyfi o, fe Aiginu, nU, =¢ ise

q)ﬁ Ogoa_l : ¢a(Ua muﬂ)_) @ﬁ(ua muﬁ)

déniigiimii C* smifindandir. Bu kosula bazen (U,,¢,) ve (U 4@, ) haritalarmim

C* uzlagmasi kosulu da denir.



?y o doniisiimiine ise koordinatlarn doniisiimii (uiﬁ = uiﬂ (u C{) ] =L...,n)
denir. Burada uiﬂ, (U ﬁ,q)ﬁ) haritasindaki X€ U, nU , noktasinin koordinatlari, u}

ise (U 1 Py ) haritasindaki X noktasinin koordinatlarin1 belirtmektedir.

U,nU,=¢ ise bu durumda ¢, ¢, doniisimi tammlanamaz. Ancak, bu
durumda ¢, o@.* doniisiimiiniin C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. kosul,
Py ° (p;l doniistimlerinin C* smifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise,

@y ° @' koordinat ddniisiimiiniin Jakobian matrisinin determinantinin sifirdan

farkli olmas1 demektir.

Tamm 2.1.4. Sayilabilir bir baza sahip olan Hausdorff uzayr M olsun. M kiimesi
icerisinden—boyutlu C* atlaslarmin C* yapis1 verilmisse M uzayina n-boyutlu
C” smifindan diferensiyellenebilir manifold yada diizgiin manifold adi verilir ve M,

seklinde ifade edilir (Cayir, 2013).

2.2. Vektor Alam

M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun.Vp e M, noktasini bir ve yalmz bir
X, eT, vektoriine karsilik getiren X :p — X doniisiimiine M (zerinde vektor
alani denir. Burada T, pe M, noktasindaki vektor uzayidir. Eger f, M (izerinde

tanimlanan bir fonksiyon ise Xf de M, dzerinde (Xf)(p)=X,f biciminde

tanimlanan bir fonksiyondur. Eger, her bir diferensiyellenebilen f fonksiyonu igin

Xf de diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X vektor alanina diferensiyellenebilir
vektor alani denir. M, (zerindeki (U,) lokal koordinat sisteminde X vektor

alanini

biciminde gosterebiliriz (Salimov ve Cayir,2013). Burada X'=X'(X')ler U
koordinat komsulugundaki X' lokal koordinatlarmm fonksiyonlaridir. X'lere X

vektor alanimin  0; catisindaki  koordinatlari  denir. X vektér alaninin



diferensiyellenebilmesi  i¢in  gerek ve yeter kosul X'=X'(x') lerin
diferensiyellenebilir olmasidir.
M Gzerindeki (U,p) koordinat sisteminde bir baska Y =Y's, vektor alam ve

f € 33(M,) fonksiyonu igin

X(f)=X'g;f, Y(f)=Y'o,f
XY(f)=X(Y'8,f)=X"(8Y's,f +Y'0%f)
YX(f)=Y(X'0,f)=Y'(0,X'0,f + X'0; f)

bulunur. Buradan da

XY (f)-YX(f)=(X'aY!-Y'g, X0, f
yazilir. BOylece

XY =YX =[X,Y]

seklinde ifade edilen yeni bir vektor alani tanimlanmis olur. Elde edilen vektor

alanin1 O; dogal ¢atis1 tiiriinden gosterimi ise
[X,Y]=XY -YX =(X'9Y' -Y'5,X")0,

(2.1)
biciminde olur. 0,'nin [X,Y] katsayisina vektér alaninin O; catisindaki
koordinatlar1 denir.
Tamm 2.2.1. (2.1) esitligi olarak belirtilen [X,Y] vektor alanina X veY vektor
alanlarinin Lie parantezi denir.

Ozel olarak 6, =5°0,, 0 j =5}<6k vektor alanlar1 alinirsa, (2.1) formulinden
[6,,0,1=0

sonucu elde edilir. (2.1) esitliginin yardimiyla Lie parantezinin asagidaki 6zellikleri
sagladig1 gosterilebilir (Cayir, 2013) :

1. [X,Y]=-Y,X],

2. [X, fY]=X(f)Y + f[X,Y],



3. [X,[Y,Z]]+[Y,[Z, X]]+[Z,[X,Y]] :O)
4. [X,Y +Z]=[X,Y]+[X,Z]

3t(M,)ile M, izerindeki tim diferensiyellenebilir vektor alanlarmm kiimesini
gosterelim. Bu kiimede toplama ve 3°(M | )'nin elemanlari ile carpma islemlerini
1L (X+Y)(F)=X(f)+Y(f), VX,Y e3;(M,), Vf e35(M,)

2. (gX)(f)=0gX(f), VX e3F5(M,), Vf, g eI (M,)

biciminde tanimlayalim. Bu islemlere gére 3i(M,)'nin, birimli, komutatif 3°(Mm )

cebiri Uzerinde bir modil oldugu kolaylikla gosterilebilir. (Modill anlami R

tizerinde vektor uzay1 anlamiin genellesmesidir). 3 (M, )" ye bir baska cebirsel yap1
da dahil edebiliriz. 3{(M,)'ye R reel cebiri iizerinde bir vektdr uzayr gibi de

bakabiliriz. Bu vektdr uzayinda carpma islemi olarak vektor alanlarinin Lie
parantezini alirsak, bu kiimeye R Uzerinde Lie cebiri gibi de bakmak mumkinddr.
Bu cebirin sonsuz boyutlu oldugu kolayca gosterilebilir. Vektor alanlarinin tanimina

benzer olarak kovektor alani (veya 1—form) tanimlanir.

2.3. Kovektor Alam

Her bir pe M, noktasi i¢in bir ve yalniz bir @, €T} (T;,peM, noktasindaki
kovektdr uzayidir) kovektoriinii karsilik getiren @:p — @, dOniigimiine M,
iizerindeki kovektor alani ad1 verilir.

Eger @ kovektor alani ise, herhangi bir U koordinat komsulugunda o = o dx’
yazilabilir. Burada dx' kogatidir. @ kovektoriiniin C* smifindan olmasi igin gerek
ve yeter sart o = (x')Nin C” sinifindan olmasidir. Burada x' ler U koordinat
komsulugundaki lokal koordinatlardir. Tiim kovektor alanlarmin kiimesi J3(M,)
uzerinde bir moduldr.

2.4. Tensor Alam

Keyfi p e M, noktasi i¢in bir ve yalniz bir t, eTg‘(P) tensoriinii karsilik getiren
t:p—>t, doniisiimii M, Gzerinde (p,q) tipli tensor alanidir. Burada T.'(P), pe M,

noktasindaki tensor uzayidir.



x' lokal koordinatlarmin verildigi U koordinat komsulugundaki (p,q) tipli tensér

alani

t=t;" dxh ®..@dx" ®9, ®..®9,

biciminde ifade edilir. Buradaki t:™ lere t tensor alanmmn U  koordinat
komsulugundaki lokal koordinat sisteminde koordinatlar1 denir.Eger t;ll'fq =t;11'_'_'_ij!’q (x)
fonksiyonlar1 C* smifindan ise { tensor alam da C* smifindandir denir.

3P (M,) ile M, izerindeki tim (p,q) tipli tensér alanlarinin R Uzerindeki vektor

uzaymi gosterelim. 3P(M,)'nin 35(M) lizerinde bir modiil oldugu kolayca

gosterilebilir.

S(M,) = Y. 32(M,)
p.a=0
biciminde gosterirsek, I(M )’ nin R iizerinde bir cebir olduguda gosterilebilir.
Burada ® islemi noktasal olarak
t®t, =), ®(,),, VxeM, Vi, t,e3I(M,)

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 2.4.1. Asagidaki kosullar1 saglayan D:3(M, ) — 3(M,) doniisiimiine
3(M,) cebirinin tensor diferensiyellenmesi islemi (veya sadece diferensiyellemesi)

denir.

1. D sabit katsayilara gore lineerdir, yani
D(at+bs)=aDt+bDs, Va,beR

2. D tipi korur, yani D(3(M,)) = 3¢(M,) dir.

3. D(t®s)=Dt®s+t®Ds

4. D islemi tensorlerin kontraksiyon islemi ile yer degistirebilir.

Tanmm 24.2. D=L,, X e 3;(M,) diferensiyelleme islemi asagidaki sartlar:

saglarsa buna X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi ad1 verilir:



1. L, f =X vfeI3(M,),

2. LY =[X,Y], ¥VX,YeI;(M,).
Burada [X,Y] Lie parantezidir. L,Y ‘nin lokal koordinatlardaki ifadesi
LY = X o, Y' -Y¥*o X'

bigiminde yazilir. Lie diferensiyellenmesi islemi neticesinde elde edilen sonuca ise

Lie tiirevi ad1 verilir. X vektor alanma gore (1,1) tipli bir tensor alan1 F 'nin Lie
tirevi L, F

(LX F)Y = [X ' FY] - F[X 1Y]

seklinde tanimlanir.

Simdi siradan bir tensdr alani igin Lie tiirevi formiiliinii bulalim. Once w e 3°(M )

Kovektor alanini inceleyelim. vy e 3L(M,) icin w(Y) e 3(M,) oldugu agiktir. L,

tlrevinin dzelliklerine gore
Ly (o(Y)) = (Ly @)Y + (L, Y)
ve buradan da

(Ly@)Y = Ly (@(Y)) —o(LcY) = X(a(Y)) - o([X,Y]) (2.2)

yazilir.

Eger, Y =5, alirsak (2.2) esitliginin U komsulugundaki lokal koordinatlar ile ifade

edilisi
Lo, = X*0,; + @, 0, X" (2.3)
seklinde olur.

Simdi keyfi (p,q) tipli tensdr alanini ele alahm. te 37 (M,) icin

t(Xy, . X a)l,...,a)p)eiig(Mn),VXl,...,XqGS%)(MH) Va',..,o" e 3(M,)

q’

yazilabilinecegi agikardir. Buradan L, ’in dzelliklerine gore



L, (t(X,,..., Xq,a)l,...,a)p)) = (L )(Xpyoy X, @0y, @)

q
+ D (X Ly X X, @ @0°)
q .
+Zt(Xl,..., X, 0., L. o)

ve buradan da

(L )X,y Xq,a)l,...,a)p) = X (t(X,, e Xq,a)l,...,a)p))

=D XKy L X X, 0 @0P) (2.4)
i=1

q
D Xy Xy 0 L@ )

j=1

bulunur. L in tiirevi dx' ;) :5} i¢in uygulanirsa
0=L.5 =L, (dx ©;)= (LXdXi)GJ- +dXi(LX81)
sonucuna varilir. Lie parantezinin 6zellikleri diisiiniildiigiinde,

(Lydx')d; =—-dx'[X,8,]=-dx'[X“0,,0,]1=dX'[0;, X “O,]
= dx'0,X 0, =9,X*5, =0, X'

ya da (L,dx')=(;X")dx! bulunur. Bu deger ve (L,8,)=-8,X"9, oldugu

kullanilirsa,
LES", =X 0,65, Z(aﬂx it z(a Xt (2.5)

esitligi elde edilir. Burada Lt ile (L,t)%™", ~gosterilmistir. Ozel bir durum olarak

p=0,g=1 vep=1,q=0 oldugu zaman ise (2.5) esitliginden (2.1) ve (2.3)

esitlikleri elde edilir.



3.MATERYAL VE METOD

3.1. Kovaryant Turev

Tamm 3.1.1. n—boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu igin
D:V,:TM,)>TM,)
ile tanimlanan T (M ) cebirinin tensordiferensiyellenmesi islemi

Voo T = TV, 4GV,
v, f=Xf,

sartlarina sahip ise bu Vv, > e X vektor alanina gdre kovaryant tirev denir.

Diger yandan
V(M) T5(M,) > Sh(M,)

ile tanimlanan doniistim afin konneksiyon olarak tanimlanir.

(Yano ve Ishihara, 1973).

Kabul edelim ki ) V afin konneksiyonlu bir manifold olsun. O zaman T(Mn) de
herhangi X.Y € 35(M), icin

V5 YC =(V,Y)©

sartin1 saglayan VE afin konneksiyonu mevcuttur. Bu afin konneksiyon T(M ) de

V afin konneksiyonunun tam lifti olarak adlandirilir ve VCile gosterilir (YYano ve
Ishihara, 1973).

Onerme 3.1.1. Herhangi X e3t(M), fe3M) ve T(M,) de V afin
konneksiyonunun tam lifti V< icin

Ve, fY =0,

Ve, f¢=(v, ),
v Y =(v, f),
V) VS FC=(V, ).
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Ozellikleri mevcuttur.

Onerme 3.1.2. X.Y €5(M) T(M,) de V afin konneksiyonunun tam lifti V°
icin

hVve,YY =0,

VY =(V,Y),

iiveyY =(v,Y),

V)V Y© =(V,Y).

Ozellikleri mevcuttur.

3.2.Tanjant Demet

T,(M), C”smifindan ve n-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldunun p

noktasindaki tanjant uzayini belirtmek iizere

T(M)=JT, (M)

peM
seklinde ifade edilen T (M) kiimesine tanjant demeti adi verilir

(Yano ve Ishihara, 1973).

T(M)’ nin keyfi bir peT (M) noktast M (zerinde T(M) dogal demet yapisim
doguran 7:T(M) > z(p)=p dogal  demet  izdisimiini  tanimlar.

7 (p)=p €T,(M) kimesine M baz uzaymin p noktasindaki fibresi denir.

(Xh), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak lizere M baz uzayi

{U;x"} kordinat komsuluk sistemiyle értiilmiis olsun. R ise R de n-boyutlu bir

vektdr uzayi olsun. §eT, (M)(peU) noktast (p,X) swrali ikili ile gosterildiginden
ve X eR" vektoriiniin bilesenleri T (M) tanjant uzaymda {0,}(0, = %) dogal
X

bazina goére P ‘nin y" kartezyen koordinatlar1 oldugu i¢in 7 '(U)cT(M) acik

kimesi U xR" direk garpimina diffeomorfik olacaktir. U komsulugunda

11



p=7(pP) 'nin koordinatlar1 x" ile gosterilip (x",y") = pexr'(U) oldugu dikkate
alinirsa, 7 °(U)cT(M) acik kiimesinde (X",y") lokal koordinatlar sistemi elde
edilmis olur ve (x",y")’ ye (x")" dan indirgenmis (elde edilmis) 7 *(U) daki

koordinatlar denir.

C” sintfindan  C” manifoldu Gzerinde (r,s) tipli tiim tensoér alanlarinin kiimesi

3! (M) ve bunlarin direkt toplami ise

IM)= 3 31 (M) (31)

r,s=0

ile gosterilir. Benzer sekilde T(M) tanjant demetindeki uygun kiimeler sirasiyla
IL(T (M) ve I(T(M)) ile gosterilir.

3.3. Vertikal Liftler

3.3.1. Bir Fonksiyonun Vertikal Lifti

f, M de bir fonksiyon ve T(M) tanjant demetindeki f" fonksiyonu

f:M —>Rverz:T(M)— M olmak lzere

f'="for (3.2)

olsun. f¥:T(M)— R fonksiyonuna f fonksiyonunun vertikal lifti denir (Omran ve

ark., 1984). Burada (x",y") koordinath ez "(U) noktasimda f¥ fonksiyonu

fY(p)=f"(x,y)=fen(p)=f(p)=f(x) (3.3)
olup fY(p) degeri fibre boyunca sabittir ve f (p) degerine esittir.

3.3.2. Vektor Alanimin Vertikal Lifti

Kabul edelim ki X e 3 (T(M)) oyle ki tim f e 3(M)icin  Xf¥ =0 olsun. O

zaman X 'e vertikal vektor alani denir. X vertikal vektor alanina gore indirgenmis
v h

. X . ~ : .. -
koordinatlar {Nh} olmak tzere X'mn vertikal olmasi i¢in onun 7 "(U)
X

bilesenlerinin

12



v_ X" | o
X {)‘(‘h}{i“} (3.4)

sartin1 saglamasi gerekir.

M igerisinde bir vektdr alani X e 3L (M) olsun. T(M) igerisindeki bir X" vektor
alani, M deki keyfi bir @ igin

X" (10) = (&(X))’ (3.5)

seklinde tanimlanir. X" vektor alanina X vektor alaninin dikey (vertikal) lifti denir

(Cayir,2013).

3.3.3. 1-Formun Vertikal Lifti

Tim X e 3L (M) icin @(X")=0 olacak sekilde & < 3°(T(M)) olsun. O zaman @
ye T(M) icerisinde vertikal 1—form denir. (U;Xx"), M igerisinde koordinat

komsulugu ve @ ise U igerisinde o =wdx' olmak lzere @ 1-formunun "
vertikal lifti her bir acik 7 "(U) icinde

o' = (@) (dx') (3.6)
seklinde tanimlanir (Salimov, 2013). T(M) igerisindeki indirgenmis koordinatlara

gore w=wdx' lokal ifadesi ile @ nin @" vertikal liftinin bilesenleri
o' :(',0) (3.7)

seklindedir.

Burada vertikal liftler 3(M) ’nin keyfi P,Q, R elemanlar1 i¢in
(P®Q)V =P' ®QY, (P+R)V =P +RY (3.8)

sartlariyla sabit katsayilara gore 3(T(M)) tensor cebiri igerisinde I(M) cebirinin tek

izomorfizmleridir.

F." lokal ifadesi ile F e 3!(M) elemanmin F¥ vertikal lifti

L, (0 0
F '(Fi“ oj (3.9)
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seklinde bilesenlere sahiptir.
f e3(M), X,Y eIL(M), ne€I (M), peI1(M), | =id,,
verilsin. Vertikal liftler icin

(fX) =fYXY, 1I'XV =0, " (X)" =0

(fp) =1'R", [XV,Y']=0, ¢'X" =0 (3.10)
XYY =0

esitlikleri saglanir (Cayir, 2015).

3.4. Komple Liftler
3.4.1. Fonksiyonun Komple Lifti
f, M manifoldundaki bir fonksiyon olsun. T (M) tanjant demetinde

f¢ = (udf)

seklinde tanimlanan f© fonksiyonuna f fonksiyonunun komple lifti denir.

T(M) demetindeki indirgenmis koordinatlara gore, bu koordinatlarda of ifadesi
y'o, f gosterilir. f fonksiyonunun komple lifti olan f © fonksiyonunun lokal ifadesi
fC =yio, f =of (3.11)

seklindedir (Yano ve Ishihara, 1973).

3.4.2. Vektor Alaninin Komple Lifti
X e 35(M) olsun. f, M manifoldunda keyfi bir fonksiyon olmak tzere T(M)

tanjant demetindeki bir X¢ vektor alanmi
XCfC =(Xf)° (3.12)
seklinde tanimlanir ve X “ye X vektor alanmin T(M) tanjant demet icerisindeki

komple lifti denir. T(M) tanjant demetindeki indirgenmis koordinatlara gére X

vektor alanmin komple lifti X © nin M manifoldundaki X" bilesenleri

¢ [ X"
X _(ax“J (3.13)
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seklindedir (Cayir, 2013).

3.4.3 1-Formlarin Komple Lifti

we3(M) olsun X, M manifoldundaki keyfi bir vektér alani olmak iizere,

T(M) tanjant demetindeki @ 1—formu
o X° = (wX)° (3.14)

seklinde tanimlanir (Yano ve Ishihara, 1973). @°’ ye @ 1—-formunun komple lifti
denir.

T(M) tanjant demetindeki indirgenmis koordinatlara gore;

@ 1-formunun komple lifti olan @“'mn M manifoldundaki @, bilesenleri

@° (0,0, w,) (3.15)
seklindedir.

Burada P,Q,R 3(M)'nmn keyfi elemanlar1 olmak iizere
(F’@)Q)C:PC ®QV+PV®QC, (P+R)C:PC+RC (3.16)

sartiyla sabit katsayilara gore 3(T(M)) tensor cebiri icerisinde J(M) cebirinin tek

izomorfizmleridir. F" lokal ifadesi ile F e 3}(M) elemaninin F© komple lifti

F" 0
FCe: ! 3.17
(85“ F—“j (347

seklinde bilesenlerine sahiptir. Ek olarak komple liftler icin

(FX)® = FOXY + £V X =(XF)S,

XtV =(Xf)', " (X)=@m(X))",

XVfC=(Xf)V, QJVXC:(@X)V,

P° X' =(pX)", (pX)° =9°X°,

7' (X)° =@(X)°, 7°(X)" =@(X))",

[XV,YC1=[X,YT], 1°=1, 1VX®=X"[X°Y°]=[X,Y]°

(3.18)

esitlikleri saglanir (Cayir, 2015).
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4 BULGULAR

4.1.Almost Kontakt Yapi
Mn N boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold , ¢, (1,1) tipli bir tensor alani; &

Mn manifoldu iizerinde bir vektor alani, 7 Mn de 1—form ve | &zdeslik (birim)

tensori olsun. Eger bunlar
i'=-1+n®¢, 9(§)=0, nop=0, n(¢)=1. (4.)

sartlarini sagliyorsa, bu durumda ((0, ¢ ,77) Mn de almost kontakt yap1 tanimlar. (4.1)

deki esitliklerin tam ve dikey liftlerini alarak

2
((pc) =—1+7' @&+ ®¢,
§0C§V = 0’¢C§C = 0,77\/0@(: — O’
o0t =0,7"(¢")=0,"(°)=1 4.2)
nc(é;v): 1’ 770 (gc): O
elde ederiz. ( Cayir ve Koseoglu, 2016).
T(Mn) de (1) tipli bir J tensor alan:
J:¢C_§V®UV+§C®UC (4l3)

seklinde tanimlanur.

O zaman J T(M n) de bir almost kontakt yap1 olmak iizere J*X'=-X" ve

J?*X ¢ =-X° kolayca gosterilebilir. (4.3) esitliginde herhangi X € S%(M n) icin
I XY= (X)) + (X)) &

I X=X = (X)) & +(m(X)F &’

elde edilir.

16



Teorem 4.1.1. V,, X e gore kovaryant tlrev operatori (4.3) sartim1 saglayacak

sekilde J ¢ S}(T(M n)) ve U(Y)Z 0 icin

i) (Ve )Y =

i) (V5 )Y =((Vx@)Y) +((Vxn)Y)'E",

i) (V5 DY =((Vx@)Y) +((Vxm)Y)' &,

V) (VY =((Vx@)Y) = ((Vxm)Y) &'+ ((Vxm)Y) E",

elde ederiz. Burada X,Y e 3;(M, ) @ € 31(M,) bir tensor alani, &bir vektor alani

vern e 3p(M,) 1- form dur.
Ispat. J=9°—-&'®@n' +&°®@n°ve U(Y):O icin

i) ( (;(VJ)YV :VC (q)c §V ®77V +§C ®UC)YV (¢C gv ®77V +§C ®77CN(>:(VYV
=VE (oY) =Vl (V) e+ Ve
~0,

i) (V5 IV =5 (of ¢ @n' + & @n e —(pf " @n' + & @n i, Y¢
= VS =V (Y ) € + V5 (r (V) £ =t VE, Y ¢
7' (ViY)'E -m(VyY)) el
(Ve e+ (VY )0V = (7, (nlY))) "

H(Vimy)e
=(VioN ) + (Vi) )'ee

i) (V5 )V =Vl —¢ @n v @) - (¢° £ +& @Y
=V =V )+ Vi) £ - v

4w%%ﬁ)§—@Wﬂ%§

= (Voo N+t (Ve )0 Ve - (V (V))&
H(Veny)e

= (Vo)) +((V i) ) el
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) (VS I e=Ve(pf & @n' + £ @n Nt —[pf —&" @n' +&° @p° Y
T G A (10 S A (0 LA
+ (VL Y) E -V Y))f el
= (VS oo N+ g (VY )= ptVEY S + (7, (V)"
(VN ) E = (Ve V) &+ ((VinY) el
=(Vio) ) =((vyn))' " +(vymN )&

elde ederiz.

Sonug 4.1.1. Eger Y yerine (4.1) sartlarmi saglayan & y1 kullanirsak (;7(£)=1)
0 zaman
i) (Ve 3)E" =(v &)

i) (v, 3)

i) (V5. 3)6" = (V0)e) + (Vi &) + (Vi) ¢,

iv) (V)6 =((Vip)e) = (V&) —((Vume) & +(Vim)e) &°.

sonuglarmni elde ederiz.
4.2. Almost Parakontakt Yap1
(11) tipli ¢ tensér alany, & vektor alani, 77 1- formu, | 6zdeslik (birim) tensoril ile
verilen N boyutlu M, diferensiyellenebilir manifoldu
0’ =1-n®¢& p(&)=0,n0p=0,n(¢)=1. (4.4)
sartlarini saglasin. O zaman ((0, 6,77) almost parakontakt yap1 tanimlar.
(4.4) deki esitliklerin tam ve dikey liftlerini alarak
C 2 \ C c v
f =1-n @& -n @2,
¢C§V:0,§DC§C:0’UVO¢C:0, (45)

770 O(DC =O,nv(§v)=0’nv(§c)=l’
n°(&*)=1n°(¢°)=o0.

sonugclar1 elde edilir.

T(M n) de bir (1,1) tipli J tensor alanm
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J=¢° -5 ®@n" —&° ®@n°. (4.6)

seklinde tanimlariz. O zaman J ,T(M n) de bir almost parakontakt yap1 olmak iizere
I2X"=X"ve JIX°=X" oldugu kolayca gosterilebilir. (4.6) esitliginden her
X € 35(Mn) icin

IXY =(pX) = (m(x))" &,
IXE = (X ) = ((X))' & = (m(X)) &

elde edilir.

Teorem 4.2.1. vx X e gore kovaryant tirev operatdri (4.6) sartim1 saglayacak
sekilde J € 3H(T(Mn)) ve 7(Y)=0 igin

iy (Ve T =0,

i) (Ve IV = (Vo) (v ),

i) (V5. T = (V0N ) = (VY )

) (Ve N = (Vo) ) = (Tl )& = (Tn) &

~1 ~1
elde edilir.Burada X,Y €3,(M) , ¢ e3(M) bir tensor alant, 4 bir vektor alani ve

€3 bir 1-formdur.
ispat. T=p° — &' @ 7' —&° @5y° ve 7(Y)=0 icin
I) (VC )YV _VC (¢C §V ®77V gc ®770)YV (¢C gv ®77V _éc ®770)v(;(VYV

_VXV(¢7Y ( )5 VXV
=0,
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i) (V5 Tre =Vslot —g @n' g @n e —(p* ¢ @'~ @0t 5, ¥ ¢
= VS0 =V (Y ) & Vi (V)] & -t VS Y ¢
w1 (VY )€ + (v Y))'ge
= (V5o 4 (V5 )=V Yo 4 (v, () &
~((Vin))e
=(Vie) = (Vyn))ee

i) (Ve IV =Vefp - @~ @ N —(pf - & @n' - & @yt WY
VoY VL (V) -V (Y )) & - P
' (VY E (VY )
= (Voo N o (VEY Y )=V Y + (W, (n(Y))&°
(Ve n¥)e
= (Vo)) —(Vym ) el

|v)(v° )Y° V§C(¢°—§“®nv—f°®77°)Y°—(¢°—§“®n”—§°®n°)V§cY°
=V e =V () e - Ve bl e - eV e

V) E + (7, Y €

(ve (ﬂ)f +go (VY )= poVE Y (VY ) E

-

(

(V))& = (V))& = (Vin )&
(Vi ¥ = (V) & = ((VumN ) ee

elde edilir.

Sonug 4.2.1. Eger Y vyerine (4.4) sartlarin1 saglayan &'yi kullanirsak (77(5):1) 0

Zaman

i) (Ve T =—(vye),

i) (Ve, T ) = (Vo)) - (v .
i) (VS T = (V) — (V&) ~(Vm)e) &,

iv) (VST = (V) — (V&) —((Vm)e) & (V))&

>
S
N—
e
~
i

sonuclari elde edilir.
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5. SONUC

Bu calisma igerisinde tanjant demette tam ve dikey liftlerle ifade edilen almost
kontakt ve almost parakontakt yapilar ile bunlara uygulanan kovaryant tiirevler
iizerinde durulmus ve bu dogrultuda bazi genel bagntilar elde edilmistir. Daha sonra

bu genel bagmtilar i¢in almost kontakt ve almost parakontakt yapmin 7(&)=1

ozelligi kullanilarak bu bagintilarin 6zel halleri elde edilmistir.
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