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1. GIRIS

Normlu bir uzayda, elemanter vektor cebirinde oldugu gibi, vektorleri toplayabilir ve
skalerle carpabiliriz. Ayrica norm kavrami, boyle bir uzay tizerinde, vektoriin elemanter
uzunluk kavramini genellestirir. Bununla birlikte, genel bir normlu uzayda, yine de eksik

olan, ya da, eger miimkiin ise yapmay1 istedigimiz sey, bilinen
a.b =151 + @Bz + a3l

skaler ¢arpiminin benzerini tanimlamak ve bunun sonucu olarak da,
lall = Va.a
formiiliinii ve ortogonallik (diklik) igin
a.b=10

kosulunu elde edebilmektedir. Bu durumda, skaler carpim ve diklik kavramlarinin keyfi
vektor uzaylara genellestirilip, genellegtirilemeyecegi sorusu ortaya ¢gikmaktadir. Gergekte,
bu genellegtirmeler yapilabilmekte ve biz i¢ ¢carpim uzay: ve daha sonra da, Hilbert uzayi

ad1 verilen tam i¢ ¢arpim uzaylarina gotiirmektedir.

I¢c carpim uzaylari, ozel nomlu uzaylar olup, genel normlu uzaylardan daha eski
bir tarihe sahiptir. Teorileri de daha zengin olup, Euclid uzaylarinda biiyiik benzerlik
gostermekte ve ana kavram diklik olmaktadir. Aslhinda i¢ ¢arpim uzaylar: Euclid uzay-
larinin en dogal genislemesi olup, bu alandaki kavram ve ispatlardaki biiyiik uyum ve
glizelligi sezinleyecektir. Teorinin tiimii D. Hilbert’in integral denklemler hakkindaki bir
caligmasindan kaynaklanmaktadir [1]. Bugilin kullanilmakta olan gosterim ve deyimler,
Euclid geometrisindekilere benzer olup, G. Kowalewski’'nin onerileri dogrultusunda, E.
Schmidt tarafindan ortaya atilmigtir[2]. S6z konusu uzaylar, giiniimiize degin, fonksiyonel

analizin pratik uygulamalarinda en yararl uzay olma 6zelligini hala korumaktadir.

Bir i¢ carpim uzay1 tizerinde bir (z,y) i¢ garpimi tanimli olan bir X vektoér uzayidir.

I¢ carpim, ti¢ boyutlu uzaylarda vektorlerin skaler carpimi kavramini genellegtiren ve

i) ||z|| = (z,z)z ile bir ||z]| normu,

ii) (z,y) = 0 ile dikligi tamimlamakta kullanilir.



Bir H Hilbert uzay: , tam olan bir i¢ carpim uzayidir. I¢ carpim ve Hilbert uzaylar
teorisi, genel normlu uzaylar ve Banach uzaylar teorisinden daha zengindir. Bu zenginligi

ortaya ¢ikaran hususlar,

i) H'm, kapali bir alt uzay1 ile bu alt uzaymn dik tiimleyeninin direkt toplami olarak

belirlenmesi,
ii) ortonormal kiimeler, diziler ve H’in elemanlarimin bunlara kargilik gelen gésterimleri,
iii) smirh lineer fonksiyonellerin ig carpim yardimiyla Riesz gosterimi,

iv) smirh lineer bir 7" operatoriiniin 7' Hilbert-eglenik operatoriiniin

bulunmasidir.

Ortonormal kiimeler ve diziler, total olmalari halinde gergekten ilginctir. Hilbert-
adjoint operatorler, uygulamada biiylik 6nem tagiyan operator smiflarinin (6z eglenik,

tiniter, normal) operator smiflarinin tanimlanmasinda kullanilabilir [3, 4].

Yukaridaki agiklamaya bakildiginda bu uzayin ne kadar énemli oldugu agiktir. Dolayisiyla,
derleme olarak hazirlanan bu tez, lisantistii seviyede bilim insanlarina temel kaynak olacagini

diigliniiyoruz. Bu tez, Tsoy-Wa Na'nin [5] kitab1 temel kaynak alinarak hazirlanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun. + : L x L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, 7+ iglemine gore degigmeli bir gruptur. Yani,

G1l. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Ligin x4 (y + z) = (v + y) + zdir.

G3. Her z € L i¢in # 4+ 0 = § 4+ x = x olacak gekilde # € L vardir.

G4. Her x € L igin = + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L icin x +y = y + x dir.

B) x,y € L ve «, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

Ll. ax € L dir.

L2. a.(x +y) = a.x + a.y dir.
L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.
L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemanidir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F bir cisim ve V ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
c € F' olmak tizere T': V — W dontisiimii,
aT(u+wv)=T(u)+T(v)

b T(cu) = ¢I'(u) sartlarini saghyorsa 17" ye V iizerinde lineer déniigiim denir .

Tanim 2.0.4 X, F cisimi tizerinde bir vektor uzayi olsun. X {izerinde bir norm asagidaki

ozellikleri saglan bir

Il: X — R



fonksiyondur. Her z,y € X ve a € F i¢in

a [|lz| >0,

b ||z|| = 0 ancak ve ancak z =0

¢ [lazx]] = laf|[[|0,

d [z +yll < =]l + [lyll

tizerinde bir [|.|| normu tanimlanmig olan bir X vektor uzayma "normlu vektér uzay”

denir.

Tanim 2.0.5 (Birim Operator): A : X — X operatori verilsin. Eger her x € X igin
Az = x ise A operatoriine birim(6zdeslik) operatér denir. I, E ve Iy sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.6 (Sinirlh Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanim kiimesi
D(A) C X ve gortintii kiimesi R(A) C Y olan bir operator olsun. Eger A operatorii D(A)
‘nin X’ de smirli her kiimesine R(A)'nin Y de simirli bir kiimesini kargilik getiriyorsa A’

ya ”sinirli bir operator” denir. Bagka bir deyisle
| Az ||y < c|| = ||x, her x € D(A)
olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya ”simirli bir operator” denir.

Tanim 2.0.7 (Lineer Operator): X ve Y aym F' cismi iizerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
Alaz + By) = aA(z) + BA(y), Yz,y € D(A) ve Va, 5 € F
ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanmim 2.0.8 (Eslenik ve Oz—e§lenik Operator): A, H Hilbert uzayinda sinirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,g9) = (f,A%)
saglaniyorsa A* a A’nin ”eglenik operatori” denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya 6zeslenik operatér denir.

Tanim 2.0.9 (Projeksiyon Operator): V' bir vektér uzayi ve P : V. — V lineer
bir operator olsun. Bu durumda P? = P oluyorsa, buna "projeksiyon veya izdiigiim

operatori” denir.



Tanim 2.0.10 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun.

p(A):={\cC:(A-AE)" € L(H)}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tas1” veya ”¢oziicii operatori” adi verilir.
Tanim 2.0.11 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(4) = o(4) = C\ p(4)

kiimesine A operatoriiniin ”spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi "o (A)”

veya 7 Sp(A)” ile gosterecegiz.

Simdi 6zeslenik operatorlerin spektral gosterimi ile baz teoremler ve sonuclari verelim.

A € B(H) 6zeglenik bir operator ve o € R igin

(s) = 1, —co<s< A
als) = 0, A\ <s< o0

seklinde bir ¢, (.) fonksiyonu olsun. Bu durumda her A € R i¢in E) := ¢)(A) operatorii

A-ya indirgenen bir projeksiyondur.

Teorem 2.0.1 (Spektral Gosterim Teoremi):|[6]

A, H bir Hilbert uzayimda sinirli, 6zeglenik bir operator ve
m =min {\/X\ € Sp(A)} := min Sp(A)

M = max {\/X € Sp(A)} := max Sp(A)

olsun. Bu durumda,

a)A1 < Xy igin E), < E),;

b)Her AMER icin E,o0o=0FE,=1 ve E)\7,go =k,
M

C)A = / )\dE,\

m—0

ozelliklerini saglayan ve A operatoriiniin spektral ailesi adi verilen bir { F\ } \er projeksiyon

ailesi vardir.



Sonug 2.0.1 [7] Spektral gosterim teoreminden

Riemann-Stieltjes integralini elde ederiz.

Sonug 2.0.2 [7] Spektral gosterim teoreminden, her 2 € H igin
M
o= [ pyiB
m—0

ve her z,y € H igin
M

WAz = [ pWilEsey)
m—0
Ozel olarak, her = € H icin
M
(W(W)z,2) = [ oNd(Ess,a).
m—0
ilaveten her z € H icin
lo(A)z]? = / N [2d]| Eral.

esitligi yazilabilir.



3. YAPILAN CALISMALAR

Biz bu boliimde literatiirde var olan bazi temel operatorleri ve ozelliklerini agik bir
sekilde verecegiz. Operatorlerde siralama, 6z degerler bir operatoriin spektrumu, kogegen
operator, kompakt operator ve operatorler teorisinin diger bazi 6zelliklerini vermeye ¢alisacagiz
bunu yaparken Tsoy-Wo Ma’'nin 2002 yilinda World Scientific Publishing tarafindan basilan
Banach Hilbert Spaces, Vector Measures and Group Representations isimli kitabi temel

kaynak olarak kullanilmigtir.

3.1 Hilbert Uzayinda Operatorler

Tanim 3.1.1 (I(; carpim uzay1) H, C sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger
(.,.) : Hx H — C fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa bu fonksiyona H iizerinde bir

i¢ carpim denir.

a) Her x,y,z € H igin (x + v, 2) = (x, 2) + (y, 2) (toplamsallik),
b) Her x,y € H, A € C i¢in (\z, z) = A(z,y) (homojenlik),

¢) Her z,y € H icin (z,y) = (y,z) (esleniklik ézelligi),

d) Her z, € H igin (x,z) > 0 (pozitiflik),

e) Her x,y € H i¢in (z,2) =0 <= x = 0.

Tanim 3.1.2 (.,.), H iizerinde bir i¢ ¢arpim foksiyonu olsun. Bu durumda (H,(.,.))

ikilisine bir i¢ carpim uzay1 denir.
Not 3.1.1 H bir vektor uzay: olmak iizere her x € H i¢in
2]l = vz, z)
yazabiliriz.
Tanim 3.1.3 H := (H,(.,.)), bir i¢ garpim uzay1 olsun. Her z,y,z € H ve her o, 5 € C

i¢in agagidaki esitlikler dogtudur.

a) (z,ax + By) = alz,z) + B{z,y) (eslenik lineerlik),



b) lz +yll* + llz — ylI* = 2(l|=[1* + ly|*) (paralel kenar kural),

¢) 4a,y) = e+ yl* = llz —yl” +ile+iy|” — iz —iyl|* = Yoo "z +i"yl]* (kutupsal
ayrilig).

Not 3.1.2 Burada i € C, 12 = —1 dir.

Teorem 3.1.1 Her z,y € H igin

[z 9)| < Nyl

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige 6zel olarak Cauchy-Schwartz esitsizligi denir. Ilaveten

[z, )| < llzllllyll == == Ay veyay = Az, eC

Ispat. Eger y = 0 ise bu durumda ispat agiktir. Simdi kabul edelim ki y # 0 olsun. Bu
durumda (y,y) # 0 dir.

seklinde tanimlayalim. Buradan

0<(z—=Ay,z—Ay) = (z,2) = Mz, y) = Mz, y) + A\, y) (3.1.1)
(z, y)(y, z)
= (r,x) — 3.1.2
el (v,9) (3:12)
olup
[z, y)[* = (z.9){y, 2) < (z.2)(y,9)
elde edilir. Son olarak (3.1.1)’in sifira esit olabilmesi igin gerekli ve yeterli kogul
[z, )] = l[z[l[lyl == = =y = 0.
Teorem 3.1.2 Her H i¢ garpim uzayi, her z € H igin ||z|| = \/(z, z) normu altinda bir

norm uzayidir.

ispat. Bu teoremin ispati i¢in norm aksiyomlarinin iiggen esitsizligi hari¢ digerlerinin
saglandig aciktir. Dolayisiyla biz simdi sadece licgen esitsizligini ispatlayacagiz. x,y € H

verilsin. Bu durumda

le+yll” = (+y.z+y) = (z,z)+ (Y + Y, 2) + (y,y)
= (x,7) + 2Re(x,y) + (y,y) < (z,2) +2/{z, )| + (v, y)
< P+ 1l + 20yl = Azl + lyl)?



olup
lz 4+ yll < llzll + [lyll

tiggen esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Not 3.1.3 Bir sonug olarak yakinsak diziler ve siireklilik gibi topolojik ozellikler H ig

carpim uzayinda da elde edilebilir.
Tanim 3.1.4 Tam olan bir i¢ ¢arpim uzayina bir Hilbert uzay1 denir.

Teorem 3.1.3 (.,.) : H x H — C i¢ ¢arpim fonksiyonu stireklidir.

Ispat. {z,} C H ve {y,} C H, H’da iki dizi olsun. Kabul edelim ki z,, — a, 3, — b

yakinsasi. Bu durumda
[(@n, 2n) = (a,0)] = [(n = a,yn = b)| + [(2n — a,0)] + [{a, yn — D)
< lwn = all-lyn = all + lzn = all- 10} + l[all-[lyn — all — 0, n — oo

olup bu ise ispati tamamlar.

3.2 Ortogonallik

H :=(H,{.,.)), bir i¢ garpim uzay1 olsun. Eger H’da bulunan iki = ve y vektorii i¢in
(x,y) = 0 oluyorsa bu iki vektore ortogonal denir. B C N olsun. Eger = vektorii B’deki
her vektore dik ise bu x’e B kiimesine diktir denir. B C N olsun. Eger B deki farkh
vektorler ortogonal ise bu B alt kiimesine ortogonaldir denir. H'nin keyfi bir alt kiimesi

eger sadece birim vektorleri iceren ortogonal bir kiime ise buna ortonormal denir.
Not 3.2.1 H uzaymdaki iki vektoriin ortogonalligini ” L” sembolii ile gosterecegiz.
Teorem 3.2.1 (Pisagor Teoremi): Eger x,y € H igin x L y ise, bu durumda

2+ yll* < ll=f* + [lyl.

Teorem 3.2.2 Sifirdan farkli vektorlerin her ortogonal B kiimesi lineer bagimsizdir.

Ispat. by,by,..,b, B’de ayrk vektorler olsunlar. \; € C, j = 1,7 icin Py

>\jbj — O

oldugunu kabul edelim. Bu durumda her bir & igin

0= <Z>\ bj,bk> Z)\ (bj, by = Me(br, i)



bi # 0 oldugu icin Ax # 0 dir. Buradan by, by, .., b,,’ler lineer bagimsizdir.

Sonug olarak B kiimesi lineer bagimsizdir.

Teorem 3.2.3 e, ¢, .., e, ortonormal bir kiime ve z € H olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.

a) Tim kompleks A1, Ay, ..\, sayilar igin

n 2 n n
=Y Neill = lzlP 4+ ae) = AP =) e
j=1 j=1 j=1

b)

n

>l < =),

j=1
yani Bessel Esitsizligi

Teorem 3.2.4 B bir i¢ carpim H uzayinda ortonormal bir kiime olsun. Bir z € H i¢in

agagidaki dogrudur.

a) {b € B : (x,b) # 0} kiimesi sayilabilirdir.

b) Ppen (. 0)]* < ||zl

Teorem 3.2.5 (Ortonormallegtirme Yontemi) {x, } bir H i¢ ¢carpim uzayinda lineer bagimsiz
vektorlerin sonlu veya sonsuz bir dizisi olsun. Bu durumda her bir % i¢in hem {z1, x5, ..z }
hem de {ey,e1,..,ex} H'mn ayn vektor alt uzayimu tireten bir H'da bir {e,} ortonormal

dizisi vardir.

Ispat. G(z1, 22, ..2x) ile 21, 29, .2, € H vektorleri tarafindan gerilen vektor alt uzayimi

gostersin. Kabul edelim ki ey, es, .., e;’lar indiiksiyon tarafindan elde edilmis olun.

n

Ap41 = Tp41 — E ($k+1, €j>€j
k=1

oldugunu kabul edelim. Simdi kabuliimiiziin aksine axy; = 0 olsun. Buradan xyy, €

(e1, €2, .., ex) = G(x1, 22, .., 7}) bir daralma ile z1, 2, .., €, 2}, in lineer bagimsiz olugunu

k41

verir. Buradan ag,q # 0 dir. Bu ise ikinci kabuliimiizle geligir dolayasiyla ey, = ”Zk—H”,

burada |legy1]| = 1 dir. Ayrica 1 < p < k igin

k
<6k+17 €p> xk‘-{-l? ep § xk‘-{-l? e]
J=1
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k
(e, ep) = (Thy1, €p) E Tt1, €5)0jp = (Tht1, €p) — (Thy1,€p) = 0.
J=1
yazabiliriz. Buradan ey, e, ..€x, €541 ortonormaldir. Simdi asagidaki hesaplamay1 yapalim.

G(617€2a-'€k>€k+1) = G[G(617€2:--€k>76k+1]
k

= G[G(ey, e, ..€), Tpr1 — Z<xk+17 e;)e;l

J=1

= G[G(el7 €2, ..€k), xk-‘rl] = G[G(x17 T2, ...Tk), xk-‘rl]

= G(xb T2, .. T, xk-l—l)-
Bu hesaplamadan da ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.2.6 (Minimum Uzaklik Teoremi) M, H’nin bir tam konveks alt kiimesi olsun.
Bu durumda her € H igin 2’ten M kiimesine olan ||z — y|| uzakhg olacak sekilde bir

tek y € M vardir.

Teorem 3.2.7 M, H'nin bir tam alt vektor uzay1 ve x € H, y € M olsun. Bu du-
rumda x — y'nin M’ye ortogonal olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul x vektoriiniin

M’ye uzakhigmm ||z — y|| olmasidir.

Ispat. ”«<="Kabul edelim ki ||z — y||, = vektoriinden M’ye d uzakhg oldugunu kabul

edelim. z := x — y olsun. Bu durumda sifirdan farkli her a € M igin

(2,0) (2,0)
> H[E - (y + || || )H2 HZ - ||CL|| H2 ”ZH2 - |<Z, CL>|2 = CL2 - |<Z,CL>|2
yazabiliriz. Buradan (z,a) = 0 elde ederiz. Sonug olarak x = y = z, M kiimesine

otogonaldir.

"=—" Kabul edelim ki x —y M tam konveks kiimesine ortogonal olsun. Bu durumda
|z — y|| = d olacak sekilde z € M vardir. Iddiadan (z — z) L M yazabiliriz. Simdi

asagidaki hesaplamalari yapip taraf tarafa toplarsak,
lz = ylI* = Iz = y) + (y = 2)II* = lx = ylI* + [ly — =[*

lz = yllI* = ll(z = 2) + (z = )| = |z — 2| + ||z — y|I”

|y — z||* = 0 buluruz. Yani y = z dir. Buradan x vektoriiniin M'ye uzakhig: ||z — y| =

|ly — z|| = d olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.8 M, N'nin H'nin tam alt uzaylar1 olsun. Eger M 1 N ise, bu durumda
M + N kiimesi de tamdir.

11



Ispat. {z,}, M + N’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda z,, = a,, + b, olacak sekilde
a, € M ve b, € N vardir. Her € > 0 icin tiim m,n > p olacak sekilde bir p tamsayisi

vardir oyle ki ||z, — z,|| < e. Cinkii a,, — ap, by, — b,’ye ortogonaldir. Buradan
e’ > HZJZ -m— xn“2 = H(am - an) + (b — bn)” = Ham - an||2 + ”bm - bn”2

olup bu ise, hem {a,} hem de {b,} 'nin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. M, N iddiaya

gore tam oldugu i¢in a := lima, € M ve b :=limb,, € N vardir. Buradan,
limz, =lima, +1limb, =a+be M+ N

dir. Sonug olarak M + N’de tamdir.

3.3 Hilbert Uzayinin Ortonormal Bazlari

Bir H i¢ carpim uzayinda ortonormal bir B kiimesine, B’yi iceren her bir ortonormal
S kiimesi varsa bu B’ye maksimaldir denir ve S = B dir. Bir maksimal ortonormal
kiimeye ayni zamanda bir ortonormal baz adi verilir. Simdi B, H’nin bir ortonormal bazi
olsun. Her bir x € H i¢in {(x,b) : b € B} bu sayilarina Fourier katsayilar1 adi verilir.

Ayrica ), p(z, b)b toplamina da Fourier serisi denir.

Teorem 3.3.1 Bir H i¢ carpim uzayindaki her ortonormal S kiimesi ortonormal bir baza

genigletilebilir.

ispat. P, H’nin tiim ortonormal alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda P kismi sirah
bir kiime olur. P de bulunan her C' zinciri, C’deki tiim kiimelerin birlesimi P icin de
C’nin bir iist siiridir. Boylece Zorn Lemma’sina gore her ortonormal kiime bir maksimal

ortonormal kiime igerisindedir.

Teorem 3.3.2 (Sonsuz seriler igin Pythagora teoremi) {z,}, bir H Hilbert uzayinda

ortonormal bir dizi olsun.

a) Bger 0% ||z,]* < b ise, bu durumda 3%, serisi H'da yakmsaktir. Ilaveten

> o | @, toplami siralamadan bagimsizdur.

b) Eger > 7 x, serisi x € H yakimnsak ise bu durumda

9]
> = ll=al®
n=1

12



Ispat. (a) Iddiaya gore {z,} ortogonal oldugundan,

mi1 + Tmiz + oo Tmpll* = NEmaa|* + ome2ll® + o+ [
[e.e]
< D P —0, m— o

n=m+1

oldugundan yazabiliriz. Boylece Z?Zl x; kism toplami A Hilbert uzayinda bir Cauchy
dizisidir bu yiizden 7%, x; serisi yakinsaktir. Ayrica Y7, [|z,[|* < oo serisinin siralamasin
yeniden diizenliyebiliriz. Dolayisiyla teoremin ikinci kismin ispati tamamlanmig olur.

Iddiaya gore agagidaki hesaplamay1 yaparsak ispat tamamlanir.

lz|* = lim |2y + 22+ ... + 20

= Hm(Jzmal® + [[2m2ll® + -+ |2mp )
oo

= > el
n=1

Teorem 3.3.3 B, bir H Hilbert uzayinda ortonormal bir kiime olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir.

a) B ortonormal bir bazdir, yani maksimal ortonormal kiimedir.
b) Her x € H i¢in x L H ise, o zaman z = 0.

c) Her z,y € H igin

x = Z(m,bﬂ).

d) Her z,y € H i¢in

(@,y) =D (x,0)(b,y).

beB
e) Her x € H igin

Izl = I, )

beB

(Parseval Esitsizligi)

f) B tarafindan gerilen vektor alt uzayr H'da yogundur.
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3.4 Ortogonal Tiimleme

H, bir Hilbert uzay: olsun.
M+={zecH:z 1l M}
seklinde tamimlanan H'min bir M alt kiimesine ortogonal tliimleyen denir.

Teorem 3.4.1 M, N bir H Hilbert uzayinda bostan farkl iki kiime olsun. Bu durumda

agagidakiler dogrudur.

a) M+ H’min kapah bir alt vektor uzayidir.
b) Her M C (M*)*+.

c¢) Eger M C N ise, bu durumda Nt ¢ M*.
d) M+ = M-

e) MM+ c{0}.

Ispat. (a) Her a € H icin her € H olmak {izere

fal@) = (2,a)

olsun. Cauchy Schwartz esitsizliginden herbir f,, H lizerinde siirekli lineer bir doniigiimdiir.
Bu yiizden
M+ =n{ker(f,) :a € M}

H'nin kapali bir alt vektor uzayidir. Bu ise ispat1 tamamlar.
(b) ve (¢)'nin ispati tanimdan agiktir.
(d) (b) ve (c¢)'nin sonucundan (d) agiktar.

(e) Her x € M N M* igin x € M ve x € M* yazabiliriz. Buradan (z,z) = 0, yani
x =0 dir.

Teorem 3.4.2 M, bir H Hilbert uzayiminin kapal bir alt vektor uzayi olsun. Bu durumda

a) H=Mea M=,
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b) ML= M.

Ispat. (a) M N M* = {0} oldugundan H = M & M* oldugunu géstermek icin sadece
H = M + M~ oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi keyfi bir z € H alahm. Iddiaya gore
M, bir H Hilbert uzaymin kapali bir alt vektor uzayr oldugundan M bir tam konveks
kiimedir. Bu durumda z’nin M’ye olan ||z — y||, olacak sekilde bir tek y € M vardir.
Buradan x—y, M’ye ortogonaldir. Yani (x—y) € M+ dolayisiylax = y+(x—y) € M+M*+

dir. Sonuc olarak H, M ve M+ ’nin cebirsel toplamidir. Bu ise ispat1 tamamlar.

(b) M C M+ oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla M+t C M oldugunu gostermek yeter-
lidir. Simdi keyfi bir x € M*+ alalm. Bu durumda = = a + b olacak sekilde a € M ve
b € M+ vardir. M*+ bir alt uzay oldugundan b = x —a € M+ — M = M+ buradan
b€ M+ N M+ buradan b = 0 dir. Boylece v = a € N elde edilir. Sonuc olarak keyfi
aliman x € M+, x € M oldu bu ise M*++ c M dir.

Teorem 3.4.3 H, M ve N iki vektor alt uzayinin cebirsel toplami olsun. Eger M 1 N
ise M = N+ ve N = M* dir. Ayrica 6zel olarak M ve N'nin her ikiside kapalidir.

ispat. Iddiaya gore M 1 N oldugundan, M c Nt dir. Simdi keyfi bir z € N+
alalm. Yine iddiaya gore H, M ve N vektor alt uzaylarinin cebirsel toplami oldugundan
H = M + N dir. Dolayisiyla a € M ve b € N igin = a + b yazabiliriz. Buradan
b=x—a€ N+t —M=Ntolupyabe NN N+t yadab=0 dir. Dolayisiyla x = a € M
sonu¢ olarak N+ C M dir.

Teorem 3.4.4 (Riesz gosterim teoremi) f, bir H Hilbert uzaymda siirekli lineer bir
dontigiim olsun. Bu durumda her z € H i¢in f(z) = (z,a) olacak sekilde bir tek a € H

vardir. Ayrica

1F1 = Tlall

ispat. Birinci durum kabul edelim ki f = 0 olsun bu durumda a = 0 olup ispat tamam-

lanir.

Ikinci durum kabul edelim ki f # 0 olsun. Simdi f (b) # 0 olacak sekilde keyfi bir
b € H alahm. Iddiaya gore f siirekli oldugundan M = ker(f) kiimesi H'min kapali bir
vektor alt uzayidir. Bu durumda u € M ve v € M+ olacak selilde b = u + v yazabiliriz.
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Buradan
fw)=f() = f(u) = f(b) #0

J‘:Eﬁ% seklinde tamimlayalim. Keyfi z € H igin

f(m - f(m)v) = 0 oldugundan z — L& v € ker(f) = M. v € M+ oldugundan

ve Ozel olarak v # 0 elde ederiz. a :=

f) fw)
@, )
(2= i) =0
o (@)
<x,v>—f(v)(v,v>:()
ya da
f(@)(z, v)

f(x) = TR (z,a)
olup, bu bize f(z) = (x, a)’ nin varoldugunu gosterir. Simdi tekligini gosterelim. a,b € H,
f(z) = (z,a) ve f(x) = (z,b) her x € H i¢in saglansin bu durumda her z € H igin
(x,a—0b) = 0 z keyfi oldugundan 6zel olarak x := a—b alabiliriz. Bu durumda ||a—>b||* = 0
olup a = b dir. Dolayisiyla bu gosterim tektir. Son olarak normlarinin birbirine esit

oldugunu gosterelim.
[f (@) = [z, @) = [l l|al
x keyfi segildiginde || f|| < ||a|| dur.

Simdi, eger a = 0 ise || f|| = ||a|| = 0 olup ispat agiktir. Eger a # 0 ise bu durumda

ol = () = |7 (5 )| < 11

olup |[f]| = [lal| dur.

3.5 Eslenikler

Tanim 3.5.1 G, H Hilbert uzay1 olsunlar. ¢ : G x H — C fonksiyonu asagidaki sartlar

saglyorsa buna G' x H ftizerinde bir seskii lineer (sesquilinear form) doniigtimdiir.

a) Her a,b € G, her x € H igin
pla+b,x) = pla,z) +¢(bx)

b) Her a € G, her z € H igin
p(Aa, x) = Ap(a, )
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c) Her a € G, her z,y € H igin
pla,x +y) = pla, x) + ¢(a,y)
d) Her a € G, her x € H, her A € C igin

o(a, ) = Ao(a, z)

G x H iizerinde tanimli bir ¢ sesku lineer déniigiimiin normu

lell == sup{[o(z)] « [lal <1, ||z < 1}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak G = H olarak alimrsa biz kisaca ¢'yve H x H {izerinde

demek yerine sadece H iizerinde bir sesku lineer dontigiim diyecegiz.

Teorem 3.5.1 ¢, GG x H tizerinde bir sesku lineer doniigtim olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

a) ¢, G x H iizerinde siireklidir.

b) ¢, (0,0) € G x H noktasinda siireklidir.

¢) llll < oo

Not 3.5.1 Bu durumda her a € G, her x € H igin

|o(a, 2)| = [lell-llall- |z

Teorem 3.5.2 B : H — H bir siirekli lineer doniigtim olsun. ¢ : G x H — C, her
a € G, her x € H igin
p(a,z) = (Ba,x)

seklinde tanimlansin. Bu durumda ¢, G x H iizerinde bir siirekli sesku lineer doniigtimdiir
ayrica ||¢|| = ||b]| bu durumda ¢'ye siirekli lineer b doniigiimiiyle bagintih sesku lineer

dontigiim denir.

Teorem 3.5.3 ¢, G x H iizerinde bir siirekli sesku lineer doniigiim olsun. Bu durumda
her a € G, her x € H igin
p(a, ) = (Ba, )

olacak seklide B : G — H bir tek siirekli lineer vardir.
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Teorem 3.5.4 Her bir B : G — H stirekli lineer doniigtim i¢in her a € G, x € H olmak

uzere

(Ba,x) = (a, B*z)

olacak sekilde B* : H — G bir tek siirekli lineer dontisiimii vardir. Bu doniigiime B'nin

eglenigi denir. Ayrica ||B*|| = ||B|| vardir.

Ispat. o(a,x) = (x,Ba), her x € H, a € G olsun. Bu durumda biz biliyoruz ki ¢,
H x G tuzerinde bir stirekli sesku lineer doniigtimdiir. Bu durumda her a € G, x € H icin

B* : G — H gibi siirekli bir lineer dontisim vardir. Yani
v(a,x) = (B*a, )

(x, Ba) = (B*a, )

ya da
(Ba,x) = (a, B*z).

|loll = | B*|| oldugunu gostermek hi¢ de zor degildir. Bu durumda

lell = sup{le(a, z)| - flall <1, flzf] < 1}
= sup{|(z, Ba)| : [lal| < 1, |lzf| < 1}
= sup{|[(Ba,z)| : [lal| <1, |lzf| < 1} = || B

olup ||B*|| = || B]|. Bu déniigtimiin tekligi aciktir.

Lemma 3.5.1 A, B : G — H gibi tiim siirekli lineer doniigiimler i¢in agagidakiler

dogrudur.

a) (A+ B)" = A* + B*.

b) (ANA)* = \A*.

c) A* = A.

d) I* = I, I birim doniigiimdiir.

Teorem 3.5.5 GG, H, K birer Hilbert uzay1 olsunlar. A: G — Hve B: H — G
stirekli lineer doniigiim olsunlar. Bu durumda (BA)* = A*B*. Ayrica, eger A bijektif ise
bu durumda A~ de aym zamanda (A™!)* = (A*)~! sartim saglayan bir siirekli lineer

dontigtimdiir.
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ispat. Verilen iddaya gore her a € G ve y € K i¢in
(a,(AB)"y) = (BAa,y) = (Aa, B*y) = (a, A*B"y)

yani (AB)* = A*B*. Yine iddiaya gore A bijektif oldugundan agik déniigiim teoremine
gore A7"de aym zamanda bir siirekli lineer doniisiimdiir. I, Iy sirasiyla G, H iizerinde

birim doniisiimii gostersin. AA~! = Iy oldugundan
(A=) A* = (AA"Y) = Iy = Iy,
Benzer sekilde A*(A™1)* = I gosterilebilir. Dolayisiyla (A*)~! = (A~1)* dir.

Teorem 3.5.6 G, H Hilbert uzay1 ve B : G — H bir siirekli lineer doniigtim olsunlar.

Bu durumda agagidakiler dogrudur.

i) |B*B| = [B|* = | BB|.

ii) B*B=0<= B =0.

Ispat. (i) G’de her |ja|| < 1 icin
1Bal|* = (Ba, Ba) = (a, B*Ba) = [{a, B*Ba)| < |lal.[|BB"a < [la]|.|BB"||l|a]l < || BB"|

vani |Ba|| = +/|[|BB*||. ||la|| < 1 iizerinde supremum ahmirsa ||B|| = +/||BB*| ya da
| B||> = \/||BB*|| yazabiliriz. Diger taraftan

1BB*|| < |B7|.I1BIl = || B|I*

oldugundan dolay1 || BB*|| = ||B||? yazabiliriz. B* ve B'nin yerini degistirirsek ||BB*|| =
1B*(* = [1B]I*.

(i)
|BB*|| =0 <= ||B||*=0<«= ||B||=0+= B =0

Teorem 3.5.7 B : G — H bir siirekli lineer doniigiim ve M, N sirasiyla G, H 'nin vektor

altuzaylar1 olsun.

i) Eger B(M) C N ise bu durumda B*(N+) c M+

ii) Eger M, N her ikisi de kapali ise bu durumda tersi de ayn1 zamanda dogrudur.
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Ispat. (i) Kabul edelim ki B(M) C N olsun. Ve keyfi bir 2 € N+ alahm. Bu durumda
x € (B(M))* dir. Her a € M icin

(a, B*x) = (Ba,z) = 0.
Buradan B*x € M+ dir. Sonug olarak B*(N+) C M*.
(ii) Simdi B*(N') ¢ M*. oldugunu kabul edelim. Iddiaya gore M, N her ikisi de

kapali oldugundan (M+)t = M ve N+t = N dir. (i) sikkindan B(M) = B(M*+) C

N++ = N olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.5.8 B : G — H bir siirekli lineer doniigiim olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.

i) Ker(B) = (ImB*)*.

i) [Ker(B)]* = ImB*.

Ispat. (i) Tammdan B(Ker(B)) C {0} dir. Buradan
B*(H) = B*({0}) C (ker(B))™.

Boylece
ker(B) = ker(B)** C (B*(H))* = (ImB*)*

tersine olarak yine tanimdan B*(H) C ImB*. Buradan
B((ImB*)*) c H+ = {0}

olup (ImB*)* C kerB elde ederiz. Sonug olarak ker B = (ImB*)*.

(ii) (kerB)t = (ImB*)*+ = ImB*.

3.6 Kuadratik Formlar

H bir Hilbert uzay: olsun. Her z € H i¢in g(z) = ¢(x,z) € C olacak sekilde H
tizerinde bir ¢ sesku lineer dontigtim var ise, bu ¢ : H — C fonksiyonuna kuadratik form
denir. Bu durumda ¢, ¢ sesku lineer ile iligkili kuadratik form olarakta sdylenebilir. H

uzerinde bir kuadratik formun normu
lg|l = sup{|q(x)] : [|=| = 1}
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seklinde tanimlanmir. Biz bu kisimda operatorler sesku lineer doéniigiimler (sesku lineer

formlar) ve quadratik formlar arasinda iligki kuracagz.

Lemma 3.6.1 Her H icin
la(@)] < llallll=]®

ispat. Eger x = 0 ise durum ise durum agiktir. Simdi x # 0 olsun. Bu durumda

ata)l = o (5 7 ) [l < Dl

Teorem 3.6.1 (Kutupsallagtirma formiilii) p, ¢ H tizerinde sirasiylaigin «, 5 sesku lineer

olup ispat tamamlanir.

formla baglantili iki kuadratik form olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

i) Her 2,y € H i¢in da(z,y) = q(z +y) — q(z — y) +iq(z +iy) —iq(z — iy).
i) p=q<=p=a.

Tanim 3.6.1 ¢, H Hilbert uzayimda bir sesku lineer form olsun. Bu durumda

i) Eger her z € H icin ¢(x, z) reel ise, ¢’ ye reel veya hermityen denir.
ii) Eger her x € H igin ¢(x,z) > 0 oluyorsa ¢’ ye pozitif denir.
iii) Eger her x € H igin ¢(x,z) = 0 igin = 0 oluyorsa ¢’ ye dejenere olmayan denir.

Lemma 3.6.2 Bir sesku lineer form olan ¢'nin, H iizerinde reel olabilmesi i¢in gerekli ve

yeterli kosul her z,y € H icin

p(z,r) = 9(y, )

olmasidur.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ reel olsun. Her z,y € H icin a(z,z) = ¢(y,x) olsun. Bu

durumda a’nin H tizerinde bir sesku lineer form oldugu agiktir. Dahas1 a(x, z) = ¢(x, x),

her z € H. Burdadan a = ¢ dir. Sonug olarak her z,y € H i¢in ¢(y,z) = ¢(z,y) dir.

Tersinin dogrulugu acgiktir.
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Teorem 3.6.2 ¢, H Hilbert uzayinda bir sesku lineer form olsun. Bu durumda eger ¢

pozitif ise, her z,y € H igin

lo(z,y)|* = oz, 2)e(y, y).

Ispat. Eger o(z,2) = 0 veya o(y, y) = 0 ise ispat Cauchy Schwartz esitsizliginden aciktur.
Simdi kabul edelim ki
p(x,x) = ¢(y,y) =0

olsun. A := ¢(x,y) seklinde tanimlayalim. Bu durumda

0 < p(z—Ay,z—X\y) =p(z,2) — Ap(y, 2) — Ap(z, y) + Ao (y, )

= —o(z,y).0(y, ) — o, )y, ) = —2[p(y, z)|*

yani

o(z, y)]? =0 < oz, 2)e(y, ).

Teorem 3.6.3 ¢, H Hilbert uzayinda ¢ sesku lineer ile baglantili bir kuadratik form

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) q, H tizerinde siireklidir.
i) [lq|| < oo.

ii1) o, H tizerinde siireklidir. Bu durumda

lgll < el = 2llgll-

Ispat. (i)= (ii): Kabul edelim ki ¢, H'da siirekli olsun. € = 1 icin |¢(y)| < 1 saglayan
|ly|] < 0 sartimi saglayan § > 0 sayisi vardir. Boylece her ||z|| < 1 igin,

1
la(y)| = |0, 6)[0°[ = [a(d2)[10°] < =

|z|| < 1 iizerindeki supremum alinirsa
1
lall < 52 <>

dur.
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(ii)== (iii): Kabul edelim ki [|¢|| < oo olsun. H'da |z]| < 1 ve |ly||] < 1 igin

kutupsallagtirma formuliine gore

o(z,y)| = EM(% +y) —q(z —y) +ig(z +1y) — ig(x — iy)|
< iHQH(ll(«T +yll* + llz = yll* + llz +ayl* + [lo — iy[|)
= EHQH(Q(HIEHQ + Ayl + 2 l* + llay]1*))
= illqll(‘l(“%’ll2 +lyl1*) < llall(X+1) = 2llq]-
||| <1 ve |ly]] <1 {izerinde supremum alirsak [|¢|| < 2||¢|| dur. Buradan ¢, H tizerinde

sureklidir.

(iii)== (i): Kabul edelim ki ¢, H iizerinde siirekli olsun. Bu durumda ¢'nunda siirekli

oldugu agiktir. Ayrica tiim [|z|| < 1 igin

la(@)] = le(z, 2)| < llellllz]* < [l

Dolayisiyla ||q]| < ||¢]| dur.

Teorem 3.6.4 ¢, H Hilbert uzayinda bir sesku lineerle iligkili bir kuadratik form olsun.

Bu durumda eger, ¢ reel ise

lell < llql

Ispat. Biz bir énceki teoremdan ||¢|| < ||| oldugunu biliyoruz. Simdi H'da keyfi ||z]| < 1
ve |ly]| < 1 alahm. @(z,z) = r.e’?, r > 0 ve @ > 0 olsun. Buradan kutupsallagtirma

formiiliine gore
dr = dp(ea,y) = (e +y) — qle P —y) +ig(e Pz +iy) —ig(e” Pz — iy)

yazabiliriz. Iddiaya gore ¢ reel oldugu igin ¢’da reeldir. Buradan imajiner kisimlar

sifirlanir. Dolayisiyla
olw,y) =7 = 3ol +y)— gl % —y)))
< iI\CJII(Ile_"Q:BerIIZﬂL||€_iQw—y||2)
= %HQ||2(||(95”2 +yl*) < llall.

Simdi ||z]] < 1 ve |ly]] < 1 {izerinde supremum alirsak ||| < ||¢|| olur. Bu ise ispati

tamamlar.
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3.7 Normal Operatorler

H, bir Hilbert uzay1 olsun. Normlu uzaylarda H’da H’da taniml stirekli lineer
dontigiime bir operator denir. H tizerindeki birim operatorii 7, £ sembollerinden biriyle
gosterecegiz. A*, A operatoriiniin eglenigi oldugunu biliyoruz. Buna gore simdi asagidaki

tammlar: verelim.

Tanim 3.7.1 H bir Hilbert uzay1 ve A’da H iizerinde tanimli bir operator olsun.

i) Eger A*A = [ ise, A izometrik veya izometri denir.

ii) A*A = AA* = I ise, A'ya tniter operator denir.
iii) A*A = AA* ise, A’ya normal operatdr denir.

iv) A* = A ise, A’ya Ozeslenik operator denir.

v) A* = —Aise, A’ya anti eglenik operator denir.
Lemma 3.7.1 A ve B, H tizerinde iki operator olsun. Eger her x € H igin

(Az,x) = (Bz, )

ise bu durumda A = B dir.
Ispat. Kuadratik formlardan biliyoruz ki her z,y € H icin (Az,y) = (Bx,y) ise bu
durumda A = B dir.

Teorem 3.7.1 H Hilbert uzay: iizerindeki her operator i¢in agagidaki ifadeler birbirine

denktir.

i) A bir izometridir yani A*A =1
i) Her x € H igin ||Az| = ||z,

iii) Her x,y € H i¢in (Az, Ay) = (x,y).

Ispat. i = iii: Her z,y € H icin (Az, Ay) = (A*Az,y) = (Iz,y) = (z,7)
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191 = 11: iddaya gore z,y € H’'da keyfi alindigindan = = y segebiliriz. Dolayisiyla
ispat aciktir.

it = i: Her x € H igin (A*Az, z) = (Az, Az) = || Az|]* = ||z||* = (z, z)
Lemma 3.7.2 Eger A, H tizerinde bir izometri ise, bu durumda I'm(A) H'mn kapali bir
alt uzayidir.
Ispat. Bunu ispat: icin Im(A)nm tam oldugunu gostermek yeterlidir. Iddiaya gore A,

H Hilbert uzaymda bir izometri oldugundan I'm(A) tamdir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.2 H iizerinde tanimli her A operatorii igin asagidakilere denktir.

i) A initerdir, yani A*A = AA* =1,
i) A* {initerdir,
ii1) A ve A* izometriktir,

iv) A izometrik ve A* injektiftir,

v) A izometrik ve surjektiftir,

vi) A bijektiftir ve A7t = A*.
Ispat. i = ii: A* = A dan aciktur.
1 = i11: A liniter operator oldugundan A ve A* in izometrik oldugu agiktir.
191 = 1v: Her izometri injektiftir.
vi = v: Iddiaya gore A izometrik oldugugu icin Lemma 3.7.2 e gore Im(A) H'da

kapalidir. Buradan

Im(A) = Im(A) = (ker(A))* = {0} = H

boylece A surjektiftir.
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v = vi: iddiaya gore A izometrik oldugundan injektiftir. Hem injektif hem de
surjektif oldugundan A bijektiftir. Dolayisiyla A~! var ve H’da bir operatordiir. A
izometri yani AA* = I olup A*, A'nin bir sol tersidir. Buradan A=! = A* elde edilir.

vi = i: Iddiada verilenlere gore

A*A = A71A =1 ve AA* = AA~! = ] olup ispat tamamlar.

Teorem 3.7.3 H iizerinde tanimli her A operatorii igin agagidakiler denktir.

i) A normaldir, yani A*A = AA*,
ii) A* normaldir,
i) Her x € A igin ||A*z|| = || Az||,

iv) Her z,y € H i¢in (A*x, A*y) = (Az, Ay).
Ispat. i = ii: A™ = A dan aciktur.
i = dv: Her z,y € H igin (A*z, A*y) = (AA*z, Ay) = (A*Ax,y) = (z,y)

iv = 4ii: Iddiaya gore x,y H'da keyfi almdigindan = = y secebiliriz. Dolaysiyla
ispat aciktir.

111 = 1: Her x € H i¢in
(A* Az, x) = (Ax, Az) = || Az|)? = || A*z|]* = (A*x, A*2) = (A" Az, 2).
Boylece A*A = AA*. Dolayisiyla A normalidir.

Sonug 3.7.1 Eger A, H iizerinde bir normal operator ise bu durumda ||A?|| = ||A||* dir.

ispat. Teorem 3.7.3’den iii sikkindan x’in yerine Ax alarak

[A%2|| = [|Az]] = [[A*(Ax)[| = [JACAX))]]
I(A*A)z| = [[A%],
her z € H ||z|| < 1 tizerinde supremum alinirsa || A*A|| = || A?].

|A*Al| = ||A||* daima dogru oldugu igin || A2]| = || A]|>.
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Teorem 3.7.4 A, B H iizerinde iki normal operatér olsun. Eger AB* = B*A ise bu
durumda A + B, AB ve BA’larda normaldir.

ispat. AB* = B*A ifadesinin her iki tarafinin eglenigi alinirsak BA* = A*B elde ederiz.

Buradan

(A+B)"(A+B) = A*A+B*A+A*"B+B*B = AA*"+ AB*+ BA*+BB* = (A+B)(A+B)*
ve

(AB)*(AB) = B"A"AB = B"AA*B = AB*A*B = AB"BA* = ABB*A* = (AB)(AB)"

Dolayisiyla A + B ve AB normaldir. BAnin normal oldugu benzer sekilde gosterilir.

Simdi Bu Kisimda Operatoriin Baz1 Ozelliklerini Verelim:

1) Normal operatorlerin skalerle garpimi normaldir.
2) Iki izometrik operatériin carpimi izometriktir.
3) Iki iiniter operatériin carpimi ifiniterdir.

4) {e, : n € j} H'da bir ortonormal baz olsun. Bu durumda bir A operatoriiniin H'da
tiniter olabilmesi igin gerekli ve yeterli kogul {Ae,, : n € j} kiimesinin ortonormal bir

baz olmasidir.

5) Bir izometrik operatoriin normu 1 dir.

A*—A

Lemma 3.7.3 Her A normal operatorii icin e uniterdir.

Gergekten

(A=A = A=A = ¢ _

—(A*—A) _ (eA*—A)—l
olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.7.5 (Fuglede Teoremi) A, B normal operatorii olsunlar. Bu durumda her T'

operatorii i¢in eger AT =T B ise TA* = TR* dir.

Ispat. n € N i¢in iddiya gore AT = T'B oldugundan A"T = T'B™ nin indiksiyonla dogru

oldugu aciktir. Normda yakinsamaya gore

1 1
A 2 3
e —I+A—|——2!A +—3!A
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yazabildigimiz icin eAT = TeP ya da T = e~ 4Te? oldugu dogrudur. Buradan p = e4" 4

ve Q = eB~B" olmak iizere

eV Te B = PTQ

elde ederiz. P, Lemma 3.7.3 e gore tiniter oldugundan
M Te P < ||IP[|ITIIQN < |17

oldugu goriiliir. A € C igin f(\) = e Te 8" olsun. Bu durumda f : C — L(H) bir

tam dontigimdiir.

A, B operatérlerini sirasiyla AA, AB yerdegistirelim. Bu durumda her A € C icin
| f(N)]] < ||T|| yazilabilir. Bu ise Liouville’'nin Teoremine gore f sabit bir déniistimdiir.

Yani

/

) =M ATe ™M L M Te P (—B*) =0

A = 0 olup bu ise ispati tamamlar.

3.8 Oz Eslenik Operatorler

Teorem 3.8.1 Bir H Hilbert uzay1 tizerindeki her H operatori i¢in agagidakiler denktir.

i) A 6z esleniktir, yani A* = A.

ii) Her x,y € H i¢in (Ax,y) = (Ay, z), yani bir Hermityen formdur.

iii) Her x € H i¢in (Az, x) i¢ carpim reeldir, yani bir reel degerli kuadrik formdur.

Ispat. ii==iii: oldugu aciktir. Her = € H icin (A*z,z) = (z, Az) = (Az, z). Buradan
A* = A olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her x € H

(Az,x) = (Az, x)

yani her x € H igin

(Az,x) = (Az, x)

ya da (Ax,z) reeldir. Bu ise ii==iii oldugunu ispatlar.

Teorem 3.8.2 A, B H tizerinde iki 0z eslenik operator olsun.
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i) A+ B 06z egleniktir.
ii) Her X reel sayisi i¢in AA 6z egleniktir.

iii) AB 6z eglenik olabilmesi i¢in gerek ve yeterli kogsul AB = BA olmasidir.

Ispat. (iii) : Eger AB bir 6z eglenik ise, o zaman AB = (AB)* = B*A* = BA.

Tersine olarak eger AB = BA ise bu durumda
(AB)" = (BA)" = A*"B* = AB
yani AB 0z egleniktir.

i ve ii’'nin ispat1 tanimdan agiktir.

Teorem 3.8.3 A, H kompleks Hilbert uzayinda bir operator olmak tizere B = %(A—i—A*)
ve C' = 5-(A — A*) olsun. Bu durumda agagidakiler dogrudur.

i) B ve C'nin her ikisi de 6z egleniktir. Ayn1 zamanda A = B +iC.

ii) Eger M, N, A = M + iN sartin saglayan iki 6z eglenik opertadr ise bu durumda
M = B ve N = (C dir.

ii1) A'min normal olabilmesi i¢in gerek ve yeterli kogul BC' = C'B olmasidir..
Ispat. (iii): Iddiya gore A normal oldugundan A*A = AA* dir. Bu durumda A = B+iC
olsun. Buradan A* = B* —iC* = B —iC, B, C 0z esleniktir.

A*A = (B —iC)(B +iC) = B> —iCB +iCB + C?

yani

AA* = B* +iCB —iBC + C?
olup, A*A = AA* esitliginden
B* =iBC +iBC + C* = B> +iCB — iBC + C*
elde edilir. Dolayisiyla A operatoriiniin normal olabilmesi icin gerekli ve yeterli kogul

BC = CB olmasidir.
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Lemma 3.8.1 A, H Hilbert uzayinda bir normal operator olsun. B, C’de A operatoriiniin

sirasiyla reel ve imajiner kismi ise her x € H icin

IAX[|* = || BX|* + [ X]*

dir.

ispat. A, H’da bir normal operator ve B, C' de A'nin reel ve sanal kismi oldugundan
Teorem 3.8.3 den
A= B+iC

yazabilir. Buradan her z € H i¢in

IAX]]* = (Az, Az) =

Bz, Bx) 4 (Cz,Cx)
= ||Bz|* + | Cz|*

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.8.4 A, H Hilbert uzayinda bir 6z eslenik operatér olsun. Bu durumda,

agagidakiler dogrudur.

1) [|All = supl[(Az, z)| - ||z[| < 1.

i) Her n > 1 tamsaysi igin [|A"]| = ||A]|™ i¢in C operatorleri igin A = iC' olmasidir.

ispat. (i) @ ve ¢ A operatorii ile bagmtih siraisyla sesku lineer ve quadrik form olsun.

Buradan ||A|| = ||@]| = ||¢|| boylece ispat tamamlanir.

(ii) » > 1 tamsayisi i¢in [|A"|| = || A]|™ oldugunu biliyoruz. Bunun igin geriye || Al|™ =

|A™|| oldugunu gostermek yeterlidir. H'da keyfi ||z|| < 1 alahm buradan her m > 1
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tamsayilari icin

|A"z||? = (A2, AMz) = (ATA™x, A" 'a)
= (A™Hg Ay

< ”Aerlx’Amfl‘mH

dir. Simdi Az # 0 oldugunu kabul edelim. m > 1 tamsayilar1 ve her k > 1 icin A¥z # 0

dir. Buradan

JAc] _ 1A% _ | A%] _  _ A"

el = WA= = A% = A
veya
=
fel ) = Tl A=l 2% A=) = el

Yani [|Az|| < [[A"z] |l«]"~" < [|A"]

Eger Az = 0 ise ispat agiktir. ||z|| < 1 iizerinde supremum alirsak ||A|" < ||A"|| olup

ispat tamamlanir.

Lemma 3.8.2 H Hilbert uzay1 {izerindeki tiim 6z eslenik operatorlerin kiimesi L(H)

tizerinde kapalidir.

3.9 Projeksiyonlar ve Kapali Alt Vektor Uzaylar

Bu kisimda projektorlerin kiimesi ile kapali vektor uzaylar: arasinda bijeksiyon kuru-

lacaktir.

Tanim 3.9.1 H bir Hilbert uzay1 ve A’da H’da bir operator olsun. Eger A* = A = A?

ise, A’ya bir projektor veya bir ortogonal projeksiyon denir.

Teorem 3.9.1 M, bir H Hilbert uzaymin kapali vektor alt uzayr olsun. Bu durumda
asagidakiler dogrudur.

i M iizerinde bir tek P projektorii vadir.
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i M=PH)={x€eH:Pr=x}={xe€H:|Pz|]=|z|}

Ispat. (i) Aksini varsayahm, yani M = P(H) = Q(H) olacak sekilde iki tane P,Q
projektorii olsun. Keyfi # € H i¢in Px € M = Q(H) olup bagka bir ifadeyle baz1 y € H
icin Px = Qy dir. P ve @ projektor oldugundan

QPr=Q% =Qy=Px

yazabiliriz. x € H keyfi oldugundan QP = P dir. Benzer sekilde PQ) = () elde edilir.
Buradan projektorlerin varligi ispat edilmistir. Simdi tekligini gosterelim. Teoremin id-

diasina gore

P=P =(QP) = P'Q'=PQ=Q

olup bu ise bizim iddiamizla geligir. Dolayisiyla P’nin tekligi ispat edilmis olur.

(ii) Ik énce H'dan M iizerinde bir projektér yapisi kurmaya calisalim. M kapah
oldugundan H = M & M* keyfi # € H icin z = a + b olacak sekilde bir tek a € M,
b € M+ vardir. Simdi Pz := a tammlayalim P'nin H’dan M’ye bir lineer doniisiim,

ayrica P? = P, M = P(H) = {z € H : Px = z} oldugu agiktir. a L b oldugundan
1Pz = [lall* < flali*[ + [Io]* = l|=* = || Pzl < ||=].

Buradan P, H iizerinde siireklidir ve dolayisiyla bir operatordiir. Simdi P’nin bir pro-

jektor oldugunu gosterelim. Her x € H igin
(P*x,x) = (z, Px) = (a+ b,a) = (a,a) = {(a,a + b) = (Pz,x)
olup P* = P elde edilir. Eger Px = z ise, ||Px| = ||z]| oldugu agiktir.
Tersine baz1 x € H i¢in ||Px| = ||z| kabul edelim. Bu durumda
lall* = 1 P2|* = [|l2]I* = llal* + [|b]
olup ya ||b|| = 0 ya da b =0 dir. Bdylece = a € M olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.9.2 P, H’da bir projektor, Q = [ — P, M = P(H) ve N = Q(H) olsun bu

durumda asagidakiler dogrudur.

i @) da bir projektordiir, dahast PQ = QP = 0.

ii M =ker(Q)=N% N=ker(P)=M+*W=Mo®N.
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iii M ve N’nin her ikisi H'nmin kapali vektor alt uzayidir.

Not 3.9.1 Q operatorii P+ seklinde de gosterilir.

Ispat. (i) Teoremde verilenlere gore
QP=I-PP=I-P-P+P=1-P=Q

ve
Q*={I—-P)=I"-P"=1-P=Q

olup ’nun projektor oldugu elde edilir. Simdi iddianin diger kismini ispat edelim.
PQ=P(I-P)=P—-P*=P-P=0

ve
QP=(I-P)P=P-P°=P—-P=0

olup ispat tamamlanir.

(ii) x € M oldugunu kabul edelim. Bu durumda baz1 y € H igin © = Py yazabiliriz.
Buradan Qz = QPy = 0 olup M C ker(Q). Simdi Qx = 0 oldugunu kabul edelim
buradan z = [z = (P 4+ Q) = Px yani x € P(H) = M olup ker(Q) C M. Buradan
M = ker(Q). Sonug olarak M bir kapal vektor alt uzayidir. Son olarak keyfi x € H
alalim. Buradan z = Px+Qz € M+ N buradan H = M +N. M NN = kerQNQ(H) =
{0} dan dolay1 H = M & N dir. Simdi x € M+ olabilmesi icin gerekli ve yeterli kogul her
y € H i¢in (x, Px) > 0 yani (Pz,y) = 0 ya da Pz = 0 olmasidir. Buradan M+ = ker(P).

P, () simetrik oldugu icin ispat tamamlanir.

(iii) M ve N'nin H’nmn kapal vektor alt uzayi (ii) de gosterildi.

Teorem 3.9.3 P, H tizerinde bir operator olsun. Bu durumda P’nin projektor olabilmesi

icin gerekli ve yeterli kosul x € H igin
|Pz||* = (P, )

olmasidir.

Ispat. =" P'nin projeksiyon oldugunu kabul edelim. M = P(H) ve N = ker(P)
olsun. H = M @ N ispat edildi. Bu durumda her x € Hicinx =a+0b,a € M,be N
yazabiliriz. M 1 N oldugunda

|Pz||? = (Pz, Px) = (a,a) = {a,a+ b) = (Pz,z)
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olup istenen elde edilmis oldu.

7<= ||Pz||* = (Px,x), her z € H olsun. Bu durumda
(Px,2) = ||Px||* = (Px, Px) = (P*Px, )
olup P = P*P dir. Buradan
P = (P*P)* = P*P* = P'P = P

ve

P=PP=Pp?

elde edilir. Bu ise P'nin projeksiyon oldugunu ispatlar. Boylece teoremin ispati tamam-

lanir.
Sonug 3.9.1 Her P projektorii igin ||P|| =1 ya da || P]| = 0 dur.

Teorem 3.9.4 P, () H’da iki projeksiyon olsun. Bu durumda P@Q’nun projeksiyon ola-
bilmesi igin gerekli ve yeterli kosul PQ = QP olmasidir. Bu durumda PQ(H) = P(H) N
Q(H) dir.

Ispat. "=—" PQ’nun projeksiyon oldugunu kabul edelim. Bu durumda
PQ=(PQ)"=Q"P"=QP

dir.
"<—=" PQ = QP oldugunu kabul edelim. Bu durumda

(PQ)* = PQPQ = PPQQ = PQ

ve

(PQ)"=QP"=QP=PQ
olup buradan PQ) projeksiyondur. Simdi PQ(H) = P(H) N Q(H) oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in PQ’nun projeksiyon oldugunu kabul edelim. Keyfi z € PQ(H) segelim. Ban
y € H i¢gin x = PQy yazabiliriz. Bu durumda = = P(Qy) ve x = P(Qz) € Q(H) yani
x € P(H)NQ(H). Diger taraftan keyfi x € P(H)NQ(H) alalim. Bu durumda = = Px ve
x = Qu yazabiliriz. Buradan z = P(Qx) € PQ(H). Sonug olarak PQ(H) = P(H)NQ(H)

tir.
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Teorem 3.9.5 P, @, H'da iki projektor, M = P(H) ve N = Q(H) olsun. Bu durumda
agagidakiler denktir.

i P+ (@ bir projeksiyondur.
it M L N.
iii P(N)=0.
iv PQ = 0.

Not 3.9.2 Bu durumda P + @), M + N fizerinde bir projektordiir.

Ispat. (i==ii): z € M olsun. Bu durumda Px = x ve

l2]I* + |1Qzl* = | Pz|* + |Qz|* = (P=,2)+ (Qw,2)
< {(P+Q)z,2) < |IP+ QI I=)* < [l

Buradan [|Qz|| = 0 olup = € ker(Q). Boylece M C ker@@ = Nt olup M L N elde edilir.
(ii==iii) : M L N oldugundan N C M+ = ker(P) olup P(N) =0
(ili==iv) : P(N) = 0 oldugundan PQ(H) = P|Q(H)] = P(N) =0, yani PQ = 0 dur.
(iv=1) : PQ = 0 oldugundan QP = Q*P* = (PQ)* = 0 ve buradan

(P+Q?=P*+PQ+QP+Q@Q*=P+Q

elde ederiz. P + Q’nun 6z eglenik oldugu aciktir. P + ) ayni zamanda projektordiir.

Simdi P 4+ @Q'nun M + N f{izerinde bir projeksiyon oldugunu goseterelim. Keyfi z €
P(H)+ Q(H) alalim. Bu durumda @ = Pa € P(H) ve b = Qb € Q(H) olacak sekilde

r = a + b yazabiliriz. Buradan
(P4+Q)r=Pa+Pb+Qa+Qb=a+ PQb+QPa+b==x

yani

r=(P+Q)re(P+Q)(H)

olup P(H)+ Q(H) C (P+ Q)(H) elde edilir. Benzer gekilde ters durum da gosterilebilir.
Yani (P + Q)(H) C P(H) + Q(H) elde ederiz. Bdylece ispat tamamlanir.

35



Teorem 3.9.6 Py, P, ...., P, bir H Hilbert uzayinda projektorler ve P = P+ Py+....+ P,
olsun. Bu durumda P’nin bir projektor olabilmesi igin gerekli ve yeterli kogul her 1 <

J # k <ni¢in P;.P, = 0 olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki P bir projektor ve j # k olsun. Bu durumda her x € H i¢in
Do lPe|? = Z (Pjz,x) ZPw z) = (Pz,z) < ||P||||z]|* = [|=|
j=1 j=

x yerine Px alarak,

D IPP? < || P yani Y|Py P® < 0.

j=1 J#k
Buradan P;.Pyx = 0. € H keyfi alindigindan j # k icin P;.F, = 0 dir. Tersi durumun
dogrulugu aciktir.

Simdi projektor operatoriin baz 6zeliklerini verelim:

1) A’nin projektor olabilmesi igin gerekli ve yeterli kogul A = A*A olmasidir.
2) Her kompakt projektor sonlu boyutludur.
3) Eger A bir izometri ise bu durumda AA* bir projektordiir.

4) A, B iki projektor olsun. A + B — AB'nin projektor olabilmesi igin gerekli ve yeterli
kosul AB = BA olmasidir.

Tanim 3.9.2 A, H’da bir operatér ve N de H’in bir vektor alt uzayi olsun. Eger A(N) C
N oluyorsa N'ye A altinda invaryanttir denir. Ayni zamanda eger hem N hem de Nt A

altinda invaryant ise N’ye A’ya indirgenir denir.
Teorem 3.9.7 A, H {lizerinde bir operator ve P de H’dan N C H bir vektor alt uzayina

tanimli bir projeksiyon olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.

i) N, A'nin bir invaryant alt uzayidir.
ii) AP = PAP.

ii) N+, A* bir invaryant alt uzayidir.
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Ispat. (i=ii) : Kabul edelim ki N, A'nin bir invaryant alt uzay:1 olsun. Bu durumda
keyfi bir # € H alalm. Invaryanttin tammmma gore Pz € N olacaktir. N, A altinda
invaryant oldugundan APx € N ve buradan PAPx = APx tir. z keyfi secildigindan
PAP = AP.

(iv=1) : Kabul edelim ki PAP = AP olsun. Bu durumda A(N) = AP(H) =
PAP(H) C N ve boylece N, A altinda invaryanttir.

(ili==ii): N+, A* bir invaryant olabilmesi i¢in gerekli yeterli kosul
A*Pt = PYA*Pt <= A*(I-P) = (I-P)A*(I-P) <= PA* = PA*P <= AP = PAP
olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.9.8 A, H iizerinde bir operator ve P de H’dan N C H bir vektor alt uzayina

taniml bir projeksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

i) N, A’ya indirgenir.
ii) AP = PAP.
i) N+, hem A hem de A* altinda invaryanttir.
iw) N+, hem A indirgenir.
Ispat. (i=ii) : P+ =1 — P nin N7 {izerinde projektér oldugu aciktir. Iddiaya gore N,
A altinda invaryanttir. Bu durumda
AP+ = PYAP* yani A(I — P) = (I — P)A(I — P)

ya da
PA = PAP

N aymi zamanda A altinda invaryant oldugundan PA = PAP olup PA = PA elde ederiz.

(ii==ii) : PAP = (PA)P = (AP)P = AP oldugundan N, A altinda invaryanttir.

Benzer sekilde

PAP = P(AP) = P(PA) = PA
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yazabiliriz. Buradan esglenik alinirsa PA*P = A*P olup N ayni zamanda A* altinda

invaryanttir.

(ili==1) : Iddiaya gore N, A* altinda invaryant oldugu icin N*, de aym zamanda

A* = A altinda invaryanttir. Boylece N, A’ya indirgenmis olur.

(ili==iv) : N kapal oldugu icin N**+ = N dir. Dolayisiyla istenilen sonug tanimdan

aciktir.

Sonug 3.9.2 A, H’da bir operator ve N'de H' min bir kapali vektor alt uzay: olsun. Bu

durumda :

i) Eger A 6z eglenik ise bu durumda N'nin A’ya indirgenebilmesi igin gerekli ve yeterli

kosul A(N) C N olmasidir.

ii) Eger A tniter ise bu durumda N'nin A’ya indirgenebilmesi igin gerekli ve yeterli

kosul A(N) C N olmasidir.

ispat. (i) : Verilen iddialara ve uygun tamimlar altinda ispat agiktr.

(ii) : Kabul edelim ki N'nin A’ya indirgensin. Bu durumda A*(N) yani N =
AA*(N) C A(N) yazabiliriz. N, A’ya indirgendigi igin A altinda invaryanttir. Sonug
olarak A(N) = N dir. Tersine, A(N) = N oldugunu kabul edelim. Bu durumda

A*(N) = A*A(N) = I(N) = N.

Boylece N, A* altinda invaryanttir. Dolayisiyla N, A’ya indirgenir.

3.10 Operatorlerde Siralama

Tanmim 3.10.1 A, B bir Hilbert uzayinda iki 6z eglenik operator olsun. Bu durumda eger

her x € H i¢in (Az,z) < (Bx,z) ise A < B olup A’ya B’den kiigiik ve esit operator denir.

Lemma 3.10.1 A, B ve C, H iizerinde birer 6zeslenik operator olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

i) A<A.
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ii) Eger A < B ve B < (' ise, o zaman A < C dir.

ii1) Eger A < B ve B < A ise, o zaman A = B.

iv) Eger A < Bise, o zaman A+ C < B+ (C ve —B < —A dir.
v) Eger A < B ve A > 0 ise, 0 zaman oA < aB.

vi) Eger a, f € Rigin a < f ve A > 0 ise o zaman A\A < SA.

Teorem 3.10.1 Eger A > 0 ise o zaman her x,y € H igin agagidakiler dogrudur.

i) Eger | (Az,y) [°< (Az,2).(Ay, y),
i) Eger ||Az||* < ||Af|(Az, z).
Teorem 3.10.2 i) Eger A < B ise bu durumda her T operatorii igin

T*AT <T*BT

ii) Eger 0 < A < B ise bu durumda || A|| < || B||

Ispat. (1): Asagidaki esitsizlikten her x € H igin
(T*ATz,z) = (ATx,Tz) < (BTz,Tx) = (T"BTx,x)
T AT <T*BT

bulunur.

(ii): Eger A = 0 ise agiktir. Farzedelim ki ||A|| # 0 olsun. Bu durumda H’da herbir

o] < 1 icin

[Az|* < |Al[{Az, z) < |AI(Bz,z) < [|A]lBlll=|* < [ Al B].

Simdi ||z| < 1 {izerinden supremum ahmrsa ||A]|> < ||A||||B|| olup her iki tarafi

| Al|'na bolersek ||A|| < ||B|| buluruz.

Teorem 3.10.3 A, < B,,.1 H' da 6z eglenik operatoérlerinin bir artan dizisi olsun. Eger

bu operator bir iist sinira sahip ise yani her n € N i¢in B > A,, olan bir 6z eglenik operator

bulunursa her x € H, n € H i¢in A,xv — Ax ve A = sup,cnA, olacak sekilde bir A 6z

eslenik operatori vardir. Benzer sekilde bu sonug azalan dizi i¢in de yapilabilir.
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Ispat. A, ve B operatorleri yerine sirasiyla A, — A; ve B— A; alalm ve A,, > 0 oldugunu

kabul edelim. Herbir x € H igin reel sayilarinin bir sinirh artan dizisi olan
(Apz,z) < (Apiiz,x) < (Bx,x)

esitsizligini yazabiliriz. Bu ise dizinin yakinsak oldugunu gosterir. Simdi keyfi m >n > 1

alalim. Iddiaya gore 0 < A,, < B oldugu icin ||A,|| < || B|| yazabiliriz.

[Amz — Apz||* < |Am — Aull{(Am — An)z, 7) < 2||B|((Anz, 2) — ((An)2, 2))mma—=0

Olup { Az} dizisi bir Cauchy dizisidir. Banach-Steinhaus Teoremine gore Az := lim,,_,o, Anz
H'da bir operator tammlar. Her x € H i¢in (Ax,z) = lim, . (A,x, ) reel oldugu i¢in

A operatorii 6z eslenirtir. Her m > n i¢in (A,x,x) < (A,x,x) yazabiliriz. m — oo
iken (A,z,x) < (Az,z) olup her n € N igin A,, < A dir. Bu ylizden A, {A,} kiimesinin
bir tist sinir1 olsun. Bagka bir ifadeyle U, An kiimesinin keyfi bir {ist sinir1 olsun. Bu
durumda, her n € N i¢in

(Apz,x) < (Uz, )
yazabiliriz. n — oo iken, her x € H i¢in
(Az,x) < (Uz,z), A<U
elde ederiz.

Tamim 3.10.2 M ve N, H'nn iki vekor alt uzayi olsun. Bu durumda N N N+-'ye N'de

M’nin ortogonal tiimleyeni adi verilir ve N & M seklinde gosterilir.

Teorem 3.10.4 P ve ), H’da iki projektor olsun. Ayrica M = P(H) ve N = Q(H)

olmak ftizere agagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) M CN
ii) QP = P.
iii) PQ = P.

iv) @ — P bir projektordiir.
v) Her x € H i¢in ((Q — P)z,z) > 0.

vi) Her x € H igin ||Pz| < ||Qx]|.
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vii) P < Q. Bu durumda @ — P de N & M f{izerinde bir projektordiir.

Ispat. (i==ii) : H' da keyfi bir z € H alahm. Bu durumda Pz € M C N. Bu yiizden
QPx = Px dir. x keyfi oldugundan Q)P = P elde ederiz.

(ii=>iii) :
P = P* = (QP)" = P*Q* = PQ.

(ili=iv) : Farzedelim ki PQ = P. Bu durumda P = P* = (QP)* = P*Q* = QP.
Buradan (Q — P)?=Q*-PQ-QP+P>=Q—-P—-P+P=Q—P. Q— Phnin 6z
eglenik oldugu aciktir. Dolayisiyla () — P bir projektordiir.

(iv=>v) : Q— P projektor oldugundan her x € H igin ((Q—P)z,z) = [[(Q—P)z|* > 0

(v==vi) : Her z € H i¢in ((Q — P)z,z) > 0 olup (Qx,z) > (Px,x) yazabilir. Yani
1Qx)I* > || Px||* veya [|Qz]| > ||Pz|.

(vi=1) : Herhangi bir z € M igin ||z|| < ||[Pz| < |Qz| < [|Q||-]|lz]| < ||=| yani
|Qx|| > ||z|| veya x € N dir. Bu durumda M C N.

(v=vii) : Tamumdan direk agiktir..

Son olarak ) — P bir projektor olsun. Bu durumda
QP =QU-P)=Q-QP=Q-P,
Boylece QP+ de bir projektor oldugunu elde ederiz. Buradan
(Q - P)(H) = QP*(H) = Q(H) N P*(H) = Q(H) N [P(H)[* = NAM* = N & M.

Sonug 3.10.1 Eger A, H iizerinde bir pozitif operator ise bu durumda

i) Her x € H i¢in (Az, z) pozitiftir.
ii) A 6z esleniktir.

Sonug 3.10.2 A, B porzitif operatoér olsun. Bu durumda eger A+ B=0ise A= B =0
dir.
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Tanmim 3.10.3 Her n € N icin A,,, B H'da operator olsunlar. Bu durumda

i) Eger
lim supjz<i||Ane — Bzl = lim ||A, —B|| =0
n—00 n—>~a0
oluyorsa A, — B ye diizgiin veya norm anlaminnda yakinsaktir denir. B =

lim A, = U — lim A,, seklinde gosterilir.

ii) Eger her x € H igin lim,,_, ||A,z—Bz|| = O oluyorsa A, — B veya B = s—lim A,
glicli yakinsaktir.

ii1) Eger her z,y € H igin lim, (A, — Bx,y) = O oluyorsa A, — B veya B =
s — lim A,, zayif yakinsaktir.

Uyar: 3.10.1 Yukaridaki tanimi kullanarak diizgiin yakinsak ise giiclii yakinsak ve giicli
yakinsak ise zayif yakinsak oldugunu gostermek hi¢ de zor degildir. Fakat tersi genelde
dogru degildir.

Teorem 3.10.5 Eger A, — A, B,, — B giiclii yakinsak ise bu durumda A, B,, — AB
gliclii yakinsaktir.

ispat. Her x € H i¢in A,x — Az, B,x — Bz yazabiliriz. Diizgiin sinirlilik teoremini

kullanarak M = sup,||A,|| < oo yazabiliriz. Buradan

|A,Bn,x — ABzx| < ||A.||Bnx — Bz|| + ||A,Bx — ABx||
< M]JA,xz — Bz|| + ||A,(Bzx) — A(Bx)|| — 0

olup gii¢lii yakinsaklik tanimina gore A, B, — AB giiclii yakinsak oldugunu elde ederiz.

3.11 C)zdegerler

Tamim 3.11.1 H bir Hilbert uzay1 olsun. Kabul edelim ki A, H’da bir operator ve bir
A € C sayist olsun. Eger Ax = Az olan sifirdan farkli bir + € H vektoriivarsa bu Nya
A operatortiniin bir 6zdegeri denir. Bu durumda Ax = Ax sartini saglayan sifirdan farkh
bir x vektorii igin bir A € C sayisina karsilik x € H vektoriine A'nin bir 6z vektorii denir.

A'nin tiim vektorlerinin kiimesine N'nin 6z uzay: adi verilir.
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Teorem 3.11.1 Her bir 6z uzay: kapali bir alt uzaydir. Farkl 6zdegerlerin sifirdan farkh

0z vektorleri lineer bagimsizdir.

Teorem 3.11.2 A, H’da bir normal operator olsun. Bu durumda

i) Eger A € C ve x € H icin Ar = \x ise A*x = \r.

ii) A operatorleriintin farkli 6z degerlerinin 6z vektorleri ortoganaldir.

Ispat. (i): Iddiaya gore A normal operator oldugundan A — AI da normaldir. Buradan
A" = Azl = [[(Az — M)z = [|[(Az — AD)z| = 0

olup ispat tamamlanir.

(i): A # p A'min 6zdegerleri, z,y ise sirasiyla A\, p'niin 6z vektorleri olsunlar. Bu

durumda
Mz, y) = (Az,y) = (Az,y) = (z, A") = Mz, 1y) = plz,y)

yani (A — p){z,y) = 0 ve (z,y). Bu yiizden z L y.

Teorem 3.11.3 A, H Hilbert uzayinda bir operator olsun. Bu durumda asagidakiler

dogrudur.

i) Eger A 6z eslenik ise onun tiim 6z degerleri reeldir.
ii) Eger A anti eglenik ise onun tiim 6z degerleri tamamen sanaldir.

ii1) Eger A izometrik ise bu durumda her bir 6z degerinin mutlak degeri birdir. Ayrica

her iiniter operator izometriktir.

iv) Eger A pozitif ise tiim 6z degerlerde pozitiftir.

ispat. A, A" min bir 6z degeri ve x te N'min sifirdan farkh 6z vektorii olsun. Bu durumda
1): A|z||? = \z,2) = (Az, 2) = (x, A*z) = (x, Az) = (z, \z) = X||z|]%.
A = ). Buradan X reeldir.
(i) Ao = (@, A%) = (2, Ax) = (2, ~Aa) = X,
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A = —\. Buradan A tamamen sanaldur.

(ii): [Jo]* = [|Az[]* = [Az]]* = [A]%||=]|?

yani |A| = 1.

(iv): A pozitif oldugundan

0 < (Az,z) = (\z,2) = \||z|?
buradan A > 0 duir.
Lemma 3.11.1 A, B H Hilbert uzayimnda iki operator olsun. Eger AB = BA ise bu
durumda B’nin her 6z uzay1 A altinda invaryanttir.
Ispat. A € Cigin pu= ker(B — AI) B'nin 6z uzay1 olsun.Bu durumda her = € p icin
(B— M)Az = A(B — \)xz = A0 =0.

Yani Az € ker(B — M) = p dolayisiyla u, A altinda invaryanttir.
Teorem 3.11.4 Eger A, H Hilbert uzayinda normal operator ise her 6z uzay1 A’ya in-
dirgenir.
Ispat. A, normal oldugundan AA*, A*A birlesmeli olup A'nmin her 6z uzayr hem A hem
de A* altinda invaryanttir.

Not 3.11.1 A bir operator ve x de sifirdan farkli bir vektor olsun. Bu durumda eger

|(Az, z)| = ||Az||||z] ise, x, A'nin bir 6z vektoridiir.

3.12 Hilbert Uzaylarinin Spektral Ozellikleri

3.12.1 Bir Operatoriin Spektrumu

Biz bu kisimda Hilbert Uzayinda bir operatortin 6zelliklerini, cebirsel iglemler yardimiyla

elde edilen 6z degerler yardimiyla agiklamaya calisacagiz.

Lemma 3.12.1 A, H Hilbert uzayinda bir operator olsun. Eger A ve A*'in her ikisi de

alttan smirl ise, bu durumda A tersinirdir.
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Ispat. Iddiaya gore A* alttan smirh oldugu i¢in A*'m injektiftir. Yani ker(A*) = {0}.
Boylece Im(A) = [ker(A*)]* = {0}* = H. Buradan I'm(A) H'da yogundur. Yine iddiaya

gore A alttan sinirh oldugundan terslenebilirdir.

Teorem 3.12.1 H Hilbert uzayindaki her A operatori icin I + A* A terslenebilirdir.

ispat. Her z € H i¢in
I(T+(AA))|* = (a+ A" Aw, 2+ A" Ax) = ||o|*+(z, A" Az)+(A" Az, 2) + || A" Az ||* > ||z

Buradan A operatorii alttan simirhdir. A* = A da ayni zamanda alttan sinirli oldugu icin

A terslenebilirdir.

Lemma 3.12.2 ¢(A*) = [0(A)] kompleks eglenik

Ispat. {\: \ € 0(A)} sag taraf olarak kabul edersek bu durumda biz biliyoruz ki A — \J
tersinir olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul A* — AI'nin tersinir olmasidir. Dolayisiyla

ispat tamamlanir.

Teorem 3.12.2 Eger A 6z eslenik ise bu durumda bu operatoriin spektrumu sadece reel

sayilardan olusur.

Ispat. o, € R ve 8 # 0icin A = a +if olun. Eger biz A ¢ o(A) oldugunu géterirsek

veya basgka bir ifadeyle A — Al tersinir ise ispat tamamlanmig olur. Buradan her z € H

icin

(A —al +pil)z||* = ((A—al+Bil)x, (A— ol £ Bil))

= (A —al)x|]* + (£Biz, (A — al)z) + ((A — al)x, £ Biz) + ||fiz|?
I(A = al)z||* £ Bifz, (A — al)z) £ Bi{(A — al)z, z) + |||

I(A = al)z||* £ Bi{(A — al)z, z) £ Bi{(A — al)z, z) + |||

> |

B#0igin A— AN = A— X — il ve (A—N)* = A — ol + il alttan sinirhdir. Sonug
olarak A — A\ terslenebilirdir yani A ¢ o(A).

Teorem 3.12.3 Eger A pozitif operator ise bu durumda onun spektrumu sadece pozitif

sayilardan olusur.
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Ispat. A 6z eslenik oldugu icin Teorem (3.12.2) ten dolay1 o(A) sadece reel sayilardan
olugur. Kabul edelim ki A < 0 olsun. Keyfi z € H alalim. Iddiaya gore A pozitif oldugu
i¢in (Az,x) > 0 dir.

I(A = AD)z||* = || Az||* — 2M(Az, 2) + X*[|=[|* = N*||=])*

Buradan A — AI alttan simirhdir. A — Al 6z eslenik oldugu icin terslenebilirdir. Boylece

A ¢ o(A) elde edilir. Sonug olarak o(A) sadece pozitif sayilar igerir.

Teorem 3.12.4 Eger A {initer operator ise bu durumda onun spektrumu kompleks diizlemin

birim dairesinin kompakt bir alt kiimesidir.

ispat. Iddiaya gore A {initer oldugu icin aym zamanda bir izometridir. Dolayisiyla
|Al| = 1 dir.Buradan her A\ € o(A) i¢in [A| < ||A|| = 1 elde ederiz. Simdi keyfi |A| < 1
alalim. B = A — AI olsun. O zaman

11
1A 1A=

A =Bl = A= (A=AD[[=[IM]= Al <1=

A tersinir oldugu i¢in B de tersinirdir. Bu ise bize A ¢ o(A) oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanir.

3.13 Yaklasim Spektrumu:

Tanmim 3.13.1 A, H Hilbert uzayimda bir operator olsun. Eger || Az, — Ax,|| — 0 olacak
sekilde H'da ||z|| = 1 dizisi var ise bu A € C sayisina A operatoriiniin yaklagik 6z degeri

denir.

Tanim 3.13.2 Tiim yaklagik 6zdegerlein kiimesine A operatoriintin yaklagik noktasal

spekturumu denir ve a(A) ile goterilir.

Tanim 3.13.3 A, H Hilbert uzayinda bir operator olsun. Bu operatorin tiim 6zdegerlerinin

kiimesine A'nin noktasal spektrumu adi verilir ve 7(A) ile gosterilir.

Lemma 3.13.1 Bir A € C sayisinin bir yaklagik 6z deger olmamasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul A — AI'min alttan siirh olmasidir.

Teorem 3.13.1 A, H Hilbert uzayinda bir operator olsun. Bu durumda

w(A) C a(A) C o(A).

46



Ispat. A, H Hilbert bir operatér ve Nda A'nin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda sifirdan
farkli bir M'ya uygun bir y 6z vektorit vardir. x, := ”—ZH olarak tanimlayalim. Buradan
|zn|| = 1 ve ||Az,, — Azy,|| = 0 dir. Bu ise bize A'nin bir yaklagim 6z degeri oldugunu
gosterir. Yani m(A) C a(A). Daha sonra keyfi A ¢ o(A) alahm. Buradan A— AT tersinirdir.
Boylece A—AI alttan sinirlidir. Bu ise bize A'nin bir yaklagim 6zdegeri olmadigini gosterir.

Yani A ¢ a(A). Sonug olarak a(A) C o(A)

Teorem 3.13.2 A, H Hilbert uzayinda bir normal operator olsun. A ise a(A) = o(A).

Ispat. \ ¢ «a(A) olsun. Buradan A— \I alttan simirhdir va dolayisiyla onun deger kiimesi

H’da kapalidir. Simdi Im(A— AI)’nin H'da yogun olmadiginm kabul edelim. Bu durumda
Im(A — \) = Im(A — \I) # H.

Boylece € [Im(A — M)|* = ker(A — AI)* olacak sekilde z # 0 vektérii vardir. Iddiaya

gore A normal oldugu i¢in (A — AI) da normaldir. Buradan
(A= AD)z]] = (A — AT)"z]| = 0.

(A — AI) alttan siirh oldugu igin ||z|| = 0 dw.Yani « = 0 dir. Fakat bu ise Im(A —
Al) tersinirdir. Bu ise bize A ¢ a(A) oldugunu gosterir. Boéylece 0(A) C a(A) elde
ederiz. Teorem (3.13.1)’den a(A) C o(A) olup eger A operatorii normal ise o(A) = a(A)

oldugunu gostermis oluruz.

Teorem 3.13.3 Eger A, H Hilbert uzayinda bir 6z eslenik operator ise bu durumda ya
|Al| ya da —||A|| spektrumdadr. Dahasi

[A[] = sup{|A - A € o(A)]}

spektral yaricaptir.

Ispat. )\ :=||A| olsun. Bu durumda ||Az,| — X olacak sekilde H'da ||z, | = 1 vardir.

Buradan

| A%z, — Na,|| = (A%m, — N2, A%x, — N2,)
= || A2%2,|]* — (Na,, A%2,) — (A%, — N22,) + \|2, ||
< A% [lzall® = 2X%(Azy, Azn) + Xl

A 6z eslenik oldugu icin

< JJAIF = 2207 Az [|* + X = 222 (A* — [| Az, [|*) —> 0.

47



Buradan A%, A>’nin bir yaklasim 6z degeridir. Bagka bir ifadeyle o(A)? = [0(A)]?>. Bu-
radan A\? = p? olan p € o(A) vardir. Bu ise bize u = +||A|| oldugunu gosterir.

Sonug olarak ||A|l veya —||A|| spektrumdadir. Ayrica spektral yarigap igin
sup{|A| : A € o(A)[} < [|4]
daima dogrudur. Bu ise ispati tamamlar.

Not 3.13.1 Eger A, operatorii |A| = ||A|| olacak sekilde bir yaklagim 6z degere sahipse

bu durumda

|Al = sup |[(Az, )]

[[=]I<1

spektral yaricaptir.

Not 3.13.2 Eger A bir A normal operatériiniin bir yaklasim 6z degeri ise bu durumda X

de A* 1n bir yaklagim 6z degeridir.

Not 3.13.3
M := sup{(Az,z) : [[z]| =1}

ve

m = inf{(Azx, z) : ||z]| = 1}

seklinde tanimlayalim.

Lemma 3.13.2 Eger A, H Hilbert uzayinda bir 6z eglenik operator ise bu durumda

) |7 < A< AL
i) M :=inf{A e R: A<} .
iii) M :=sup{\ € R: A\I < A}.

iv) mlI <A< MI.

Ispat. A bir 6z eslenik operator ve her x € H i¢in
(3.13.1): (Az,z) < [(Az,z)| < [|A||]|=]* = (|| Al [z, z).

Bu yiizden A < ||AJ|I dir. Simdi A yerine —A getirelim.
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—A<| = AL = (Al

yani

—lAllT < A.

(i, iv) Eger A < Al ise, her ||z|| = 1 den (Az,z) < (Mz,z) = X yani M < A
Dolayisiyla M < inf{\ € R: A < AI'} . Diger taraftan M’ nin tanimindan her x # 0 i¢in
(A( - ) =) < M yazabilir. Buradan her x € H igin

Tl /2 Tl
(Az,z) < M|z|* = (MIz,z).
Boylece A < MT dir. Buise bize inf{\ e R: A< A} <N
Eger A > A bu durumda her ||z|| = 1 i¢in (Az,x) > (AMx,x) = X yani m > A,

Buradan m > sup{\A € RA > AI}. Diger taraftan m’nin tanmimindan, her z # 0 igin
(A(+£:), %) > m yazabilir. Buradan her z € H i¢in

Tl /2 il
(Az, ) > m|z||* = (mIz,z).
Boylece A > ml yazabiliriz. Bu ise sup{A € R: A > AI} > m oldugunu gésterir.

Teorem 3.13.4 o(A) bir A 6z eslenik operatériiniin spektrumunu gostersin. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

i) M :=supo(A).
ii) m:=info(A).

iii) || A]| = max{|ml, | M},

ispat.

(i): Her A > M ve her = # 0 i¢in

|AT = A)a||.|l]| > (A — A)z, z) =\@WM@I—AH%Pf%H

Hw%x—mmwg-x)

[iEd|

> (A = M)
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ya da
(A = Azl = (A = M)z,

Bu ise bize Al — A alttan sinirli oldugunu gosterir. Yani A ¢ a(A) A nin bir yaklagim
spekturumudur. A normal oldugu i¢in a(A) = o(A) dir. Dolayisiyla A ¢ o(A). Buradan
supo(A) < M. Diger taraftan M'nin tanmimindan M — % < (Az,,x,) olacak sekilde
|z|| = 1 vardir. §imdi M nin spektrumda olmadigini kabul edelim. Bu durumda M7 — A

tersinirdir. Buradan

L= leal? = A = A)7 (MT = Az, |
< T = )T AP
< T = )7 PO = AT ~ Ay, )
= T = )P MT = AL M~ (A, 2]
< T — Ay PMT = A~ (M~ )
1

(M = A) 2 (MT = A)|.— — 0.

Bu ise M’nin spektrumda olmadigi kabuliimiiz ile gelisir. Dolayisiyla M € o(A) dir.
Sonug olarak M = supo(A)

(ii): Uygun tammlar dogrultusunda,

m = inf{(Az,z) : ||z|| = 1} = —sup{(— Az, x) : ||z|| = 1}

= —supo(—A) = —sup[—c(A)] = inf o (A)

(iii): o(A) kompakt oldugu i¢in m, M € o(A) dir. Bu durumda ya |m/|, |M| < ||A]| ya
da max{|m|,|M|} < ||A||. Her 0 < ||z]| <1 igin m ve M’nin tanimindan

m < <A17 i> <M
EIRE

‘“WW' < masx{|ml. [M]}

yazabiliriz. Buradan,

ya da

[(Az, 2)| < ||z|* max{[m], M} < max{|m],[M]}
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elde ederiz. iddiaya gore A 6z eglenik oldugu i¢in ||z| < 1 {izerinde supremum alinirsa

|Al| = sup{|(Az, z)| : [|z]| < 1} < max{|m|,|M|} elde ederiz ki bu ise ispat1 tamamlanir.
Sonug 3.13.1 Bir pozitif A operatoriiniin tersinir olabilmesi icin gerekli ve yeterli kogul

A > 01 olacak sekilde 0 > 0 sayist var olmasidir.

Ispat. ” =" A tersinir oldugu icin 0 ¢ o(A). Ayrica iddiaya gore A > 0 oldugu i¢in
o0(A) > 0 dir. Buradan
m =info(A) >0

ve

A>ml.

"= §||z|* = (0Ix,x) < (Ax,x) < ||Al|||x| den ||Az| > §]||z|. A, pozitif oldugu igin

hem A, hem de A* alttan sinirhdir. Sonug olarak A tersinirdir.

3.14 Zayif Yakinsakhk

Banach uzaylarinda zayif yakinsaklik Hilbert uzaylarinda da uygulanabilirdir.

Teorem 3.14.1 H Hilbert uzay: olsun. Eger x,, — a H’da zayif yakimsak ve ||z| —

||la]| ise bu durumda x,, — a giiglii yakinsaktir.

ispat. Verilen iddialara gore agagidaki hesaplamadan kolay bir sekilde goriilmektedir.

lzn —al® = (20— a,20 — a) = [|lza|* = {a, 20) — (20, 0) + (a,0)

— lall? = {a,a) — {a,a) + (a,a) = 0

Lemma 3.14.1 Her m,n > 1 tamsayilar i¢in {a,,, : n > 1} dizisi her bir m i¢in smirh
bir dizi olacak sekilde a,,, kompleks sayilar1 gostersin. Bu durumda her m tamsayisi icin

{@mn(y) : § > 1} dizisi yakinsak olacak sekilde 1 < n(1) < n(2) < n(3) < .. dizisi vardir.

Teorem 3.14.2 H Hilbert uzaynda her sinirh {x,, } dizisi zayif yakinsak bir alt dizi igerir.

ispat. {z,} H Hilbert uzaymda smirh bir dizi ve M’de {x, : n > 1} tarafindan gerilen

bir kapali vektor alt uzay: olsun. Eger M sonlu boyutlu ise bu durumda {z,} dizisi zayif
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yakinsak olan bir giicli yakinsak alt diziye sahiptir. Bu durumda bu teoremin ispati
icin bizim sadece sonlu boyutlu durumunu incelememiz yeterlidir. Simdi {x,} dizisine
ortonormallegtirme siirecini uygular ve ardigik terimlerin iizerinde lineer bagimli olan bazi
xy’lan silersek M igin bir {e,, : m > 1} ortonormal baz kurariz. Iddiaya gore x,, simirh
oldugu i¢in {{e,,, {x,})} dizisi verilmig olan m i¢in siirhdir. Bu durumda her m igin
{{em, ) + j = 1} yakinsak olacak sekilde 1 < n(1) < n(2) < n(3) < .. tamsayilar
meveuttur. Simdi keyfi v € M alalm. Iddiamz {(u, {xng)) © 7 = 1} dizisinin Cauchy
dizisi oldugunu gostermektir. Gergekten de verilmis bir e > 0 sayisi i¢in ||[u—y|| < e olacak
sekilde y = X} _, ey, sonlu bir lineer kombinasyonu vardir. Bu durumda (y, z,¢;)) =
S _ ek, x,) tarafindan verilen dizi j — oo yakinsaktir. Buradan {(y, z,;)) : j > 1}

dizisi Cauchy dizisidir. Her 7,5 > j, icin bir j, tamsayis1 vardir. Bu durumda

[y, {zn)) — W Tai))| < &,

yazabiliriz z,, dizisi simirh oldugdan her n € N igin ||z,| < A olacak sekilde A\ > 0 sayisi

vardir. Her 2,5 > 7o icin

(W Tngiy) = (W, Tn(n)| = KU, Tni) — Tng))|
< | <u—y @@ = Tag)| + 1 <Y, To) — Ta)]
< u=ylllzae) — zapll + 1Y, n@) — 2ng))]
< eA+A)+e=02 A+ 1)e.

yazabiliriz. Bu ise bize {(u, ;) : 7 > 1} dizisini Cauchy oldugunu ve dolayisiyla C de
yakisadigin gosterir. Simdi keyfi bir z € H alalim. Bu durumda v € M ve v € M+

olacak gekilde z = u + v yazabiliriz. x,;) € M oldugu i¢in

(2,Zn(j) = (U Tng)) + (U Tagi)) = (U, Tn))

dizisi j — oo yakimsaktir. Buradan onun {(z,),z) : j > 1} kompleks eslenigide

yakinsaktir. Sonug olarak {x,;)} dizisi zayif yakinsaktir.

Sonucg 3.14.1 H Hilbert uzayimin kapali birim topu i¢indeki her dizi kapali birim topun
baz1 noktalarinda zayif yakinsak olan bir diziye sahiptir. Bagka bir ifadeyle bir Hilbert

uzayinin kapali birim topu zayif dizisel kompaktir.

Ispat. Kapali birim top icindeki bir {z,} dizisi sinirhdir. Dolayisiyla baz1 a € H'ya
zayif yakinsak olan bir alt diziye sahiptir. Buradan her bir z € H igin (z,y,) — (2, a)
vardir. Banach-Steinhaus Teoreminden |[|a|| < liminf ||y,|| < 1 yani a kapal birim top

tzerindedir.
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3.15 Diagonal Operatorler

{u,} ve {e,} swrasiyla H, G Hilbert Uzaylarinda ortonormal dizi ve {\ : n > 1}
kompleks sayilarin sinirli bir dizisi olsun. Bu dizi sifir olacak ve sonlu veya sonsuz bir

dizide olabilir. Her n € N ve her x € H icin
Up, ® e, () 1= (T, up)e,

seklinde tanmimlayalim. Her bir u, ® e, H'tan G’ye bir boyutlu stirekli lineer doniigim

oldugu agiktir. Biz bu kisimda A = 2@1 Anlly, & €, serisini goz oniinde bulunduracagiz.

Lemma 3.15.1 A, H Hilbert uzayinda stirekli lineer operator olsun. Bu durumda Aw,, =

)\nenv )\n = <Aunaen> ve HAH = sup ‘)\n|

Ispat. t := sup|\,| olsun. Bessel esitsizliginden

D Pz unenl® <) o ua)l® < £l

n>1 n>1

Buradan Az = ) ., A (%, u,)e, serisi normda yakinsak ve onun toplami, toplamin

sirasindan bagimsizdir. A’nin lineer oldugu aciktir. Buradan

1Az]* =) Idnle, un)enl® < 212

n>1

oldugu i¢in A siireklidir ve ||A|| < ¢. Diger taraftan her bir j > 1 igin

Auj = Z An(Uj, up)en, = Aje;
n>1
elde ederiz. Burada \; = (\je;, ;) = (Au;, e;) oldugu aciktir. Boylece
[AN = [[Ausl] = [A;]-llus || = [A]
olup j keyfi oldugundan ||A|| > ¢. Bu ise ispati tamamlar.
Lemma 3.15.2 A = 2@1 Ay, @ €, ve B = Zn21 Uplly, ® e, olsun. Eger A = B ise bu

durumda her n € N i¢in A\, = v,, dir.

Ispat. Her n € N icin \, = (Auy, e,) = (Buy, e,) =V, olup ispat tamamlanir.
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Teorem 3.15.1 A = 2@1 Ay, @ e, olsun. Bu durumda

A* = anen ® Up,.

n>1

ispat. {Xn} sinirh oldugu i¢in, B = 2721 Men @ u, G'den H'da siirekli lineer bir
doniigimdiir. Her n € H ve y € G i¢in

(oA = (405) = (30 Ml tnben )

n>1

_ ZAn<x,un><emy>=<x’ A_"<y’e">u’"”>

n>1

= (z, By).
olup A* = B dir.

Lemma 3.15.3 A = Zn21 MU, @ e, ve B = 2@1 Uy ® e, olsun. {w,} dizisi bir K
Hilbert uzaymnda ortonormal dizisi ve {v,} kompleks sayilarinin simirli bir dizisi olmak

uzere

BA = Z AnUply, @ Wy,

n>1

dir.

Ispat. Verilen iddiaya gore agagidaki ifadelerin dogru oldugu agiktir.

BAx = Z v (Ax, e, )wy

n>1

- zvn<zxk<x,uk>ek,en>wn
n>1 n>1

- Z Un Z )\k <fL‘, uk><€k7 €n>wn
n>1 n>1

= Z Un Z )\k <$7 uk>5nkwn
n>1 n>1

= Z VU An (T, Up Y.
n>1

Not 3.15.1 Bu kismin geri kalaninda H = G ve her n € N i¢in u,, = e, olarak alacagiz.

A kogegen operatoruni

A:Zx\nen@@en

n>1
seklinde gosterecegiz. Burada {e,}, H'da bir ortonormal dizi ve A, ise kompleks sayilarin

sinirl bir dizisidir. Bu dizi sonlu veya sonsuz bir dizi olabilir. Bir diagonal operator olarak
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gosterilebilen operatore diagonalebilir denir. Bu kisimdan itirabaren biz yukarida verilen

diagonal operatorle calisacagiz.

Teorem 3.15.2 Her diagonal operator normaldir.

ispat. Diagonal operator tanimindan,
A*Ax = ZA_nAn<x, en)en = Z At (T, ) e, = AA*T.
n>1 n>1

Lemma 3.15.4 A operatoriiniin her sifirdan farklh 6z degeri bazi A\, lerdir.

Ispat. ||z|| = 1 stfirdan farkli bir z 6z degerine uygun bir 6z vektor olsun. Bu durumda

Axr = ax yani

Z iz, ej)e; = a.

Jj=1
az # 0 oldugundan bazi n’ler i¢in (z,e,) # 0 dir. Buradan
alx,e,) = (ax,e,) = (Ax,e,) = <Z Ni(z,e;)e;, en) = <Z Nz, ej)e;, en) = Ap(x, ep).
J J

Baz1 n’ler i¢in (x,e,) # 0 oldugu i¢in a = A, olarak bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.15.3 Bir diagonallenebilir operatoriin 6z eglenik (anti eglenik) olabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli kogul tiim 6z degerlerinin reel(sadece imajineer) olmasidir.

ispat. A diagonallenebilir bir operator olsun. Bu durumda A = 2@1 An€n @ e, ve
Af = anl Anén ® €, oldugunu biliyoruz. Bir operatoriin 6z eslenik olabilmesi icin gerekli
ve yeterli kogul A = A* olmasidir. A* = A ise A\, = A, olmas1 gerekir. Eger her n € N
icin An = A, ise A, reeldir. Bu ise ispat1 tamamlar. Anti simetrik operator icin de benzer

ispat yapilir.
Teorem 3.15.4 Bir diagonallenebilir operatoriin pozitif olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul bu operatoriin tiim ozdegerlerinin pozitif olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki her n € N i¢in A, > 0 olsun. Bu durumda {v/X,} de aym
zamanda sinirh bir dizidir. B = anl VAnen ® e, yardimiyla bir operator tanimlayalim.

Bu durumda A = B*B hesaplanirsa A'nin pozitif oldugu agiktir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.15.5 Her diagonallenebilir A operatorii i¢in agagidakiler birbirine denktir.
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i) A projektordiir.
ii) A idempotentir.

iii) Tim 6z degerler ya sifirdir ya da 1 dir.

(ii=> iii) Eger A% = A ise bu durumda her n € N i¢in A2 = )\, yani \,, = 0 veya \, = 1.

3.16 Kompakt Operatorler

Bu kisimda kompakt normal operatorlerin diagonallenebilir oldugu ve her kompakt
operatoriin sonlu boyutlu operator tarafindan norm iginde yaklasgilabilecegini gosterecegiz.

Bu béliim boyunca H ve G Hilbert uzayini gosterecektir.

kompakt operatorler veya tamamen siirekli operatorler, lineer siirekli operatorlerin
onemli bir smifidir. Bu smifin énemli olmasinin sebebi sonlu boyutlu uzaylarda op-
eratorlerin birgok Ozelliklerini tizerinde tagimasidir. Ayrica uygulamalarda kullanilan bir
cok onemli operator kompaktir. Ozel olarak soylemek gerekirse cekirdekli integral op-

eratorlerini verebiliriz.
Tanim 3.16.1 S C H kiimesinin kapanigi kompakt ise bu kiimeye 6n kompakt denir.

Tanim 3.16.2 E; ve Es iki lineer normlu uzay olsun. A : £y — FE lineer operatorii eger
E icerisindeki her sinirh kiimeyi Es uzayinda bir on kompakt kiimeye dontigtiiriiyorsa bu

operatore kompakt operator denir.

Teorem 3.16.1 A : H — G siirekli lineer bir dontigimiin kompakt olabilmesi ig¢in
gerkli ve yeterli kogul bu dontigiimiin her zayif yakinsak dizisinin bir gii¢lii yakinsak diziye

dontstiirilmesidir.

Ispat. ”=" A, H Hilbert uzaymda kompakt bir operator ve {z,} de baz1 x € H’a zayf
yakinsak bir dizi olsun. Simdi iddianin tersini kabul edelim. Yani ||Ax,, — Az|| - 0 olsun.
Bu durumda ¢ > 0 sayist ve her n € N igin || Ay, — Az|| > 0 olacak sekilde {z,}'m bir
{y,} alt dizisi mevcuttur. Iddiaya gore {z,} dizisi zayif yakmsak oldugu icin smirhdir.
Yine iddiaya gore A'nin kompakthgindan n — oo ||Az, — b|| — 0 olacak sekilde {y,}
dizisinin bir {z,} alt dizisi ve b € G elemani mevcuttur. =, — z’e zay1f yakinsadigindan

2z, — x'de zayif yakinsaktir ve sonug olarak Az, — Ax zayiftir. Buradan b = Ax tir.
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Fakat bu ise ¢ > 0 i¢in ||Az, — Az|| > ¢ ve || Az, — b|| — 0 ile geligir. Bu ¢eligki ispat1

tamamlar.

7«<=" x, H Hilbert uzayinda keyfi sinirli bir dizi olsun. Bu durumda her n € N igin
{z,} dizisinin zayif yakimsak olan bir {y,} alt dizisi mevcuttur. Bdylece {Ay,} gligli
yakinsaktir. Boylece A kompakt bir operatordiir.

Lemma 3.16.1 Eger H Hilbert uzayinda x, — a zayif ve y, — b glicli yakinsak ise

bu durumda (z,,y,) — (a,b) dir.

ispat. Iddiaya gore {x,} dizisi H'da yakinsak oldugu i¢in simrlhidir. Bu durumda her

n € Nigin ||z,|| < X olacak sekilde A > 0 mevcuttur. Buradan

|<xn> yn> - <a7 b>|

IN

[{Zn; yn — D) + [(2n, 0) — (a, b)]|
[znllllyn = bll + [(2n — a, )]

IA

< Ay — 0l + [{2n — a,b)] — 0
olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.16.2 Eger A : H — G kompakt bir operator ise bu durumda A* : G — H
kompaktir.
Ispat. A kompakt operator oldugundan z, — b G'de zayif yakinsak ve AA* kompaktir.
Buradan AA*z,, — AA*D giiclii yakinsaktir. Boylece (AA*z,, z,) — (AA*b,b) yani
A, |* — [ A7)

veya

[A™ || — [|A70]].

A*x, — A*b zayif yakinsak oldugu i¢in A*z, — A*b giiclii yakinsaktir. Sonug olarak
A** kompaktir.

Teorem 3.16.3 A, bir H # {0} Hilbert uzay: iizerinde kompakt normal bir operator

olsun. Bu durumda A operatoriintin |\| = || A olacak sekilde bir A 6z degeri vardir.

Ispat. Eger A = 0ise A = 0 olup ispat tamamdir. Simdi A # 0 oldugunu kabul edelim.
|Al| = sup{||Az]|| : ||z|| = 1} seklinde tammlandiginda H’da ||z, || = 1 ve lim{||Az,|| =
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|A||} olacak sekilde {x,} dzisi mevcuttur. Iddiaya gére A kompakt oldugundan y’ler icin
Ax, — y giicli yakinsadigin1 kabul edebiliriz. Yine iddiaya gore A normal operator

oldugu i¢in B := AA* ve § := || B|| tanimlayabiliriz bu durumda
B =Bl = |A"Al = | AII* #0
yazabiliriz. Kolay bir heaplama ile

|By — Baall” = ||Baall® — 2(Ban, 20) + 5] za

IN

IBI*|zall® — 2(AA %y, 20) + 5

B —2||Ax,|]* + 8 — 0, (n — ooigin)

Boylece Bz, — Bz, — 0 olur. Simdi z := A*y seklinde tanimlayalim. Az, — y oldugu
icin Bx,, = A*(Az,) — A*y = z yazabiliriz. Buradan pz, = (fz, — fz,) + fzx, —
0+ 2z = z elde ederiz. Boylece f = lim ||fz,|| = ||z| yani z # o dir. Aym zamanda
p = B(lim Sx,) = lim Sz, = Bz olup buradan §, B'nin bir 6z degeridir.

N := ker(BI—f3) seklind tanimlayalim z # 0, N’de oldugu i¢in N # {0} dir. B = A*A
kompakt ve 5 # 0 oldugundan dimN < oco. A'nin normalliginden AB = BA yazabiliriz
ve buradan A(N) C N dir. Simdi A|/ nin karakteristik polinomunu goz éniine alahm. Bu
durumda |[u|| = 1 ve baz1 A € C'ler i¢cin Au = Au olacak gelilde v € N vardir. Diger

taraftan

Bu = AA*u = A*(\u) = MA*u = M.

Bu durumda

Bu= M =\"= 5= 8] = 1Bl = [lAII” = |\l = | Al
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4. SONUC ve ONERILER

Bu derleme tez caligmast,

1) Lisansiistii seviyede,
2) Literatiirde ispatsiz olan bazi teoremlerin ispati,

3) Bilim insanlarma Hilbert uzayi, Hilbert uzayimda operatorler ve spektrum hakkinda

Thirkcge bir kaynak

olmasindan dolay1 biiyiik bir onem tasidigi diisiinmekteyiz. Bu alanda ¢alisma yapmak
isteyen bilim insanlarina, bu alanla ilgili diger kavramlar1 daha kolay anlayabilecegini

oneriyoruz.
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