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1. GİRİŞ

Normlu bir uzayda, elemanter vektör cebirinde olduğu gibi, vektörleri toplayabilir ve

skalerle çarpabiliriz. Ayrıca norm kavramı, böyle bir uzay üzerinde, vektörün elemanter

uzunluk kavramını genelleştirir. Bununla birlikte, genel bir normlu uzayda, yine de eksik

olan, ya da, eğer mümkün ise yapmayı istediğimiz şey, bilinen

a.b = α1β1 + α2β2 + α3β3

skaler çarpımının benzerini tanımlamak ve bunun sonucu olarak da,

‖a‖ =
√
a.a

formülünü ve ortogonallik (diklik) için

a.b = 0

koşulunu elde edebilmektedir. Bu durumda, skaler çarpım ve diklik kavramlarının keyfi

vektör uzaylara genelleştirilip, genelleştirilemeyeceği sorusu ortaya çıkmaktadır. Gerçekte,

bu genelleştirmeler yapılabilmekte ve biz iç çarpım uzayı ve daha sonra da, Hilbert uzayı

adı verilen tam iç çarpım uzaylarına götürmektedir.

İç çarpım uzayları, özel nomlu uzaylar olup, genel normlu uzaylardan daha eski

bir tarihe sahiptir. Teorileri de daha zengin olup, Euclid uzaylarında büyük benzerlik

göstermekte ve ana kavram diklik olmaktadır. Aslında iç çarpım uzayları Euclid uzay-

larının en doğal genişlemesi olup, bu alandaki kavram ve ispatlardaki büyük uyum ve

güzelliği sezinleyecektir. Teorinin tümü D. Hilbert’in integral denklemler hakkındaki bir

çalışmasından kaynaklanmaktadır [1]. Bugün kullanılmakta olan gösterim ve deyimler,

Euclid geometrisindekilere benzer olup, G. Kowalewski’nin önerileri doğrultusunda, E.

Schmidt tarafından ortaya atılmıştır[2]. Söz konusu uzaylar, günümüze değin, fonksiyonel

analizin pratik uygulamalarında en yararlı uzay olma özelliğini hala korumaktadır.

Bir iç çarpım uzayı üzerinde bir 〈x, y〉 iç çarpımı tanımlı olan bir X vektör uzayıdır.

İç çarpım, üç boyutlu uzaylarda vektörlerin skaler çarpımı kavramını genelleştiren ve

i) ‖x‖ = 〈x, x〉 12 ile bir ‖x‖ normu,

ii) 〈x, y〉 = 0 ile dikliği tanımlamakta kullanılır.
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Bir H Hilbert uzayı , tam olan bir iç çarpım uzayıdır. İç çarpım ve Hilbert uzayları

teorisi, genel normlu uzaylar ve Banach uzayları teorisinden daha zengindir. Bu zenginliği

ortaya çıkaran hususlar,

i) H’ın, kapalı bir alt uzayı ile bu alt uzayın dik tümleyeninin direkt toplamı olarak

belirlenmesi,

ii) ortonormal kümeler, diziler ve H’ın elemanlarının bunlara karşılık gelen gösterimleri,

iii) sınırlı lineer fonksiyonellerin iç çarpım yardımıyla Riesz gösterimi,

iv) sınırlı lineer bir T operatörünün T Hilbert-eşlenik operatörünün

bulunmasıdır.

Ortonormal kümeler ve diziler, total olmaları halinde gerçekten ilginçtir. Hilbert-

adjoint operatörler, uygulamada büyük önem taşıyan operatör sınıflarının (öz eşlenik,

üniter, normal) operatör sınıflarının tanımlanmasında kullanılabilir [3, 4].

Yukarıdaki açıklamaya bakıldığında bu uzayın ne kadar önemli olduğu açıktır. Dolayısıyla,

derleme olarak hazırlanan bu tez, lisanüstü seviyede bilim insanlarına temel kaynak olacağını

düşünüyoruz. Bu tez, Tsoy-Wa Na’nın [5] kitabı temel kaynak alınarak hazırlanmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir.

Tanım 2.0.1 (Lineer Uzay) L boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. + : L×L→

L ve . : F × L → L işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa L ye F

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir.

A) L, ”+” işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,

G1. Her x, y ∈ L için x+ y ∈ L dir.

G2. Her x, y, z ∈ L için x+ (y + z) = (x+ y) + zdir.

G3. Her x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak şekilde θ ∈ L vardır.

G4. Her x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak şekilde −x ∈ L vardır.

G5. Her x, y ∈ L için x+ y = y + x dir.

B) x, y ∈ L ve α, β ∈ F omak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır:

L1. αx ∈ L dir.

L2. α.(x+ y) = α.x+ α.y dir.

L3. (α + β)x = α.x+ β.x dir.

L4. (αβ)x = α(β.x) dir.

L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanıdır).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye karmaşık lineer uzay adı verilir.

Tanım 2.0.2 Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir.

Tanım 2.0.3 F bir cisim ve V ve W , F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u, v ∈ V ve

c ∈ F olmak üzere T : V → W dönüşümü,

a T (u+ v) = T (u) + T (v)

b T (cu) = cT (u) şartlarını sağlıyorsa T ye V üzerinde lineer dönüşüm denir .

Tanım 2.0.4 X, F cisimi üzerinde bir vektör uzayı olsun. X üzerinde bir norm aşağıdaki

özellikleri sağlan bir

‖.‖ : X −→ R
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fonksiyondur. Her x, y ∈ X ve α ∈ F için

a ‖x‖ > 0,

b ‖x‖ = 0 ancak ve ancak x = 0

c ‖ax‖ = |a|‖x‖0,

d ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

üzerinde bir ‖.‖ normu tanımlanmış olan bir X vektör uzayına ”normlu vektör uzay”

denir.

Tanım 2.0.5 (Birim Operatör): A : X → X operatörü verilsin. Eğer her x ∈ X için

Ax = x ise A operatörüne birim(özdeşlik) operatör denir. I, E ve IX sembollerinden

biriyle gösterilir.

Tanım 2.0.6 (Sınırlı Operatör): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tanım kümesi

D(A) ⊂ X ve görüntü kümesi R(A) ⊂ Y olan bir operatör olsun. Eğer A operatörü D(A)

’nın X’ de sınırlı her kümesine R(A)’nın Y de sınırlı bir kümesini karşılık getiriyorsa A’

ya ”sınırlı bir operatör” denir. Başka bir deyişle

‖ Ax ‖Y≤ c ‖ x ‖X , her x ∈ D(A)

olacak şekilde sabit bir c > 0 sayısı varsa, A’ya ”sınırlı bir operatör”denir.

Tanım 2.0.7 (Lineer Operatör): X ve Y aynı F cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y operatörü verilsin. Eğer D(A), X’ in bir alt uzayı ve

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y), ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ F

ise A’ya ”lineer operatör”denir.

Tanım 2.0.8 (Eşlenik ve Öz-eşlenik Operatör): A, H Hilbert uzayında sınırlı lineer

bir operatör olsun. Eğer her f, g ∈ D(A) ⊂ H için

〈Af, g〉 = 〈f, A∗g〉

sağlanıyorsa A∗ a A’nın ”eşlenik operatörü”denir.

Eğer D(A) = D(A∗) ve A = A∗ ise bu A’ ya özeşlenik operatör denir.

Tanım 2.0.9 (Projeksiyon Operatör): V bir vektör uzayı ve P : V −→ V lineer

bir operatör olsun. Bu durumda P 2 = P oluyorsa, buna ”projeksiyon veya izdüşüm

öperatörü” denir.
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Tanım 2.0.10 (Rezolventa): H bir Hilbert uzayı ve A : D(A) ⊂ H → H bir lineer

operatör olsun.

ρ(A) := {λ ∈ C : (A− λE)−1 ∈ L(H)}

kümesine A operatörünün ”regüler değerler kümesi” veya ”rezolvent kümesi” denir.

λ ∈ ρ(A) olmak üzere R(λ;A) = (A− λE)−1 operatorüne A operatorünün ”rezolven-

tası” veya ”çözücü operatörü” adı verilir.

Tanım 2.0.11 (Spektrum): H bir Hilbert uzayı olsun.

Sp(A) = σ(A) := C \ ρ(A)

kümesine A operatörünün ”spektrumu ” denir. A operatörünün spektrum kümesi ”σ(A)”

veya ”Sp(A)” ile göstereceğiz.

Şimdi özeşlenik operatörlerin spektral gösterimi ile bazı teoremler ve sonuçları verelim.

A ∈ B(H) özeşlenik bir operatör ve α ∈ R için

ϕλ(s) =

{
1, −∞ < s ≤ λ
0, λ < s <∞

şeklinde bir ϕλ(.) fonksiyonu olsun. Bu durumda her λ ∈ R için Eλ := ϕλ(A) operatörü

A-ya indirgenen bir projeksiyondur.

Teorem 2.0.1 (Spektral Gösterim Teoremi):[6]

A, H bir Hilbert uzayında sınırlı, özeşlenik bir operatör ve

m = min
{
λ/λ ∈ Sp(A)

}
:= minSp(A)

M = max
{
λ/λ ∈ Sp(A)

}
:= maxSp(A)

olsun. Bu durumda,

a)λ1 ≤ λ2 için Eλ1 ≤ Eλ2 ;

b)Her λ1 ∈ R için Em−0 = 0, Em = I ve Eλ6=0 = Eλ

c)A =

∫ M

m−0
λdEλ

özelliklerini sağlayan ve A operatörünün spektral ailesi adı verilen bir {Eλ}λ∈R projeksiyon

ailesi vardır.
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Sonuç 2.0.1 [7] Spektral gösterim teoreminden

ϕ(A) =

∫ M

m−0
ϕ(λ)dEλ

Riemann-Stieltjes integralini elde ederiz.

Sonuç 2.0.2 [7] Spektral gösterim teoreminden, her x ∈ H için

ϕ(A)x =

∫ M

m−0
ϕ(λ)dEλx

ve her x, y ∈ H için

〈ϕ(A)x, y〉 =

∫ M

m−0
ϕ(λ)d〈Eλx, y〉.

Özel olarak, her x ∈ H için

〈ϕ(A)x, x〉 =

∫ M

m−0
ϕ(λ)d〈Eλx, x〉.

ilaveten her x ∈ H için

‖ϕ(A)x‖2 =

∫ M

m−0
|ϕ(λ)|2d‖Eλx‖2.

eşitliği yazılabilir.
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3. YAPILAN ÇALIŞMALAR

Biz bu bölümde literatürde var olan bazı temel operatörleri ve özelliklerini açık bir

şekilde vereceğiz. Operatörlerde sıralama, öz değerler bir operatörün spektrumu, köşegen

operatör, kompakt operatör ve operatörler teorisinin diğer bazı özelliklerini vermeye çalışacağız

bunu yaparken Tsoy-Wo Ma’nın 2002 yılında World Scientific Publishing tarafından basılan

Banach Hilbert Spaces, Vector Measures and Group Representations isimli kitabı temel

kaynak olarak kullanılmıştır.

3.1 Hilbert Uzayında Operatörler

Tanım 3.1.1 (İç çarpım uzayı) H, C sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer

〈., .〉 : H ×H −→ C fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa bu fonksiyona H üzerinde bir

iç çarpım denir.

a) Her x, y, z ∈ H için 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 (toplamsallık),

b) Her x, y ∈ H, λ ∈ C için 〈λx, z〉 = λ〈x, y〉 (homojenlik),

c) Her x, y ∈ H için 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (eşleniklik özelliği),

d) Her x,∈ H için 〈x, x〉 ≥ 0 (pozitiflik),

e) Her x, y ∈ H için 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0.

Tanım 3.1.2 〈., .〉, H üzerinde bir iç çarpım foksiyonu olsun. Bu durumda (H, 〈., .〉)

ikilisine bir iç çarpım uzayı denir.

Not 3.1.1 H bir vektör uzayı olmak üzere her x ∈ H için

‖x‖ =
√
〈x, x〉

yazabiliriz.

Tanım 3.1.3 H := (H, 〈., .〉), bir iç çarpım uzayı olsun. Her x, y, z ∈ H ve her α, β ∈ C

için aşağıdaki eşitlikler doğtudur.

a) 〈z, αx+ βy〉 = α〈z, x〉+ β〈z, y〉 (eşlenik lineerlik),
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b) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) (paralel kenar kuralı),

c) 4〈x, y〉 = ‖x+ y‖2−‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2− i‖x− iy‖2 =
∑3

n=0 i
n‖x+ iny‖2 (kutupsal

ayrılış).

Not 3.1.2 Burada i ∈ C, i2 = −1 dir.

Teorem 3.1.1 Her x, y ∈ H için

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖

eşitsizliği doğrudur. Bu eşitsizliğe özel olarak Cauchy-Schwartz eşitsizliği denir. İlaveten

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ ⇐⇒ x = λy veya y = λx, λ ∈ C

İspat. Eğer y = 0 ise bu durumda ispat açıktır. Şimdi kabul edelim ki y 6= 0 olsun. Bu

durumda 〈y, y〉 6= 0 dır.

λ :=
〈x, x〉
〈y, y〉

şeklinde tanımlayalım. Buradan

0 ≤ 〈x− λy, x− λy〉 = 〈x, x〉 − λ〈x, y〉 − λ〈x, y〉+ λλ〈y, y〉 (3.1.1)

= 〈x, x〉 − 〈x, y〉〈y, x〉
〈y, y〉

(3.1.2)

olup

|〈x, y〉|2 = 〈x, y〉〈y, x〉 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉

elde edilir. Son olarak (3.1.1)’in sıfıra eşit olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

|〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖ ⇐⇒ x− λy = 0.

Teorem 3.1.2 Her H iç çarpım uzayı, her x ∈ H için ‖x‖ =
√
〈x, x〉 normu altında bir

norm uzayıdır.

İspat. Bu teoremin ispatı için norm aksiyomlarının üçgen eşitsizliği hariç diğerlerinin

sağlandığı açıktır. Dolayısıyla biz şimdi sadece üçgen eşitsizliğini ispatlayacağız. x, y ∈ H
verilsin. Bu durumda

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

= 〈x, x〉+ 2Re〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤ 〈x, x〉+ 2|〈x, y〉|+ 〈y, y〉

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2
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olup

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

üçgen eşitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Not 3.1.3 Bir sonuç olarak yakınsak diziler ve süreklilik gibi topolojik özellikler H iç

çarpım uzayında da elde edilebilir.

Tanım 3.1.4 Tam olan bir iç çarpım uzayına bir Hilbert uzayı denir.

Teorem 3.1.3 〈., .〉 : H ×H −→ C iç çarpım fonksiyonu süreklidir.

İspat. {xn} ⊂ H ve {yn} ⊂ H, H’da iki dizi olsun. Kabul edelim ki xn −→ a, yn −→ b

yakınsasın. Bu durumda

|〈xn, xn〉 − 〈a, b〉| = |〈xn − a, yn − b〉|+ |〈xn − a, b〉|+ |〈a, yn − b〉|

≤ ‖xn − a‖.‖yn − a‖+ ‖xn − a‖.‖b‖+ ‖a‖.‖yn − a‖ −→ 0, n −→∞

olup bu ise ispatı tamamlar.

3.2 Ortogonallik

H := (H, 〈., .〉), bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer H’da bulunan iki x ve y vektörü için

〈x, y〉 = 0 oluyorsa bu iki vektöre ortogonal denir. B ⊂ N olsun. Eğer x vektörü B’deki

her vektöre dik ise bu x’e B kümesine diktir denir. B ⊂ N olsun. Eğer B deki farklı

vektörler ortogonal ise bu B alt kümesine ortogonaldir denir. H’nın keyfi bir alt kümesi

eğer sadece birim vektörleri içeren ortogonal bir küme ise buna ortonormal denir.

Not 3.2.1 H uzayındaki iki vektörün ortogonalliğini ′′ ⊥′′ sembolü ile göstereceğiz.

Teorem 3.2.1 (Pisagor Teoremi): Eğer x, y ∈ H için x ⊥ y ise, bu durumda

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2.

Teorem 3.2.2 Sıfırdan farklı vektörlerin her ortogonal B kümesi lineer bağımsızdır.

İspat. b1, b1, .., bn B’de ayrık vektörler olsunlar. λj ∈ C, j = 1, n için
∑n

j=1 λjbj = 0

olduğunu kabul edelim. Bu durumda her bir k için

0 =

〈 n∑
j=1

λjbj, bk

〉
=

n∑
j=1

λj〈bj, bk〉 = λk〈bk, bk〉
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bk 6= 0 olduğu için λk 6= 0 dır. Buradan b1, b1, .., bn’ler lineer bağımsızdır.

Sonuç olarak B kümesi lineer bağımsızdır.

Teorem 3.2.3 e1, e1, .., en ortonormal bir küme ve x ∈ H olsun. Bu durumda aşağıdakiler

doğrudur.

a) Tüm kompleks λ1, λ2, ..λn sayıları için∥∥∥∥x− n∑
j=1

λjej

∥∥∥∥2 = ‖x‖2 +
n∑
j=1

|〈x, ej〉 − λj|2 −
n∑
j=1

|〈x, ej〉|2

b)
n∑
j=1

|〈x, ej〉|2 ≤ ‖x‖2,

yani Bessel Eşitsizliği

Teorem 3.2.4 B bir iç çarpım H uzayında ortonormal bir küme olsun. Bir x ∈ H için

aşağıdaki doğrudur.

a) {b ∈ B : 〈x, b〉 6= 0} kümesi sayılabilirdir.

b)
∑

b∈B |〈x, b〉|2 ≤ ‖x‖2

Teorem 3.2.5 (Ortonormalleştirme Yöntemi) {xn} birH iç çarpım uzayında lineer bağımsız

vektörlerin sonlu veya sonsuz bir dizisi olsun. Bu durumda her bir k için hem {x1, x2, ..xk}
hem de {e1, e1, .., ek} H’nın aynı vektör alt uzayını üreten bir H’da bir {en} ortonormal

dizisi vardır.

İspat. G(z1, z2, ..zk) ile z1, z2, ..zk ∈ H vektörleri tarafından gerilen vektör alt uzayını

göstersin. Kabul edelim ki e1, e2, .., ek’lar indüksiyon tarafından elde edilmiş olun.

ak+1 = xk+1 −
n∑
k=1

〈xk+1, ej〉ej

olduğunu kabul edelim. Şimdi kabulümüzün aksine ak+1 = 0 olsun. Buradan xk+1 ∈
(e1, e2, .., ek) = G(x1, x2, .., xk) bir daralma ile x1, x2, .., ek, x

′
k+1in lineer bağımsız oluğunu

verir. Buradan ak+1 6= 0 dır. Bu ise ikinci kabulümüzle çelişir dolayasıyla ek+1 = ak+1

‖ak+1‖
,

burada ‖ek+1‖ = 1 dir. Ayrıca 1 ≤ p ≤ k için

〈ek+1, ep〉 = 〈xk+1, ep〉 −
k∑
j=1

〈xk+1, ej〉.
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〈ej, ep〉 = 〈xk+1, ep〉 −
k∑
j=1

〈xk+1, ej〉δjp = 〈xk+1, ep〉 − 〈xk+1, ep〉 = 0.

yazabiliriz. Buradan e1, e2, ..ek, ek+1 ortonormaldir. Şimdi aşağıdaki hesaplamayı yapalım.

G(e1, e2, ..ek, ek+1) = G[G(e1, e2, ..ek), ek+1]

= G[G(e1, e2, ..ek), xk+1 −
k∑
j=1

〈xk+1, ej〉ej]

= G[G(e1, e2, ..ek), xk+1] = G[G(x1, x2, ..xk), xk+1]

= G(x1, x2, ..xk, xk+1).

Bu hesaplamadan da ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.2.6 (Minimum Uzaklık Teoremi) M , H’nın bir tam konveks alt kümesi olsun.

Bu durumda her x ∈ H için x’ten M kümesine olan ‖x − y‖ uzaklığı olacak şekilde bir

tek y ∈M vardır.

Teorem 3.2.7 M , H’nın bir tam alt vektör uzayı ve x ∈ H, y ∈ M olsun. Bu du-

rumda x − y’nin M ’ye ortogonal olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul x vektörünün

M ’ye uzaklığının ‖x− y‖ olmasıdır.

İspat. ”⇐=”Kabul edelim ki ‖x − y‖, x vektöründen M ’ye d uzaklığı olduğunu kabul

edelim. z := x− y olsun. Bu durumda sıfırdan farklı her a ∈M için

dn ≤ ‖x− (y +
〈z, a〉
‖a‖2

a)‖2 = ‖z − 〈z, a〉
‖a‖2

a‖2 = ‖z‖2 − |〈z, a〉|2 = a2 − |〈z, a〉|2

yazabiliriz. Buradan 〈z, a〉 = 0 elde ederiz. Sonuç olarak x = y = z, M kümesine

otogonaldir.

”=⇒” Kabul edelim ki x− y M tam konveks kümesine ortogonal olsun. Bu durumda

‖x − y‖ = d olacak şekilde z ∈ M vardır. İddiadan (x − z) ⊥ M yazabiliriz. Şimdi

aşağıdaki hesaplamaları yapıp taraf tarafa toplarsak,

‖x− y‖2 = ‖(x− y) + (y − z)‖2 = ‖x− y‖2 + ‖y − z‖2

‖x− y‖2 = ‖(x− z) + (z − y)‖2 = ‖x− z‖2 + ‖z − y‖2

‖y − z‖2 = 0 buluruz. Yani y = z dir. Buradan x vektörünün M ′ye uzaklığı ‖x − y‖ =

‖y − z‖ = d olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.8 M , N ’nın H ′nın tam alt uzayları olsun. Eğer M ⊥ N ise, bu durumda

M +N kümesi de tamdır.
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İspat. {xn}, M +N ’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda xn = an + bn olacak şekilde

an ∈ M ve bn ∈ N vardır. Her ε > 0 için tüm m,n ≥ p olacak şekilde bir p tamsayısı

vardır öyle ki ‖xm − xn‖ ≤ ε. Çünkü am − an, bm − bn’ye ortogonaldir. Buradan

ε2 ≥ ‖x−m− xn‖2 = ‖(am − an) + (bm − bn)‖ = ‖am − an‖2 + ‖bm − bn‖2

olup bu ise, hem {an} hem de {bn}’nin Cauchy dizisi olduğunu gösterir. M , N iddiaya

göre tam olduğu için a := lim an ∈M ve b := lim bn ∈ N vardır. Buradan,

limxn = lim an + lim bn = a+ b ∈M +N

dir. Sonuç olarak M +N ’de tamdır.

3.3 Hilbert Uzayının Ortonormal Bazları

Bir H iç çarpım uzayında ortonormal bir B kümesine, B’yi içeren her bir ortonormal

S kümesi varsa bu B’ye maksimaldir denir ve S = B dir. Bir maksimal ortonormal

kümeye aynı zamanda bir ortonormal baz adı verilir. Şimdi B, H’nın bir ortonormal bazı

olsun. Her bir x ∈ H için {〈x, b〉 : b ∈ B} bu sayılarına Fourier katsayıları adı verilir.

Ayrıca
∑

b∈B〈x, b〉b toplamına da Fourier serisi denir.

Teorem 3.3.1 Bir H iç çarpım uzayındaki her ortonormal S kümesi ortonormal bir baza

genişletilebilir.

İspat. P, H’nın tüm ortonormal alt kümelerinin ailesi olsun. Bu durumda P kısmı sıralı

bir küme olur. P de bulunan her C zinciri, C’deki tüm kümelerin birleşimi P için de

C’nin bir üst sınırıdır. Böylece Zorn Lemma’sına göre her ortonormal küme bir maksimal

ortonormal küme içerisindedir.

Teorem 3.3.2 (Sonsuz seriler için Pythagora teoremi) {xn}, bir H Hilbert uzayında

ortonormal bir dizi olsun.

a) Eğer
∑∞

n=1 ‖xn‖2 < b ise, bu durumda
∑∞

n=1 xn serisi H ′da yakınsaktır. İlaveten∑∞
n=1 xn toplamı sıralamadan bağımsızdır.

b) Eğer
∑∞

n=1 xn serisi x ∈ H yakınsak ise bu durumda

‖x‖2 =
∞∑
n=1

‖xn‖2.
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İspat. (a) İddiaya göre {xn} ortogonal olduğundan,

‖xm+1 + xm+2 + ...+ xm+p‖2 = ‖xm+1‖2 + ‖xm+2‖2 + ...+ ‖xm+p‖2

≤
∞∑

n=m+1

‖xn‖2 −→ 0, m −→∞

olduğundan yazabiliriz. Böylece
∑n

j=1 xj kısmı toplamı H Hilbert uzayında bir Cauchy

dizisidir bu yüzden
∑∞

j=1 xj serisi yakınsaktır. Ayrıca
∑∞

n=1 ‖xn‖2 <∞ serisinin sıralamasını

yeniden düzenliyebiliriz. Dolayısıyla teoremin ikinci kısmın ispatı tamamlanmış olur.

İddiaya göre aşağıdaki hesaplamayı yaparsak ispat tamamlanır.

‖x‖2 = lim ‖x1 + x2 + ...+ xn‖2

= lim(‖xm+1‖2 + ‖xm+2‖2 + ...+ ‖xm+p‖2)

=
∞∑
n=1

‖xn‖2.

Teorem 3.3.3 B, bir H Hilbert uzayında ortonormal bir küme olsun. Bu durumda

aşağıdaki ifadeler denktir.

a) B ortonormal bir bazdır, yani maksimal ortonormal kümedir.

b) Her x ∈ H için x ⊥ H ise, o zaman x = 0.

c) Her x, y ∈ H için

x =
∑
b∈B

〈x, b〉b.

d) Her x, y ∈ H için

〈x, y〉 =
∑
b∈B

〈x, b〉〈b, y〉.

e) Her x ∈ H için

‖x‖2 =
∑
b∈B

|〈x, b〉|2

(Parseval Eşitsizliği)

f) B tarafından gerilen vektör alt uzayı H ′da yoğundur.
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3.4 Ortogonal Tümleme

H, bir Hilbert uzayı olsun.

M⊥ = {x ∈ H : x ⊥M}

şeklinde tanımlanan H ′nın bir M alt kümesine ortogonal tümleyen denir.

Teorem 3.4.1 M , N bir H Hilbert uzayında boştan farklı iki küme olsun. Bu durumda

aşağıdakiler doğrudur.

a) M⊥ H’nın kapalı bir alt vektör uzayıdır.

b) Her M ⊂ (M⊥)⊥.

c) Eğer M ⊂ N ise, bu durumda N⊥ ⊂M⊥.

d) M⊥⊥⊥ = M⊥.

e) M ∩M⊥ ⊂ {0}.

İspat. (a) Her a ∈ H için her x ∈ H olmak üzere

fa(x) = 〈x, a〉

olsun. Cauchy Schwartz eşitsizliğinden herbir fa, H üzerinde sürekli lineer bir dönüşümdür.

Bu yüzden

M⊥ = ∩{ker(fa) : a ∈M}

H ′nın kapalı bir alt vektör uzayıdır. Bu ise ispatı tamamlar.

(b) ve (c)’nin ispatı tanımdan açıktır.

(d) (b) ve (c)’nin sonucundan (d) açıktır.

(e) Her x ∈ M ∩M⊥ için x ∈ M ve x ∈ M⊥ yazabiliriz. Buradan 〈x, x〉 = 0, yani

x = 0 dır.

Teorem 3.4.2 M , birH Hilbert uzayınının kapalı bir alt vektör uzayı olsun. Bu durumda

a) H = M ⊕M⊥.
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b) M⊥⊥ = M .

İspat. (a) M ∩M⊥ = {0} olduğundan H = M ⊕M⊥ olduğunu göstermek için sadece

H = M +M⊥ olduğunu göstermek yeterlidir. Şimdi keyfi bir x ∈ H alalım. İddiaya göre

M , bir H Hilbert uzayının kapalı bir alt vektör uzayı olduğundan M bir tam konveks

kümedir. Bu durumda x’nin M ’ye olan ‖x − y‖, olacak şekilde bir tek y ∈ M vardır.

Buradan x−y, M ’ye ortogonaldir. Yani (x−y) ∈M⊥ dolayısıyla x = y+(x−y) ∈M+M⊥

dir. Sonuç olarak H, M ve M⊥’nin cebirsel toplamıdır. Bu ise ispatı tamamlar.

(b) M ⊂ M⊥ olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla M⊥⊥ ⊂ M olduğunu göstermek yeter-

lidir. Şimdi keyfi bir x ∈ M⊥⊥ alalım. Bu durumda x = a + b olacak şekilde a ∈ M ve

b ∈ M⊥ vardır. M⊥⊥ bir alt uzay olduğundan b = x − a ∈ M⊥⊥ −M = M⊥⊥ buradan

b ∈ M⊥ ∩M⊥⊥ buradan b = 0 dır. Böylece x = a ∈ N elde edilir. Sonuç olarak keyfi

alınan x ∈M⊥⊥, x ∈M oldu bu ise M⊥⊥ ⊂M dir.

Teorem 3.4.3 H, M ve N iki vektör alt uzayının cebirsel toplamı olsun. Eğer M ⊥ N

ise M = N⊥ ve N = M⊥ dir. Ayrıca özel olarak M ve N ’nin her ikiside kapalıdır.

İspat. İddiaya göre M ⊥ N olduğundan, M ⊂ N⊥ dir. Şimdi keyfi bir x ∈ N⊥

alalım. Yine iddiaya göre H, M ve N vektör alt uzaylarının cebirsel toplamı olduğundan

H = M + N dir. Dolayısıyla a ∈ M ve b ∈ N için x = a + b yazabiliriz. Buradan

b = x− a ∈ N⊥ −M = N⊥ olup ya b ∈ N ∩N⊥ ya da b = 0 dır. Dolayısıyla x = a ∈M

sonuç olarak N⊥ ⊂M dır.

Teorem 3.4.4 (Riesz gösterim teoremi) f , bir H Hilbert uzayında sürekli lineer bir

dönüşüm olsun. Bu durumda her x ∈ H için f(x) = 〈x, a〉 olacak şekilde bir tek a ∈ H

vardır. Ayrıca

‖f‖ = ‖a‖.

İspat. Birinci durum kabul edelim ki f = 0 olsun bu durumda a = 0 olup ispat tamam-

lanır.

İkinci durum kabul edelim ki f 6= 0 olsun. Şimdi f(b) 6= 0 olacak şekilde keyfi bir

b ∈ H alalım. İddiaya göre f sürekli olduğundan M = ker(f) kümesi H ′nın kapalı bir

vektör alt uzayıdır. Bu durumda u ∈ M ve v ∈ M⊥ olacak şelilde b = u + v yazabiliriz.
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Buradan

f(v) = f(b)− f(u) = f(b) 6= 0

ve özel olarak v 6= 0 elde ederiz. a := f(v)
‖v‖2 şeklinde tamımlayalım. Keyfi x ∈ H için

f

(
x− f(x)

f(v)
v

)
= 0 olduğundan x− f(x)

f(v)
.v ∈ ker(f) = M . v ∈M⊥ olduğundan〈

x− f(x)

f(v)
v, v

〉
= 0

yani

〈x, v〉 − f(x)

f(v)
〈v, v〉 = 0

ya da

f(x) =
f(x)〈x, v〉
‖v‖2

= 〈x, a〉

olup, bu bize f(x) = 〈x, a〉′ nın varolduğunu gösterir. Şimdi tekliğini gösterelim. a, b ∈ H,

f(x) = 〈x, a〉 ve f(x) = 〈x, b〉 her x ∈ H için sağlansın bu durumda her x ∈ H için

〈x, a−b〉 = 0 x keyfi olduğundan özel olarak x := a−b alabiliriz. Bu durumda ‖a−b‖2 = 0

olup a = b dir. Dolayısıyla bu gösterim tektir. Son olarak normlarının birbirine eşit

olduğunu gösterelim.

|f(x)| = |〈x, a〉| = ‖x‖‖a‖,

x keyfi seçildiğinde ‖f‖ ≤ ‖a‖ dur.

Şimdi, eğer a = 0 ise ‖f‖ = ‖a‖ = 0 olup ispat açıktır. Eğer a 6= 0 ise bu durumda

‖a‖ =

〈
a

‖a‖
, a

〉
=

∣∣∣∣f( a

‖a‖

)∣∣∣∣ ≤ ‖f‖,
olup ‖f‖ = ‖a‖ dur.

3.5 Eşlenikler

Tanım 3.5.1 G, H Hilbert uzayı olsunlar. ϕ : G×H −→ C fonksiyonu aşağıdaki şartları

sağlıyorsa buna G×H üzerinde bir seskü lineer (sesquilinear form) dönüşümdür.

a) Her a, b ∈ G, her x ∈ H için

ϕ(a+ b, x) = ϕ(a, x) + ϕ(b, x)

b) Her a ∈ G, her x ∈ H için

ϕ(λa, x) = λϕ(a, x)
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c) Her a ∈ G, her x, y ∈ H için

ϕ(a, x+ y) = ϕ(a, x) + ϕ(a, y)

d) Her a ∈ G, her x ∈ H, her λ ∈ C için

ϕ(a, λx) = λϕ(a, x)

G×H üzerinde tanımlı bir ϕ sesku lineer dönüşümün normu

‖ϕ‖ := sup{|ϕ(x)| : ‖a‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}

şeklinde tanımlanır. Özel olarak G = H olarak alınırsa biz kısaca ϕ′ye H × H üzerinde

demek yerine sadece H üzerinde bir sesku lineer dönüşüm diyeceğiz.

Teorem 3.5.1 ϕ, G×H üzerinde bir sesku lineer dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir.

a) ϕ, G×H üzerinde süreklidir.

b) ϕ, (0, 0) ∈ G×H noktasında süreklidir.

c) ‖ϕ‖ <∞.

Not 3.5.1 Bu durumda her a ∈ G, her x ∈ H için

|ϕ(a, x)| = ‖ϕ‖.‖a‖.‖x‖

Teorem 3.5.2 B : H −→ H bir sürekli lineer dönüşüm olsun. ϕ : G × H −→ C, her

a ∈ G, her x ∈ H için

ϕ(a, x) = 〈Ba, x〉

şeklinde tanımlansın. Bu durumda ϕ, G×H üzerinde bir sürekli sesku lineer dönüşümdür

ayrıca ‖ϕ‖ = ‖b‖ bu durumda ϕ′ye sürekli lineer b dönüşümüyle bağıntılı sesku lineer

dönüşüm denir.

Teorem 3.5.3 ϕ, G ×H üzerinde bir sürekli sesku lineer dönüşüm olsun. Bu durumda

her a ∈ G, her x ∈ H için

ϕ(a, x) = 〈Ba, x〉

olacak şeklide B : G −→ H bir tek sürekli lineer vardır.
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Teorem 3.5.4 Her bir B : G −→ H sürekli lineer dönüşüm için her a ∈ G, x ∈ H olmak

üzere

〈Ba, x〉 = 〈a,B∗x〉

olacak şekilde B∗ : H −→ G bir tek sürekli lineer dönüşümü vardır. Bu dönüşüme B’nin

eşleniği denir. Ayrıca ‖B∗‖ = ‖B‖ vardır.

İspat. ϕ(a, x) = 〈x,Ba〉, her x ∈ H, a ∈ G olsun. Bu durumda biz biliyoruz ki ϕ,

H ×G üzerinde bir sürekli sesku lineer dönüşümdür. Bu durumda her a ∈ G, x ∈ H için

B∗ : G −→ H gibi sürekli bir lineer dönüşüm vardır. Yani

ϕ(a, x) = 〈B∗a, x〉

〈x,Ba〉 = 〈B∗a, x〉

ya da

〈Ba, x〉 = 〈a,B∗x〉.

‖ϕ‖ = ‖B∗‖ olduğunu göstermek hiç de zor değildir. Bu durumda

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(a, x)| : ‖a‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}

= sup{|〈x,Ba〉| : ‖a‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1}

= sup{|〈Ba, x〉| : ‖a‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1} = ‖B‖

olup ‖B∗‖ = ‖B‖. Bu dönüşümün tekliği açıktır.

Lemma 3.5.1 A, B : G −→ H gibi tüm sürekli lineer dönüşümler için aşağıdakiler

doğrudur.

a) (A+B)∗ = A∗ +B∗.

b) (λA)∗ = λA∗.

c) A∗∗ = A.

d) I∗ = I, I birim dönüşümdür.

Teorem 3.5.5 G, H ,K birer Hilbert uzayı olsunlar. A : G −→ H ve B : H −→ G

sürekli lineer dönüşüm olsunlar. Bu durumda (BA)∗ = A∗B∗. Ayrıca, eğer A bijektif ise

bu durumda A−1 de aynı zamanda (A−1)∗ = (A∗)−1 şartını sağlayan bir sürekli lineer

dönüşümdür.
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İspat. Verilen iddaya göre her a ∈ G ve y ∈ K için

〈a, (AB)∗y〉 = 〈BAa, y〉 = 〈Aa,B∗y〉 = 〈a,A∗B∗y〉

yani (AB)∗ = A∗B∗. Yine iddiaya göre A bijektif olduğundan açık dönüşüm teoremine

göre A−1’de aynı zamanda bir sürekli lineer dönüşümdür. IG, IH sırasıyla G, H üzerinde

birim dönüşümü göstersin. AA−1 = IH olduğundan

(A−1)∗A∗ = (AA−1)∗ = I∗H = IH .

Benzer şekilde A∗(A−1)∗ = IG gösterilebilir. Dolayısıyla (A∗)−1 = (A−1)∗ dır.

Teorem 3.5.6 G, H Hilbert uzayı ve B : G −→ H bir sürekli lineer dönüşüm olsunlar.

Bu durumda aşağıdakiler doğrudur.

i) ‖B∗B‖ = ‖B‖2 = ‖BB∗‖.

ii) B∗B = 0⇐⇒ B = 0.

İspat. (i) G’de her ‖a‖ ≤ 1 için

‖Ba‖2 = 〈Ba,Ba〉 = 〈a,B∗Ba〉 = |〈a,B∗Ba〉| ≤ ‖a‖.‖BB∗a‖ ≤ ‖a‖.‖BB∗‖‖a‖ ≤ ‖BB∗‖

yani ‖Ba‖ =
√
‖BB∗‖. ‖a‖ ≤ 1 üzerinde supremum alınırsa ‖B‖ =

√
‖BB∗‖ ya da

‖B‖2 =
√
‖BB∗‖ yazabiliriz. Diğer taraftan

‖BB∗‖ ≤ ‖B∗‖.‖B‖ = ‖B‖2

olduğundan dolayı ‖BB∗‖ = ‖B‖2 yazabiliriz. B∗ ve B′nin yerini değiştirirsek ‖BB∗‖ =

‖B∗‖2 = ‖B‖2.

(ii)

‖BB∗‖ = 0⇐⇒ ‖B‖2 = 0⇐⇒ ‖B‖ = 0⇐⇒ B = 0

Teorem 3.5.7 B : G −→ H bir sürekli lineer dönüşüm ve M,N sırasıyla G,H’nın vektör

altuzayları olsun.

i) Eğer B(M) ⊂ N ise bu durumda B∗(N⊥) ⊂M⊥

ii) Eğer M,N her ikisi de kapalı ise bu durumda tersi de aynı zamanda doğrudur.
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İspat. (i) Kabul edelim ki B(M) ⊂ N olsun. Ve keyfi bir x ∈ N⊥ alalım. Bu durumda

x ∈ (B(M))⊥ dir. Her a ∈M için

〈a,B∗x〉 = 〈Ba, x〉 = 0.

Buradan B∗x ∈M⊥ dir. Sonuç olarak B∗(N⊥) ⊂M⊥.

(ii) Şimdi B∗(N⊥) ⊂ M⊥. olduğunu kabul edelim. İddiaya göre M,N her ikisi de

kapalı olduğundan (M⊥)⊥ = M ve N⊥⊥ = N dir. (i) şıkkından B(M) = B(M⊥⊥) ⊂
N⊥⊥ = N olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.5.8 B : G −→ H bir sürekli lineer dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdakiler

doğrudur.

i) Ker(B) = (ImB∗)⊥.

ii) [Ker(B)]⊥ = ImB∗.

İspat. (i) Tanımdan B(Ker(B)) ⊂ {0} dır. Buradan

B∗(H) = B∗({0}⊥) ⊂ (ker(B))⊥.

Böylece

ker(B) = ker(B)⊥⊥ ⊂ (B∗(H))⊥ = (ImB∗)⊥

tersine olarak yine tanımdan B∗(H) ⊂ ImB∗. Buradan

B((ImB∗)⊥) ⊂ H⊥ = {0}

olup (ImB∗)⊥ ⊂ kerB elde ederiz. Sonuç olarak kerB = (ImB∗)⊥.

(ii) (kerB)⊥ = (ImB∗)⊥⊥ = ImB∗.

3.6 Kuadratik Formlar

H bir Hilbert uzayı olsun. Her x ∈ H için g(x) = ϕ(x, x) ∈ C olacak şekilde H

üzerinde bir ϕ sesku lineer dönüşüm var ise, bu q : H −→ C fonksiyonuna kuadratik form

denir. Bu durumda q, ϕ sesku lineer ile ilişkili kuadratik form olarakta söylenebilir. H

üzerinde bir kuadratik formun normu

‖q‖ = sup{|q(x)| : ‖x‖ = 1}
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şeklinde tanımlanır. Biz bu kısımda operatörler sesku lineer dönüşümler (sesku lineer

formlar) ve quadratik formlar arasında ilişki kuracağız.

Lemma 3.6.1 Her H için

|q(x)| ≤ ‖q‖‖x‖2

İspat. Eğer x = 0 ise durum ise durum açıktır. Şimdi x 6= 0 olsun. Bu durumda

|q(x)| =
∣∣∣∣ϕ( x

‖x‖
,
x

‖x‖

)∣∣∣∣.‖x‖2 ≤ ‖q‖‖x‖
olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.6.1 (Kutupsallaştırma formülü) p, q H üzerinde sırasıylaiçin α, β sesku lineer

formla bağlantılı iki kuadratik form olsun. Bu durumda aşağıdakiler doğrudur.

i) Her x, y ∈ H için 4α(x, y) = q(x+ y)− q(x− y) + iq(x+ iy)− iq(x− iy).

ii) p = q ⇐⇒ β = α.

Tanım 3.6.1 ϕ, H Hilbert uzayında bir sesku lineer form olsun. Bu durumda

i) Eğer her x ∈ H için ϕ(x, x) reel ise, ϕ′ ye reel veya hermityen denir.

ii) Eğer her x ∈ H için ϕ(x, x) ≥ 0 oluyorsa ϕ′ ye pozitif denir.

iii) Eğer her x ∈ H için ϕ(x, x) = 0 için x = 0 oluyorsa ϕ′ ye dejenere olmayan denir.

Lemma 3.6.2 Bir sesku lineer form olan ϕ′nin, H üzerinde reel olabilmesi için gerekli ve

yeterli koşul her x, y ∈ H için

ϕ(x, x) = ϕ(y, x)

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki ϕ reel olsun. Her x, y ∈ H için α(x, x) = ϕ(y, x) olsun. Bu

durumda α’nın H üzerinde bir sesku lineer form olduğu açıktır. Dahası α(x, x) = ϕ(x, x),

her x ∈ H. Burdadan α = ϕ dir. Sonuç olarak her x, y ∈ H için ϕ(y, x) = ϕ(x, y) dir.

Tersinin doğruluğu açıktır.
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Teorem 3.6.2 ϕ, H Hilbert uzayında bir sesku lineer form olsun. Bu durumda eğer ϕ

pozitif ise, her x, y ∈ H için

|ϕ(x, y)|2 = ϕ(x, x)ϕ(y, y).

İspat. Eğer ϕ(x, x) = 0 veya ϕ(y, y) = 0 ise ispat Cauchy Schwartz eşitsizliğinden açıktır.

Şimdi kabul edelim ki

ϕ(x, x) = ϕ(y, y) = 0

olsun. λ := ϕ(x, y) şeklinde tanımlayalım. Bu durumda

0 ≤ ϕ(x− λy, x− λy) = ϕ(x, x)− λϕ(y, x)− λϕ(x, y) + λλϕ(y, y)

= −ϕ(x, y).ϕ(y, x)− ϕ(x, y)ϕ(y, x) = −2|ϕ(y, x)|2

yani

|ϕ(x, y)|2 = 0 ≤ ϕ(x, x)ϕ(y, y).

Teorem 3.6.3 q, H Hilbert uzayında ϕ sesku lineer ile bağlantılı bir kuadratik form

olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler birbirine denktir.

i) q, H üzerinde süreklidir.

ii) ‖q‖ <∞.

iii) ϕ, H üzerinde süreklidir. Bu durumda

‖q‖ ≤ ‖ϕ‖ = 2‖q‖.

İspat. (i)=⇒ (ii): Kabul edelim ki q, H’da sürekli olsun. ε = 1 için |q(y)| ≤ 1 sağlayan

‖y‖ ≤ δ şartını sağlayan δ > 0 sayısı vardır. Böylece her ‖x‖ ≤ 1 için,

|q(y)| = |ϕ(δx, δx)|δ2|| = |q(δx)||δ2| ≤ 1

δ2

‖x‖ ≤ 1 üzerindeki supremum alınırsa

‖q‖ ≤ 1

δ2
<∞

dur.
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(ii)=⇒ (iii): Kabul edelim ki ‖q‖ ≤ ∞ olsun. H ′da ‖x‖ ≤ 1 ve ‖y‖ ≤ 1 için

kutupsallaştırma formulüne göre

|ϕ(x, y)| =
1

4
|q(x+ y)− q(x− y) + iq(x+ iy)− iq(x− iy)|

≤ 1

4
‖q‖(‖(x+ y‖2 + ‖x− y‖2 + ‖x+ iy‖2 + ‖x− iy‖2)

=
1

4
‖q‖(2(‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖x‖2 + ‖iy‖2))

=
1

4
‖q‖(4(‖x‖2 + ‖y‖2)) ≤ ‖q‖(1 + 1) = 2‖q‖.

‖x‖ ≤ 1 ve ‖y‖ ≤ 1 üzerinde supremum alırsak ‖ϕ‖ ≤ 2‖q‖ dur. Buradan ϕ, H üzerinde

süreklidir.

(iii)=⇒ (i): Kabul edelim ki ϕ, H üzerinde sürekli olsun. Bu durumda q′nunda sürekli

olduğu açıktır. Ayrıca tüm ‖x‖ ≤ 1 için

|q(x)| = |ϕ(x, x)| ≤ ‖ϕ‖‖x‖2 ≤ ‖ϕ‖.

Dolayısıyla ‖q‖ ≤ ‖ϕ‖ dur.

Teorem 3.6.4 q, H Hilbert uzayında bir sesku lineerle ilişkili bir kuadratik form olsun.

Bu durumda eğer, ϕ reel ise

‖ϕ‖ ≤ ‖q‖

İspat. Biz bir önceki teoremdan ‖q‖ ≤ ‖ϕ‖ olduğunu biliyoruz. Şimdi H ′da keyfi ‖x‖ ≤ 1

ve ‖y‖ ≤ 1 alalım. ϕ(x, x) = r.eiQ, r ≥ 0 ve Q ≥ 0 olsun. Buradan kutupsallaştırma

formülüne göre

4r = 4ϕ(eiQx, y) = q(e−iQx+ y)− q(e−iQx− y) + iq(e−iQx+ iy)− iq(e−iQx− iy)

yazabiliriz. İddiaya göre ϕ reel olduğu için q’da reeldir. Buradan imajiner kısımlar

sıfırlanır. Dolayısıyla

|ϕ(x, y) = r =
1

4
(q(e−iQx+ y)− q(e−iQx− y)))

≤ 1

4
‖q‖(‖e−iQx+ y‖2 + ‖e−iQx− y‖2)

=
1

4
‖q‖2(‖(x‖2 + ‖y‖2) ≤ ‖q‖.

Şimdi ‖x‖ ≤ 1 ve ‖y‖ ≤ 1 üzerinde supremum alırsak ‖ϕ‖ ≤ ‖q‖ olur. Bu ise ispatı

tamamlar.
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3.7 Normal Operatörler

H, bir Hilbert uzayı olsun. Normlu uzaylarda H’da H’da tanımlı sürekli lineer

dönüşüme bir operatör denir. H üzerindeki birim operatörü I, E sembollerinden biriyle

göstereceğiz. A∗, A operatörünün eşleniği olduğunu biliyoruz. Buna göre şimdi aşağıdaki

tanımları verelim.

Tanım 3.7.1 H bir Hilbert uzayı ve A’da H üzerinde tanımlı bir operatör olsun.

i) Eğer A∗A = I ise, A izometrik veya izometri denir.

ii) A∗A = AA∗ = I ise, A’ya üniter operatör denir.

iii) A∗A = AA∗ ise, A’ya normal operatör denir.

iv) A∗ = A ise, A’ya özeşlenik operatör denir.

v) A∗ = −A ise, A’ya anti eşlenik operatör denir.

Lemma 3.7.1 A ve B, H üzerinde iki operatör olsun. Eğer her x ∈ H için

〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉

ise bu durumda A = B dir.

İspat. Kuadratik formlardan biliyoruz ki her x, y ∈ H için 〈Ax, y〉 = 〈Bx, y〉 ise bu

durumda A = B dir.

Teorem 3.7.1 H Hilbert uzayı üzerindeki her operatör için aşağıdaki ifadeler birbirine

denktir.

i) A bir izometridir yani A∗A = I,

ii) Her x ∈ H için ‖Ax‖ = ‖x‖,

iii) Her x, y ∈ H için 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉.

İspat. i =⇒ iii: Her x, y ∈ H için 〈Ax,Ay〉 = 〈A∗Ax, y〉 = 〈Ix, y〉 = 〈x, y〉
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iii =⇒ ii: iddaya göre x, y ∈ H’da keyfi alındığından x = y seçebiliriz. Dolayısıyla

ispat açıktır.

ii =⇒ i: Her x ∈ H için 〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2 = ‖x‖2 = 〈x, x〉

Lemma 3.7.2 Eğer A, H üzerinde bir izometri ise, bu durumda Im(A) H’nın kapalı bir

alt uzayıdır.

İspat. Bunu ispatı için Im(A)’nın tam olduğunu göstermek yeterlidir. İddiaya göre A,

H Hilbert uzayında bir izometri olduğundan Im(A) tamdır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.2 H üzerinde tanımlı her A operatörü için aşağıdakilere denktir.

i) A üniterdir, yani A∗A = AA∗ = I,

ii) A∗ üniterdir,

iii) A ve A∗ izometriktir,

iv) A izometrik ve A∗ injektiftir,

v) A izometrik ve surjektiftir,

vi) A bijektiftir ve A−1 = A∗.

İspat. i =⇒ ii: A∗∗ = A dan açıktır.

i =⇒ iii: A üniter operatör olduğundan A ve A∗ ın izometrik olduğu açıktır.

iii =⇒ iv: Her izometri injektiftir.

vi =⇒ v: İddiaya göre A izometrik olduğuğu için Lemma 3.7.2 e göre Im(A) H’da

kapalıdır. Buradan

Im(A) = Im(A) = (ker(A)∗)⊥ = {0}⊥ = H

böylece A surjektiftir.
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v =⇒ vi: iddiaya göre A izometrik olduğundan injektiftir. Hem injektif hem de

surjektif olduğundan A bijektiftir. Dolayısıyla A−1 var ve H’da bir operatördür. A

izometri yani AA∗ = I olup A∗, A’nın bir sol tersidir. Buradan A−1 = A∗ elde edilir.

vi =⇒ i: İddiada verilenlere göre

A∗A = A−1A = I ve AA∗ = AA−1 = I olup ispat tamamlar.

Teorem 3.7.3 H üzerinde tanımlı her A operatörü için aşağıdakiler denktir.

i) A normaldir, yani A∗A = AA∗,

ii) A∗ normaldir,

iii) Her x ∈ A için ‖A∗x‖ = ‖Ax‖,

iv) Her x, y ∈ H için 〈A∗x,A∗y〉 = 〈Ax,Ay〉.

İspat. i =⇒ ii: A∗∗ = A dan açıktır.

i =⇒ iv: Her x, y ∈ H için 〈A∗x,A∗y〉 = 〈AA∗x,Ay〉 = 〈A∗Ax, y〉 = 〈x, y〉

iv =⇒ iii: İddiaya göre x, y H ′da keyfi alındığından x = y seçebiliriz. Dolayısıyla

ispat açıktır.

iii =⇒ i: Her x ∈ H için

〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖2 = ‖A∗x‖2 = 〈A∗x,A∗x〉 = 〈A∗Ax, x〉.

Böylece A∗A = AA∗. Dolayısıyla A normalidir.

Sonuç 3.7.1 Eğer A, H üzerinde bir normal operatör ise bu durumda ‖A2‖ = ‖A‖2 dir.

İspat. Teorem 3.7.3’den iii şıkkından x’in yerine Ax alarak

‖A∗x‖ = ‖Ax‖ =⇒ ‖A∗(Ax)‖ = ‖A(A(X))‖

‖(A∗A)x‖ = ‖A2x‖,

her x ∈ H ‖x‖ ≤ 1 üzerinde supremum alınırsa ‖A∗A‖ = ‖A2‖.

‖A∗A‖ = ‖A‖2 daima doğru olduğu için ‖A2‖ = ‖A‖2.
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Teorem 3.7.4 A,B H üzerinde iki normal operatör olsun. Eğer AB∗ = B∗A ise bu

durumda A+B, AB ve BA’larda normaldir.

İspat. AB∗ = B∗A ifadesinin her iki tarafının eşleniği alınırsak BA∗ = A∗B elde ederiz.

Buradan

(A+B)∗(A+B) = A∗A+B∗A+A∗B+B∗B = AA∗+AB∗+BA∗+BB∗ = (A+B)(A+B)∗

ve

(AB)∗(AB) = B∗A∗AB = B∗AA∗B = AB∗A∗B = AB∗BA∗ = ABB∗A∗ = (AB)(AB)∗

Dolayısıyla A+B ve AB normaldir. BA’nın normal olduğu benzer şekilde gösterilir.

Şimdi Bu Kısımda Operatörün Bazı Özelliklerini Verelim:

1) Normal operatörlerin skalerle çarpımı normaldir.

2) İki izometrik operatörün çarpımı izometriktir.

3) İki üniter operatörün çarpımı iüniterdir.

4) {en : n ∈ j} H ′da bir ortonormal baz olsun. Bu durumda bir A operatörünün H ′da

üniter olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul {Aen : n ∈ j} kümesinin ortonormal bir

baz olmasıdır.

5) Bir izometrik operatörün normu 1 dir.

Lemma 3.7.3 Her A normal operatörü için eA
∗−A üniterdir.

Gerçekten

(eA
∗−A)∗ = eA−A

∗
= e−(A

∗−A) = (eA
∗−A)−1

olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.5 (Fuqlede Teoremi) A,B normal operatörü olsunlar. Bu durumda her T

operatörü için eğer AT = TB ise TA∗ = TR∗ dir.

İspat. n ∈ N için iddiya göre AT = TB olduğundan AnT = TBn nin indiksiyonla doğru

olduğu açıktır. Normda yakınsamaya göre

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3....
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yazabildiğimiz için eAT = TeB ya da T = e−ATeB olduğu doğrudur. Buradan p = eA
∗−A

ve Q = eB−B
∗

olmak üzere

eA
∗
Te−B

∗
= PTQ

elde ederiz. P,Q Lemma 3.7.3 e göre üniter olduğundan

eA
∗
Te−B

∗ ≤ ‖P‖‖T‖‖Q‖ ≤ ‖T‖

olduğu görülür. λ ∈ C için f(λ) = eλA
∗
Te−λB

∗
olsun. Bu durumda f : C −→ L(H) bir

tam dönüşümdür.

A, B operatörlerini sırasıyla λA, λB yerdeğiştirelim. Bu durumda her λ ∈ C için

‖f(λ)‖ ≤ ‖T‖ yazılabilir. Bu ise Liouville’nin Teoremine göre f sabit bir dönüşümdür.

Yani

f
′
(λ) = eλA

∗
A∗Te−λB

∗
+ eλA

∗
Te−λB

∗
(−B∗) = 0

λ = 0 olup bu ise ispatı tamamlar.

3.8 Öz Eşlenik Operatörler

Teorem 3.8.1 Bir H Hilbert uzayı üzerindeki her H operatörü için aşağıdakiler denktir.

i) A öz eşleniktir, yani A∗ = A.

ii) Her x, y ∈ H için 〈Ax, y〉 = 〈Ay, x〉, yani bir Hermityen formdur.

iii) Her x ∈ H için 〈Ax, x〉 iç çarpımı reeldir, yani bir reel değerli kuadrik formdur.

İspat. ii=⇒iii: olduğu açıktır. Her x ∈ H için 〈A∗x, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉. Buradan

A∗ = A olması için gerekli ve yeterli koşul her x ∈ H

〈Ax, x〉 = 〈Ax, x〉

yani her x ∈ H için

〈Ax, x〉 = 〈Ax, x〉

ya da 〈Ax, x〉 reeldir. Bu ise ii=⇒iii olduğunu ispatlar.

Teorem 3.8.2 A,B H üzerinde iki öz eşlenik operatör olsun.
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i) A+B öz eşleniktir.

ii) Her λ reel sayısı için λA öz eşleniktir.

iii) AB öz eşlenik olabilmesi için gerek ve yeterli koşul AB = BA olmasıdır.

İspat. (iii) : Eğer AB bir öz eşlenik ise, o zaman AB = (AB)∗ = B∗A∗ = BA.

Tersine olarak eğer AB = BA ise bu durumda

(AB)∗ = (BA)∗ = A∗B∗ = AB

yani AB öz eşleniktir.

i ve ii’nin ispatı tanımdan açıktır.

Teorem 3.8.3 A, H kompleks Hilbert uzayında bir operatör olmak üzere B = 1
2
(A+A∗)

ve C = 1
2i

(A− A∗) olsun. Bu durumda aşağıdakiler doğrudur.

i) B ve C’nin her ikisi de öz eşleniktir. Aynı zamanda A = B + iC.

ii) Eğer M,N, A = M + iN şartını sağlayan iki öz eşlenik opertaör ise bu durumda

M = B ve N = C dir.

iii) A’nın normal olabilmesi için gerek ve yeterli koşul BC = CB olmasıdır..

İspat. (iii): İddiya göre A normal olduğundan A∗A = AA∗ dır. Bu durumda A = B+ iC

olsun. Buradan A∗ = B∗ − iC∗ = B − iC, B,C öz eşleniktir.

A∗A = (B − iC)(B + iC) = B2 − iCB + iCB + C2

yani

AA∗ = B2 + iCB − iBC + C2

olup, A∗A = AA∗ eşitliğinden

B2 = iBC + iBC + C2 = B2 + iCB − iBC + C2

elde edilir. Dolayısıyla A operatörünün normal olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

BC = CB olmasıdır.
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Lemma 3.8.1 A, H Hilbert uzayında bir normal operatör olsun. B, C’deA operatörünün

sırasıyla reel ve imajiner kısmı ise her x ∈ H için

‖AX‖2 = ‖BX‖2 + ‖CX‖2

dir.

İspat. A, H’da bir normal operatör ve B, C de A’nın reel ve sanal kısmı olduğundan

Teorem 3.8.3 den

A = B + iC

yazabilir. Buradan her x ∈ H için

‖AX‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈(B + iC)x, (B + iC)x〉

= (B + iC)(B + iC)〈x, x〉

= (B + iC)(B − iC)〈x, x〉

= (B2 + C2)〈x, x〉

= 〈Bx,Bx〉+ 〈Cx,Cx〉

= ‖Bx‖2 + ‖Cx‖2

olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.8.4 A, H Hilbert uzayında bir öz eşlenik operatör olsun. Bu durumda,

aşağıdakiler doğrudur.

i) ‖A‖ = sup|〈Ax, x〉| : ‖x‖ ≤ 1.

ii) Her n ≥ 1 tamsayısı için ‖An‖ = ‖A‖n için C operatörleri için A = iC olmasıdır.

İspat. (i) Q ve q A operatörü ile bağıntılı sıraısyla sesku lineer ve quadrik form olsun.

Buradan ‖A‖ = ‖Q‖ = ‖q‖ böylece ispat tamamlanır.

(ii) n ≥ 1 tamsayısı için ‖An‖ = ‖A‖n olduğunu biliyoruz. Bunun için geriye ‖A‖n =

‖An‖ olduğunu göstermek yeterlidir. H’da keyfi ‖x‖ ≤ 1 alalım buradan her m ≥ 1
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tamsayıları için

‖Amx‖2 = 〈Amx,Amx〉 = 〈AxAmx,Am−1x〉

= 〈Am+1x,Am−1x〉

≤ ‖Am+1x,Am−1x‖

dır. Şimdi Ax 6= 0 olduğunu kabul edelim. m ≥ 1 tamsayıları ve her k ≥ 1 için Akx 6= 0

dır. Buradan
‖Ax‖
‖x‖

≤ ‖A
2x‖

‖Ax‖
≤ ‖A

3x‖
‖A2x‖

≤ ...... ≤ ‖Anx‖
‖An−1x‖

veya

(
‖Ax‖
‖x‖

)n
≤ ‖Ax‖
‖x‖

.
‖A2x‖
‖Ax‖

.
‖A3x‖
‖A2x‖

....
‖Anx‖
‖An−1x‖

=
‖Anx‖
‖x‖

Yani ‖Ax‖ ≤ ‖Anx‖‖x‖n−1 ≤ ‖An‖

Eğer Ax = 0 ise ispat açıktır. ‖x‖ ≤ 1 üzerinde supremum alırsak ‖A‖n ≤ ‖An‖ olup

ispat tamamlanır.

Lemma 3.8.2 H Hilbert uzayı üzerindeki tüm öz eşlenik operatörlerin kümesi L(H)

üzerinde kapalıdır.

3.9 Projeksiyonlar ve Kapalı Alt Vektör Uzaylar

Bu kısımda projektörlerin kümesi ile kapalı vektör uzayları arasında bijeksiyon kuru-

lacaktır.

Tanım 3.9.1 H bir Hilbert uzayı ve A’da H’da bir operatör olsun. Eğer A∗ = A = A2

ise, A’ya bir projektör veya bir ortogonal projeksiyon denir.

Teorem 3.9.1 M , bir H Hilbert uzayının kapalı vektör alt uzayı olsun. Bu durumda

aşağıdakiler doğrudur.

i M üzerinde bir tek P projektörü vadır.
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ii M = P (H) = {x ∈ H : Px = x} = {x ∈ H : ‖Px‖ = ‖x‖}

İspat. (i) Aksini varsayalım, yani M = P (H) = Q(H) olacak şekilde iki tane P,Q

projektörü olsun. Keyfi x ∈ H için Px ∈ M = Q(H) olup başka bir ifadeyle bazı y ∈ H
için Px = Qy dir. P ve Q projektör olduğundan

QPx = Q2y = Qy = Px

yazabiliriz. x ∈ H keyfi olduğundan QP = P dir. Benzer şekilde PQ = Q elde edilir.

Buradan projektörlerin varlığı ispat edilmiştir. Şimdi tekliğini gösterelim. Teoremin id-

diasına göre

P = P ∗ = (QP )∗ = P ∗Q∗ = PQ = Q

olup bu ise bizim iddiamızla çelişir. Dolayısıyla P ’nin tekliği ispat edilmiş olur.

(ii) İlk önce H’dan M üzerinde bir projektör yapısı kurmaya çalışalım. M kapalı

olduğundan H = M ⊕M⊥ keyfi x ∈ H için x = a + b olacak şekilde bir tek a ∈ M ,

b ∈ M⊥ vardır. Şimdi Px := a tanımlayalım P ′nin H’dan M ’ye bir lineer dönüşüm,

ayrıca P 2 = P , M = P (H) = {x ∈ H : Px = x} olduğu açıktır. a ⊥ b olduğundan

‖Px‖2 = ‖a‖2 ≤ ‖a‖2‖+ ‖b‖2 = ‖x‖2 =⇒ ‖Px‖ ≤ ‖x‖.

Buradan P, H üzerinde süreklidir ve dolayısıyla bir operatördür. Şimdi P ’nin bir pro-

jektör olduğunu gösterelim. Her x ∈ H için

〈P ∗x, x〉 = 〈x, Px〉 = 〈a+ b, a〉 = 〈a, a〉 = 〈a, a+ b〉 = 〈Px, x〉

olup P ∗ = P elde edilir. Eğer Px = x ise, ‖Px‖ = ‖x‖ olduğu açıktır.

Tersine bazı x ∈ H için ‖Px‖ = ‖x‖ kabul edelim. Bu durumda

‖a‖2 = ‖Px‖2 = ‖x‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2

olup ya ‖b‖ = 0 ya da b = 0 dır. Böylece x = a ∈M olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.9.2 P , H’da bir projektör, Q = I − P , M = P (H) ve N = Q(H) olsun bu

durumda aşağıdakiler doğrudur.

i Q da bir projektördür, dahası PQ = QP = 0.

ii M = ker(Q) = N⊥; N = ker(P ) = M⊥ W = M ⊕N .
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iii M ve N ’nin her ikisi H’nın kapalı vektör alt uzayıdır.

Not 3.9.1 Q operatörü P⊥ şeklinde de gösterilir.

İspat. (i) Teoremde verilenlere göre

Q2 = (I − P )2 = I − P − P + P 2 = I − P = Q

ve

Qx = (I − P )∗ = I∗ − P ∗ = I − P = Q

olup Q’nun projektör olduğu elde edilir. Şimdi iddianın diğer kısmını ispat edelim.

PQ = P (I − P ) = P − P 2 = P − P = O

ve

QP = (I − P )P = P − P 2 = P − P = 0

olup ispat tamamlanır.

(ii) x ∈ M olduğunu kabul edelim. Bu durumda bazı y ∈ H için x = Py yazabiliriz.

Buradan Qx = QPy = 0 olup M ⊂ ker(Q). Şimdi Qx = 0 olduğunu kabul edelim

buradan x = Ix = (P + Q)x = Px yani x ∈ P (H) = M olup ker(Q) ⊂ M . Buradan

M = ker(Q). Sonuç olarak M bir kapalı vektör alt uzayıdır. Son olarak keyfi x ∈ H

alalım. Buradan x = Px+Qx ∈M +N buradan H = M +N . M ∩N = kerQ∩Q(H) =

{0} dan dolayı H = M ⊕N dir. Şimdi x ∈M⊥ olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul her

y ∈ H için 〈x, Px〉 > 0 yani 〈Px, y〉 = 0 ya da Px = 0 olmasıdır. Buradan M⊥ = ker(P ).

P,Q simetrik olduğu için ispat tamamlanır.

(iii) M ve N ’nin H’nın kapalı vektör alt uzayı (ii) de gösterildi.

Teorem 3.9.3 P , H üzerinde bir operatör olsun. Bu durumda P ’nin projektör olabilmesi

için gerekli ve yeterli koşul x ∈ H için

‖Px‖2 = 〈Px, x〉

olmasıdır.

İspat. ”=⇒” P ′nin projeksiyon olduğunu kabul edelim. M = P (H) ve N = ker(P )

olsun. H = M ⊕ N ispat edildi. Bu durumda her x ∈ H için x = a + b, a ∈ M , b ∈ N
yazabiliriz. M ⊥ N olduğunda

‖Px‖2 = 〈Px, Px〉 = 〈a, a〉 = 〈a, a+ b〉 = 〈Px, x〉
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olup istenen elde edilmiş oldu.

”⇐=” ‖Px‖2 = 〈Px, x〉, her x ∈ H olsun. Bu durumda

〈Px, x〉 = ‖Px‖2 = 〈Px, Px〉 = 〈P xPx, x〉

olup P = P ∗P dir. Buradan

P x = (P ∗P )∗ = P ∗P ∗∗ = P ∗P = P

ve

P = P ∗P = P 2

elde edilir. Bu ise P ’nin projeksiyon olduğunu ispatlar. Böylece teoremin ispatı tamam-

lanır.

Sonuç 3.9.1 Her P projektörü için ‖P‖ = 1 ya da ‖P‖ = 0 dır.

Teorem 3.9.4 P, Q H’da iki projeksiyon olsun. Bu durumda PQ’nun projeksiyon ola-

bilmesi için gerekli ve yeterli koşul PQ = QP olmasıdır. Bu durumda PQ(H) = P (H) ∩

Q(H) dır.

İspat. ”=⇒” PQ’nun projeksiyon olduğunu kabul edelim. Bu durumda

PQ = (PQ)∗ = Q∗P ∗ = QP

dir.

”⇐=” PQ = QP olduğunu kabul edelim. Bu durumda

(PQ)2 = PQPQ = PPQQ = PQ

ve

(PQ)∗ = Q∗P ∗ = QP = PQ

olup buradan PQ projeksiyondur. Şimdi PQ(H) = P (H) ∩ Q(H) olduğunu gösterelim.

Bunun için PQ’nun projeksiyon olduğunu kabul edelim. Keyfi x ∈ PQ(H) seçelim. Bazı

y ∈ H için x = PQy yazabiliriz. Bu durumda x = P (Qy) ve x = P (Qx) ∈ Q(H) yani

x ∈ P (H)∩Q(H). Diğer taraftan keyfi x ∈ P (H)∩Q(H) alalım. Bu durumda x = Px ve

x = Qx yazabiliriz. Buradan x = P (Qx) ∈ PQ(H). Sonuç olarak PQ(H) = P (H)∩Q(H)

tır.
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Teorem 3.9.5 P,Q,H’da iki projektör, M = P (H) ve N = Q(H) olsun. Bu durumda

aşağıdakiler denktir.

i P +Q bir projeksiyondur.

ii M ⊥ N.

iii P (N) = 0.

iv PQ = 0.

Not 3.9.2 Bu durumda P +Q, M +N üzerinde bir projektördür.

İspat. (i=⇒ii): x ∈M olsun. Bu durumda Px = x ve

‖x‖2 + ‖Qx‖2 = ‖Px‖2 + ‖Qx‖2 = 〈Px, x〉+ 〈Qx, x〉

≤ 〈(P +Q)x, x〉 ≤ ‖P +Q‖.‖x‖2 ≤ ‖x‖2

Buradan ‖Qx‖ = 0 olup x ∈ ker(Q). Böylece M ⊂ kerQ = N+ olup M ⊥ N elde edilir.

(ii=⇒iii) : M ⊥ N olduğundan N ⊂M⊥ = ker(P ) olup P (N) = 0

(iii=⇒iv) : P (N) = 0 olduğundan PQ(H) = P [Q(H)] = P (N) = 0, yani PQ = 0 dır.

(iv=⇒i) : PQ = 0 olduğundan QP = Q∗P ∗ = (PQ)∗ = 0 ve buradan

(P +Q)2 = P 2 + PQ+QP +Q2 = P +Q

elde ederiz. P +Q’nun öz eşlenik olduğu açıktır. P +Q aynı zamanda projektördür.

Şimdi P + Q’nun M + N üzerinde bir projeksiyon olduğunu göseterelim. Keyfi x ∈
P (H) + Q(H) alalım. Bu durumda a = Pa ∈ P (H) ve b = Qb ∈ Q(H) olacak şekilde

x = a+ b yazabiliriz. Buradan

(P +Q)x = Pa+ Pb+Qa+Qb = a+ PQb+QPa+ b = x

yani

x = (P +Q)x ∈ (P +Q)(H)

olup P (H) +Q(H) ⊂ (P +Q)(H) elde edilir. Benzer şekilde ters durum da gösterilebilir.

Yani (P +Q)(H) ⊂ P (H) +Q(H) elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 3.9.6 P1, P2, ...., Pn bir H Hilbert uzayında projektörler ve P = P1+P2+....+Pn

olsun. Bu durumda P ’nin bir projektör olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul her 1 ≤

j 6= k ≤ n için Pj.Pk = 0 olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P bir projektör ve j 6= k olsun. Bu durumda her x ∈ H için

n∑
j=1

‖Pjx‖2 =
n∑
j=1

〈Pjx, x〉 = 〈
n∑
j=1

Pjx, x〉 = 〈Px, x〉 ≤ ‖P‖‖x‖2 = ‖x‖2

x yerine Pkx alarak,

n∑
j=1

‖Pj.Pk‖2 ≤ ‖Pkx‖2 yani
∑
j 6=k

‖Pj.Pkx‖2 ≤ 0.

Buradan Pj.Pkx = 0. x ∈ H keyfi alındığından j 6= k için Pj.Pk = 0 dır. Tersi durumun

doğruluğu açıktır.

Şimdi projektör operatörün bazı özeliklerini verelim:

1) A’nın projektör olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul A = A∗A olmasıdır.

2) Her kompakt projektör sonlu boyutludur.

3) Eğer A bir izometri ise bu durumda AA∗ bir projektördür.

4) A,B iki projektör olsun. A + B − AB′nin projektör olabilmesi için gerekli ve yeterli

koşul AB = BA olmasıdır.

Tanım 3.9.2 A, H’da bir operatör ve N de H’ın bir vektör alt uzayı olsun. Eğer A(N) ⊂

N oluyorsa N ’ye A altında invaryanttır denir. Aynı zamanda eğer hem N hem de N⊥A

altında invaryant ise N ’ye A’ya indirgenir denir.

Teorem 3.9.7 A, H üzerinde bir operatör ve P de H’dan N ⊂ H bir vektör alt uzayına

tanımlı bir projeksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

i) N , A’nın bir invaryant alt uzayıdır.

ii) AP = PAP .

iii) N⊥, A∗ bir invaryant alt uzayıdır.
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İspat. (i=⇒ii) : Kabul edelim ki N , A’nın bir invaryant alt uzayı olsun. Bu durumda

keyfi bir x ∈ H alalım. İnvaryanttın tanımına göre Px ∈ N olacaktır. N , A altında

invaryant olduğundan APx ∈ N ve buradan PAPx = APx tır. x keyfi seçildiğindan

PAP = AP.

(iv=⇒i) : Kabul edelim ki PAP = AP olsun. Bu durumda A(N) = AP (H) =

PAP (H) ⊂ N ve böylece N , A altında invaryanttır.

(iii=⇒ii): N⊥, A∗ bir invaryant olabilmesi için gerekli yeterli koşul

A∗P⊥ = P⊥A∗P⊥ ⇐⇒ A∗(I−P ) = (I−P )A∗(I−P )⇐⇒ PA∗ = PA∗P ⇐⇒ AP = PAP

olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.9.8 A, H üzerinde bir operatör ve P de H’dan N ⊂ H bir vektör alt uzayına

tanımlı bir projeksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

i) N , A’ya indirgenir.

ii) AP = PAP .

iii) N⊥, hem A hem de A∗ altında invaryanttır.

iv) N⊥, hem A indirgenir.

İspat. (i=⇒ii) : P⊥ = I − P nin N⊥ üzerinde projektör olduğu açıktır. İddiaya göre N ,

A altında invaryanttır. Bu durumda

AP⊥ = P⊥AP⊥ yani A(I − P ) = (I − P )A(I − P )

ya da

PA = PAP

N aynı zamanda A altında invaryant olduğundan PA = PAP olup PA = PA elde ederiz.

(ii=⇒iii) : PAP = (PA)P = (AP )P = AP olduğundan N , A altında invaryanttır.

Benzer şekilde

PAP = P (AP ) = P (PA) = PA
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yazabiliriz. Buradan eşlenik alınırsa PA∗P = A∗P olup N aynı zamanda A∗ altında

invaryanttır.

(iii=⇒i) : İddiaya göre N , A∗ altında invaryant olduğu için N⊥, de aynı zamanda

A∗∗ = A altında invaryanttır. Böylece N , A’ya indirgenmiş olur.

(iii=⇒iv) : N kapalı olduğu için N⊥⊥ = N dir. Dolayısıyla istenilen sonuç tanımdan

açıktır.

Sonuç 3.9.2 A, H’da bir operatör ve N ’de H ′ nın bir kapalı vektör alt uzayı olsun. Bu

durumda :

i) Eğer A öz eşlenik ise bu durumda N ’nin A’ya indirgenebilmesi için gerekli ve yeterli

koşul A(N) ⊂ N olmasıdır.

ii) Eğer A üniter ise bu durumda N ’nin A’ya indirgenebilmesi için gerekli ve yeterli

koşul A(N) ⊂ N olmasıdır.

İspat. (i) : Verilen iddialara ve uygun tanımlar altında ispat açıktır.

(ii) : Kabul edelim ki N ’nin A’ya indirgensin. Bu durumda A∗(N) yani N =

AA∗(N) ⊂ A(N) yazabiliriz. N , A’ya indirgendiği için A altında invaryanttır. Sonuç

olarak A(N) = N dir. Tersine, A(N) = N olduğunu kabul edelim. Bu durumda

A∗(N) = A∗A(N) = I(N) = N.

Böylece N , A∗ altında invaryanttır. Dolayısıyla N , A’ya indirgenir.

3.10 Operatörlerde Sıralama

Tanım 3.10.1 A, B bir Hilbert uzayında iki öz eşlenik operatör olsun. Bu durumda eğer

her x ∈ H için 〈Ax, x〉 ≤ 〈Bx, x〉 ise A ≤ B olup A′ya B’den küçük ve eşit operatör denir.

Lemma 3.10.1 A, B ve C, H üzerinde birer özeşlenik operatör olsun. Bu durumda

aşağıdakiler doğrudur.

i) A ≤ A.
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ii) Eğer A ≤ B ve B ≤ C ise, o zaman A ≤ C dir.

iii) Eğer A ≤ B ve B ≤ A ise, o zaman A = B.

iv) Eğer A ≤ B ise, o zaman A+ C ≤ B + C ve −B ≤ −A dir.

v) Eğer A ≤ B ve λ ≥ 0 ise, o zaman αA < αB.

vi) Eğer α, β ∈ R için α ≤ β ve A ≥ 0 ise o zaman λA ≤ βA.

Teorem 3.10.1 Eğer A ≥ 0 ise o zaman her x, y ∈ H için aşağıdakiler doğrudur.

i) Eğer | 〈Ax, y〉 |2≤ 〈Ax, x〉.〈Ay, y〉,

ii) Eğer ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖〈Ax, x〉.

Teorem 3.10.2 i) Eğer A ≤ B ise bu durumda her T operatörü için

T ∗AT ≤ T ∗BT

ii) Eğer 0 ≤ A ≤ B ise bu durumda ‖A‖ ≤ ‖B‖

İspat. (i): Aşağıdaki eşitsizlikten her x ∈ H için

〈T ∗ATx, x〉 = 〈ATx, Tx〉 ≤ 〈BTx, Tx〉 = 〈T ∗BTx, x〉

T ∗AT ≤ T ∗BT

bulunur.

(ii): Eğer A = 0 ise açıktır. Farzedelim ki ‖A‖ 6= 0 olsun. Bu durumda H’da herbir

‖x‖ ≤ 1 için

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖〈Ax, x〉 ≤ ‖A‖〈Bx, x〉 ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖2 ≤ ‖A‖‖B‖.

Şimdi ‖x‖ ≤ 1 üzerinden supremum alınırsa ‖A‖2 ≤ ‖A‖‖B‖ olup her iki tarafı

‖A‖′na bölersek ‖A‖ ≤ ‖B‖ buluruz.

Teorem 3.10.3 An ≤ Bn+1 H
′ da öz eşlenik operatörlerinin bir artan dizisi olsun. Eğer

bu operatör bir üst sınıra sahip ise yani her n ∈ N için B ≥ An olan bir öz eşlenik operatör

bulunursa her x ∈ H, n ∈ H için Anx −→ Ax ve A = supn∈NAn olacak şekilde bir A öz

eşlenik operatörü vardır. Benzer şekilde bu sonuç azalan dizi için de yapılabilir.
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İspat. An ve B operatörleri yerine sırasıyla An−A1 ve B−A1 alalım ve An ≥ 0 olduğunu

kabul edelim. Herbir x ∈ H için reel sayılarının bir sınırlı artan dizisi olan

〈Anx, x〉 ≤ 〈An+1x, x〉 ≤ 〈Bx, x〉

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu ise dizinin yakınsak olduğunu gösterir. Şimdi keyfi m > n ≥ 1

alalım. İddiaya göre 0 ≤ An ≤ B olduğu için ‖An‖ ≤ ‖B‖ yazabiliriz.

‖Amx− Anx‖2 ≤ ‖Am − An‖〈(Am − An)x, x〉 ≤ 2‖B‖(〈Amx, x〉 − 〈(An)x, x〉)−−−−→m,n−→∞0

Olup {Anx} dizisi bir Cauchy dizisidir. Banach-Steinhaus Teoremine göreAx := limn→∞Anx

H ′da bir operatör tanımlar. Her x ∈ H için 〈Ax, x〉 = limn→∞〈Anx, x〉 reel olduğu için

A operatörü öz eşlenirtir. Her m > n için 〈Anx, x〉 ≤ 〈Amx, x〉 yazabiliriz. m −→ ∞

iken 〈Anx, x〉 ≤ 〈Ax, x〉 olup her n ∈ N için An ≤ A dır. Bu yüzden A, {An} kümesinin

bir üst sınırı olsun. Başka bir ifadeyle U , An kümesinin keyfi bir üst sınırı olsun. Bu

durumda, her n ∈ N için

〈Anx, x〉 ≤ 〈Ux, x〉

yazabiliriz. n→∞ iken, her x ∈ H için

〈Ax, x〉 ≤ 〈Ux, x〉, A ≤ U

elde ederiz.

Tanım 3.10.2 M ve N , H’nın iki vekör alt uzayı olsun. Bu durumda N ∩N⊥’ye N ’de

M ’nin ortogonal tümleyeni adı verilir ve N 	M şeklinde gösterilir.

Teorem 3.10.4 P ve Q, H’da iki projektör olsun. Ayrıca M = P (H) ve N = Q(H)

olmak üzere aşağıdaki ifadeler birbirine denktir.

i) M ⊂ N

ii) QP = P .

iii) PQ = P .

iv) Q− P bir projektördür.

v) Her x ∈ H için 〈(Q− P )x, x〉 ≥ 0.

vi) Her x ∈ H için ‖Px‖ ≤ ‖Qx‖.
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vii) P ≤ Q. Bu durumda Q− P de N 	M üzerinde bir projektördür.

İspat. (i=⇒ii) : H ′ da keyfi bir x ∈ H alalım. Bu durumda Px ∈ M ⊂ N . Bu yüzden

QPx = Px dir. x keyfi olduğundan QP = P elde ederiz.

(ii=⇒iii) :

P = P ∗ = (QP )∗ = P ∗Q∗ = PQ.

(iii=⇒iv) : Farzedelim ki PQ = P . Bu durumda P = P ∗ = (QP )∗ = P ∗Q∗ = QP .

Buradan (Q − P )2 = Q2 − PQ − QP + P 2 = Q − P − P + P = Q − P. Q − P ’nin öz

eşlenik olduğu açıktır. Dolayısıyla Q− P bir projektördür.

(iv=⇒v) : Q−P projektör olduğundan her x ∈ H için 〈(Q−P )x, x〉 = ‖(Q−P )x‖2 ≥ 0

(v=⇒vi) : Her x ∈ H için 〈(Q − P )x, x〉 ≥ 0 olup 〈Qx, x〉 ≥ 〈Px, x〉 yazabilir. Yani

‖Qx‖2 ≥ ‖Px‖2 veya ‖Qx‖ ≥ ‖Px‖.

(vi=⇒i) : Herhangi bir x ∈ M için ‖x‖ ≤ ‖Px‖ ≤ ‖Qx‖ ≤ ‖Q‖|.‖x‖ ≤ ‖x‖ yani

‖Qx‖ ≥ ‖x‖ veya x ∈ N dir. Bu durumda M ⊂ N .

(v=⇒vii) : Tanımdan direk açıktır..

Son olarak Q− P bir projektör olsun. Bu durumda

QP⊥ = Q(I − P ) = Q−QP = Q− P.

Böylece QP⊥ de bir projektör olduğunu elde ederiz. Buradan

(Q− P )(H) = QP⊥(H) = Q(H) ∩ P⊥(H) = Q(H) ∩ [P (H)]⊥ = N ∩M⊥ = N 	M.

Sonuç 3.10.1 Eğer A, H üzerinde bir pozitif operatör ise bu durumda

i) Her x ∈ H için 〈Ax, x〉 pozitiftir.

ii) A öz eşleniktir.

Sonuç 3.10.2 A, B pozitif operatör olsun. Bu durumda eğer A+ B = 0 ise A = B = 0

dır.
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Tanım 3.10.3 Her n ∈ N için An, B H ′da operatör olsunlar. Bu durumda

i) Eğer

lim
n→∞

sup‖x‖≤1‖Anx−Bx‖ = lim
n−→∞

‖An −B‖ = 0

oluyorsa An −→ B ye düzgün veya norm anlamınnda yakınsaktır denir. B =

limAn = U − limAn şeklinde gösterilir.

ii) Eğer her x ∈ H için limn−→∞ ‖Anx−Bx‖ = O oluyorsa An −→ B veya B = s−limAn

güçlü yakınsaktır.

iii) Eğer her x, y ∈ H için limn−→∞〈Anx − Bx, y〉 = O oluyorsa An −→ B veya B =

s− limAn zayıf yakınsaktır.

Uyarı 3.10.1 Yukarıdaki tanımı kullanarak düzgün yakınsak ise güçlü yakınsak ve güçlü

yakınsak ise zayıf yakınsak olduğunu göstermek hiç de zor değildir. Fakat tersi genelde

doğru değildir.

Teorem 3.10.5 Eğer An −→ A, Bn −→ B güçlü yakınsak ise bu durumda AnBn −→ AB

güçlü yakınsaktır.

İspat. Her x ∈ H için Anx −→ Ax, Bnx −→ Bx yazabiliriz. Düzgün sınırlılık teoremini

kullanarak M = supn‖An‖ <∞ yazabiliriz. Buradan

‖AnBnx− ABx‖ ≤ ‖An‖Bnx−Bx‖+ ‖AnBx− ABx‖

≤ M‖Anx−Bx‖+ ‖An(Bx)− A(Bx)‖ −→ 0

olup güçlü yakınsaklık tanımına göre AnBn −→ AB güçlü yakınsak olduğunu elde ederiz.

3.11 Özdeğerler

Tanım 3.11.1 H bir Hilbert uzayı olsun. Kabul edelim ki A, H ′da bir operatör ve bir

λ ∈ C sayısı olsun. Eğer Ax = λx olan sıfırdan farklı bir x ∈ H vektörüvarsa bu λ′ya

A operatörünün bir özdeğeri denir. Bu durumda Ax = λx şartını sağlayan sıfırdan farklı

bir x vektörü için bir λ ∈ C sayısına karşılık x ∈ H vektörüne A′nın bir öz vektörü denir.

λ′nın tüm vektörlerinin kümesine λ′nın öz uzayı adı verilir.
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Teorem 3.11.1 Her bir öz uzayı kapalı bir alt uzaydır. Farklı özdeğerlerin sıfırdan farklı

öz vektörleri lineer bağımsızdır.

Teorem 3.11.2 A, H’da bir normal operatör olsun. Bu durumda

i) Eğer λ ∈ C ve x ∈ H için Ax = λx ise A∗x = λx.

ii) A operatörlerünün farklı öz değerlerinin öz vektörleri ortoganaldir.

İspat. (i): İddiaya göre A normal operatör olduğundan A− λI da normaldir. Buradan

‖A∗x− λx‖ = ‖(Ax− λI)∗x‖ = ‖(Ax− λI)x‖ = 0

olup ispat tamamlanır.

(ii): λ 6= µ A′nın özdeğerleri, x, y ise sırasıyla λ, µ’nün öz vektörleri olsunlar. Bu

durumda

λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 = λ〈x, µy〉 = µ〈x, y〉

yani (λ− µ)〈x, y〉 = 0 ve 〈x, y〉. Bu yüzden x ⊥ y.

Teorem 3.11.3 A, H Hilbert uzayında bir operatör olsun. Bu durumda aşağıdakiler

doğrudur.

i) Eğer A öz eşlenik ise onun tüm öz değerleri reeldir.

ii) Eğer A anti eşlenik ise onun tüm öz değerleri tamamen sanaldır.

iii) Eğer A izometrik ise bu durumda her bir öz değerinin mutlak değeri birdir. Ayrıca

her üniter operatör izometriktir.

iv) Eğer A pozitif ise tüm öz değerlerde pozitiftir.

İspat. λ, A′ nın bir öz değeri ve x te λ′nın sıfırdan farklı öz vektörü olsun. Bu durumda

(i): λ‖x‖2 = 〈λx, x〉 = 〈Ax, x〉 = 〈x,A∗x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈x, λx〉 = λ‖x‖2.

λ = λ. Buradan λ reeldir.

(ii): λ‖x‖2 = 〈x,A∗x〉 = 〈x,−Ax〉 = 〈x,−λx〉 = −λ‖x‖2.
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λ = −λ. Buradan λ tamamen sanaldır.

(iii): ‖x‖2 = ‖Ax‖2 = ‖λx‖2 = |λ|2.‖x‖2

yani |λ| = 1.

(iv): A pozitif olduğundan

0 ≤ 〈Ax, x〉 = 〈λx, x〉 = λ‖x‖2

buradan λ ≥ 0 dır.

Lemma 3.11.1 A, B H Hilbert uzayında iki operatör olsun. Eğer AB = BA ise bu

durumda B’nin her öz uzayı A altında invaryanttır.

İspat. λ ∈ C için µ = ker(B − λI) B′nin öz uzayı olsun.Bu durumda her x ∈ µ için

(B − λI)Ax = A(B − λI)x = A0 = 0.

Yani Ax ∈ ker(B − λI) = µ dolayısıyla µ, A altında invaryanttır.

Teorem 3.11.4 Eğer A, H Hilbert uzayında normal operatör ise her öz uzayı A’ya in-

dirgenir.

İspat. A, normal olduğundan AA∗, A∗A birleşmeli olup A’nın her öz uzayı hem A hem

de A∗ altında invaryanttır.

Not 3.11.1 A bir operatör ve x de sıfırdan farklı bir vektör olsun. Bu durumda eğer

|〈Ax, x〉| = ‖Ax‖‖x‖ ise, x, A’nın bir öz vektörüdür.

3.12 Hilbert Uzaylarının Spektral Özellikleri

3.12.1 Bir Operatörün Spektrumu

Biz bu kısımda Hilbert Uzayında bir operatörün özelliklerini, cebirsel işlemler yardımıyla

elde edilen öz değerler yardımıyla açıklamaya çalışacağız.

Lemma 3.12.1 A, H Hilbert uzayında bir operatör olsun. Eğer A ve A∗’ın her ikisi de

alttan sınırlı ise, bu durumda A tersinirdir.
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İspat. İddiaya göre A∗ alttan sınırlı olduğu için A∗’ın injektiftir. Yani ker(A∗) = {0}.

Böylece Im(A) = [ker(A∗)]⊥ = {0}⊥ = H. Buradan Im(A) H ′da yoğundur. Yine iddiaya

göre A alttan sınırlı olduğundan terslenebilirdir.

Teorem 3.12.1 H Hilbert uzayındaki her A operatörü için I + A∗A terslenebilirdir.

İspat. Her x ∈ H için

‖(I+(A∗A))x‖2 = 〈x+A∗Ax, x+A∗Ax〉 = ‖x‖2+〈x,A∗Ax〉+〈A∗Ax, x〉+‖A∗Ax‖2 ≥ ‖x‖2

Buradan A operatörü alttan sınırlıdır. A∗ = A da aynı zamanda alttan sınırlı olduğu için

A terslenebilirdir.

Lemma 3.12.2 σ(A∗) = [σ(A)] kompleks eşlenik

İspat. {λ : λ ∈ σ(A)} sağ taraf olarak kabul edersek bu durumda biz biliyoruz ki A−λI

tersinir olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul A∗ − λI’nın tersinir olmasıdır. Dolayısıyla

ispat tamamlanır.

Teorem 3.12.2 Eğer A öz eşlenik ise bu durumda bu operatörün spektrumu sadece reel

sayılardan oluşur.

İspat. α, β ∈ R ve β 6= 0 için λ = α + iβ olun. Eğer biz λ /∈ σ(A) olduğunu göterirsek

veya başka bir ifadeyle A − λI tersinir ise ispat tamamlanmış olur. Buradan her x ∈ H

için

‖(A− αI ± βiI)x‖2 = 〈(A− αI ± βiI)x, (A− αI ± βiI)〉

= ‖(A− αI)x‖2 + 〈±βix, (A− αI)x〉+ 〈(A− αI)x,±βix〉+ ‖βix‖2

= ‖(A− αI)x‖2 ± βi〈x, (A− αI)x〉 ± βi〈(A− αI)x, x〉+ β2‖x‖2

= ‖(A− αI)x‖2 ± βi〈(A− αI)x, x〉 ± βi〈(A− αI)x, x〉+ β2‖x‖2

≥ β2‖x‖2

β 6= 0 için A− λI = A− λI − βiI ve (A− λI)∗ = A− αI + βiI alttan sınırlıdır. Sonuç

olarak A− λI terslenebilirdir yani λ /∈ σ(A).

Teorem 3.12.3 Eğer A pozitif operatör ise bu durumda onun spektrumu sadece pozitif

sayılardan oluşur.
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İspat. A öz eşlenik olduğu için Teorem (3.12.2) ten dolayı σ(A) sadece reel sayılardan

oluşur. Kabul edelim ki λ < 0 olsun. Keyfi x ∈ H alalım. İddiaya göre A pozitif olduğu

için 〈Ax, x〉 ≥ 0 dır.

‖(A− λI)x‖2 = ‖Ax‖2 − 2λ〈Ax, x〉+ λ2‖x‖2 ≥ λ2‖x‖2

Buradan A − λI alttan sınırlıdır. A − λI öz eşlenik olduğu için terslenebilirdir. Böylece

λ /∈ σ(A) elde edilir. Sonuç olarak σ(A) sadece pozitif sayılar içerir.

Teorem 3.12.4 EğerA üniter operatör ise bu durumda onun spektrumu kompleks düzlemin

birim dairesinin kompakt bir alt kümesidir.

İspat. İddiaya göre A üniter olduğu için aynı zamanda bir izometridir. Dolayısıyla

‖A‖ = 1 dir.Buradan her λ ∈ σ(A) için |λ| ≤ ‖A‖ = 1 elde ederiz. Şimdi keyfi |λ| < 1

alalım. B = A− λI olsun. O zaman

‖A−B‖ = ‖A− (A− λI)‖ = ‖λI‖ = |λ| < 1 =
1

‖A∗‖
=

1

‖A−1‖
.

A tersinir olduğu için B de tersinirdir. Bu ise bize λ /∈ σ(A) olduğunu gösterir. Böylece

ispat tamamlanır.

3.13 Yaklaşım Spektrumu:

Tanım 3.13.1 A, H Hilbert uzayında bir operatör olsun. Eğer ‖Axn−λxn‖ −→ 0 olacak

şekilde H ′da ‖x‖ = 1 dizisi var ise bu λ ∈ C sayısına A operatörünün yaklaşık öz değeri

denir.

Tanım 3.13.2 Tüm yaklaşık özdeğerlein kümesine A operatörünün yaklaşık noktasal

spekturumu denir ve α(A) ile göterilir.

Tanım 3.13.3 A, H Hilbert uzayında bir operatör olsun. Bu operatörün tüm özdeğerlerinin

kümesine A’nın noktasal spektrumu adı verilir ve π(A) ile gösterilir.

Lemma 3.13.1 Bir λ ∈ C sayısının bir yaklaşık öz değer olmaması için gerekli ve yeterli

koşul A− λI’nın alttan sınırlı olmasıdır.

Teorem 3.13.1 A, H Hilbert uzayında bir operatör olsun. Bu durumda

π(A) ⊂ α(A) ⊂ σ(A).
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İspat. A, H Hilbert bir operatör ve λ′da A′nın bir özdeğeri olsun. Bu durumda sıfırdan

farklı bir λ′ya uygun bir y öz vektörü vardır. xn := y
‖y‖ olarak tanımlayalım. Buradan

‖xn‖ = 1 ve ‖Axn − λxn‖ = 0 dır. Bu ise bize λ’nın bir yaklaşım öz değeri olduğunu

gösterir. Yani π(A) ⊂ α(A).Daha sonra keyfi λ /∈ σ(A) alalım. BuradanA−λI tersinirdir.

Böylece A−λI alttan sınırlıdır. Bu ise bize λ’nın bir yaklaşım özdeğeri olmadığını gösterir.

Yani λ /∈ α(A). Sonuç olarak α(A) ⊂ σ(A)

Teorem 3.13.2 A, H Hilbert uzayında bir normal operatör olsun. A ise α(A) = σ(A).

İspat. λ /∈ α(A) olsun. Buradan A−λI alttan sınırlıdır va dolayısıyla onun değer kümesi

H’da kapalıdır. Şimdi Im(A−λI)’nın H ′da yoğun olmadığını kabul edelim. Bu durumda

Im(A− λI) = Im(A− λI) 6= H.

Böylece x ∈ [Im(A− λI)]⊥ = ker(A− λI)∗ olacak şekilde x 6= 0 vektörü vardır. İddiaya

göre A normal olduğu için (A− λI) da normaldir. Buradan

‖(A− λI)x‖ = ‖(A− λI)∗x‖ = 0.

(A − λI) alttan sınırlı olduğu için ‖x‖ = 0 dır.Yani x = 0 dır. Fakat bu ise Im(A −
λI) tersinirdir. Bu ise bize λ /∈ α(A) olduğunu gösterir. Böylece σ(A) ⊂ α(A) elde

ederiz. Teorem (3.13.1)’den α(A) ⊂ σ(A) olup eğer A operatörü normal ise σ(A) = α(A)

olduğunu göstermiş oluruz.

Teorem 3.13.3 Eğer A, H Hilbert uzayında bir öz eşlenik operatör ise bu durumda ya

‖A‖ ya da −‖A‖ spektrumdadr. Dahası

‖A‖ = sup{|λ : λ ∈ σ(A)|}

spektral yarıçaptır.

İspat. λ := ‖A‖ olsun. Bu durumda ‖Axn‖ −→ λ olacak şekilde H ′da ‖xn‖ = 1 vardır.

Buradan

‖A2xn − λ2xn‖ = 〈A2xn − λ2xn, A2xn − λ2xn〉

= ‖A2xn‖2 − 〈λ2xn, A2xn〉 − 〈A2xn − λ2xn〉+ λ4‖xn‖2

≤ ‖A2‖‖xn‖2 − 2λ2〈Axn, Axn〉+ λ4‖xn‖2

A öz eşlenik olduğu için

≤ ‖A‖4 − 2λ2‖Axn‖2 + λ4 = 2λ2(λ2 − ‖Axn‖2) −→ 0.
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Buradan λ2, A2’nın bir yaklaşım öz değeridir. Başka bir ifadeyle σ(A)2 = [σ(A)]2. Bu-

radan λ2 = µ2 olan µ ∈ σ(A) vardır. Bu ise bize µ = ±‖A‖ olduğunu gösterir.

Sonuç olarak ‖A‖ veya −‖A‖ spektrumdadır. Ayrıca spektral yarıçap için

sup{|λ| : λ ∈ σ(A)|} ≤ ‖A‖

daima doğrudur. Bu ise ispatı tamamlar.

Not 3.13.1 Eğer A, operatörü |λ| = ‖A‖ olacak şekilde bir yaklaşım öz değere sahipse

bu durumda

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

|〈Ax, x〉|

spektral yarıçaptır.

Not 3.13.2 Eğer λ bir A normal operatörünün bir yaklaşım öz değeri ise bu durumda λ

de A∗ ın bir yaklaşım öz değeridir.

Not 3.13.3

M := sup{〈Ax, x〉 : ‖x‖ = 1}

ve

m := inf{〈Ax, x〉 : ‖x‖ = 1}

şeklinde tanımlayalım.

Lemma 3.13.2 Eğer A, H Hilbert uzayında bir öz eşlenik operatör ise bu durumda

i) −‖A‖I ≤ A ≤ ‖A‖I.

ii) M := inf{λ ∈ R : A ≤ λI} .

iii) M := sup{λ ∈ R : λI ≤ A}.

iv) mI ≤ A ≤MI.

İspat. A bir öz eşlenik operatör ve her x ∈ H için

(3.13.1): 〈Ax, x〉 ≤ |〈Ax, x〉| ≤ ‖A‖‖x‖2 = 〈‖A‖Ix, x〉.

Bu yüzden A ≤ ‖A‖I dır. Şimdi A yerine −A getirelim.
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−A ≤ ‖ − A‖I = ‖A‖I

yani

−‖A‖I ≤ A.

( ii, iv) Eğer A ≤ λI ise, her ‖x‖ = 1 den 〈Ax, x〉 ≤ 〈λIx, x〉 = λ yani M ≤ λ.

Dolayısıyla M ≤ inf{λ ∈ R : A ≤ λI} . Diğer taraftan M ’nin tanımından her x 6= 0 için

〈A
(
x
‖x‖

)
, x
‖x‖〉 ≤M yazabilir. Buradan her x ∈ H için

〈Ax, x〉 ≤M‖x‖2 = 〈MIx, x〉.

Böylece A ≤MI dır. Bu ise bize inf{λ ∈ R : A ≤ λI} ≤ N

Eğer A ≥ λI bu durumda her ‖x‖ = 1 için 〈Ax, x〉 ≥ 〈λIx, x〉 = λ yani m ≥ λ.

Buradan m ≥ sup{λ ∈ RA > λI}. Diğer taraftan m’nin tanımından, her x 6= 0 için

〈A
(
x
‖x‖

)
, x
‖x‖〉 ≥ m yazabilir. Buradan her x ∈ H için

〈Ax, x〉 ≥ m‖x‖2 = 〈mIx, x〉.

Böylece A ≥ mI yazabiliriz. Bu ise sup{λ ∈ R : A ≥ λI} ≥ m olduğunu gösterir.

Teorem 3.13.4 σ(A) bir A öz eşlenik operatörünün spektrumunu göstersin. Bu durumda

aşağıdakiler doğrudur.

i) M := supσ(A).

ii) m := inf σ(A).

iii) ‖A‖ = max{|m|, |M |}.

İspat.

(i): Her λ > M ve her x 6= 0 için

‖(λI − A)x‖.‖x‖ ≥ 〈(λI − A)x, x〉 = ‖x‖2|〈(λI − A)
x

‖x‖
,
x

‖x‖
〉|

= ‖x‖2(λ− 〈‖A‖ x

‖x‖
,
x

‖x‖
)

≥ ‖x‖2(λ−M)
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ya da

‖(λI − A)x‖ ≥ (λ−M)‖x‖.

Bu ise bize λI − A alttan sınırlı olduğunu gösterir. Yani λ /∈ α(A) A nın bir yaklaşım

spekturumudur. A normal olduğu için α(A) = σ(A) dır. Dolayısıyla λ /∈ σ(A). Buradan

supσ(A) ≤ M . Diğer taraftan M ′nin tanımından M − 1
n
≤ 〈Axn, xn〉 olacak şekilde

‖x‖ = 1 vardır. Şimdi M ’nin spektrumda olmadığını kabul edelim. Bu durumda MI −A
tersinirdir. Buradan

1 = ‖xn‖2 = ‖(λI − A)−1(MI − A)xn‖2

≤ ‖(MI − A)−1‖2‖(MI − A)xn‖2

≤ ‖(MI − A)−1‖2‖(MI − A)‖〈(MI − A)xn, xn〉

= ‖(MI − A)−1‖2.‖(MI − A)‖.[M − 〈Axn, xn〉]

≤ ‖(MI − A)−1‖2.‖(MI − A)‖.[M − (M − 1

n
)]

= ‖(MI − A)−1‖2.‖(MI − A)‖. 1
n
−→ 0.

Bu ise M ’nin spektrumda olmadığı kabulümüz ile çelişir. Dolayısıyla M ∈ σ(A) dır.

Sonuç olarak M = supσ(A)

(ii): Uygun tanımlar doğrultusunda,

m = inf{〈Ax, x〉 : ‖x‖ = 1} = − sup{〈−Ax, x〉 : ‖x‖ = 1}

= − supσ(−A) = − sup[−σ(A)] = inf σ(A)

(iii): σ(A) kompakt olduğu için m,M ∈ σ(A) dır. Bu durumda ya |m|, |M | ≤ ‖A‖ ya

da max{|m|, |M |} ≤ ‖A‖. Her 0 < ‖x‖ ≤ 1 için m ve M ’nin tanımından

m ≤
〈
A

x

‖x‖
,
x

‖x‖

〉
≤M

yazabiliriz. Buradan, ∣∣∣∣〈A x

‖x‖
,
x

‖x‖
〉
∣∣∣∣ ≤ max{|m|, |M |}

ya da

|〈Ax, x〉| ≤ ‖x‖2 max{|m|, |M |} ≤ max{|m|, |M |}
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elde ederiz. iddiaya göre A öz eşlenik olduğu için ‖x‖ ≤ 1 üzerinde supremum alınırsa

‖A‖ = sup{|〈Ax, x〉| : ‖x‖ ≤ 1} ≤ max{|m|, |M |} elde ederiz ki bu ise ispatı tamamlanır.

Sonuç 3.13.1 Bir pozitif A operatörünün tersinir olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul

A ≥ δI olacak şekilde δ ≥ 0 sayısı var olmasıdır.

İspat. ′′ =⇒′′ A tersinir olduğu için 0 /∈ σ(A). Ayrıca iddiaya göre A ≥ 0 olduğu için

σ(A) ≥ 0 dır. Buradan

m = inf σ(A) > 0

ve

A ≥ mI.

”⇐=” δ‖x‖2 = 〈δIx, x〉 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ ‖A‖‖x‖ den ‖Ax‖ ≥ δ‖x‖. A, pozitif olduğu için

hem A, hem de A∗ alttan sınırlıdır. Sonuç olarak A tersinirdir.

3.14 Zayıf Yakınsaklık

Banach uzaylarında zayıf yakınsaklık Hilbert uzaylarında da uygulanabilirdir.

Teorem 3.14.1 H Hilbert uzayı olsun. Eğer xn −→ a H’da zayıf yakınsak ve ‖x‖ −→
‖a‖ ise bu durumda xn −→ a güçlü yakınsaktır.

İspat. Verilen iddialara göre aşağıdaki hesaplamadan kolay bir şekilde görülmektedir.

‖xn − a‖2 = 〈xn − a, xn − a〉 = ‖xn‖2 − 〈a, xn〉 − 〈xn, a〉+ 〈a, a〉

−→ ‖a‖2 − 〈a, a〉 − 〈a, a〉+ 〈a, a〉 = 0

Lemma 3.14.1 Her m,n ≥ 1 tamsayılar için {am,n : n ≥ 1} dizisi her bir m için sınırlı

bir dizi olacak şekilde amn kompleks sayıları göstersin. Bu durumda her m tamsayısı için

{amn(j) : j ≥ 1} dizisi yakınsak olacak şekilde 1 ≤ n(1) ≤ n(2) ≤ n(3) ≤ .. dizisi vardır.

Teorem 3.14.2 H Hilbert uzayında her sınırlı {xn} dizisi zayıf yakınsak bir alt dizi içerir.

İspat. {xn} H Hilbert uzayında sınırlı bir dizi ve M ’de {xn : n ≥ 1} tarafından gerilen

bir kapalı vektör alt uzayı olsun. Eğer M sonlu boyutlu ise bu durumda {xn} dizisi zayıf
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yakınsak olan bir güçlü yakınsak alt diziye sahiptir. Bu durumda bu teoremin ispatı

için bizim sadece sonlu boyutlu durumunu incelememiz yeterlidir. Şimdi {xn} dizisine

ortonormalleştirme sürecini uygular ve ardışık terimlerin üzerinde lineer bağımlı olan bazı

xk’ları silersek M için bir {em : m ≥ 1} ortonormal bazı kurarız. İddiaya göre xn sınırlı

olduğu için {〈em, {xn}〉} dizisi verilmiş olan m için sınırlıdır. Bu durumda her m için

{〈em, xn(j)〉 : j ≥ 1} yakınsak olacak şekilde 1 ≤ n(1) ≤ n(2) ≤ n(3) ≤ .. tamsayıları

mevcuttur. Şimdi keyfi u ∈ M alalım. İddiamız {〈u, {xn(j)〉 : j ≥ 1} dizisinin Cauchy

dizisi olduğunu göstermektir. Gerçekten de verilmiş bir ε > 0 sayısı için ‖u−y‖ ≤ ε olacak

şekilde y = Σp
k=1αkek sonlu bir lineer kombinasyonu vardır. Bu durumda 〈y, xn(j)〉 =

Σp
k=1αk〈ek, xn〉 tarafından verilen dizi j −→ ∞ yakınsaktır. Buradan {〈y, xn(j)〉 : j ≥ 1}

dizisi Cauchy dizisidir. Her i, j ≥ jo için bir jo tamsayısı vardır. Bu durumda

|〈y, {xn(j)〉 − 〈y, xn(j)〉| ≤ ε,

yazabiliriz xn dizisi sınırlı olduğdan her n ∈ N için ‖xn‖ ≤ λ olacak şekilde λ > 0 sayısı

vardır. Her i, j ≥ j0 için

|〈u, xn(i)〉 − 〈u, xn(j)〉| = |〈u, xn(i) − xn(j)〉|

≤ | < u− y, xn(i) − xn(j)〉|+ | < y, xn(i) − xn(j)〉|

≤ ‖u− y‖‖xn(i) − xn(j)‖+ ‖〈y, xn(i) − xn(j)〉|

≤ ε(λ+ λ) + ε = (2λ+ 1)ε.

yazabiliriz. Bu ise bize {〈u, xn(j)〉 : j ≥ 1} dizisini Cauchy olduğunu ve dolayısıyla C de

yakınsadığını gösterir. Şimdi keyfi bir z ∈ H alalım. Bu durumda u ∈ M ve v ∈ M⊥

olacak şekilde z = u+ v yazabiliriz. xn(j) ∈M olduğu için

〈z, xn(j)〉 = 〈u, xn(j)〉+ 〈v, xn(j)〉 = 〈u, xn(j)〉

dizisi j −→ ∞ yakınsaktır. Buradan onun {〈xn(j), z〉 : j ≥ 1} kompleks eşleniğide

yakınsaktır. Sonuç olarak {xn(j)} dizisi zayıf yakınsaktır.

Sonuç 3.14.1 H Hilbert uzayının kapalı birim topu içindeki her dizi kapalı birim topun

bazı noktalarında zayıf yakınsak olan bir diziye sahiptir. Başka bir ifadeyle bir Hilbert

uzayının kapalı birim topu zayıf dizisel kompaktır.

İspat. Kapalı birim top içindeki bir {xn} dizisi sınırlıdır. Dolayısıyla bazı a ∈ H’ya

zayıf yakınsak olan bir alt diziye sahiptir. Buradan her bir z ∈ H için 〈z, yn〉 −→ 〈z, a〉
vardır. Banach-Steinhaus Teoreminden ‖a‖ ≤ lim inf ‖yn‖ ≤ 1 yani a kapalı birim top

üzerindedir.
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3.15 Diagonal Operatörler

{un} ve {en} sırasıyla H, G Hilbert Uzaylarında ortonormal dizi ve {λ : n ≥ 1}

kompleks sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu dizi sıfır olacak ve sonlu veya sonsuz bir

dizide olabilir. Her n ∈ N ve her x ∈ H için

un ⊗ en(x) := 〈x, un〉en

şeklinde tanımlayalım. Her bir un ⊗ en H’tan G’ye bir boyutlu sürekli lineer dönüşüm

olduğu açıktır. Biz bu kısımda A =
∑

n≥1 λnun ⊗ en serisini göz önünde bulunduracağız.

Lemma 3.15.1 A, H Hilbert uzayında sürekli lineer operatör olsun. Bu durumda Aun =

λnen, λn = 〈Aun, en〉 ve ‖A‖ = sup |λn|

İspat. t := sup |λn| olsun. Bessel eşitsizliğinden∑
n≥1

‖λn〈x, un〉en‖2 ≤ t2
∑
n≥1

|〈x, un〉|2 ≤ t2‖x‖2.

Buradan Ax =
∑

n≥1 λn〈x, un〉en serisi normda yakınsak ve onun toplamı, toplamın

sırasından bağımsızdır. A’nın lineer olduğu açıktır. Buradan

‖Ax‖2 =
∑
n≥1

‖λn〈x, un〉en‖2 ≤ t2‖x‖2.

olduğu için A süreklidir ve ‖A‖ ≤ t. Diğer taraftan her bir j ≥ 1 için

Auj =
∑
n≥1

λn〈uj, un〉en = λjej

elde ederiz. Burada λj = 〈λjej, ej〉 = 〈Auj, ej〉 olduğu açıktır. Böylece

‖A‖ ≥ ‖Auj‖ = |λj|.‖uj‖ = |λj|

olup j keyfi olduğundan ‖A‖ ≥ t. Bu ise ispatı tamamlar.

Lemma 3.15.2 A =
∑

n≥1 λnun ⊗ en ve B =
∑

n≥1 vnun ⊗ en olsun. Eğer A = B ise bu

durumda her n ∈ N için λn = vn dir.

İspat. Her n ∈ N için λn = 〈Aun, en〉 = 〈Bun, en〉 = Vn olup ispat tamamlanır.
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Teorem 3.15.1 A =
∑

n≥1 λnun ⊗ en olsun. Bu durumda

A∗ =
∑
n≥1

λnen ⊗ un.

İspat. {λn} sınırlı olduğu için, B =
∑

n≥1 λnen ⊗ un G’den H ′da sürekli lineer bir

dönüşümdür. Her n ∈ H ve y ∈ G için

〈x,A∗y〉 = 〈Ax, y〉 =

〈∑
n≥1

λn〈x, un〉en, y
〉

=
∑
n≥1

λn〈x, un〉〈en, y〉 =

〈
x,
∑
n≥1

λn〈y, en〉un
〉

= 〈x,By〉.

olup A∗ = B dir.

Lemma 3.15.3 A =
∑

n≥1 λnun ⊗ en ve B =
∑

n≥1 vnun ⊗ en olsun. {wn} dizisi bir K

Hilbert uzayında ortonormal dizisi ve {vn} kompleks sayılarının sınırlı bir dizisi olmak

üzere

BA =
∑
n≥1

λnvnun ⊗ wn

dir.

İspat. Verilen iddiaya göre aşağıdaki ifadelerin doğru olduğu açıktır.

BAx =
∑
n≥1

vn〈Ax, en〉ωn

=
∑
n≥1

vn

〈∑
n≥1

λk〈x, uk〉ek, en
〉
wn

=
∑
n≥1

vn
∑
n≥1

λk〈x, uk〉〈ek, en〉wn

=
∑
n≥1

vn
∑
n≥1

λk〈x, uk〉δnkwn

=
∑
n≥1

vnλn〈x, un〉ωn.

Not 3.15.1 Bu kısmın geri kalanında H = G ve her n ∈ N için un = en olarak alacağız.

A köşegen operatörünü

A =
∑
n≥1

λnen ⊗ en

şeklinde göstereceğiz. Burada {en}, H ′da bir ortonormal dizi ve λn ise kompleks sayıların

sınırlı bir dizisidir. Bu dizi sonlu veya sonsuz bir dizi olabilir. Bir diagonal operatör olarak
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gösterilebilen operatöre diagonalebilir denir. Bu kısımdan itirabaren biz yukarıda verilen

diagonal operatörle çalışacağız.

Teorem 3.15.2 Her diagonal operatör normaldir.

İspat. Diagonal operatör tanımından,

A∗Ax =
∑
n≥1

λnλn〈x, en〉en =
∑
n≥1

λnλn〈x, en〉en = AA∗x.

Lemma 3.15.4 A operatörünün her sıfırdan farklı öz değeri bazı λn’lerdir.

İspat. ‖x‖ = 1 sıfırdan farklı bir x öz değerine uygun bir öz vektör olsun. Bu durumda

Ax = αx yani ∑
j≥1

λj〈x, ej〉ej = αx.

αx 6= 0 olduğundan bazı n’ler için 〈x, en〉 6= 0 dır. Buradan

α〈x, en〉 = 〈αx, en〉 = 〈Ax, en〉 = 〈
∑
j

λj〈x, ej〉ej, en〉 = 〈
∑
j

λj〈x, ej〉ej, en〉 = λn〈x, en〉.

Bazı n’ler için 〈x, en〉 6= 0 olduğu için α = λn olarak bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.15.3 Bir diagonallenebilir operatörün öz eşlenik (anti eşlenik) olabilmesi için

gerekli ve yeterli koşul tüm öz değerlerinin reel(sadece imajineer) olmasıdır.

İspat. A diagonallenebilir bir operatör olsun. Bu durumda A =
∑

n≥1 λnen ⊗ en ve

A∗ =
∑

n≥1 λnen⊗en olduğunu biliyoruz. Bir operatörün öz eşlenik olabilmesi için gerekli

ve yeterli koşul A = A∗ olmasıdır. A∗ = A ise λn = λn olması gerekir. Eğer her n ∈ N

için λn = λn ise λn reeldir. Bu ise ispatı tamamlar. Anti simetrik operatör için de benzer

ispat yapılır.

Teorem 3.15.4 Bir diagonallenebilir operatörün pozitif olabilmesi için gerekli ve yeterli

koşul bu operatörün tüm özdeğerlerinin pozitif olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki her n ∈ N için λn ≥ 0 olsun. Bu durumda {
√
λn} de aynı

zamanda sınırlı bir dizidir. B =
∑

n≥1
√
λnen ⊗ en yardımıyla bir operatör tanımlayalım.

Bu durumda A = B∗B hesaplanırsa A′nın pozitif olduğu açıktır. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.15.5 Her diagonallenebilir A operatörü için aşağıdakiler birbirine denktir.
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i) A projektördür.

ii) A idempotentir.

iii) Tüm öz değerler ya sıfırdır ya da 1 dir.

(ii=⇒ iii) Eğer A2 = A ise bu durumda her n ∈ N için λ2n = λn yani λn = 0 veya λn = 1.

3.16 Kompakt Operatörler

Bu kısımda kompakt normal operatörlerin diagonallenebilir olduğu ve her kompakt

operatörün sonlu boyutlu operatör tarafından norm içinde yaklaşılabileceğini göstereceğiz.

Bu bölüm boyunca H ve G Hilbert uzayını gösterecektir.

kompakt operatörler veya tamamen sürekli operatörler, lineer sürekli operatörlerin

önemli bir sınıfıdır. Bu sınıfın önemli olmasının sebebi sonlu boyutlu uzaylarda op-

eratörlerin birçok özelliklerini üzerinde taşımasıdır. Ayrıca uygulamalarda kullanılan bir

çok önemli operatör kompaktır. Özel olarak söylemek gerekirse çekirdekli integral op-

eratörlerini verebiliriz.

Tanım 3.16.1 S ⊂ H kümesinin kapanışı kompakt ise bu kümeye ön kompakt denir.

Tanım 3.16.2 E1 ve E2 iki lineer normlu uzay olsun. A : E1 −→ E2 lineer operatörü eğer

E1 içerisindeki her sınırlı kümeyi E2 uzayında bir ön kompakt kümeye dönüştürüyorsa bu

operatöre kompakt operatör denir.

Teorem 3.16.1 A : H −→ G sürekli lineer bir dönüşümün kompakt olabilmesi için

gerkli ve yeterli koşul bu dönüşümün her zayıf yakınsak dizisinin bir güçlü yakınsak diziye

dönüştürülmesidir.

İspat. ”=⇒” A, H Hilbert uzayında kompakt bir operatör ve {xn} de bazı x ∈ H’a zayıf

yakınsak bir dizi olsun. Şimdi iddianın tersini kabul edelim. Yani ‖Axn−Ax‖9 0 olsun.

Bu durumda ε > 0 sayısı ve her n ∈ N için ‖Ayn − Ax‖ > 0 olacak şekilde {xn}’ın bir

{yn} alt dizisi mevcuttur. İddiaya göre {xn} dizisi zayıf yakınsak olduğu için sınırlıdır.

Yine iddiaya göre A’nın kompaktlığından n −→ ∞ ‖Azn − b‖ −→ 0 olacak şekilde {yn}
dizisinin bir {zn} alt dizisi ve b ∈ G elemanı mevcuttur. xn −→ x′e zayıf yakınsadığından

zn −→ x′de zayıf yakınsaktır ve sonuç olarak Azn −→ Ax zayıftır. Buradan b = Ax tir.
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Fakat bu ise ε > 0 için ‖Azn − Ax‖ > ε ve ‖Azn − b‖ −→ 0 ile çelişir. Bu çelişki ispatı

tamamlar.

”⇐=” xn H Hilbert uzayında keyfi sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda her n ∈ N için

{xn} dizisinin zayıf yakınsak olan bir {yn} alt dizisi mevcuttur. Böylece {Ayn} güçlü

yakınsaktır. Böylece A kompakt bir operatördür.

Lemma 3.16.1 Eğer H Hilbert uzayında xn −→ a zayıf ve yn −→ b güçlü yakınsak ise

bu durumda 〈xn, yn〉 −→ 〈a, b〉 dir.

İspat. İddiaya göre {xn} dizisi H ′da yakınsak olduğu için sınırlıdır. Bu durumda her

n ∈ N için ‖xn‖ ≤ λ olacak şekilde λ > 0 mevcuttur. Buradan

|〈xn, yn〉 − 〈a, b〉| ≤ |〈xn, yn − b〉|+ |〈xn, b〉 − 〈a, b〉|

≤ ‖xn‖‖yn − b‖+ |〈xn − a, b〉|

≤ λ‖yn − b‖+ |〈xn − a, b〉| −→ 0

olup ispat tamamlanır.

Teorem 3.16.2 Eğer A : H −→ G kompakt bir operatör ise bu durumda A∗ : G −→ H

kompaktır.

İspat. A kompakt operatör olduğundan xn −→ b G′de zayıf yakınsak ve AA∗ kompaktır.

Buradan AA∗xn −→ AA∗b güçlü yakınsaktır. Böylece 〈AA∗xn, xn〉 −→ 〈AA∗b, b〉 yani

‖A∗xn‖2 −→ ‖A∗b‖2

veya

‖A∗xn‖ −→ ‖A∗b‖.

A∗xn −→ A∗b zayıf yakınsak olduğu için A∗xn −→ A∗b güçlü yakınsaktır. Sonuç olarak

A∗∗ kompaktır.

Teorem 3.16.3 A, bir H 6= {0} Hilbert uzayı üzerinde kompakt normal bir operatör

olsun. Bu durumda A operatörünün |λ| = ‖A‖ olacak şekilde bir λ öz değeri vardır.

İspat. Eğer A = 0 ise λ = 0 olup ispat tamamdır. Şimdi A 6= 0 olduğunu kabul edelim.

‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} şeklinde tanımlandığında H’da ‖xn‖ = 1 ve lim{‖Axn‖ =
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‖A‖} olacak şekilde {xn} dzisi mevcuttur. İddiaya göre A kompakt olduğundan y’ler için

Axn −→ y güçlü yakınsadığını kabul edebiliriz. Yine iddiaya göre A normal operatör

olduğu için B := AA∗ ve β := ‖B‖ tanımlayabiliriz bu durumda

β = ‖B‖ = ‖A∗A‖ = ‖A‖2 6= 0

yazabiliriz. Kolay bir heaplama ile

‖Bxn − βxn‖2 = ‖Bxn‖2 − 2〈Bxn, xn〉+ β2‖xn‖2

≤ ‖B‖2‖xn‖2 − 2〈AA∗xn, xn〉+ β2

= β2 − 2‖Axn‖2 + β −→ 0, (n −→∞için)

Böylece Bxn− βxn −→ 0 olur. Şimdi z := A∗y şeklinde tanımlayalım. Axn −→ y olduğu

için Bxn = A∗(Axn) −→ A∗y = z yazabiliriz. Buradan βxn = (βxn − βxn) + βxn −→

0 + z = z elde ederiz. Böylece β = lim ‖βxn‖ = ‖z‖ yani z 6= o dır. Aynı zamanda

β = β(lim βxn) = β lim βxn = βz olup buradan β, B’nin bir öz değeridir.

N := ker(βI−β) şeklind tanımlayalım z 6= 0, N ’de olduğu içinN 6= {0} dır. B = A∗A

kompakt ve β 6= 0 olduğundan dimN < ∞. A’nın normalliğinden AB = BA yazabiliriz

ve buradan A(N) ⊂ N dir. Şimdi A|′
N
nin karakteristik polinomunu göz önüne alalım. Bu

durumda ‖u‖ = 1 ve bazı λ ∈ C′ler için Au = λu olacak şelilde u ∈ N vardır. Diğer

taraftan

Bu = AA∗u = A∗(λu) = λA∗u = λλu.

Bu durumda

βu = λλ = |λ|2 = β = ‖β‖ = ‖B‖ = ‖A‖2 = |λ| = ‖A‖.
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4. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu derleme tez çalışması,

1) Lisansüstü seviyede,

2) Literatürde ispatsız olan bazı teoremlerin ispatı,

3) Bilim insanlarına Hilbert uzayı, Hilbert uzayında operatörler ve spektrum hakkında

Türkçe bir kaynak

olmasından dolayı büyük bir önem taşıdığı düşünmekteyiz. Bu alanda çalışma yapmak

isteyen bilim insanlarına, bu alanla ilgili diğer kavramları daha kolay anlayabileceğini

öneriyoruz.
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[2] Schmidt E., (1978) Über die Auflösug Gleichung Mit unendlich vielen unbekannten.,

Rend Circ. Mat. Palermo 25, 53-77

[3] Kreyszig E. (1978) Intoductory functional analysis with applications, John Wiley and

Sons, printed in USA.
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