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OZET

OPERATOR GEOMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN HERMITE-
HADAMRAD TiPLi ESITSIZLIKLER
Murat Caner KAYA

Ordu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, 2018
Yiksek Lisans Tezi, 32s.

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Erdal UNLUYOL

Bu tez caligmasinda, literatiirde var olan, bir Hilbert uzayinda pozitif lineer veya 6zeslenik
operatorler igin operator geometrik konveks fonksiyonlarin kavraminin ingaasi, tanimi, temel
teoremleri ve bazi cebirsel 6zellikleri ayrintili bir sekilde incelendi.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, operatdr geometrik konveks fonksiyon,

Ustel fonksiyon, norm fonksiyon.



ABSTRACT

HERMITE-HADAMRAD TYPE INEQUALITIES FOR OPERATOR
GEOMETRICALLY CONVEX FUNCTION
Murat Caner KAYA
Ordu University
Institute for Graduate Studies in Science and Technology
Department of Mathematics, 2018
MSc. Thesis, 32p.

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Erdal UNLUYOL

In this thesis, it is detail investigated the concept, definition, basic theorems, and some
algebraic properties of operator geometrically convex function, which existed in the
literature, for positive linear or selfadjoint operators in a Hilbert space. Then, it is
proved some Hermite-Hadamard type inequalities for these functions. Finally, it is
obtained trace inequalities for positive linear operators.

Key Words: Hermite-Hadamard inequality, operator geometrically convex function,
exponential function, norm function.



TESEKKUR

Yiiksek lisans calismam boyunca bilgilerinde ve tecriibelerinden faydalandigim yaninda
calismaktan onur duydugum, ihtiyacim oldugu her anda sabir ve anlayis ile yardimlarini
esirgemeyen bu tezin konusu, yiiriitilmesi ve yazim agsamasinda yapmis oldugu biiyiik

katkilarindan dolay1 ¢ok degerli tez danigmanim
Sn. Dr. Ogretim Uyesi Erdal UNLUYOL'a,

lisans iistii ders aldigim Ordu Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii 6gretim

iiyelerine tesekkiir ederim..
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1. GIRIS

Esitsizlik Teorisi'nin temellerini XVIIL. ve XIX. yiizyillarda K. F. Gauss (1775-1855), A. L.
Cauchy (1785-1857) ve P. L. Chebyshev (1821-1894) gibi matematikgiler atmislardir. Fakat
modern anlamda "Esitsizlik Teorisi" alaninda yapilan ilk ¢alisma 1934 yilinda G. H. Hardy,
J. E. Littlewood ve G. Polya tarafindan yazilan "Inequalities" adl1 kitaptir. Bu ¢alismay1 1961
yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman'i yine ayn1 ismi tagiyan "Inequalities" kitabi takip
eder. Daha sonra 1965 yilinda J. Szarski'nin "Differantial Inequalities", 1991 yilinda
Mitrinovic ve ark. "Inequalities Involving Functions and Their Derivatives", 1963 yilinda yine
Mitrinovic ve ark.n "Classical and New Inequalities in Analysis" isimli kitaplar1 izler.
Bunlarin disinda S. S. Dragomir, R. P. Agarwal, G. V. Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M.
Pearce, J. E. Pecaric, A. M. Fink, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya, E. Set, I. Iscan, A. O.

Akdemir, M. Tung gibi bilim insanlarinin da bir¢ok ¢alismasi literatiirde mevcut.

Konvekslik kavraminin ortaya ¢ikisi Arsimet'in, ¢emberin i¢ine ve etrafina ¢izdigi diizgiin
cokgenler yardimiyla yaptigi 7 sayisi hesabina kadar dayanir. Bu caligmalart sirasinda
Arsimet, herhangi bir konveks seklin ¢evresinin, etrafina ¢gizilen biitlin diger konveks sekillerin
¢evresinden daha kiiciik oldugunu fark etmistir. Boylece konvekslik kavrami konveks sekiller
etrafinda gelismistir. Euler ve Descartes konveks cokgenler ile ilgili formiiller {izerinde
calismigtir. Daha sonra 1841'de Cauchy, konvekslik hakkinda bazi 6zellikler vermistir.
Konveksligin modern tanimu esitsizlik tanimi igerdiginden konveksligin esitsizliklerle birlikte

calisilmasi da dogal bir sonug olmustur.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte XIX. yiizyilin sonlari olarak
gosterilebilir.  1893'de Hadamard'in ¢alismasinda agikga belirtilmese de bu tiirden
fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde konveks
fonksiyonlari ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen, konveks fonksiyonlarin ilk kez
sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J. L. W. V. Jensen tarafindan ¢aligilmistir. Jensen'in
bu, caligmalarindan itibaren Konveks Fonksiyonlar Teorisi hizli bir gelisme gdstermistir.
Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikleri iceren ilk kaynak 1987 yilinda Pecaric
tarafindan yazilan "Convex Functions: Inequalities" isimli kitaptir. Ayrica 1973 yilinda A. W.
Roberts ve B. E. Vorberg "Convex Functions", 1992 yilinda Pecaric ve ark. "Convex
Functions, Partial Ordering and Statistical Applications”, 2006 yilinda C. Niculescu ve L. E.
Persson "Convex Functions and Their Applications, A Contempoarary Approach" gibi eserler
konveks fonksiyonlar {izerinde esitsizlikle ilgili yapilan ¢alismalardir. Bu ¢alismalarin bir

kismini integral esitsizlikleri olusturmaktadir.



Niculescu ve Persson'a gore konveksligin teorik ve uygulamali matematik alanlarinda genis

yer bulmasinin iki dnemli sebebi vardir:

1. Sinir degerlerinin birinde bir maksimum degeri vardir,

2. Her yerel minimum ayni zamanda global minimumdur.

Ayrica kesin konveks bir fonksiyonunun en fazla bir minumumu vardir.

Yukarida, gerek konvekslik gerekse esitsizliklerin dogusu hakkinda genel bilgi verilmistir. Bu
yiiksek lisans tezinde ise, literatiirde var olan Hilbert uzayinda sinirh 6zeslenik operatdrlerin
stirekli fonksiyonlart i¢in “operatdr geometrik konveks” lik kavraminin nasil insaa edildigi,
tanimi, temel teoremleri ve bazi cebirsel Ozellikleri ayrintili bir sekilde incelenmeye
calisiimistir. Bunu yaparken ise 1. ISCAN [2] ve A. Taghavi ve ark. [8] caligmalar1 temel
kaynak olarak kullanilmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bazi temel tanim, teorem ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.0.1 (Lineer Uzay) L bos olmayan bir kiime ve I bir cisim olsun. +: L x L —
L ve .: F x L — L iglemleri tanimlansin. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F'

cismi {izerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, 7+ iglemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

G1. Her z,y € L i¢in x +y € L dir.

G2. Her z,y,z € Licin x + (y + 2) = (x + y) + zdir.

G3. Her x € L i¢in z 4+ 0 = 0 + = = x olacak gekilde 6 € L vardir.

G4. Her z € L igin z + (—x) = (—z) + 2 = 6 olacak sekilde —z € L vardur.
G5. Her z,y € L i¢in x + y = y + x dir.

B) x,y € L ve o, 8 € F omak {izere agagidaki sartlar saglanir:

L1. az € L dir.

L2, a.(x +y) = a.x + oy dir.
L3. (o + B)r = a.x + f.x dir.
L4. (af)x = a(f.x) dir.

L5. 1.z = z dir. (Burada 1, F' nin birim elemanidir).

F =R ise L ye reel lineer uzay, F' = C ise L ye karmasik lineer uzay adi verilir.
Tanim 2.0.2 Lineer uzaylarda tanimli dontigiimlere operator denir.

Tanim 2.0.3 F' bir cisim ve V ve W, F' cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V' ve
c € F' olmak tizere T': V — W dontisiimii,
aT(u+v)="T(u)+T(v)

b T'(cu) = ¢I'(u) sartlarini saghyorsa T' ye V {izerinde lineer déniigiim denir .
Tanim 2.0.4 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=arx+(1—a)y, 0<a<1}CA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = az + (1 — o)y esitligindeki

x ve y nin katsayilari i¢in a + (1 — ) = 1 bagmtisi her zaman dogrudur. Bu sebeple



konveks kiime tanimindaki o, 1 — o yerine o + 8 = 1 sartini saglayan ve negatif olmayan
a, B reel sayilarimi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y olan bir
dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki

noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir.

Tanim 2.0.5 (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon

olmak tizere her z,y € I ve o € |0, 1] i¢in,

flex+ (1 =a)y) < af(@)+(1-a)f(y) (2.0.1)

sartini saglayan, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.0.1) esitsizligi  # y ve

a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir.

Tanim 2.0.6 X, F' cisimi lizerinde bir vektor uzayi olsun. X iizerinde bir norm asagidaki

ozellikleri saglayan bir

. : X — R
fonksiyondur. Her z,y € X ve a € F icin
a ||zf| >0,
blz]|=0&2=0
c [laz]| = [afllz[],
d |z +y| < [lz]| + [yl
tizerinde bir ||.|| normu tammlanmig olan bir X vektor uzaymma "normlu vektér uzay”

denir.

Tamim 2.0.7 (ig—garplm uzay1): F(RveyaC) olmak iizere, X bir vektdr uzay1 olsun.
(-, + X x X — F doniigimii asagidaki o6zelliklere sahip ise ” (-,-)” déntigiimiine X

tizerinde bir i¢-carpim, (X, (-,-)) ikilisine de ”i¢-carpim uzay1” denir:

1. Vo € X i¢in (z,z) > 0 ve (z,x2) =0 < z = Ox;

2. Va,y € X i¢in (z,y) = (y, @);
3. Va,y € X ve a € F igin (ax,y) = oz, y);
4. Vr,y,z € X i¢in (x +y, 2) = (x,2) + (y, 2).

Not 2.0.1 F = R olmas: halinde 2. 6zellik (z,y) = (y,) olur. I¢-carpim tanimim

kullanarak agagidaki esitliklerin dogrulugunu kolayca gorebiliriz.



1. Va,y,z € X ve Vo, B € F igin (ax + By, z) = oz, 2) + 5{y, 2),
2. Vx,y € X ve Va € F igin (z, ay) = a(z,y);
3. Va,y € X ve Va, B € F icin (z,ay + z) = alz,y) + Bz, 2).

Tamim 2.0.8 (Hilbert Uzay1): (X, (-,-)) i¢-carpim uzay1 igindeki her Cauchy Dizisi
yakinsak ise bu i¢ carpima bir ”Hilbert Uzay1” denir.

Tanim 2.0.9 Lineer uzaylar arasindaki doniigiime operator denir.

Tanim 2.0.10 (Birim Operator): A : X — X operatorii verilsin. Eger her x € X i¢in
Az = x ise A operatoriine birim(6zdeglik) operator denir. 1x, I, E ve Ix sembollerinden

biriyle gosterilir.

Tanim 2.0.11 (Simirli Operator): X ve Y iki normlu uzay olsun. A ise tamm kiimesi
D(A) C X ve goriintii kiimesi R(A) C Y olan bir operatér olsun. Eger A operatorii D(A)
‘min X’ de simurh her kiimesine R(A)'nin Y de smirl bir kiimesini karsilik getiriyorsa A’

ya "smirh bir operator” denir. Bagka bir deyisle her x € D(A) i¢in
| Az |ly<c| = ||x,
olacak gekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa, A’ya "siirl bir operator” denir.

Tanim 2.0.12 (Lineer Operator): X ve Y aym F cismi tizerinde iki lineer uzay ve
A X — Y operatorii verilsin. D(A), X’ in bir alt uzay1 olsun. Her =,y € D(A) ve her
a, B € F igin

Alaz + fy) = aA(z) + BA(y),

ise A’ya ”lineer operator” denir.

Tanim 2.0.13 (Eslenik ve Oz-e§lenik Operator): A, H Hilbert uzayinda siirh lineer
bir operator olsun. Eger her f,g € D(A) C H igin

(Af,g9) = ([, A%)
saglaniyorsa A* a A’nin "eglenik operatori” denir.
Eger D(A) = D(A*) ve A = A* ise bu A’ ya ozeglenik operator denir.

Tanim 2.0.14 (Projeksiyon Operator): V' bir vektor uzayr ve P : V. — V lineer
bir operator olsun. Bu durumda P? = P oluyorsa, buna ”projeksiyon” veya ”izdiigiim

operatori” denir.



Tanim 2.0.15 (Rezolventa): H bir Hilbert uzay1 ve A : D(A) C H — H bir lineer
operator olsun.

p(A):={\€C:(A-\E) ' € L(H)}

kiimesine A operatoriiniin "regiiler degerler kiimesi” veya "rezolvent kiimesi” denir.

A € p(A) olmak iizere R(\; A) = (A — AE)~! operatoriine A operatoriiniin ”rezolven-

tas1” veya ”¢oziicii operatori” adi verilir.

Tanim 2.0.16 (Spektrum): H bir Hilbert uzay1 olsun.
Sp(A) = 0(4) = C\ p(A)

kiimesine A operatoriiniin “spektrumu ” denir. A operatoriiniin spektrum kiimesini

"a(A)” veya " Sp(A)” ile gosterecegiz.

Tanim 2.0.17 A, (H,(-,-)) kompleks Hilbert uzayi tizerinde tammh tiim simirh lineer
operatorlerin degismeli C*-cebri i¢in B(H )-1n bir alt cebri olsun. Bu durumda, A € A ve
her z € H i¢in

(Az,z) >0

oluyorsa, bu A operatoriine pozitiftir denir ve A > 0 seklinde gosterilir. AT ise A-daki
tiim kesin pozitif operatorlerin kiimesini gostermektedir.

A kompleks bir Hilbert uzay: iizerinde keyfi 6zeglenik lineer bir operator olsun. C'(Sp(A))

ise A operatoriiniin spektrumu iizerinde tanimli tim siirekli fonksiyonlarin kiimesini gostersin.

Gelfand doniigiimii, asagidaki ozellikleri saglayan bir ® fonksiyonu ile C'(Sp(A)) arasinda
bir *-izometrik izomorfizmi kurar.

Keyfi f,g € C(Sp(A)) ve her a, 5 € C igin

L ®(af + Bg) = a®(f) + BP(9);
2. ®(fg) = ®(f)®(g) ve ®(f) = (f)*;
3. RO = I fIl == subrespia £ ()] ;

4. @(fo) = ]-H ve q)(f1> =A

Burada t € Sp(A) igin fo(t) =1 ve fi1(t) =t .

Simdi bir operatoriin, bir fonksiyon altindaki goriintiisiintin ne anlama geldigini ifade

edelim.



Tanim 2.0.18 A, (H,(-,-)) kompleks bir Hilbert uzay1 tizerinde keyfi bir 6zeglenik li-
neer operator olsun. C (S p(A)), A operatoriintin spektrumu tizerinde taniml tiim siirekli

fonksiyonlarin kiimesini ve ® de tamim (2.0.17) deki fonksiyon olsun. Bu durumda her

f € C(Sp(A)) icin

seklinde tanimlanan doniigiime keyfi bir A 6zesglenik operatoriiniin stirekli bir fonksiyon

altindaki gortintiisii denir.

Tanim 2.0.19 (Operatorlerde Siralama): A ve B, H Hilbert uzay: iizerinde iki 6zeglenik

operator olsun. Her x € H i¢in

1. A< B <& (Ax,x) < (Bzx,x) ;
2. A > 0 ise A operatoriine pozitiftir denir.

Not 2.0.2 Eger A Ozeslenik bir operatér ve f de Sp(A) iizerinde tamimh reel degerli
stirekli bir fonksiyon ise, bu durumda ¢ € Sp(A) i¢in

dir. Buradan

yani f(A), H Hilbert uzay: lizerinde pozitif bir operatordiir. f ve g, Sp(A) tizerinde iki
fonksiyon olsun. Bu durumda her ¢ € Sp(A) igin

ise, o zaman

Teorem 2.0.1 A, H Hilbert uzay: iizerinde sinirli 6zeglenik bir operator olsun. Bu du-
rumda agagidakiler dogrudur.

m = inf (Az,r) = max {oz € RlaFE < A};

llzll=1

M := sup (Az,x) = min {Oz eRIAL OéE};

[J]|=1
ve

[A[} = max{{fml], [[M]]}.

Ayrica m, M € Sp(A) ve Sp(A) C [m, M].



Tanim 2.0.20 (Operator Konveks): A ve B, spektrumlari I C R da olan keyfi

ozeslenik operatorler ve A € [0, 1] olsun. Bu durumda,
F((1 = NA+AB) < (1= A f(A) + Af(B)

esitsizligini saglayan, f : I C R — R reel degerli siirekli f fonksiyonuna operator konveks

denir.



3. YAPILAN CALISMALAR

3.1 Geometrik Konveks Fonksiyonlar ve Bazi Ozellikleri

Bu kisimda, klasik anlamda geometrik konveks fonksiyonlar ve bazi ozellikleri verile-

cektir.

Tanim 3.1.1 [1] I, RT da bir aralik ve f : I — R™ de siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, eger her a,b € I ve A € [0, 1] i¢in

F(@*b'=%) < f(a)*f(b)}

egitsizligini saglaniyorsa, bu f-fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon veya carpimsal

(multiplicatively) konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1 2] f : I € RT — R*T geometrik konveks bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, eger her a,b € I, a < bigin f € Ly[a,b] ise, o zaman

/ ab
f(\/ﬁ) p lnb—lna/
f(@)
> lnb—lna/a t dt
f(a)

_ -
= /() —nf(a)
f(b) + f(a)
- 2
esitligi dogrudur. Ayrica t := a*b'~ icin

1 SO L s
lnb—lna/a tdt_/of(ab Jdx

esitligi elde edilir.
Not 3.1.1 a,b € R" icin,

min{a, b} < G(a,b) = Vab < L(a,b) = mz%m_A(a,b):a;—b_

esitsizliklerinin dogru oldugunu biliyoruz.

Teorem 3.1.2 [3] f, R™’mn bir [ alt araligi {izerinde tanimli bir geometrik konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda, her a,b € I igin

PV < e [y Jr0s (%)< V@ T

esitsizligi dogrudur.



Ispat. Iddiaya gore f geometrik konveks oldugundan her A € [0, 1] i¢gin

fWad) = F(@EN @)
VI@T f@ =5
VI@A O @ )
J@-f®

IN

IN

a

yazabiliriz. Yani

F(Vab) < /F(@ =) f(a ) < /f(a).f(b) (3.1.1)

esitsizligi dogrudur. (3.1.1) esitsizligini [0, 1] tizerinden integralini alirsak

f(\/_b Inb— lna/ \/ ab dt < v fla

olup, boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.1 [1] I CR" bir aralik ve f : I — (0, 00) bir geometrik konveks fonksiyon
olsun. Bu durumda

F :=logofoexp :log(l) — R

bir konveks fonksiyondur. Tersine olarak, eger J, exp(J) R nin alt araligi olacak sekilde

bir aralik ve F': J — R konveks ise, bu durumda
f = expoFolog : exp(J) — RT
bir geometrik konveks fonksiyondur.

Teorem 3.1.3 [1] f,0 < a < b olacak sekilde [a, b] aralig1 lizerinde tanimh bir geometrik

konveks fonksiyon olsun. Bu taktirde agagidaki esitsizlik dogrudur.

F(Vab) < \/faioh) fatol)

1 " log f(t)
< dt
- e:Ep<logb—loga/a t )

INIA
=| =
E’,ﬂ
< &
—~| ~—~
> -
— | S
=
S
~—
'
=
=

Ispat. Iddiaya gore f : [a,b] — R geometrik konveks bir fonksiyon ve Lemma (3.1.1) e
gore

F(z) :=logofoexp(z) : [loga,logbh] — R

10



bir konveks fonksiyondur. Dolayisiyla [[4], Remark 1.9.3)'ten

F(loga;—logb) < %[F(?)loga;— logb> +F<loga—2310gb)}

1 logb
< - F(z)d
- logb—loga/l (z)dx

oga
1

< g loga + logb +F(loga)+F(logb)
2 2 2

< F(loga) + F(logb)

2

esitsizligini elde ederiz. F’nin tanimindan
1
logofexrp(Va.b) < 3 [log ofexp ( log a}lbi> + logofexp ( log aibz)]

1 logb
< — 1 d
— logb—loga /loga ogofewp(u)dr

< %[log ofexp(log aébé> N log ofexp(loga) ;r log ofexp(log b)]

logofexp(loga) + logofexrp(logb)
2

<

esitsizligini buluruz. Yukarida gerekli diizenlemeler yapilirsa,

log f(Vab) < %[logf(aibi) + logf<aéllb

FN[Y

!

1 logb
< —_— 1 d
— logb—loga Lga ogoferp(r)de

<! {logf(aébé) . log f(a) +1og f(b)]

2 2

log f(a) + log f(b)
2

elde edilir. Ayrica exp(x) iistel fonksiyonu artan oldugu igin agagidaki esitsizligi yazabil

\/f(aibi) f(atot)

< e:tp(; / logblogof(exp(x))>dx

iriz.

f(Va.b)

VAN

logb —loga Jigq
<\ f(Vab)./f(a)V/F(b)
< Vf(0).f(a)

Son olarak ¢ := exp(x) degisken degistirilmesi yapilarak, ispat tamamlanmig olur.

Niculescu ve Persson [4], katsayisi negatif olmayan her P(z) polinomunun, [0, +00)

araligl iizerinde geometrik konveks oldugunu gostermistir. Daha genel olarak, katsayisi

11



negatif olmayan her reel f(z) = >7% c,2" analitik fonksiyonunun (0, R) aralig iizerinde

geometrik konveks fonksiyon oldugunu ispatlamiglar. Burada R, verilen serinin yakinsaklik
yaricapidir. Bu ise bize farkli geometrik konveks fonksiyon 6rneklerinin varligini gostermektedir.
Hemen bir 6rnek vermek gerekirse exp(.) tistel fonksiyonu bir geomertik konveks fonksiyon-

dur.

3.2 Operator Geometrik Konveks Fonksiyon
Bu kisimda operator geometrik konveks fonksiyon tanimi verilecektir.

Dragomir [5], operator konveks fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard esitsizliginin ope-
rator versiyonunu ifade ve ispat etmistir. Ayrica yeni esitsizlikler de elde edilmisgtir. Yani
f I — R bir operatoér konveks fonksiyon olsun. Bu durumda spektrumlar1 I’da olan

her A, B 6z eslenik operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur,

f(A_gB) < /ftA+ (1—{)B)dt

[ )]

f( (1—t)A+tB)dt

[JC(/H—B) A)+f(3)]

2
f(A).f(B)
2

IN

IN
s—

<

N | —

<

Operator geometrik konveks tanimi verebilmek igin ilk once aagagidaki Lemmalara

ihtiyacimiz vardir.

Lemma 3.2.1 ([6],Lemma 3) A, B € A" iki operator ve f de Sp(A) lizerinde stirekli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda
AB = BA olmas1 f(A)B = Bf(A)

anlamina gelmektedir.

Buna gére A € [0,1] i¢in f(t) = t* siirekli bir fonksiyon ve A da bir komiitativ C*
cebri oldugu i¢in

A*B = BA?

12



yazabiliriz. Ayrica f(t) = t!=* i¢in de yine yukaridaki Lemmay1 uygularsak, A, B € A"
A)\Blf)\ — Blf)\A)\

yazabiliriz. Bu ise bize A% ile B~ operatérlerinin, A ve B komiitativ oldugu siirece

birbirleriyle komiitativ oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.2 ([6]) A ve B, A" da iki operator olsun. Bu durumda
{A*B™:0< A< 1}

konvekstir.

Ispat. Keyfi A ve B operatérleri icin
{M+(1-XNB:0< A< 1}
kiimesinin konveks oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
{MogA+(1—-XN)logB:0< <1}

kiimesi de konvekstir. Ayrica A, B komiitativ ve f de konveks olmak iizere e/ konveks
oldugu igin,

(A log A+(1—X) log B) Alog A 6(17)\) log B

e €

— A)\Blf)\
olup, sonug olarak \ € [0, 1] i¢in, A*B'~* konvekstir.

Lemma 3.2.3 ([7], Teorem 5.3) A ve B, AB = BA sgartim saglayan bir Banach ceb-

rinin elemanlari olsun. Bu durumda asagidaki bagint1 dogrudur.

Sp(AB) C Sp(A) C Sp(B).

Spektrumlar1 I’da olan iki A ve B operatorleri i¢in A, B € A olsun. Simdi Lemma 3.2.1
ve [[7], Teorem 10.3.(c)]” yi kullanirsak, her A € [0, 1] i¢in

Sp(A*B'™*) € Sp(AY)Sp(B' ™) = Sp(A)*Sp(B)' ™ C I
bagintis1 dogrudur.

Tamim 3.2.1 ([8]) I, R™’mn bir alt araligi ve f : I C RT — R de siirekli bir fonksiyon

olsun. Bu durumda, spektrumlar1 I’da olan her A, B € A" operatorleri ve A € [0, 1] i¢in
fFAMBI™Y) < f(A) fF(B)'

esitsizligi saglaniyorsa, f-ye operatér geometrik konveks fonksiyon denir.
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3.3 Operator Geometrik Fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard
Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.3.1 ([8]) f bir operatér geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ € [0, 1] ve
Sp(A), Sp(B) C I olacak sekilde A, B € A* i¢in

log f(VAB) < /0 log f(A'B'")dt < log \/F(A)F(B) (3.3.1)

esitsizligi dogrudur.

ispat. f operator geometrik konveks fonksiyon oldugu igin,

F(VAB) < \/f(A)f(B)

esitsizligini yazabiliriz. Simdi A yerine A'B'~! ve B yerine de A'™'B! alalhm. "logt”,

(0, 00) araligi tizerinde operatér monoton fonksiyon oldugundan [9], yani
A< Bise logA <logB,

olup,

F(VAB) < \/J(A'B) f(A-1B) (3.3.2)

esitligi dogrudur. (3.3.2)’den

log f(VAB) < log+/f(A'B'") f(A'-'BY)

= log(f(A'B" ) f(A"BY)
= Lllog f(A'B') + log (A" *B")
elde edilir. Dolayisiyla,
log f(VAB) < 3llog f(A'B') + log f (A" B") (33.3)

esitsizligi saglanir. (3.3.3) esitsizligi [0, 1] aralig: iizerinde t’ye gore integrali alinirsa,

/ log f(VAB)dt < %{/ logf(AtBlt)—l—/ logf(AltBt)]
0 0 0

1
= /logf(AtBlt)dt
0

olup, dogru olan
1 1
/ log f(A'B*")at :/ log f(A'B*")dt
0 0

14



esitligini de kullanirsak, (3.3.1)’nin sol esitsizligini, yani

log f(VAB) < / 1 log f(A™*BY)dt
0

ispatlamig oluruz.

Diger taraftan,
f(AtBl—t) S f(A)tf(B)l—t

oldugunu biliyoruz. Yine, log fonksiyonunun operatér monotonlugundan

log f(A'B'™") < log f(A)' f(B)"
= log f(A)' +log f(B)'
= tlog f(A)+ (1 —t)log f(B)

yazabiliriz. Dolayisiyla
log f(A'B*™") < tlog f(A) + (1 —t)log f(B) (3.3.4)

esitsizligi dogrudur. Simdi (3.3.4)tin her iki tarafi [0, 1] arahig iizerinde t-ye gore integrali

alinirsa,
1 1 1
/ log f(A'B* )dt < / tlog f(A)dt +/ (1 —1t)log f(B)dt
0 0 0
1 1
= log f(A)/ tdt + log f(B)/ (1—t)dt
0 0

_ %[log F(A) +log f(B)]

= log/f(A).f(B)

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1 ([8]) f bir operator geometrik konveks fonksiyon oldugu zaman,

f(VAB)

f(VAIB-t Al BY)

VI(ABY) f(ATBY)

VA (B f(A) (B
F(A)f(B)

IN

IN

esitsizligini yazabiliriz. Dolayisiyla

f(WAB) < /f(A'B'-!)f(AB!) < \/f(A) f(DB) (3.3.5)
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esitsizligi dogrudur. (3.3.5)’in her iki tarafi [0,1] arahg tzerinde t-ye gore integrali

alimirsa, sprektrumlar: I-da olan A, B € A" operatorleri icin

f(VAB) < / VAB) f (AT Byt
— JIN/DB)

esitsizligini yazabiliriz.

3.4 Ustel ve Norm Operator Geometrik Konveks Fonksiyonu

Bu kisimda iistel ve norm operator geometrik konveks fonksiyonla kavrami [8] ince-

lenecektir.

3.4.1 Ustel Fonksiyon [8]

A, B € A ve A< B olsun. [7]’ nin Teorem 10.3(b)’ den
exp(A) < exp(B)

oldugu kolayca elde edilir. Bu ise bize, exp(t) fonksiyonunun A, B € A igin [0, 00) araligi

tizerinde operator monoton oldugu anlamina gelir.

Klasik durumda oldugu gibi, B(H)-daki komiitativ olmayan pozitif operatorler i¢in

de operatorlerdeki siralamaya gore
t
Az (A?BA‘J> <(1—t)A+1B, tel0,1] (3.4.1)

aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini yazabiliriz. Ayrica, eger A ve B birbiriyle

komiitativ ise, bu durumda (3.4.1) esitsizligi
AVIBY < (1 —t)A+1tB, t €10,1] (3.4.2)

haline doniigiir. exp(t) fonksiyonu [0, 00) aralig) tizerinde operatér monoton fonksiyon

oldugundan, (3.4.2)-den t € [0,1] ve A, B € AT igin,

t)A+tB)
t)A)exp(tB)

exp(A''B") < exp((1—
= exp((1-

= exp(A) exp(B)"
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yazabiliriz. Sonug olarak, bu durumda exp(t), [0,00) aralig: iizerinde bir operator ge-
ometrik konveks fonksiyondur. Simdi bu tistel fonksiyon ic¢in bir esitsizlik elde edelim.

Teorem (3.3.1)-de f yerine exp(.) fonksiyonunu alirsak,

1
logexp(VAB) < / logexp(A'B'")dt < log \/exp(A)exp(B)
0

1

= 3 log(exp(A)exp(B))

= %[log exp(A) + log exp(B)]

olur, dolayisiyla A, B € A" icin

1
VAB < / Aty < A ; B
0

esitsizligini elde ederiz.

3.4.2 Norm Fonksiyonu [8]

f(z) := ||z||, seklinde aligilmig operatér normuyla tanimlanan f fonksiyonu operator

geometrik fonksiyondur. Gergekten de her A, B € AT ve t € [0,1] igin
JIA'B'™") = |A'B| < AN Bl = f(A) F(B) (3.4.3)
olup, f(z) = ||z|| fonksiyonu bir operatér geometriktir. (3.4.3) esitsizligi McIntosh

esitsizliginin bir 6zel halidir.

3.5 Operator Geometrik Fonksiyonlarin Bazi1 Cebirsel Ozellikleri

Teorem 3.5.1 ([8]) Eger f(t) bir operator geometrik fonksiyon ise, bu durumda

g(t) =tf(#)

olacak sekilde bir g operator geometrik fonksiyon vardir.

Ispat. g(t) :=tf(t) olsun. Her o € [0,1] ve A, B € A" icin

g<AaB17a) — AaBlfozf(AaBlfoz)
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yazabiliriz. f bir operator geometrik fonksiyon oldugundan
g(AaBl—a) — AaBl—af(AaBl—a)

AaBl—af(A)af(B)l—a

Aaf(A)aBlfaf(Byfa

g(A)*g(B)'~°

ININA

olup, g de bir operator geometrik fonksiyondur.
Not 3.5.1 ([8]) A,B,C,D € A" ve a € [0, 1] igin
A*BY" 4+ CDV < (A+C)* + (B+ D) (3.5.1)
esitsizligi dogrudur.
Teorem 3.5.2 ([8]) f ve g iki operator geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda ” f + ¢”
de operator geometrik fonksiyondur.
Ispat. A, B € A" ve a € [0,1] i¢in
(f +g)(A“B'™%) = f(A*B'™%) + g(A*B'™®)
yazabiliriz. Tddiaya gore f ve g operator geometrik fonksiyon oldugu icin

(f +9)(A*B™) = f(A*B'™) +g(A*B"™®)
FLA)f(B)' = + g(A)*g(B)' "

IN

olup (3.5.1)’den

(f +9)(A°BY™®) = f(A°B'™) + g(A°B'")

f<A> F(B) + g(A)*g(B) e
[F(A) + g(A)]* + [£(B) +g(B)]" ™
(

+9(4)
f+g)( )"+ (f+9)(B) "

INIA

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.5.3 ([8]) f bir operatér geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda m bir sabit

olmak tizere "mf” de bir operator geometrik fonksiyondur.
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Ispat. A,B,C,D € AT, a € [0, 1] ve m sabiti igin
(mf)(AaBl—oz) — mf(AaBl—a)
yazabiliriz. f operator geometrik fonksiyon oldugundan

mf(A*B'™) < mf(A")f(B)'™°
= [mf(A)[mf(B)]°

olup, ispat tamamlanir.

Teorem 3.5.4 ([8]) f ve g iki operator geometrik konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
"fg" de operator geometrik fonksiyondur.

Ispat. h:= fg, A,B,C,D € A* ve a € [0,1] i¢in

h(A*B™) = (fg)(A"B'™?)
= f(A"B'"")g(A*B'™®)

yazabiliriz. f ve g operator geometrik fonksiyon oldugundan

fA“B™")g(A"B'™) < f(A)*f(B)"*g(A)*g(B)""
= [f(Ag(APIf(B)g(B)]
= (f9)(A)(fo)(B)"°

yazabiliriz. Bu ise

h(A“B'=®) < h(A)h(B)'~®

olup ispat tamamlanir.

19



4. SONUC VE ONERILER

Derleme olarak yapilan yapilan bu yiiksek lisans tezi, klasik anlamda 6nemli bir kon-
vekslik ¢esidi olan geometrik konvekslik kavramini, Hilbert uzayinda siirl 6z eslenik ope
ratorler i¢in ayrintili bir sekilde incelenmesi yapilarak meydana gelmistir. Bunu yaparken
[2] ve [8] temel kaynak olarak kullanilmigtar.

Sonug olarak, bu tez Hilbert uzayinda sinirh 6z eslenik operatorler icin literatiirde
var olan operator geometrik konveks fonksiyonlarin kurulmasi icin gerekli olan teorik alt
yapiyl, tanimi, temel 6zellikleri ve bazi cebirsel ozellikleri detayli bir sekilde aragtirilmigtir.
Dolayisiyla bu alanda ¢aligma yapmak isteyen bilim insanlarina iyi bir kaynak olacagini

diigiiniiyoruz.
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